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Introduccion

El creciente predominio del enfoque abstracto en las matemadticas ha resaltado el papel
del dlgebra y de los métodos algebraicos. La palabra dlgebra, originalmente concebido
como el estudio y la resolucion de las ecuaciones polinomiales, hoy en dia significa mas
bien el manejo detallado de ciertas estructuras: grupos, anillos, cuerpos, reticulos, etc.
Este curso es una introduccién a la teoria de grupos y de anillos, con énfasis en los ejem-
plos mds concretos: grupos finitos y matriciales; anillos de matrices y polinomios; y las
representaciones de grupos sobre espacios vectoriales de dimension finita.

Los estudiantes que emprenden este curso tendran conocimiento de los rudimentos
del algebra lineal: la teoria de espacios vectoriales y el manejo de cdlculos matriciales.
De hecho, buena parte de los grupos y anillos de uso cotidiano en la matematicas estan
formados por matrices. Ademas, aunque se suele presentar un grupo o anillo de manera
abstracta, se obtiene mucha informacién al identificarlo con un juego concreto de matrices
(dicese que se representa el grupo o anillo en forma matricial).

Por otro lado, la teoria de cuerpos y sus extensiones, que juega un papel predominante
en la resolucién de ecuaciones, queda para un curso subsiguiente. Un aspecto clave de
la teoria de cuerpos, la llamada correspondencia de Galois, le asocia a cada extension de
cuerpos un grupo de automorfismos (el “grupo de Galois” de la extensién). Por lo tanto,
la materia de este curso es una preparacién indispensable para abordar dicha teoria.

Un aspecto caracteristico del dlgebra, tan prominente que a veces se identifica con toda
la disciplina, es la repeticién de ciertos rasgos estructurales: una coleccién de “objetos”
conectados por juegos de “morfismos” que obedecen una ley de composicién asociativa.
Estas estructuras suelen llamarse categorias. Hoy en dia, gran parte del dlgebra, para no
decir de todas las matematicas, se expresan en el lenguaje de las categorias. Este curso
también servird como una introduccién a este lenguaje.
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Temario

Grupos Ejemplos de grupos y monoides. Subgrupos, coclases, el teorema de Lagrange;
subgrupos normales, grupos cocientes. Homomorfismos de grupos, los teoremas de
isomorfismo. Acciones de grupos sobre conjuntos, drbitas, grupos de isotropia, el
teorema de Cayley. Productos directos y semidirectos de grupos. Grupos resolubles
y nilpotentes. La estructura de grupos finitos, los teoremas de Sylow.

Grupoides y categorias Ejemplos de grupoides. Categorias pequefias como generaliza-
cion del concepto de grupoide, morfismos y funtores. La categoria de grupos finitos.

Anillos Ejemplos: anillos de polinomios y matrices. Algebras sobre un cuerpo. Anillos
enteros, cuerpos de cocientes. Ideales, homomorfismos de anillos, los teoremas
de isomorfismo. Mddulos sobre un anillo, categorias de médulos, la estructura de
grupos abelianos finitos. El algoritmo euclidiano de divisién, anillos factoriales,
factorizacion tnica de polinomios en factores irreducibles.

Representaciones de grupos finitos Anillos de grupos, G-mddulos irreducibles, el lema
de Schur. Caracteres de un grupo, funciones de clase, relaciones de ortogonalidad,
el anillo de caracteres. Ejemplos de representaciones. Representaciones inducidas,
la férmula de reciprocidad de Frobenius.
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Notaciones y convenios

Las notaciones usados en este curso seran mayormente compatibles con las del libro de
Jacobson, Basic Algebra I y las del libro de Aluffi, Algebra: Chapter 0. En particular, los
conjuntos usuales de nimeros serdn denotados por

o N=1{0,1,2,3,...} es el conjunto de los niimeros naturales, es decir, los nimeros
enteros no negativos.

o Z=A{...,—2,—1,0,1,2,...} es el conjunto de los niimeros enteros.
¢ Q es el conjunto de los niimeros racionales.

¢ R es el conjunto de los niimeros reales.

o C es el conjunto de los nimeros complejos.

Fijese que aqui se usa el convenio de contar O como numero natural. Los niimeros enteros
positivos se denotaran por P = {1,2,3,...} = N\ {0}, como hace Jacobson.!

Los autores franceses usan N = {0,1,2,3,...} y escriben N* = {1,2,3,...}. En cambio, los autores
alemanes suelen poner N={1,2,3,...} yN;, ={0,1,2,3,...}. Por lo general, el lector debe cerciorarse si
un determinado libro considera 0 como numero natural o no.
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» Se usardn las notaciones usuales AUB, ANB, A\B para la union, interseccién o diferencia
de conjuntos Ay B. En el caso de que ANB = (), es decir, si los conjuntos Ay B no tienen
elementos en comun, se escribird AW B para denotar la unién disjunta de Ay B.

Sif:A— By g:B — C son dos funciones tales que el dominio B de g coincide con
el codominio de f, la composicién de estas dos funciones se denotara por g o f; en otras
palabras, g o f(x) := g(f(x)) para x € A. En algunas ocasiones, se omitira el simbolo
circular, dejando g f (x) := g(f (x)).

La composicién de funciones es asociativa, es decir, el orden de formacién de la com-
posicion de tres funciones es inmaterial: ho(go f)=(hog)of : x — h(g(f(x))). Esta
regla puede ser ilustrada de la siguiente manera:

AN
SN

f
C

La asociatividad ho(go f) = (ho g)o f dice que en este diagrama, todas las maneras
de seguir las flechas desde A hasta D producen el mismo resultado. En tal caso, dicese
que el diagrama conmuta. Si se omite la flecha g, la asociatividad toma la forma de un
diagrama conmutativo:

gof

A

Por otro lado, la composicién de funciones no es conmutativo: f o g # g o f en general.

» La notacién algebraica emplea muchas relaciones de orden: inclusiéon de conjuntos
A C B, inclusién de subespacios vectoriales V < W, inclusién de un subgrupo normal
H < K (este ultimo concepto se vera oportunamente). En cada caso, la omisién de la
barra inferior significa una inclusién sin igualdad: A C B cuandoAC BperoA#B; V <W
cuando V < W pero V # W; H < K cuando H < K pero H #K.
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1 Grupos

Antes de abordar el tema de los grupos, vale la pena recordar una estructura algebraica
bien conocido: la de un cuerpo,? es decir, un sistema de “escalares” que aparecen como
coeficientes de las combinaciones lineales de vectores en un espacio vectorial. Los ejemp-
los mejor conocidos de cuerpos son los nimeros racionales QQ y los nameros reales R. (Los
numeros complejos C también forman un cuerpo.) Un cuerpo es entonces un conjunto
F con dos operaciones binarias: la suma y el producto. Conviene hacer una lista de sus
propiedades algebraicas, para fijar algunos términos de vocabulario.

o Ley asociativa de sumas: (a+b)+c=a+ (b +c).
o Ley conmutativa de sumas: a+ b =b +a.

¢ Ley de cancelacion de sumas: a+c=b+c = a=0b>.

o

Ley asociativa de productos: (ab)c = a(bc).

<

Ley conmutativa de productos: ab = ba.

<

Ley de cancelacién de productos: ac = bc = a=b sic #0.

o

Ley distributiva de productos sobre sumas: a(b +c) = ac + bc.

<

Existencia de un cero: hay un (dnico) elemento O € F tal que 0+ a = a para todo
ael.

<

Existencia de negativos: si a € F, hay un (inico) elemento —a € F tal que a+(—a) =
0.

o Existencia de un “uno”: hay un (tnico) elemento 1 € F tal que 1la = a para todo
ael.

& Existencia de reciprocos: si a € F, a # 0, hay un (tinico) elemento a~! € F tal que
—1
aa - =1.

Dejando de lado la ley distributiva, que relaciona las dos operaciones, se puede observar
una analogia interesante entre el conjunto F con la operaciéon de suma; y el conjunto
F \ {0} con la operacién de producto. Estos son dos ejemplos de grupos abelianos.

2El término cuerpo viene del alemdn Kérper, un término introducido por Richard Dedekind en 1871;
se llama corps en francés, corp en rumano, etc., pero en inglés se usa la palabra field. En espafiol, no debe
usarse la traduccién secundaria campo, que denota campos vectoriales, campos magnéticos, etc.
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1.1 Definicion y ejemplos de grupos

Una operacion binaria sobre un conjunto A es simplemente una funcién m: AxA — A. En
lugar de denotar un elemento de su imagen como m(a, b) € A, se puede escribir en forma
abreviada ab := m(a, b).

Definiciéon 1.1. Un grupo es un conjunto G con un producto G x G — G: (g,h) — gh
tal que:

(a) el producto es asociativo: (gh)k = g(hk) para todo g,h,k € G;

(b) hay un elemento neutro 1 € G talque 1g =gl =g, paratodo g € G;
(c) paratodo g € G, hay un elemento inverso g ' € G talque gg ' =g lg=1.
Dicese que G es un grupo abeliano si ademads:

(d) el producto es conmutativo: gh =hg paratodo g,h € G. ¢

A veces conviene denotar la operacion binaria con un simbolo explicito, al escribir
m(g,h) = g xh, por ejemplo. En tal caso, las férmulas que definen las propiedades de
grupo se escriben asi:

(@) (g*xh)xk=gx(hxk); () 1lxg=gxl=g;  (Q)g*g ' '=g 'xg=1;

y también (d) gxh = hx g, si el grupo es abeliano. De hecho, cuando el grupo es abeliano,
se suele emplear una notacién aditiva: m(g,h) =: g + h. En tal caso, el elemento neutro
aditivo se denota por 0 (el cero del grupo abeliano) y el inverso aditivo de g se denota

por —g.
Es util, para poder apreciar que estas reglas no siempre se cumplen, escribir estas
condiciones en términos de la funcién m.

(a) asociatividad: m(m(g,h), k) = m(g, m(h,k)) para todo g,h,k € G;

(b) elemento neutro: m(1,g) =m(g,1) = g para todo g € G;

(¢) invertibilidad: m(g,g™') =m(g™',g) =1 para todo g € G;

(d) conmutatividad: m(g,h) = m(h, g) para todo g,h € G.
Proposicion 1.2. En un grupo G:

(a) el elemento neutro es uinico;
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(b) el inverso de cualquier elemento es tnico;

(c) (g71) ' =g, para todo g € G;

(d) (gh)'=h"'g™!, para todo g,h € G;

(e) gh=gk = h=k ytambién hg =kg = h=k.

Demostracion. Ad(a): Si e, f son elementos de G tales que eg = gy gf = g para
todo g € G, entonces f = ef = e. (En palabras: una identidad a la izquierda y una
identidad a la derecha son necesariamente iguales.) En particular, si ey f son identidades
(bilaterales) en G, entonces f = e. [ En adelante, este elemento neutro se denotara

por 1. ]
Ad(b): Sih,k € G son tales que hg =1y gk =1, entonces

h=h1=h(gk) = (hg)k = 1k = k.

(En palabras: un inverso a la izquierda y un inverso a la derecha para el elemento g son
necesariamente iguales.) En particular, si h y k son inversos (bilaterales) para g, entonces
h = k. [ En adelante, el elemento inverso de g se denotard por g~*.

Ad(c): Lasigualdades g7'g = gg~! = e muestran que g es un inverso para g~ '. Por
la parte (b), este inverso es unico.

Ad(d): La asociatividad del producto implica que

(gh)(h'g ™) =g((hh g H=glg H=gg ' =1.

De hecho, la asociatividad del producto muestra que las paréntesis en este cdlculo son
redundantes: se podria escribir ghh g™ = glg™! = gg~! = 1. De igual manera, se ve
que h'g7'gh=h"'1h=h"'h =1. En fin, h 'g"! es el inverso del elemento gh.

Ad(e): Estas leyes de cancelacién siguen de la multiplicacion, a la izquierda o a la
derecha respectivamente, por el elemento g~!, tomando en cuenta la asociatividad:

gh=gk = g 'gh=g 'gk = h=k,
hg =kg = hgg '=kgg' = h=k. O

La notacién 1 para el elemento neutro no es universal: muchos autores lo denotan
por e. (En contextos especificos, tiene otros nombres: en un grupo de matrices se suele
denotar la matriz identidad por I; en un grupo de funciones se escribe id para la funcién
idéntica x — Xx; etc.) En estos apuntes, se seguira el siguiente convenio en lo posible
(con algunas excepciones): cualquier cero (elemento neutro aditivo) se denotard por 0y
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cualquier identidad (elemento neutro multiplicativo) se denotard por 1. Asi, por ejemplo,
la matriz unidad n x n se escribe 1, en vez de I, ; la aplicacién idéntica del conjunto A en
si mismo se denota por 1, en vez de id,; etcétera.

Definicidon 1.3. Una estructura mas general que un grupo es un monoide: este es un
conjunto M con una operacion binaria asociativa y un elemento neutro 1, en donde no
es necesaria que todo elemento posee un inverso. En otras palabras:

(a) el producto es asociativo: (x * y)*z = x *(y *2z) para todo x,y,z € M;
(b) hay un elemento neutro 1 € M tal que 1% x = x *x 1 = x, para todo x € M.

Todo grupo, desde luego, es un monoide. De hecho, un grupo es un monoide en donde
cada elemento es invertible. O

En un monoide, el elemento neutro es inico, porque la parte (a) de la Proposicién 1.2
es aplicable al caso. Debido a la posible ausencia de elementos inversos, las leyes de
cancelacion de la parte (e) no estardn garantizadas en monoides: algunos monoides las
cumplen pero otros no.

Ejemplo 1.4. Un conjunto con un sélo elemento, G = {1}, admite una tinica operacién
binaria, dada por 1 x 1 = 1. Es evidente que esta operacién cumple trivialmente las
condiciones (a), (b) y (c) de la Definicién 1.1. De este modo se define el grupo trivial de
un elemento; se suele escribir 1 := {1}. ¢

Ejemplo 1.5. El conjunto de niimeros enteros Z, con la suma usual, es un grupo abeliano
(Z,4+). Su elemento neutro es 0 y el inverso aditivo de n es (—n) en cada caso.

Los niimeros naturales forman un monoide (N, +), el cual no es un grupo. Este es un
monoide que admite cancelacion: si m+k =n+ k en N, entonces m = n.

Los numeros enteros positivos (P, +) estan cerrados bajo la operacion (asociativa) de
suma, pero carecen del elemento neutro: dicese que (P, +) es un semigrupo.> ¢

Ejemplo 1.6. Otros ejemplos de grupos abelianos, con la operaciéon de suma usual, son
(Q,+), (R,+) y (C,+): los nimeros racionales, reales y complejos. %

Ejemplo 1.7. Si F es un cuerpo cualquiera, escribase F* := F \ {0} para denotar la to-
talidad de sus elementos no nulos. Entonces F* es un grupo con la operacién de multi-
plicacion. En particular, (Q*,-), (R*,-) y (C*,-) son grupos multiplicativos, con elemento
neutro 1. En estos casos, el inverso multiplicativo de x es x™! :=1/x.

3En esta terminologia, un monoide es un semigrupo que posee un elemento neutro. Sin embargo, hay
que advertir que tal nomenclatura no es universal: muchos autores, particularmente en libros de andlisis,
dicen “semigrupo” como sinénimo de “monoide”, es decir, asumen que posee un elemento neutro.
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Los nimeros enteros positivos (PP, -) forman un monoide bajo multiplicacién. Los en-
teros no nulos (Z*, -) también forman un monoide. ¢

Ejemplo 1.8. Témese m € P con m > 1. Entonces cada nimero entero n € Z puede
escribirse de manera tinica comon =qm+r dondeqeZyr {0,1,2,...,m—1}. Este r
es el residuo de n bajo divisién por m. Si n’ = q’'m +s, entonces

o (@+q)m+(r+s) sir+s<m,
n+n =
(q+q'+1)m+(r+s—m) sir+s=>m.

Es evidente que la relacién “n = n’ mod m siy sélo si (n—n’) es un multiplo entero de m”
es una relacién de equivalencia sobre Z; las clases de equivalencia corresponden con los
posibles residuos bajo divisién por m. Al denotar por r := {gm +r : q € Z} la clase de
equivalencia de r, se obtiene el “conjunto cociente™

Z.=1{0,1,2,...,m—1}.

La suma de dos clases de residuos estd bien definida por la receta ¥ +5 := r + s, porque
(r+s) = (r+s—m) mod m. Fijese que esta “suma de residuos” es asociativa, con elemento
neutro 0. Es también evidente que 7 + m —r = 0, asf que (Z,,,+) es un grupo abeliano
finito, con m elementos. ¢

Ejemplo 1.9. Obsérvese que la parte no nula Z_ \ {0} = {1,2,...,m—1} generalmente
no queda cerrada bajo el “producto de residuos” definido por 7 -5 := rs. Por ejemplo, si
m = 6, entonces 2-3=0en Zes. (Este fendmeno de “divisores de cero” se presenta toda
vez que m sea un numero entero compuesto.)

En cambio, si m = p es un numero primo, entonces para cada r € {1,2,...,p—1} es
posible encontrar q € Zy s € {1,2,...,p — 1} que cumplen gp + rs = 1. (Esta es una
propiedad conocida del par de nimeros “relativamente primos” p y r.) En consecuencia,
r-s=1len Z,\ {0}. Escribase Z; = Z, \ {0} para p primo. Se ha comprobado que (Z;, 2)
es un grupo multiplicativo, con elemento neutro 1.

Laley distributiva 7+ (s+t) = 7-5+7 -t también es valida en Z, porque r(s+t) = rs+rt
en Z. Entonces, si p es un numero primo, el conjunto finito Z, de residuos es un cuerpo
finito de p elementos. Este cuerpo se denota también por I, como sinénimo de Z,. ¢

“El conjunto de residuos médulo m se denota por Z,, en estos apuntes, como también en los libros
de geometrfa diferencial. Sin embargo, en la teorfa de numeros el nombre Z, significa otra cosa (los
elementos enteros del cuerpo Q, de ntimeros p-ddicos) y los libros de dlgebra tienden a usar notaciones
menos cémodas, como Z/mZ [Aluffi] o bien Z/Zm [Jacobson I] o inclusive Z/(m)[Jacobson II].
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Ejemplo 1.10. Si V es un espacio vectorial cualquiera sobre un cuerpo F, se puede hacer
caso omiso de la multiplicacién por escalares en F; con sélo la operacién de suma de
vectores, (V,+) es un grupo abeliano. O

Ejemplo 1.11. Una rotacién por un dngulo 6 en el plano R? es una aplicacién (x,y) —
(, ¥) dado por la férmula:
X =xcos—ysenb,

y=xsenf + ycosf.

Esta aplicacién es lineal en las coordenadas (x, y); entonces queda representada por su
matriz de coeficientes
__[cos® —senb
Po=\sen® coso |

Es facil verificar, con un poco de trigonometria, que pg Py, = Po1y- S€ Ve que py = 1,
es la matriz unidad 2 x 2 'y pgl = p_p. Estas matrices forman un grupo de rotaciones,
que se denota por SO(2). Sélo hay que recordar que la composicién de transformaciones
lineales corresponde con el producto de matrices. ¢

Ejemplo 1.12. Considérese la reflexion en el plano R? dado por

{ X =xcos6 + ysen6 cosf senf )

, Ccon matriz =
} Ho (sen 60 —cosb

y=xsenf —ycosf

Obsérvese que

_[cos@ senb cos¢p seng
Hoto =\ seng —cos ) sengp —coso

_ (cos@cosqb +senfsen¢ cosbsen ¢ —sen@cosqﬁ)

sen 6 cos¢p —cosOsen¢ sen6 sen¢ + cosO cosp

_[cos(0—¢) —sen(0—¢))
“\sen(6—¢) cos(@—¢) ) Po-¢-

En particular, u? = p, = 1,; ademds, esta transformacién lineal deja fija la recta que pasa
por el origen y por el punto (cos %, sen %) —esta recta fija es el eje de la reflexion.

Dos célculos similares muestran que g Py = Ug—p Y Po Uy = Ugiy- Por lo tanto, el
conjunto de matrices

02)={pp:—m<O0<n}uU{uy:—m<6O<m}

estad cerrado bajo multiplicacion. Este es el grupo ortogonal de matrices 2 x 2. El grupo
SO(2) del ejemplo anterior es un subgrupo de O(2). ¢

10
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Figura 1.1: Poliedros regulares convexos y sus ejes de simetria

Ejemplo 1.13. Témese n € N con n = 3. Los puntos del plano R? cuyos coordenados son
(cosO,senB), para O = 0,2 /n,4n/n,...,2(n—1)7/n, son los vértices de un poligono
regular de n vértices, inscrito en un circulo de radio 1. El conjunto de rotaciones
cn::{ 9=02" 4—“...,—2(’1_1)“} (1.1a)
n n n

forma un grupo finito de n elementos, con elemento neutro 1 = p,, que permuta los
vértices del poligono en orden ciclico. Este C, es el grupo ciclico de n elementos.

El poligono regular de n vértices tiene n ejes de simetria (véase la Figura 1.1). Al
agregar a las n rotaciones de C, las n reflexiones en estos ejes, se obtiene un grupo de 2n
elementos:

27 471 2(n—1D)= } (1.1b)

Dn:=CnL+J{ 60=0,"=—, ...,
n n n

Este D, es el grupo diedral de 2n elementos, formado por todas las transformaciones
ortogonales del plano que permutan los n vértices de un poligono regular. El grupo ciclico
C,, aparece como subgrupo del grupo diedral D,,.

Sin=2m+ 1 es impar, cada reflexion deja fija un vértice y transpone m pares de los
otros vértices; pero si n = 2m es par, hay m reflexiones que dejan dos vértices opuestos
fijos y las otras m reflexiones no tiene vértice fijo alguno. ¢

Ejemplo 1.14. Estas cuatro matrices 2 x 2:
1= 10 p— -1 0 Q= 1 0 R— -1 0
o 1) " \o —-1)0 * \o -1) " o 1

11
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forman un grupo abeliano de 4 elementos,> denotado por V. El elemento neutro es 1, y
cada matriz A del grupo satisface A> = 1.

Este grupo V coincide con el grupo diedral D,. En efecto, se ve que 1 = p,, P = p,,
Q = Uy, R =, en las notaciones de los Ejemplos anteriores. ¢

Ejemplo 1.15. El conjunto de todas las matrices n x n invertibles con entradas en un
cuerpo F forman un grupo, llamado GL(n,F), un grupo general lineal sobre F. (En el
caso trivial n =1, se ve que GL(1,F) =F* =F \ {0}.)

Si dos matrices nxn sobre F tienen determinante 1, son invertibles y tanto su producto
como sus matrices inversas también tienen determinante igual a 1. Tales matrices forman
un subgrupo,

SL(n,F) :={AeGL(n,F):detA=1}.

Este grupo se llama un grupo especial lineal sobre F.

Aunque Z no es un cuerpo, una matriz A de determinante 1 con entradas en Z tiene
matriz inversa A! con entradas en Z; ademds, vale det A™! = 1/det A= 1 también. Tales
matrices forman un grupo, llamado SL(n, Z). O

Definicién 1.16. Si G es un grupo y si g € G, se escribe g2 := gg, g° := ggg, etcétera;
también g! := g y g% := 1. Ademds, se escribe g7 := (g~ !)", notando que g7 = (g")'.

El menor entero positivo m tal que g™ = 1 se llama el periodo del elemento g en el
grupo G. Si no existe m € IP alguno con g™ = 1, dicese que el periodo de g es infinito.°

El orden del grupo G, escrito |G|, es el nimero de elementos (es decir, la cardinalidad)
del conjunto G.

Si hay un entero positivo m € P tal que g™ = 1 para todo g € G, el menor m con
esta propiedad se llama el exponente del grupo G. El exponente es entonces el minimo
comun multiplo de los periodos de los elementos individuales de G. O

Los grupos C, y V tiene 4 elementos cada uno. Sin embargo, C, posee dos elementos
de periodo 4 (las rotaciones p/, ¥ P3,/2) ¥ un elemento de periodo 2 (la mediavuelta
P.), aparte del elemento neutro, de periodo 1. En cambio, el grupo V posee tres ele-
mentos de periodo 2, aparte del elemento neutro. Asi, C, tiene exponente 4 mientras V
tiene exponente 2. Este ejercicio de conteo permite distinguir entre los dos grupos; para
anticipar un poco la terminologia, esto muestra que C, y V no son isomorfos.

SEl nombre V para este grupo le fue otorgado por Félix Klein, quien lo llamo Vierergruppe en alemdn
(es decir, “grupo de cuatro”).

6Algunos libros hablan del orden de un elemento g como sinénimo de su periodo. Al preferir el término
periodo, aqui se sigue el libro de Lang, que también usa #(G) en vez de |G| para denotar el orden del grupo.
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1.2 Subgrupos y coclases

En algunos de los ejemplos anteriores, se ha usado el término “subgrupo” de manera
informal, para denotar un grupo que aparece como una parte de otro grupo. He aqui la
definicién formal.

Definicién 1.17. Si G es un grupo, una parte no vacia H C G se llama un subgrupo de G
si H también es un grupo, con el producto heredado de G. En otras palabras, H es un
subgrupo de G si:

(i) h,,h,€eH = hh, €H; y
(i) heH = h'eH.
Obsérvese que cualquier subgrupo de G necesariamente contiene el elemento neutro 1.
Se escribe H < G para denotar que H sea un subgrupo de G. Si H < Gy H # G, se
escribe H < G.

SiK € Gy L C G sondos partes de G que no necesariamente son subgrupos, conviene
usar las notaciones

KL:={kl:k€K,le€L}, K1':={k':keK}.
Entonces H< Gsiysdlosi HH=H yH ! =H. O

Las dos condiciones (i) y (ii) de la definiciéon son equivalentes a una sola condicién
alternativa:
h,ke H = hk™'€H. (1.2)

En efecto, la condiciéon (ii) es inmediato, al aplicar esta propiedad al par de elementos
1,h € H; luego, la condicién (i) sigue al aplicarla a los elementos h;,h;' € H.

Ejemplo 1.18. En el grupo aditivo C = (C, +), hay una cadena de subgrupos:
ZSQ<R<C.
En el grupo multiplicativo C* = C \ {0}, hay otra cadena de subgrupos:
(Q*N(0,00))<KQ*<R*<C~. ¢

En el Ejemplo 1.12, las rotaciones de R? alrededor del origen forman un subgrupo
propio del grupo ortogonal: SO(2) < O(2).

En el Ejemplo 1.13, el grupo ciclico de rotaciones del n-gono regular forman un sub-
grupo propio del grupo diedral de sus simetrias: C, < D,,.

En el Ejemplo 1.15, el grupo especial lineal de matrices n x n es un subgrupo propio
del grupo general lineal: SL(n,F) < GL(n,F).
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Cualquier grupo G posee al menos dos subgrupos triviales: G mismo y el singulete
1={1}.

SiH < GyK < G, lainterseccion HNK es otro subgrupo de G. (Sin embargo, la parte
HK C G no es necesariamente un subgrupo, si G no es abeliano.) Méas generalmente, si
{H;:j €J} es una familia de subgrupos de G, su interseccién H := ﬂje ; H; es también
un subgrupo de G. De hecho, si h, k € H, entonces h, k € H; para todo j, asi que hk™' e h;
para todo j y por ende hk™! € H: la interseccién H cumple el criterio (1.2).

Definicion 1.19. Sea S una parte de un grupo G. Dendtese por (S) el menor subgrupo
que incluye S, esto es,
(S):=({H<G:ScH}

Dicese que (S) es el subgrupo generado por S.

Si S ={ay,a,,...,a,} es un conjunto finito, se puede escribir (S) = (a;,a,,...,a,,)-
Un grupo G se llama finitamente generado si G = (a,,...,a,,) para una cantidad finita
de elementos a,...,a,, € G, en cuyo caso estos elementos son un juego de generadores
para G.

Un grupo ciclico es un grupo generado por un solo elemento. ¢
Ejemplo 1.20. El grupo aditivo Z = (1) es un grupo ciclico infinito. El grupo aditivo de
residuos Z,, = (1) es un grupo ciclico finito de m elementos, para cada m € N con m = 2.

El grupo de rotaciones C, del Ejemplo 1.13 es un grupo ciclico finito de n elementos
(de ahi su nombre) si n € N con n = 3. La rotacién con angulo 27t/n es un generador:
Cp = (O2/n)-

La mediavuelta p, cumple pi = 1,, asi que C, := {1,,p,} es un grupo ciclico de dos
elementos, con generador p,,.

El grupo trivial 1 = {1} es también ciclico, porque obviamente 1 = (1). (En este
caso, también se podria tomar S = §): el menor subgrupo que incluye S debe contener el
elemento neutro, asi que 1 = (§).) O

Ejemplo 1.21. El grupo diedral D, del Ejemplo 1.13 no es ciclico. Cualquier elemento
Py del subgrupo C, genera C, o bien un subgrupo de C,, que no es todo D,. Cualquier
reflexiéon u, de la lista (1.1b) cumple ,u(% = 1, y por tanto genera un subgrupo de orden 2,
que tampoco es todo D,,.

Sin embargo, es facil comprobar que D, = (03,/,, Uay/s); €l grupo diedral es generado
por una rotacién y una reflexion. ¢

El grupo Q = (1/n: n = 1,2,...) es un ejemplo de un grupo abeliano que no es
finitamente generado.
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Todo grupo ciclico es abeliano. En efecto, si G = (a), entonces G = {a" : n € Z}
—fijese que esta lista tiene muchas repeticiones si |G| es finito— y estd claro (por la
asociatividad del producto) que a™a" = a™" = a"a™ si m,n € Z.

Proposicion 1.22. Cualquier subgrupo de un grupo ciclico G = {a) es también ciclico.
Si G es infinito, cada subgrupo es de la forma H = (a™) para algiin m y H es infinito.
Si |G| = n es finito y H < G, entonces |H| divide n; y si q divide n, hay exactamente un
subgrupo H < G con |H| =q.

Demostracion. Sea H < G un subgrupo no trivial (es decir, 1 < H < G) yseam € P el
menor entero positivo tal que a™ € H. Entonces (a™) C H. Si a® € H y si k no fuera un
multiplo de m, entonces k =qm+r dondeqe Zyr € {1,2,...,m—1}. Pero en ese caso,
serfa a” = a¥"9 = a*((a™)™!)? € H, contrario a la minimalidad de m. Esto demuestra
que H = (a™) asi que H es ciclico.

Si (a) es infinito, las potencias a”, para n € Z, son distintas; en particular, las potencias
a?™ = (a™)!, para q € Z, son distintas y (a™) es infinito.

Si |G| = n es finito, entonces G = {(a) = {1,a,a?,...,a" !} porque a" debe estar en
esa lista, lo cual obliga que a”" = 1. Si H = (a™) es un subgrupo y si n = gm + r donde
ahora r € {0,1,...,m—1}, entonces 1 = a" = (a™)%a’, asi que a” = (a™)™? € H y por
tanto r = 0. Se ha comprobado que m divide n y que H = {1,a™,a?",...,a"Ym},

Inversamente, si q divide n, sea m := n/q; entonces H := {1,a™,a®",...,al4 ™"} es
un subgrupo de G con |H| =q.

Ademds, si K = (b) es un subgrupo con |[K| = q, entonces b = a* para algtin k, con

k = pm+sparas € {0,1,...,m—1}. Como 1 = b? = g9 = gP"™® = g%, se obtiene
s =0, luego k = pmy b = a’™ € H. Esto muestra que K € H, de donde K = H ya que
K| =q=|H|. =

Notacion. En la demostracién anterior, se ha usado ciertas propiedades de divisibilidad
de los numeros enteros. Conviene introducir un simbolo de divisibilidad. En adelante, se
escribe m | n (en palabras, “m divide n”) si n = gm para algun q € Z.

El generador de un grupo ciclico G no es tnico (si |G| > 2). En efecto, Z = (1) = (—1);
y si |G| = n es finito, con G = (a), entonces G = (b) también si b = a* donde los enteros k
y mson relativamente primos. Se sabe que esto ocurre siy sélo hay p,q € Z con pk+qn = 1.
En tal caso, bP? = aP* = aP**9" = q, lo cual muestra que (b) 2 {a) a la vez que {a) 2 (b)
pues a* = b. Por ejemplo, Zs = (1) = (5) es un grupo ciclico con dos generadores
distintos.
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Notacidn. El dltimo parrafo muestra la conveniencia de otra notacién para los nameros
enteros: se puede escribir m L n (en palabras: “m es primo con n”) cuando m y n son
relativamente primos.’

» La existencia de subgrupos no triviales de un grupo finito da lugar a un importante
principio de conteo: los elementos del grupo pueden organizarse en ciertas clases de
equivalencia determinadas por un subgrupo dado.

Definicion 1.23. Sea G un grupoy sea H < G uno de sus subgrupos. Si g € G, considérese
los dos conjuntos

gH:={gh:heH}, Hg:={hg:heH}. (1.3)

Estos conjuntos se llaman clases laterales o bien coclases® del subgrupo H. En mds
detalle: el conjunto gH es la coclase a izquierda y Hg es la coclase a derecha del
elemento g, con respecto al subgrupo H. ¢

Lema 1.24. Las coclases a izquierda para un determinado subgrupo H < G forman una
particién de los elementos de G. Dos coclases coinciden, g.H = g,H, siy sdlo si g7'g, €H.

Demostracion. Es evidente que G = | J{gH : g € G}, porque cada g € G pertenece a una
coclase: g=g1 € gH.

Si k € H, entonces kH = {kh:h€ H} C H, mientras H = {kk"'h:h€ H} C kH; en
consecuencia, kH = H para todo k € H.

Si g,H N g,H # 0, entonces hay elementos h;,h, € H con g;h; = g,h,. Como

g1hy =ghy & h; = gl_lgzhz — h1h;1 = gl_lgz;
se obtiene g;'g, € H. Por lo tanto, g;'g,H = H, asi que
gH={gh":heH}={gg,'e;h:heH}={gh:heH}=gH.

En resumen, g;H N g,H # @ implica g,H = g,H. De forma contrapositiva, g,H # g,H
implica g;H N g,H = @; es decir, las coclases gH son disjuntos. O

’La notacién “m L n” fue introducida, un poco tardiamente, en el influyente libro: Ronald L. Graham,
Donald E. Knuth y Oren Patashnik, Concrete Mathematics, Addison-Wesley, Reading, MA, 1989. (Véase la
proclamacioén en la pagina 115.)

8La terminologia “clases laterales” es muy apropiada y se usa en los idiomas romances (en francés,
por ejemplo: classes a gauche, classes a droite). Sin embargo, en inglés el término usual es coset. Dado
que el vocablo set se traduce como “conjunto”, esto ha dado lugar a una execrable traduccién mexicana
“coconjunto”. Aparte de su cacofonia, este juego de silabas no comunica idea alguna. Aqui se emplea el
término coclase como sinénimo de “clase lateral” con una sola palabra.
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Para las coclases a derecha, hay una afirmacién similar: ellas forman otra particién
de G,con Hg, =Hg, siysélosi g,g," €H.

La totalidad de coclases a izquierda con respecto a H forman un conjunto cociente,
denotado por G/H. El niimero (es decir, la cardinalidad) de tales coclases a izquierda se
denota por [G: H], el indice de H en G.

La inversién g — g~! es una biyeccién de G en G y lleva la coclase a izquierda gH en
la coclase a derecha Hg™!. Esto establece una correspondencia biunivoca entre coclases
a izquierda y coclases a derecha. Por lo tanto, el indice [G: H] es también el niimero de
coclases a derecha del subgrupo H.

Obsérvese que la particion en coclases a izquierda corresponde a una relacion de equi-
valencia sobre G. Por el lema anterior, g, ~ g, para esta equivalencia siy sélosi g;'g, € H.
[ La transitividad de esta relacién se obtiene de g;'gs = (g7'8,)(g;'8s) €H. ]

Teorema 1.25 (Lagrange). Si G es un grupo finito y H < G es un subgrupo, entonces vale
|G| = |H|[G: H], asi que |H| divide |G]|.

Demostracién. Si|G|=n, [G: H] =r, entonces G es una unién disjunta de coclases,’
G:ngngwang7

porque estas coclases forman una particién del conjunto finito G.

Ademas, para cada g € G, la aplicaciéon h — gh es una biyeccién entre H y gH, por
la ley de cancelaciéon —véase la Proposicién 1.2(e)— asi que |gH| = |H| para cualquier
g €G. Luegon=r|H]|. O

Corolario 1.26. Si G es un grupo finito con |G| = n, entonces g" = 1 para todo g € G.

Demostracién. Si el elemento g € G tiene periodo m, entonces (g) = {1, g, g%,...,g™ '}
es un subgrupo de G de orden m. Luego n = gm para q = [G: (g)], por el teorema de
Lagrange. Ahora es inmediato que g" =(g™)?1=11=1. O

1.3 Elementos conjugados y subgrupos normales

Si G esun grupoy H < G es un subgrupo, es natural preguntar si el conjunto cociente G/H
es también un grupo. Para contestar, habria que definir una operacién de producto entre
coclases (a izquierda) de H. A primera vista, un candidato para tal producto seria tomar
(g’H)(¢g"H) := g’¢g"H, donde (g’,g") — g’g¢” denota el producto en el grupo G. Sin

°El simbolo & denota unién disjunta. (Algunos libros usan otro simbolo LI para el mismo propdsito.)
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embargo, no esta claro si esa operacién estaria bien definida: dados elementos g’h’ € g'H
y g”h” € g”H, habria que encontrar h””” € H tal que (g’h")(g”"h”) = g’¢”"h"" en G.
Para un grupo abeliano G, es suficiente tomar h””’ := h’h”, porque

(g'h)(g"n")=(g'g”")(W'h") si G es abeliano.

Por lo tanto, la falta de conmutatividad h’g” # g”’h’ —en el caso no abeliano— obstruye
la definicién de un producto entre coclases en el conjunto G/H. Sin embargo, esa obstruc-
cién se podria vencer si, para g y h’ dados, siempre fuera posible hallar algin h € H tal
que h’g = gh. Al notar que gh € gH mientras h’g € Hg, la condicién esencial para definir
productos de coclases es la coincidencia de coclases a derecha con coclases a izquierda,
es decir, Hg = gH para todo g € G. (En el caso de grupos finitos, el Teorema 1.25 de
Lagrange garantiza que los conjuntos Hg y gH tiene el mismo numero de elementos,
[G: H], porque su demostracion se aplica de igual manera a coclases a derecha.)

Definicién 1.27. Un subgrupo H de un grupo G es un subgrupo normal si gH = Hg
para todo g € G. Se usa la notaciéon H < G para denotar que H sea un subgrupo normal
de G; o bien H < G si H es un subgrupo normal propio de G.

Una definicién equivalente de subgrupo normal es el siguiente. Dado g€ Gy H <G,
considérese el conjunto de elementos

gHg ':={ghg':heH}.
Este conjunto es también un subgrupo de G, porque

(ghig ) (ghog ™) =g(hhy)g™" vy (ghg™) ' =gh'g™!

por asociatividad. Estd claro que la ecuacién h’g = gh es equivalente a h’ = ghg™!, asi
que Hg = gH siy sblo si gHg™' = H. En resumen: un subgrupo H es G es normal si y
sélo si gHg™! = H para todo g € G. O

Definicidon 1.28. Dos elementos x, y € G son conjugados en el grupo G si existe g € G
tal que y = gxg~'; lo cual es lo mismo que x = g~ 'yg. Si y,z son conjugados con
z=hyh™!, entoncesz = hgxg 'h™! = (hg)x(hg)™, asi que x,z son también conjugados.
Es evidente, entonces, que la conjugacién en G es una relacion de equivalencia sobre G.
Si x € G, el conjunto {gxg™' : g € G}, la clase conjugada de x, es la clase de equiva-
lencia de x bajo esta relacién. Si H < G, entonces el subgrupo gHg ' = {ghg ™' :heH}
se llama un subgrupo conjugado de H. (Esta claro que el subgrupo H es normal si y s6lo
si coincide con todos sus conjugados.) O
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En un grupo abeliano, la relacién de conjugacion es trivial, porque gxg™ ' = xgg™' =
x para todo g, x € G; la clase conjugada de x es el conjunto solitario {x} y cada clase de
equivalencia posee un solo elemento. En cambio, si G no es abeliano, hay al menos una
clase de equivalencia con méas de un elemento.

Fijese que un subgrupo H < G es normal si y s6lo si H es una unidén de clases conju-
gadas. En particular, todo subgrupo de un grupo abeliano es automdaticamente normal.

Es importante notar que

(gxg )" =gxg 'gxg " - gxg t=gxx---xg ' =gx"g™".

Luego (gxg ™)™ = 1siyséblo si x™ = 1. Por lo tanto, los elementos conjugados x y gxg !
tienen el mismo periodo. Por lo tanto, todos los miembros de una clase conjugada tienen
el mismo periodo.

Ejemplo 1.29. En el grupo GL(n,F) de matrices invertibles n x n sobre un cuerpo F, los
conjugados de una matriz A son las matrices de la forma PAP™! con P invertible. En otras
palabras, dos matrices (invertibles) son conjugadas en GL(n,TF) siy sélo si son semejantes
como matrices.

En dlgebra lineal, hay algoritmos que construyen una forma candnica de una matriz:
estd puede ser la “forma candnica racional”, o bien, en el caso F = C, la llamada “forma
canonica de Jordan”. Dos matrices son semejantes si y sélo sus formas canénicas (de una
determinada especie) coinciden. De esta manera, se puede identificar todas las clases
conjugadas del grupo GL(n,TF).

Si g € GL(n,F) y x € SL(n,F), una propiedad conocida de determinantes muestra
que

det(gxg™) = (det g)(det x)(det g7') = (det g)(1)(det g) ' =1,

asi que gxg~! € SL(n,F) también. Esto demuestra que SL(n,F) < GL(n,F). %
Ejemplo 1.30. Sea S; el grupo de todas las permutaciones del conjunto {1,2,3}. Es-

cribase (12) para denotar la transposicion 1 «<— 2 (con 3 — 3); escribase (123) para
denotar el ciclo 1 — 2, 2+— 3, 3 — 1. El grupo S, tiene 6 elementos:*°

S3=1{1,(12),(13),(23),(123),(132)}

(donde 1 denota la permutacidén idéntica x — x). Al agrupar los elementos en juegos con
periodos 1, 2y 3:

S3={1} ¥ {(12),(13),(23)} w {(123),(132)},

19Una permutacién de un conjunto X es una biyeccion o : X — X; la operacién de grupo es la composi-
cién de estas biyecciones. En la permutaciéon compuesta o7 := o0 o T, primero T permuta los elementos
de X y luego o permuta el resultado.
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se obtienen las tres clases conjugadas de S;. En efecto, obsérvese que

(23)(12)(23)" = (23)(12)(23) = (23)(123) = (13),
(13)(12)(13)" = (13)(12)(13) = (13)(132) = (23),

asi que {(12),(13),(23)} es una clase conjugada: no hay otros elementos de periodo 2.
Ademds, como (12)(123)(12) = (12)(123)(12) = (12)(13) = (132), los dos elementos
de periodo 3 forman otra clase conjugada {(123),(132)}.

Nétese también que el subgrupo H = {1,(12)} de S5 no es normal: si g = (23), en-

tonces gHg ™' = {1,(13)} # H. O
Ejemplo 1.31. Sea S, el grupo de todas las permutaciones del conjunto {1,2,...,n} para
n € Nconn = 2. El k-ciclo a; — a,, a, — as,..., ax_; — a;, a; — a, se denota por

(aya,...a;). Cualquier o € S, es un producto de ciclos disjuntos (contando la identidad
1 como ciclo trivial); y dos ciclos disjuntos conmutan. Si (b,b,...b;) es otro k-ciclo,
entonces

o(a1ay...ar) 0 =(byby...b) si o(a)=b; para j=1,2,...,k,

porque el término al lado izquierdo lleva b; — a; — a;,, — b;,; para j=1,2,...,k—1,
lleva b, — a; — a; — b, y deja fijo los otros elementos de {1,2,...,n}. De este modo,
se ve que dos k-ciclos cualesquiera son conjugados en S,,. Por otro lado, estad claro que
cualquier permutacién de la forma 7 (a;a,...a;) T+ es un k-ciclo.

En consecuencia, las clases conjugadas en S, corresponden a los diversos patrones de
productos de ciclos disjuntos. En S,, por ejemplo, hay 5 clases conjugados: las permuta-
ciones

1, (12), (123), (1234), (12)(34)

son representantes de cada clase: la identidad, un 2-ciclo o transposicion, un 3-ciclo, un
4-ciclo, un producto de dos transposiciones disjuntas. Obsérvese que hay (;’) = 6 trans-
posiciones, hay ocho 3-ciclos, hay seis 4-ciclos y hay tres productos de dos transposiciones.
Como 1+ 6+ 8+ 6+ 3 =24 =S,|, no hay otras clases conjugadas. ¢

Lema 1.32. Si H < G con [G: H] = 2, entonces H es un subgrupo normal de G.

Demostracién. Como [G: H] = 2, hay exactamente dos coclases a izquierda en el conjunto
G/H. Uno de ellas es el propio H (la coclase del elemento neutro 1) y el otro es gH para
algiin g € G\ H. Fijese que gH = G \ H en tal caso.

De igual manera, hay exactamente dos coclases a derecha, el propio H y Hk para
algin k € G \ H (en cuyo caso Hk = G \ H).
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Para cualquier elemento g € G, entonces, solo hay dos posibilidades: o bien g € H,
en cuyo caso gH = H = Hg, o bien g ¢ H, en cuyo caso gH = G \ H = Hg. Por lo tanto,
la igualdad gH = Hg es valida para todo g, asi que H < G. ]

» SiH < G esun subgrupo, no necesariamente normal, el conjunto cociente no tiene otra
estructura a priori. Sin embargo, el cociente por un subgrupo normal hereda la operacién
de grupo de G.

Lema 1.33. Si N < G, el conjunto cociente G/N es un grupo, cuya operacion de producto
es (gN)(hN) := ghN.

Demostracién. Si n’,n” € N, entonces (gn’)(hn”) = gh(h™'n’h)n” = ghn € ghN. De
hecho, h™'n’h € h"!Nh = N porque el subgrupo N es normal, asi que n := (h™'n’h)n” €
N. Dicho de otra manera, el producto (elemento por elemento) de los coclases gN y hN
coincide con la coclase ghN. Entonces la operacion (gN)(hN) := ghN sobre las coclases
esta bien definida.

Como esta operacion estd heredada de la operacion de producto en G, su asociatividad
esta clara: (ghN)(kN) = (gN)(hkN) = ghkN. El elemento neutro de G/N es el subgrupo
N, visto como la coclase de 1 € G. Ademds, como (gN)(g"'N) =N = (g7 !N)(gN), el
inverso de la coclase gN es la coclase g7'N.

También, como gN = N g para cualquier g € G, la operacion de grupo en G/N puede
escribirse con la formula alternativa (Ng)(Nh) := N gh. ]

Definicion 1.34. Si x € G, el centralizador de x en G es el subgrupo
Zo(x):={geG:gx=xg}={ge€G:gxg ' =x}.
Mads generalmente, Si S C G, el centralizador de S en G es el subgrupo

Zs(S):={geG:gx=xgparatodox €S}
:{geG:gxg_lzxparatodoxes}:ﬂZG(x).

X€ES

El centro de un grupo G es el subgrupo Z(G) := {g € G : gx = xg para todo x € G }.
Es evidente que Z(G) es un grupo abeliano y que Z(G) < G. Ademas, esta claro que
Z(G)= G siy solo si G es abeliano. %

Definicion 1.35. Si S C G, el normalizador de S es el subgrupo
N;(S):={geG:gxg ' €S paratodo x €S}.

Si H < G, entonces H < N;(H). Ademas, H < G siy solo si N;(H) = G. ¢
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Ejemplo 1.36. En el grupo S,, se verifica por calculos directos que Z;((12)) = {1,(12)}
y ZG((13)) = {17(13)} Como Z(G) = mxeG ZG(x)7 se Sigue que Z(SB) = {l} =1.
Del mismo modo se verifica que Z(S,) = 1 para cualquier n = 3. ¢

Ejemplo 1.37. En GL(n,F), el centro consta de matrices escalares (multiplos de la iden-
tidad); luego Z(GL(n,F)) ={al,:aeF*}. ¢

Lema 1.38. Si x € G, el niimero de elementos en la clase conjugada de x es igual al indice
[G: Zg(x)]).

Demostracién. Si gxg~! =hxh™! en G, entonces g 'hxh g = g lgxglg = x, es decir,
g 'h € Z;(x). Por el Lema 1.24, las coclases gZ.(x) y hZ(x) coinciden.

Por otro lado, si gxg™' # hxh™!, entonces g 'hxh™'g # x, asf que g~'h ¢ Z.(x):
en este caso, las coclases gZ;(x) y hZ;(x) son distintas. Luego, el nimero de elementos
distintos en la clase conjugada de x es igual al numero de coclases del subgrupo Z;(x).

(Obsérvese que este numero es un divisor de |G| si G es finito, por el teorema de
Lagrange.) [

En vista del Lema 1.38, el conjunto solitario {x} es una clase conjugada si y solo si
Zs(x) = G, esdecir, siy sélo si x € Z(G). Esta sencilla observacién tiene una consecuencia
importante.

Proposicion 1.39. Si |G| = p™ donde p es un niimero primo, entonces Z(G) # 1.

Demostracion. El grupo G es la unién disjunta de sus clases conjugadas. Por el Lema 1.38
(y el teorema de Lagrange), cada clase tiene p* elementos con k € {0,1,...,m—1}.

La clase conjugada de 1 es {1}, que tiene un solo elemento (el caso donde k = 0).
Luego debe haber al menos (p — 1) otros elementos cuyas clases conjugadas tienen un
solo elemento. Estos elementos pertenecen a Z(G) y por ende |Z(G)| = p. ]

1.4 Homomorfismos e isomorfismos de grupos

Definiciéon 1.40. Si G y K son dos grupos, un homomorfismo de G en K es una funcién
¢: G — K tal que:
¢(gh) = ¢(g) ¢(h) paratodo g,heG. 0

Un homomorfismo preserva todos los aspectos estructurales de un grupo. No sola-
mente entrelaza los productos; también respeta los elementos neutros y la inversién. En
efecto, si se denota por 1 ambos elementos neutros de G y K, entonces

LM =M =¢(1-1)=¢(1)¢(1) enk.
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Al multiplicar a la derecha por (1)}, se obtiene 1= ¢(1) en K. Si g € G, entonces

p(ee(@)=v(g'=v)=1 v w(glp(gH)=0(gg H=pl)=1
La unicidad de inversos entonces implica que ¢(g™!) = ¢(g)™! para todo g € G.

Definicidon 1.41. Si ¢ : G — K es un homomorfismo de grupos, su imagen es el conjunto
imy :=p(G):={p(g): g€ G} CK. Sunucleo es

kerp:={geG:p(g)=1}CaG. ¢

Proposicion 1.42. Si ¢: G — K es un homomorfismo de grupos, entonces su imagen im ¢
es un subgrupo de K; su nticleo ker ¢ es un subgrupo normal de G.

Demostracién. Las igualdades ¢(g)¢(h) = ¢(gh)y ¢(g)™! = ¢(g™!) muestran que ¢(G)
es un subgrupo de K.

Si g,h € ker ¢, entonces p(gh) = ¢(g)p(h) =11 =1, asi que gh € ker . Ademas,
si g € kerp, entonces ¢(g7!) = p(g)' =17' =1enK, asi que g7! € kerp también.
Luego ker ¢ es un subgrupo de G.

Six € kery y g € G, entonces

p(gxg ™) =p(@)v(x) (g =v(g)1v(g) " =p(g)p(g) ' =1 enk,
asi que gxg~! € ker . Esto dice que ker p < G. O

Si N < G, la aplicacion cociente n: G — G/N : g — gN es un homomorfismo de
grupos, como consecuencia automadtica de la definicion del producto en G/N:

n(gh) = ghN = (gN)(hN) =n(g)n(h) paratodo g,h€G. (1.4)

Sip:G— Kya:K — L son homomorfismos, su composiciéon ¢ o ¢: G — L es
también un homomorfismo, porque para todo g,h € G, vale

Yo p(gh) :=(e(gh)) =y(p(g) p(h) = Y(p(g)Y(p(h) = o p(g) o w(h).

Definicién 1.43. Un homomorfismo biyectivo ¢ : G — K se llama un isomorfismo.!!
Dos grupos G y K son isomorfos si existe un isomorfismo ¢ : G — K. Esto establece una
relacién de equivalencia entre grupos: la aplicacién inversa ™ ': K — G : p(g) — g es
también un isomorfismo; y si ¢: K — L es otro isomorfismo, entonces 1) o ¢: G — L es
también un isomorfismo.

Conviene, entonces, escribir G =~ K para decir que los grupos G y K son isomorfos. ¢

HAlgunos autores llaman “isomorfismo” a un homomorfismo inyectivo pero no necesariamente so-
breyectivo. Eso seria una complicaciéon innecesaria: es preferible hablar de un “isomorfismo sobre su
imagen” para referirse a tales homomorfismos.
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Ejemplo 1.44. La funcion exponencial t — e’ es un homomorfismo del grupo aditivo
de los numeros reales (R, +) en el grupo multiplicativo R* = R \ {0} de los niimeros
reales no ceros, porque "' = ¢ e’ para todo s, t € R. Su imagen es el subgrupo R., de
los nimeros positivos.

Al considerar t — e’ como una aplicacién exp: R — R.,, se obtiene un isomorfismo de
grupos, cuyo isomorfismo inverso es log: R>O_—> R. Las ecuaciones exp0 =1, log1 =0,
et =1/e" ylog(l/x) = —logx son instancias de las propiedades generales de homo-
morfismos. O

Ejemplo 1.45. El grupo ciclico C, de rotaciones de un n-gono regular es isomorfo al grupo
aditivo Z,. La biyeccién ¢ : Z, — C, definido por ¢(r) := p,,/,, parar € {0,1,...,n—1},
es un isomorfismo, porque Py, /n Posr/n = LP2(r+s)r/n = Pacr/m todavez que r+s = t mod n,
ya que Poq/n = Po, = 1 en el grupo C,.

Este isomorfismo Z, ~ C, ejemplifica lo siguiente: todos los grupos ciclicos de orden n
son isomorfos. En efecto, si G, :={1,g,g%,...,8" '} yK, := {1,k,k?,...,k" '} son grupos
ciclicos de orden n con los generadores respectivos g y k, la biyeccién g" — k", para

r € {0,1,...,n— 1}, es un isomorfismo. Por lo tanto, vale G, ~ K,. En adelante, se
hablara de el grupo ciclico de n elementos como grupo abstracto, usualmente denotado
por C,. O

Ejemplo 1.46. Los niimeros complejos C = {x +iy : x,y € R} forman un cuerpo que
incluye el cuerpo real R (se identifica x € R con x +i0 € C), cuyo producto estd de-
terminado por la regla i> = —1. La funcién exponencial se define sobre C por la regla
e**t :=e* e donde las exponenciales imaginarias quedan definidas por la identidad de
Euler:
e :=cos@ +isenf, paratodo 6O €R.

(Es facil comprobar por trigonometria que e'® ¢! = ¢!*#) para 0, ¢ € R.)

Obsérvese que e2™ = cos2m +isen2m =1+i0 =1y que e #15si0< 6 < 2. El

conjunto de numeros complejos
U(l):={e?:0<0<2n}={e?:—n <0< 7}

es un grupo multiplicativo, llamado el grupo unitario de un parametro.
No es dificil comprobar que la correspondencia e®
grupos U(1) y SO(2).
[ El valor absoluto del nimero complejo 2 = x +iy € C es el niumero real no negativo
2| := /X2 + y2; es facil comprobar que |zw| = |z||w| para z,w € C. La férmula de
Pitdgoras cos® O + sen?§ = 1 muestra que |e!’| = 1 para todo 6; esto muestra que el

— Py €s un isomorfismo entre los
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grupo unitario uniparamétrico U(1) coincide con {z € C : |z| = 1}, el circulo unitario en
el plano complejo. El isomorfismo U(1) ~ SO(2) identifica un circulo en el plano C < R?
con el grupo de rotaciones de dicho plano. ] ¢

Ejemplo 1.47. El grupo V = D, del Ejemplo 1.14, de orden 4, no es isomorfo al grupo
ciclico C,.

De hecho, si ¢: G — K es un isomorfismo de grupos con inverso 3: K — G, las
relaciones p(g)" = p(g") y Y (k)" = (k") muestran que los elementos correspondientes
g € Gy ¢(g) €K tienen el mismo periodo. Por lo tanto, los grupos G y K tienen el mismo
numero de elementos de un determinado periodo r, para cada valor posible de r.

Ahora bien, el grupo V tiene 3 elementos de periodo 2, junto con el elemento neutro
de periodo 1. Por otro lado, el grupo C, tiene un sélo elemento p, de periodo 2 y dos
elementos de periodo 4 (las rotaciones p,, y p3,/2), amén del elemento neutro. Se
concluye que V # C,. ¢

Ejemplo 1.48. El grupo S;, de orden 6, no es isomorfo al grupo ciclico Cg, porque Cg es
abeliano pero S5 no es abeliano. ¢

Proposicion 1.49. Un homomorfismo ¢ : G — K es inyectivo si y solo si ker p = {1}.

Demostracién. Si ¢ es inyectivo, entonces el conjunto ker ¢ = ¢~ 1({1}) tiene un solo
elemento, el cual necesariamente es el elemento neutro 1 € G.

Por otro lado, si ker ¢ = {1} y si dos elementos g,h € G satisfacen ¢(g) = ¢(h) en K,
entonces p(g *h) = p(g) 'p(h) =1enK, asi que g 'h €keryp. Luego g th=1enGy
por ende g = h. En consecuencia, ¢ es inyectivo. ]

» El concepto de isomorfia entre grupos permite pasar de grupos concretos, como Z,, 6
S, 6 SO(n) a grupos “abstractos”, al considerar cualquier grupo particular como un rep-
resentante de una clase de isomorfia de grupos. Asi, por ejemplo, se habla de “el grupo
ciclico C, de orden n” en cualquiera de sus manifestaciones concretos: el grupo de rota-
ciones del Ejemplo 1.13, o bien el grupo aditivo (Z,, +), o bien el grupo de permutaciones
generado por el n-ciclo (123...n).

Hay tres criterios importantes que determinan la existencia de isomorfismos entre
ciertos grupos. La literatura de la teoria de grupos habla de “los tres teoremas de isomor-
fia”, aunque no hay acuerdo undnime sobre el orden de la lista. Sin embargo, el primer
teorema que se enuncia a continuacién es el mas fundamental.
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Teorema 1.50 (Primer teorema de isomorfia). Sea ¢ : G — K un homomorfismo de grupos.
Entonces

~ p(G).
kerg ¢(G)

Demostracion. Escribase N := ker ¢; la Proposicidon 1.42 muestra que N < G. La apli-
cacion cociente : G —» G/N : g — gN es un homomorfismo sobreyectivo, en vista
de (1.4).

Definase ¢ : G/N — ¢(G) por 1(gN) := ¢(g). Hay que comprobar que 1) estd bien
definido: si gN = hN, entonces h € gN, asi que hay n € N = ker ¢ con h = gn; luego

e(h) = ¢(g)e(n) = ¢(g)1 = ().
Ademas, ¢ es un homomorfismo, porque

Y(gNhN) =(ghN) = p(gh) = ¢(g) ¢(h) =y (gN)y(hN) para gN,hN € G/N.
Esté claro desde su definicidon que 1 es sobreyectivo. El ntcleo de 1 es
keryp ={gN:¢p(g)=1enK}={gN:geN}={N}.

Al recordar que N es el elemento neutro del grupo G/N, la Proposicién 1.49 dice que
es inyectivo. Entonces 1) es el isomorfismo deseado entre G/ ker ¢ y ¢(G). ]

Corolario 1.51 (Factorizacion canénica de un homomorfismo). Cualquier homomorfismo
¢ : G — K es una composicion ¢ = 1o o1 de tres homomorfismos, donde 1) es sobreyectivo,
) es un isomorfismo y . es inyectivo:

G K

~ ., A

G/keryp ¢(G)

(1.5)

En este diagrama conmutativo, 1 es la aplicacion cociente; ) es el isomorfismo inducido
por @ en el Teorema 1.50; ¢ es la inclusion de ¢(G) como subgrupo de K. =]

Teorema 1.52 (Segundo teorema de isomorfia). Sea N un subgrupo normal de un grupo
G y sea H un subgrupo de G. Entonces HN = {hn:h € H, n € N } es un subgrupo de G con
N < HN, la interseccion H NN es un subgrupo normal de H y hay un isomorfismo
HN N H
N HNN’
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Demostracion. La parte HN C G es un subgrupo puesto que N < G, porque

HN = |_JhN =17 (n(H),
heH

donde n: G — G/N denota la aplicacion cociente. Esta claro que N < HN; este subgrupo
es normal porque gN g~ = N para todo g € G y en particular para todo g € HN.

Sih € Hy x € HNN, entonces hxh™! € H obviamente; ademds, vale hxh™! € N
porque N < G. Se concluye que (HNN) < H.

Sea ¢ := n|y la restriccion de la aplicacion cociente 1) al subgrupo H. Estd claro que
¢: H— G/N es un homomorfismo. Su imagen es

@(H)={hN :heH}={hnN :heH, neN}:I%

y su nucleo es ker ¢ = HNN. Al aplicar el Teorema 1.50 a este ¢, se obtiene un isomor-
fismoy: H/(HNN)— HN/N. ]

Teorema 1.53 (Tercer teorema de isomorfia). Si N < G, sea n: G — G/N la aplicacién
cociente. La correspondencia H — m(H) = H/N es una biyeccién entre los subgrupos de G
que incluyen N y los subgrupos de G/N. Bajo esta correspondencia, H/N < G/N si y sélo si
H < G; en cuyo caso, hay un isomorfismo

G _G/N
H H/N’
Demostracion. Sean H y K dos subgrupos de G que incluyen N tales que H/N =K/N. Si
h € H, entonces hN € H/N =K /N asique h=kn conk € K,n€ N. Como N <K, se ve
que kn € K; luego H C K. De igual manera se obtiene K C H y por lo tanto H =K.
Por otro lado, si H es un subgrupo de G/N, sea H :=n"'(H)=|J{h€ G:hN € H}.
Es facil comprobar que H es un subgrupo de G; y es evidente que N € H. Por lo tanto,
H — H/N es biyectivo.
SiH 9 G con N C H, el homomorfismo cociente ¢ : G — G/H tiene nicleo H que
incluye N. Entonces la aplicaciéon ¢: G/N — G/H dado por $(gN) := ¢(g) = gH es un
homomorfismo bien definido. Su nucleo es

kerg ={gNeG/N:gH=H}=H/N.

La Proposicion 1.42 entonces dice que H/N < G/N.
Por otro lado, si H/N < G/N, la composicién de dos aplicaciones candnicas

n

G—G/N i —G/N

—
H/N
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es un homomorfismo sobreyectivo 7j o ) cuyo nucleo es H. Luego, H I G.
El Teorema 1.50, aplicado ahora al homomorfismo ¢, produce el isomorfismo deseado
Y:(G/N)/(H/N)— G/H. O

» Muchos isomorfismos permiten identificar dos grupos aparentemente distintos. Tam-
bién son importantes los isomorfismos de un determinado grupo en si mismo.

Definicién 1.54. Sea G un grupo. Un isomorfismo ¢ : G — G se llama un automorfismo
del grupo G.

La composicion Yo de dos automorfismos de G es también un automorfismo de G. La
funcién idéntica 1;: G — G definido por 1;(g) = g es evidentemente un automorfismo.
Ademds, cualquier automorfismo ¢, por ser biyectivo, posee un automorfismo inverso
¢ ' tal que p o = pop~! =1,. Como la composicién de funciones es asociativa,
se concluye que los automorfismos de G forman un grupo de automorfismos, denotado
por Aut(G), cuyo elemento neutro es 1. ¢

Definicion 1.55. Sea G un grupo. Si g € G, la conjugacioni,: G > G : x — gx g les
un automorfismo de G; dicese que las conjugaciones son automorfismos internos.

Es evidente que i, o i;(x) = ghxh™'¢g™" = ghx(gh)™" = iy (x) y también i, (x) =
g lxg= i;(x) ; los automorfismos internos forman un subgrupo Inn(G) de Aut(G).

Si o € Aut(G), entonces

ogoizoo(x)=0(go ' (x)g ) =0(g)x(0(g)™) =0(g)x (0(g))™" = igem ().

De ahi se ve que Inn(G) es un subgrupo normal de Aut(G). El grupo cociente

Aut(G
out(G) := (6)
Inn(G)
se denomina, un poco incorrectamente, el grupo de automorfismos externos de G. ¢

Proposicion 1.56. Resulta que Inn(G) ~ G/Z(G).

Demostracion. Si G es abeliano, cada conjugacion es trivial: i, = 1;. Mas generalmente,
i, es trivial siy sélo si el elemento g es central: g € Z(G).
Definase una funcién ¢ : G — Inn(G) : g — i,. Este es un homomorfismo, porque

@(gh) : x = ig(x) = ghx(gh)™ = ghxh™'g™" = giy(x) g7 = @(g) o (h) (x).
Su nucleo es
kero={g€G:gxg ' =x paratodo x € G}
={geG:gx=xgparatodo x € G} = Z(G).
El Teorema 1.50 ahora muestra que G/Z(G) = G/ ker ¢ ~ Inn(G). ]
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Ejemplo 1.57. Silos elementos {a,...,a,,} generan un grupo G y si o € Aut(G), es facil
comprobar que los elementos {o(a,),...,o(a,,)} también generan G. Luego, si G = (a) es
un grupo ciclico, entonces o (a) es un generador alternativo para G, es decir, G = (o (a)).

El grupo ciclico infinito Z posee exactamente dos generadores (aditivos): los elemen-
tos 1y —1. (Sim # —1,0,1, el subgrupo (m) = mZ consta de los multiplos enteros de |m|
y como tal, es un subgrupo propio de Z.)

En consecuencia, Aut(Z) ~ C,. De hecho, un automorfismo a € Aut(Z) queda deter-
minado por el elemento a(1), que debe ser un generador de Z. Si a(1) = 1, entonces

a = 1,; si a(1) = —1, entonces a es el “cambio de signo” o: n — —n. No hay otras
posibilidades. Fijese que 0? = 0 o o = 1,, asi que Aut(Z) = {1,,0} es un grupo ciclico
de orden 2. O

Ejemplo 1.58. Por un argumento similar, se puede identificar el grupo Aut(Z, ) para cual-
quier n finito. De nuevo, Z, = (1) es un grupo ciclico; cada a € Aut(Z,) queda determi-
nado por a(1), el cual debe ser un generador de Z,.

Se puede verificar que k es un generador para Z, siy sélo si k y n son relativamente
primos: k L n en Z. Si o; denota el automorfismo determinado por O'E(T) = k, se puede
notar que

oroox(l)=oy(m)=0(I+1+ - +1)=k+k+---+k=km,
asi que oy o o7 = 0. Esto demuestra que la biyeccién k — o7 es un isomorfismo del

grupo multiplicativo Z* en Aut(Z,). ¢

Ejemplo 1.59. El grupo de cuatro V tiene tres elementos P,Q,R de periodo 2 (véase el
Ejemplo 1.14). No es dificil comprobar que cualquier permutaciéon de P,Q,R define un
automorfismo de V (el elemento neutro 1 queda fijo bajo cualquier automorfismo, por
supuesto.) Esto muestra que Aut(V) ~ S,. O

» Un ejemplo importante de un homomorfismo es el signo de una permutacion. Conviene
examinar ahora en més detalle la estructura del grupo de permutaciones S,,.

Una permutacion o € S, es una biyeccion del conjunto {1,2,...,n} en si mismo. Es
posible expresar o con una “notacién de dos filas”:

o1 2 3 ..on
o) o2 o) ... o))’
El producto ot (o bien o o 7) es la composiciéon usual de funciones biyectivas: el efecto
de 7 sobre {1,2,...,n} seguido por el efecto de o sobre le resultado. Por ejemplo,

1 23 4\(1 23 4) (1234 (1.6)
312 4)\1 3 42) \3241) '
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Para efectuar este célculo, ndtese que
15153, 25352 35454, 45251,

Sin embargo, es mas eficiente expresar una permutaciéon como un producto de ciclos.
Dendtese por (ii,...1,) la permutacién ciclica'®

=iy, Ip—lg, evu, g1, L1

con j+— jpara j & {iy,iy,...,10, }.

Si (jiJ,...Js) es otro ciclo tal que {i;,...,i,} N {j;,...,js} = 0, estas dos permuta-
ciones conmutan. Dada una permutaciéon o € S, y un numero i; € {1,2,...,n}, tomese
i, := o(iy), i3 := o(iy), etc., hasta que un elemento de esta lista se repite; entonces o
permuta {ij,i,,...,1,} ciclicamente y también permuta su complemento en {1,2,...,n}.
Por induccién sobre n, se ve que o es un producto de ciclos disjuntos:

o = (iyiy. i) Grjp..ri) - (L, ... 1), (1.7)

cuyos factores conmutan entre si. El periodo de o es el minimo comun mdltiplo de
rs,...,u. Sio(k) = k para algun k, el ciclo trivial (k) = 1 puede ser omitido en la
expresion de este producto.

Si dos ciclos no son disjuntos, su producto —leido de derecha a izquierda, por ser una
composicion de funciones— puede dar lugar a uno o mas ciclos nuevos. Por ejemplo, el
calculo (1.6) se escribe de forma mds compacta como (132)(234) = (134)(2) = (134).

Una transposicion es un ciclo (ij) de longitud 2. Obsérvese que

(i1iy ... 0) = (i42,) - - - (115)(1122)
asi que cualquier ciclo, y luego cualquier permutacion, es un producto de transposiciones.

Definicion 1.60. Una matriz cuadrada P, de tamafio nxn, es una matriz de permutaciéon
si cada entrada p;; es 0 6 1; y si, en cada fila o columna de P, hay exactamente una entrada
igual a 1 y (n —1) entradas iguales a 0.

Dendtese por Perm(n) el conjunto de todas las matrices de permutaciéon n x n. Este
es un grupo bajo multiplicacién de matrices, con elemento neutro 1,. Hay exactamente
n! elementos en Perm(n): en las diversas columnas de P, hay que elegir filas distintas en
donde colocar la entrada igual a 1.

Definase una permutacién © € S, por 7(j) = k si p,; = 1. Si P € Perm(n) y A es
una matriz n X n cualquiera, entonces en la matriz AP = B, la j-ésima columna b; de C

12para efectos de la notacién, se admiten ciclos triviales (k) = 1.
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coincide con la columna a,;, de A; dicho de otra manera, b;j = a; »(j- SiR es otra
matriz de permutacidn y p € S, es la permutacion asociada a R, y si C = BR, entonces
Cij = bi p(j) = i n(p(jy)- Como C = APR, se puede observar que la permutacion asociada
aPResmtp=mop.

En resumen: la biyeccién P — 7 es un isomorfismo de grupos ¢ : Perm(n) — S,. ¢

Lema 1.61. Definase el signo de una permutacion © € S, asi: si 7 es el producto de
un numero par de transposiciones, escribase (—1)™ := +1; en cambio, si 7 es el producto
de un niimero impar de transposiciones, escribase (—1)™ := —1. Entonces la asignacién
%: 1 (—1)" es un homomorfismo bien definido de S, en el grupo multiplicativo {£1}.

Demostracion. Si P es una matriz de permutacion nxn, resulta que det P = £1. Esto sigue
por la expansién del determinante por filas (o por columnas) y una induccién sobre n.
Como det(PR) = (det P)(det R), esta claro que det : Perm(n) — {£1} es un isomorfismo
de grupos.

Bajo el isomorfismo S, >~ Perm(n), una transposicion (ij) corresponde a la matriz P;_,;
obtenida de la matriz identidad 1, al cambiar sus filas e; y e;. Una permutacion 7 = y(P)
es par o impar segun sea posible obtener P de 1, por el intercambio de un numero par
o impar de columnas. Como los valores det P = +1 y det P = —1 distinguen los dos
casos, la paridad del nimero de transposiciones (o intercambios de columnas) estd bien
definida. La composicién det o) : S,, — {£1} coincide con la receta %: m — (—1)". Por
tanto, > es un homomorfismo. O

Definicion 1.62. El conjunto de permutaciones pares de {1,2,...,n} es un grupo, el
grupo alternante A,. De hecho, A, = ker X es un subgrupo normal de S,,.

Del Teorema 1.50, se ve que [S,: A,] =S,/ kerZ| = |im X| = 2 para n = 2, porque &
es sobreyectivo si n > 1. Por lo tanto, vale |A,| = %n!. ¢

Un ciclo (i,i,...1,) es par si y solo si su r es un numero impar. El signo del producto
(1.7) es (=1)° = (=1 donde N(0) :=(r — 1)+ (s = 1) +---+ (u—1).

13Se denotan las columnas de una matriz A = [a;;] por aj,ay,...,a,.
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1.5 Acciones de grupos

El concepto de grupo tomé importancia en la matematica cuando Lagrange y luego Galois
consideraron las sustituciones de las raices de una ecuacién polinomial: los patrones de
intercambios de las raices aportan informacién sobre la solubilidad de la ecuaciéon me-
diante férmulas explicitas.'* Posteriormente, Felix Klein enfatizé la importancia de las
simetrias admisibles en la clasificacién de las geometrias.’® En los dos casos, los elemen-
tos de un grupo aparecen como transformacion de otros objetos (raices de una ecuacion
algebraica; o puntos de un plano) y los objetos transformados no son menos importantes
que las propias transformaciones.

Definicion 1.63. Una accion (a la izquierda) de un grupo G sobre un conjunto X es una
funcién ®: G x X — X tal que:

(i) ®(g,®(h,x))=%®(gh,x)paratodo g,h€ G, x €X;
(i) ®(1,x) = x para todo x € X. O

Se acostumbra escribir g - x en lugar de ®(g, x); con esta notacién, las propiedades
de una accién son:
g-(h-x)=(gh)-x, 1-x=x. (1.8a)

También se escribe ¢ (x) := g - x = ®(g, x), en cuyo caso las propiedades de una accién
son:

Pg © Pp = Pgns P =1x. (1.8b)

En otras palabras, g — ¢, es un homomorfismo ¢: G — Sy de G en el grupo Sy de
permutaciones del conjunto X.

Definicidn 1.64. Una accién de grupo define una relaciéon de equivalencia sobre X:

x~y siysélosi x=g-yparaalging€Q@G.

4para resolver una ecuacién ctbica, Lagrange (1771) consideré otro polinomio de sexto grado —el re-
solvente de Lagrange— empleando las 6 sustituciones (i.e., permutaciones) de las tres raices originales; el re-
solvente es facilmente resoluble y conduce a las férmulas de Cardano para la ecuacién original. Lamentable-
mente, el método no funciona para las ecuaciones de quinto grado: Evariste Galois (1831) mostré que la
dificultad reside en la naturaleza del grupo de sustituciones de las raices.

15Segtin Klein, una geometria se caracteriza por el grupo de sus simetrias; por ejemplo, la geometria del
plano euclidiano estd determinado por el grupo de similitudes del plano: las transformaciones de puntos
que conservan la semejanza de tridangulos. Esto fue el tema de su discurso inaugural de 1872 en la Univer-
sidad de Erlangen (F Klein, Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen, publicado
en: Mathematische Annalen 43 (1893), 63-100).
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[ Reflexividad: vale x ~ x porque x = 1:x. Simetria: x ~y => y ~ x porque x =gy
implica y = ¢! - x. Transitividad: x ~y, y ~2 = x~gzporquex=g-y,y=h-z
implican x =g -(h-2)=(gh)-z.]
La drbita de x € X bajo la accién de G es la clase de equivalencia de x bajo esta
relacién:
G-x:={g-xeX:geG}CX.

La accién se llama transitiva si G - x = X para algtiin x € X (y por ende, para todo x). En
otras palabras, una accion es transitiva si posee una sola érbita. ¢

Teorema 1.65 (Cayley). Cualquier grupo G es isomorfo a un grupo de permutaciones. Si
G es finito con |G| = n, entonces G es isomorfo a un subgrupo de S,,.

Demostracion. Considérese la accién de G sobre si mismo por traslaciones a la izquierda:
en cuyo caso se toma X = G y se define g-h := gh para g,h € G. Las propiedades de
accién (1.8) son consecuencias de la asociatividad del producto y el papel de 1 como
elemento neutro de G. (La existencia de inversos, que implica g- (g™} -x)=gg ' -x =
1-x = x para g,x € G, indica que la accidn es transitiva.) Esta accion se llama la accidn
regular a la izquierda del grupo G.

Fijese ahora que la funcién A,: G — G : h — gh es una biyeccion de G en si mismo,
esto es, una permutacion del conjunto G. El homomorfismo asociado A: G — S : g — A,
es inyectivo, porque A, = A; implica que gk = hk para todo k € G, asi que g = h por
cancelacion. Por lo tanto, A es un isomorfismo de G en un subgrupo A(G) < S.

En particular, si |G| = n, de modo que G = {g;,5,--.,&,}, hay un isomorfismo de
grupos Y : S; — S, que lleva cualquier permutacién de elementos g; — g; es la per-
mutacién correspondiente i — j del conjunto {1,2,...,n}. Luego, }p o A: G — S, es un
homomorfismo inyectivo cuya imagen es un subgrupo de S,,. O

Definicion 1.66. Sea ®: G x X — X una accidn de grupo. El subgrupo de isotropia para
un elemento x € X es el subgrupo

G.:={geG:g-x=x}<G. ¢

Proposicion 1.67. Dada una accién de grupo de G sobre X, el nimero de elementos de la
érbita G - x coincide con el indice [G: G, ].

Demostracion. Si g,h € Gy x € X, entonces
g x=h-x &< g'h-x=x < g 'heG, < gG,=hG,enG/G,. (1.9)

Luego la aplicacién g - x — gG, es una biyeccién de la drbita G - x en el conjunto cociente
G/G,. Por lo tanto, sus cardinalidades son iguales: |G- x| =|G/G,|=[G: G,]. ]
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Ejemplo 1.68. Sea H un subgrupo de G. El grupo G actua sobre el espacio cociente
X = G/H por g - ¢g'H := (gg')H. La asociatividad del producto en G establece que
g-(8'-¢g"H)=gg's"H=_gg'-g"H.

Esta accién es transitiva, porque cada coclase gH es de la forma g - H, es decir, esta
en la dérbita de la coclase H. Fijese que el subgrupo de isotropia de la coclase H € G/H
es el subgrupo H; en efecto, gH = H si y s6lo si g € H. (En este caso, la conclusidn de la
Proposicién 1.67 es evidente.)

Un espacio homogéneo de un grupo G es, por definicién, un conjunto X con una
accion transitiva de G. Si H es el subgrupo de isotropia de un determinado punto x € X,
la ecuacion (1.9) establece una biyeccién entre X y G/H. O

Ejemplo 1.69. El grupo SO(2) de rotaciones del plano acttia sobre el circulo
Sti={(x,y)eR*: x*+ y*=1}
mediante las transformaciones lineales:'®
cos® —senf [x] . [xcos@ —ysen@]
sen® cos6 J|lyl| [xsen6+ycos6]
Si z, := (cos¢,sen¢) denota un punto tipico de S!, esta accién puede escribirse de
manera mas compacta Como Py - 24 = Zgg-
Esta accién de SO(2) sobre S es transitiva; eficaz (solo py = 1 en SO(2) actiia como
1g1); y libre (si p, -z = z para algin punto z € S', entonces p, = 1). En este caso, se dice

que S! es un espacio homogéneo principal de SO(2). Informalmente, el circulo S! es una
copia biyectiva de SO(2) en donde se “olvida” la ubicacién del elemento neutro. ¢

Definicion 1.70. Una acciéon ¢: G xX — X es eficaz (o fiel) si el homomorfismo ¢ : G —

Sy es inyectivo. Una accidn es eficaz si g - x = x para todo x € X implica g =1en G.
Una accion ®: G x X — X es libre si g - x = x para algun x € X implica g =1 en G.
Si la accién : G x X — X es eficaz, libre y transitiva, dicese que X es un espacio

homogéneo principal de G. ¢

La accion regular de un grupo sobre si mismo, por “traslaciones a la izquierda” es
un ejemplo de una accién eficaz, libre y transitiva. La utilidad del concepto de espacio
homogéneo principal consiste en “olvidar” la posiciéon del elemento neutro. En dlgebra
lineal, por ejemplo, el espacio afin A" es el mismo conjunto que el espacio vectorial R"
pero no se declara cuél de sus elementos es el origen.'”

16Aqui se usa la “notacién de columnas” [;] = (x, y) para denotar vectores en R2.
7No es obligatorio que R sea el cuerpo de base; en la geometria algebraica, se define un espacio afin
Aj sobre cualquier cuerpo F, de manera andloga.
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El grupo aditivo R" actia sobre el espacio afin A" por traslaciones ¢,.: y — x +y para
x € R". De esta manera, A" es un espacio homogéneo principal de R".

Ejemplo 1.71. El grupo SO(2) también acttia sobre la esfera
S?i={(x,y,2) €R® : x*+ y*+2° =1},

mediante transformaciones lineales:

cxt e [1] [t o
senf® cosb T Y

Z

Esta accion no es transitiva: la orbita del punto (x,, yy,%,) €s el circulo horizontal (o
“linea de latitud”) S*> N {z = z,}, si —1 < 2, < 1. Los polos norte (0,0,1) y sur (0,0,—1)
son puntos fijos para la accidn, es decir, son dérbitas con un solo elemento (cada uno). La
existencia de puntos fijos muestra que esta accidn no es libre. Sin embargo, la accién si es
eficaz: la tnica rotacién alrededor del eje z que deja fija toda la esfera es la identidad. ¢

Ejemplo 1.72. Si H < G, el subgrupo H actua sobre G por multiplicacién, h - g := hg.
Las drbitas de esta accidn son los coclases a derecha Hg.
Hay otra accién de H sobre G dada por h> g := gh™!. Nétese que

he (k> g) =gk 'h™' = g(hk)™ = (hk) > g,

asi que esta es una accién a la izquierda. Las érbitas de esta segunda acciéon son los
coclases a izquierda gH. O

Ejemplo 1.73. Un grupo G actuia sobre si mismo por conjugacion:
g-x:=gxg ! para g,x€G.

Las érbitas bajo esta accion son precisamente las clases conjugadas de G. Todos los ele-
mentos del centro Z(G) son puntos fijos bajo conjugacion. El subgrupo de isotropia de
cualquier x € G es su centralizador Z;(x): véase la Definicion 1.78 mas adelante. O

Ejemplo 1.74. Un grupo G también acttia por conjugacidén sobre el conjunto de todos sus
subgrupos, X := {H : H < G }. Esta accién estd dada por la férmula g - H := gHg ™.

La érbita de H bajo esta accion es la familia de subgrupos conjugados a H. Una
subgrupo H es un punto fijo siy sélo si H < G.

El subgrupo de isotropia de H en este caso es el normalizador de H, definido como

N;(H):={geG:gHg '=H}.
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Obsérvese que N;(H) < G es un subgrupo de G, no necesariamente normal, pero H es un
subgrupo normal de él: H < N;(H).

Para este ejemplo, la Proposicion 1.67 tiene un corolario interesante: el niimero de
subgrupos de G que son conjugados de H es igual al indice [G: N;(H)]. ¢

Definicion 1.75. Dos acciones de un mismo grupo G sobre dos conjuntos X y Y son
acciones equivalentes si existe una biyeccién o : X — Y que entrelaza las acciones:

o(g-x)=gpro(x) paratodo geG, xeX.

Esta biyeccidn entrelazante o, si existe, se llama una equivalencia entre las dos acciones
de G. También se dice que o es una biyeccion G-equivariante. ¢

Por ejemplo, la biyeccién h — h™! de G en si mismo (que es un homomorfismo sélo
si G es abeliano) es una equivalencia entre la accién de G por traslaciones a la izquierda,
g -h := gh; y su accién por traslaciones a la derecha, g>h := hg™'.

» A veces conviene considerar una variante de la Definicién 1.63, en donde el grupo
actda a la derecha.

Definicién 1.76. Una accién a la derecha de un grupo G sobre un conjunto X es una
funcion ¥: X x G — X tal que:

(i) w(¥(x,h),g)="¥(x,hg) paratodo g,h € G, x €X;
(i) ¥(x,1) = x para todo x € X. O

Con las notaciones ¢, (x) := x < g := ¥(x, g), las propiedades de una accién a la derecha
son:
(x<h)<g=x<(hg), x<l=x,

o bien Y, oY, = Py, Y1 = 1. En este caso, la correspondencia g — ), es un homo-
morfismo de G en el grupo S; de permutaciones del conjunto X con el producto opuesto:
O%T:=To0O0. ¢

Por ejemplo, cada grupo G tiene una accién regular a la derecha sobre si mismo,'®
dada por el producto del grupo, h < g := hg. Otro ejemplo es la accién a la derecha de G
sobre G por conjugacién, x<g := g 'x g.

Los conceptos de Orbita x <« G; de grupo de isotropia; de acciones eficaz o libre; son
completamente analogas al caso de acciones a la izquierda.

18Esto no debe confundirse con la receta g > h := hg™!, la cual es una accién a la izquierda!
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1.6 El teorema de Sylow

Segun el teorema de Lagrange, el orden de un grupo finito G es divisible por el orden
de cualquiera de sus subgrupos. Por tanto, la factorizacién prima |G| = p;'p,?...p,* pro-
porciona bastante informacién sobre la estructura del grupo G y su juego de subgrupos.
(Esta informacion no es completa, porque puede haber varios grupos no isomorfos con el
mismo orden.) El detalle de la disposicién de los subgrupos fue clarificado por Sylow al
analizar el caso de subgrupos cuyos érdenes son potencias de un solo niimero primo.*’

Definicién 1.77. Sea p un numero primo. Un grupo finito G es un p-grupo si su orden
es una potencia de p, es decir, |G| = p* para algtn k. ¢

Definicion 1.78. Si G es un grupo y si x € G, el centralizador de x es el subgrupo

Zo(x):={geG:gx=xg}={ge€G:gxg ' =x}.

Fijese que Z;(x) = G si y solo si el elemento x es central, es decir, x € Z(G). Por el
Ejemplo 1.73, Z;(x) es el subgrupo de isotropia de x bajo la accién por conjugacién
g-y:=gyg '. Al contar las cardinalidades de todas las drbitas, a la luz de la Proposi-
cién 1.67, se obtiene la ecuacion de clase para el grupo G:

Gl =12(G)| + D, [G: Zs(x)], (1.10)

xeJ
donde J C G contiene exactamente un representante de cada clase de conjugacién con
mads de un elemento. O

Proposicion 1.79. Si G es un p-grupo, su centro no es trivial: Z(G) # 1.

Demostracion. En la ecuacion de clase (1.10), los indices [G: Z;(x)] para elementos no
centrales son divisores no triviales de |G|. Luego p divide cada [G: Z;(x)] al lado derecho
de (1.10). Entonces p también divide |Z(G)|, lo cual implica |Z(G)| > 1. ]

El resultado siguiente, descubierto por Cauchy, es un caso especial de la primera parte
del teorema de Sylow. Sin embargo, dado su interés propio, vale la pena dar una de-
mostracion directa.

Proposicion 1.80 (Cauchy). Si p es un nimero primo que divide el orden de un grupo
finito G, entonces G posee un elemento de periodo p.

®Ludvig Sylow fue un matemético noruego cuya fama se debe a un solo articulo, en donde mostr§ tres
teoremas sobre subgrupos de un grupo finito. Algunos autores hablan de “los teoremas de Sylow”, otros
de “el teorema de Sylow”, combinando los tres en uno. El articulo original fue: L. Sylow, Théorémes sur les
groupes de substitutions, Mathematische Annalen 5 (1872), 584-594.
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Demostracion. Se procede por induccidn sobre el orden de G. En otras palabras (como
el caso |G| = 1 es trivial), se puede suponer que la proposicién es véalida para cualquier
grupo K con |K| < |G|.

Si G es abeliano y no posee subgrupo propio alguno, entonces (g) = G para cualquier
g # 1, asi que G debe ser ciclico de orden p y cada elemento g # 1 es un generador, de
periodo p.

Si p divide |H| donde 1 < H < G, entonces por la hipétesis inductiva hay un elemento
heH, h#1, con h? = 1. Este h es también un elemento de G y tiene periodo p.

Considérese el caso contrario: supdngase (provisionalmente) que no hay subgrupo
propio alguno de G que contenga un elemento de periodo p. Si G es abeliano, cualquier
subgrupo propio H < G es un subgrupo normal; por la hipdtesis inductiva, el grupo
cociente G/H, cuyo orden es |G/H| = [G: H] = |G|/|H|, posee un elemento gH de
periodo p. En tal caso, vale gPH = (gH)’ = H en G/H, asi que gP € H aunque g ¢ H. El
Corolario 1.26 muestra que g?'"! = (g?)l = 1. El elemento k := g!"! cumple kP = 1 pero
k # 1 porque g ¢ H implica g/#! # 1, otra vez por el Corolario 1.26. Entonces k € G es
un elemento de periodo p.

En cambio, si G no es abeliano, la ecuacion de clase (1.10) no es trivial: para x ¢ Z(G)
el centralizador es un subgrupo propio, Z;(x) < G. Ahora, p divide |G| pero no divide
|Z5(x)| por hipdtesis, asi que p debe dividir cada [G: Z;(x)] = |G|/|Z5(x)|. La ecuacién
(1.10) entonces implica que p divide |Z(G)|. Como Z(G) < G, se concluye que Z(G) debe
contener un elemento de periodo p, contrario al supuesto provisional. Por ende, el “caso
contrario” es impermisible. ]

Teorema 1.81 (Sylow). Sea G un grupo finito y sea p un primo tal que |G| = p"m donde p
no divide m. Entonces:

(a) sise€{1,2,...,r}, hay un p-subgrupo H < G tal que |H| = p’;
(b) sis <r, hay otro subgrupo K < G con |K| = p**™! tal que H C K;
(c) si Py Q son dos subgrupos con |P| =|Q| =p’, hay g € G tal que Q = gPg™*;
(d) el numero de subgrupos de orden p" es 1+ kp para algiin k € N; y ademds divide m.
Demostracién. Ad(a): Considérese la siguiente coleccién de partes de G:
X :={SCG:|S|=p°}.
Su cardinalidad es

2| = (prm) _ (p"m)! _p'mp'm—1p'm—2 p'm—p°'+1
p’ '

C(pNprm—p) p p—1 p—2 1
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El primer término de este producto de fracciones es p"'m/p* =p"“m. Sik=1,...,p°—1,
se puede factorizar k en la forma k = p‘l con I L p. El término correspondiente del

producto anterior es
p'm—k p'm—I

p—k  p=l

en donde ni el numerador ni el denominador es divisible por p. Luego, después de can-
celar factores comunes, la mayor potencia de p que divide |Z'| es p" .

Ahora G acttia sobre & por multiplicacion a la izquierda: g-S:=gSsiS € . Como
% es la unién de sus 6rbitas bajo esta accién y p"**! no divide |%|, hay al menos una
érbita {S;,S,,...,S,} = G- S, tal que p"**! no divide n. Sea H el subgrupo de isotropia
de S;.

Por la Proposicién 1.67, n = [G: H], asi que p'm = |G| = n|H| = p"°k|H| donde
k L p; luego, p* divide |H|. Ademas, si x € S, entonces Hx C S; por la definicién de H,
asi que |H| = |Hx| < |S;| = p°. En consecuencia, vale |H| = p°.

Ad(b): Toémese H < G con |H| = p® y considérese la coleccion de subgrupos
% :={gHg ':g€G}.

G actta transitivamente sobre % por conjugacién y el subgrupo de isotropia de H es su
normalizador N;(H). La Proposicién 1.67 ahora implica que |%| = [G: Ng(H)].

Si p no divide |%/, entonces p**! debe dividir [N;(H)|. Luego p divide el orden del
grupo cociente N;(H)/H —hay que recordar que H < N;(H). Por la Proposicién 1.80, o
bien por la parte (a) de este teorema, el grupo cociente tiene un subgrupo de orden p. Por
el Teorema 1.53, este subgrupo es de la forma K/H, donde H < K < N;(H). El teorema
de Lagrange muestra ahora que |K| = |H|[K: H] = p**!.

En cambio, si p divide |%/|, entonces H también actia sobre % por conjugacién y cada
orbita de H en % tiene cardinalidad que divide p°, por la Proposicién 1.67 de nuevo, y
por ende es de la forma p" con u € {0,1,...,s}. El subgrupo H es un punto fijo de esta
accion: luego {H} es una érbita de cardinalidad p® = 1. Como # es la unién disjunta de
sus Orbitas, hay al menos otros (p — 1) puntos fijos: sea L uno de ellos.

Por su construccion, se ve que H < N;(L). Luego HL es un subgrupo de G con L < HL
por el Teorema 1.52, el cual también implica que HL/L ~ H/(HN L). Como HN L es
un subgrupo propio de H, p divide [H: HN L] = [HL: L] y luego p**! divide |HL|, ya
que |L| = |[H| = p*. Como L = gHg™ ! para algin g, de L < HL se obtiene H < g"'HLg.
Para terminar, se aplica la Proposicién 1.80 para extraer un subgrupo de orden p del
grupo cociente g~ HLg/H y de nuevo el Teorema 1.53 produce un subgrupo K < G con
H<K<g'HLgy|K|=p"*.
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Ad(c): Toémese ahora P < G con |P| = p". Considérese la colecciéon de subgrupos
%¥:={gPgl:g€G}.

Como antes, G acttia transitivamente sobre % por conjugaciény |Z| = [G: N;(P)]. Como
P < Ng(P), el teorema de Lagrange dice que p” divide |N;(P)| y por ende p no puede
dividir |Z|.

SiQ < G con |Q| = p’, entonces Q también actia sobre % por conjugacién; las car-
dinalidades de sus orbitas dividen |Q| y su suma es |Z]; luego, hay al menos una érbita
{gPg™'} con un solo elemento. Repitiendo el argumento de la parte (b), esta vez con
H—QyL~— gPg!, seveque

QgPg™ ~ Q
gPg!  QngPg !’

Por lo tanto, Q(gPg™') es un p-grupo que incluye Q y gPg~! como subgrupos. Por la
maximalidad de |Q| = p", se concluye que Q = Q(gPg ') = gPg™ .

Q(gPg <G

Ad(d): Elargumento de la parte (c) muestra que Q es el tinico punto fijo en Z bajo la
accion de Q por conjugacidén; las orbitas restantes tienen cardinalidades divisibles por p.
Al sumar estas cardinalidades, se ve que |Z| =1+ kp para algun k. La parte (c) también
implica que |Z| es el nimero de subgrupos de G de orden p".

Ademas, |Z| = [G: Ng;(P)] divide |G]. O

Definicion 1.82. Si G es un grupo finito de orden p"m donde p es un primo que no
divide m, cada subgrupo de G de orden p" se llama un p-subgrupo de Sylow de G. En
otras palabras, un p-subgrupo de Sylow es un p-subgrupo maximal de G. ¢

El Teorema 1.81 puede reformularse como sigue: si un primo p divide |G|, entonces:
(i) existe al menos un p-subgrupo de Sylow P < G;
(ii) todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados entre si;
(iii) el niimero de p-subgrupos de Sylow divide |G|y es =1 mod p.

En el Teorema 1.81(d), no se excluye la posibilidad de que k = 0: a veces ocurre que
el p-subgrupo de Sylow P < G es tinico. En tal caso, la parte (c) del Teorema dice que
gPg! = P para todo g € G. En otras palabras, un p-subgrupo de Sylow tinico es también
normal. (Ademas, ipso facto, no es normal si no es Uinico.)

Definiciéon 1.83. Un grupo G es simple si no posee subgrupos normales, excepto los
subgrupos triviales 1y G. ¢
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Ejemplo 1.84. Un grupo de orden 12 no puede ser simple.

En efecto, un grupo G con |G| = 12 = 22 - 3 posee uno o mds 2-subgrupos de Sylow
(de orden 4) y uno o mas 3-subgrupos de Sylow (de orden 3).

Si el 3-subgrupo de Sylow no es tnico, el numero de ellos es 1 + 3k y divide 4, asi
que hay 4 de ellos. La interseccién P N Q de dos de ellos debe ser 1 (por el teorema de
Lagrange), asi que su unién contiene exactamente 8 elementos de periodo 3. Sobran el
elemento neutro y tres elementos de periodos 2 é 4, que son suficientes para conformar
exactamente un subgrupo de orden 4.

Por lo tanto, hay un tnico 3-subgrupo de Sylow, o bien un tnico 2-subgrupo de Sylow.
En todo caso, G posee un subgrupo normal de orden 3 6 4.

(Es facil comprobar, por ejemplo, que el grupo A, tiene un 2-subgrupo isomorfoa V' y
cuatro 3-subgrupos distintos.) O

Ejemplo 1.85. Si P es un grupo de orden primo p, por el teorema de Lagrange no tiene
subgrupos no triviales: cada elemento g # 1 es un generador, de periodo p; y P =~ C,,.

Ahora sea G un grupo finito de orden 15. Tiene un 5-subgrupo de Sylow P y un 3-
subgrupo de Sylow Q. Como (1 + 5k) divide 3 sdlo si k = 0; y ademas (1 + 3[) divide 5
sOlo si [ = 0, estos subgrupos de Sylow son tnicos y por tanto normales: P < Gy Q < G.
Entonces PQ = {gh: g € b, h € Q} es un subgrupo de G cuyo orden es divisible por 3 y
por 5 (usando el teorema de Lagrange, porque P < PQ y Q < PQ); por lo tanto, PQ = G.
También se ve que |[P N Q| =1 por ser un divisor comtn de 3y 5.

Si g € Pyh € Q, considérese el elemento ghg 'h™! € G. Por ser P y Q subgrupos
normales, se ve que

g(hg'h™)e P mientras (ghg )h'eqQ,

asf que ghg™'h™! =1 o bien, lo que es lo mismo, gh = hg. Conclusién: G = PQ donde
los dos subgrupos normales P y Q conmutan. En tal caso, se dice que G es el producto
directo de P y Q, escrito G =P x Q.

Se ha comprobado que G ~ C; x Cy si |G| = 15. En particular, C;5 >~ Cs x Cs. ¢

Ejemplo 1.86. Sea G un grupo finito de orden 6. Tiene un 3-subgrupo de Sylow P; como
(1+ 3k) divide 2 s6lo si k = 0, este P es tinico, P <G con P ~ C; y G/P ~ C,.

Sea Q un 2-subgrupo de Sylow de G; la condicién “(1 + 21) divide 3” admite dos
posibilidades, | = 0y [ = 1. El caso | = 0 sigue el patrén del ejemplo anterior: G ~
P x Q ~ C5 x C, es un grupo abeliano. Por ejemplo, el grupo ciclico Cg es de este tipo: si
Ce = (g), entonces {1, g%} es el tinico 2-subgrupo porque los demds elementos g, g2, g%, g°
tienen periodos 3 o 6.
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En el caso | = 1, hay tres conjugados distintos de Q (los tres 2-subgrupos de G) y por
tanto G no es abeliano. Escribase P = {1,a,a?} y Q = {1, b}, con a™! = a?. Los otros 2-
subgrupos de Sylow deben ser {1,ab} y {1,a®b}, porque G = {1,a,a? b,ab,a®b}. Ahora
ba # ab porque G no es abeliano; y es facil comprobar que ba ¢ {1,a,a?, b}. Entonces
ba = a?b necesariamente. Estas relacién determina la tabla de multiplicacién para G:
cualquier grupo no abeliano de orden 6 debe ser isomorfo a este caso.

Para la existencia de un grupo no abeliano de orden 6, basta recordar que |S;| = 6. La
asignaciéon a — (123), b — (12) da lugar a un isomorfismo G ~ S.

Luego, hay dos grupos no isomorfos de orden 6: C, (abeliano) y S; (no abeliano). ¢

Ejemplo 1.87. El grupo alternante A, tiene ocho 3-ciclos, por ejemplo (123) y tres pro-
ductos de transposiciones disjuntos, por ejemplo (12)(34). El célculo

(123)-(12)(34) - (123) 1 = (123) - (12)(34) - (132) = (14)(23)

indica que el subgrupo R generado por (123) y (12)(34) debe incluir el subgrupo V =
{1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} vy el subgrupo Q = {1, (123), (132)}. Del teorema de
Lagrange se obtiene |R| = 12, es decir, R = A,. Ahora bien, un subgrupo de A, de orden 6
debe de contener un elemento de periodo 2 y otro de periodo 3, por la Proposicién 1.80
de Cauchy. Como cualquier par de elementos de periodos 2 y 3 generan todo el grupo, se
concluye que el grupo A,, de orden 12, no incluye subgrupo alguno de orden 6.

Este contraejemplo indica que no es posible generalizar el teorema de Sylow para
obtener subgrupos cuyos 6rdenes son divisibles por dos primos distintos. ¢

Ejemplo 1.88. Sea G = GL(n,p) = GL(n,F,), el grupo de matrices invertibles con en-
tradas en el cuerpo finito IF,,. Las columnas de una matriz A € GL(n, p) son vectores en el
espacio vectorial (IF,)" y son linealmente independientes porque el rango de A es n. Aparte
de dicha independencia lineal, las columnas de A son arbitrarias. La primera columna a,;
puede ser cualquier vector no nulo en (F,)" —recuérdese que {0} es linealmente depen-
diente en cualquier espacio vectorial— asi que hay (p™ — 1) posibilidades para a,. La
segunda columna a, no debe ser proporcional a a,: hay (p" — p) posibilidades para a,.
Las primeras j columnas generan un subespacio de dimensién j sobre I, con p’ elemen-
tos: quedan (p" — p’) posibilidades para a;,;. En fin, el ntimero total de elementos de
GL(n,p) es

n—1 1
GL(np)l = J@"—p) =p 2] [0 - 1.

j=0 j=0

Si P es un p-subgrupo de Sylow de GL(n, p), el orden de P es p"("*~1)/2,
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Sea UT(n,p) = UT(n,F,) el grupo de matrices unitriangulares, es decir, matrices con
entradas 1 en la diagonal y 0 debajo de la diagonal: a;; =1, a;; =0 sii > j. Una matriz
unitriangular es invertible: su determinante es 1 y su inverso, calculado por eliminacion
gaussiana o bien por la regla de Cramer, es también unitriangular. Luego UT(n,p) es
un subgrupo GL(n,p). Evidentemente, este subgrupo no es normal: una conjugacion
A — BAB™! ejecuta un cambio de base en F,, que destruye la forma unitriangular de la
matriz A en casi todos los casos.

Los entradas supradiagonales de una matriz unitriangular son arbitrarias, porque su
invertibilidad estd garantizada por las entradas 1 en la diagonal. Ahora, cada una de las
n(n—1)/2 entradas a;; con i < j es un elemento de F, = {0,1,...,p—1}. Esto muestra
que |[UT(n, p)| = p""Y/2 y por ende UT(n, p) es un p-subgrupo de Sylow de GL(n,p). ¢

1.7 Productos directos y semidirectos de grupos

Definiciéon 1.89. El producto directo de dos grupos H, K es su producto cartesiano H X K
con la operacién de grupo “por coordenadas”: (hq, k;)(h,, k,) := (hyh,, kik,).

Andlogamente, se define el producto directo H, x H, x --- X H, de varios grupos.

Hay un par de homomorfismos canénicos® 7,: H x K - Hy 7,: H x K — K dados
por 1, (h, k) :=hy my(h,k) :=k.

Se identifican H y K con los subgrupos {(h,1):he€ H}y {(1,k) : k€ K} de H xK.
Obsérvese que (h,1)(1,k) = (h,k) = (1,k)(h,1): las copias de H y K en el producto
directo conmutan. Bajo estas identificaciones, H y K son subgrupos normales de H x K,
con interseccion trivial, H N K = {(1, 1)}. O

Lema 1.90. Si un grupo G posee dos subgrupos normales H y K tales que HNK = {1} y
HK = @G, entonces G ~ H x K.

Demostracién. Si g € G, es posible escribir g = hk con h € Hy k € K. Si hk = h’k’ con

h’ € H, k' €K, entonces h"*h’ = k(k') ' €e HNK = {1}, asi que ' = h y k' = k. Luego la

aplicacion ¢ : G — H x K dada por ¢(hk) := (h, k) estd bien definida y es biyectiva.
Ahora si h € H, k € K, entonces hkh k™! = (hkh™ 1)k € K porque K < G y

hkh k™' = h(kh™'k™') € H porque H < G. Luego hkh™'k™! = 1 y por ende hk = kh.
Esto implica que

@(hk'K) = o(hh kk') = (hh',kk') = (h, k)R, k') = (k) o (R'K),

asi que ¢ es el isomorfismo deseado entre G y H x K. ]

20E] uso del vocablo candnico es informal; quiere decir que los homomorfismos 7t; y 7, tiene el mismo
formato para cada par de grupos dados, H y K.
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Algunos autores llaman producto directo externo al grupo H x K de la Definicién
1.89; el término producto directo interno hace referencia a un subgrupo HK de un
grupo dado G que cumple las hipdtesis del Lema 1.90. Se trata de una mera distincién
de terminologia, en vista del isomorfismo del Lema, pero a veces resulta titil en contextos
apropiados.

Ejemplo 1.91. Sea G un grupo abeliano finito de orden |G| = p"¢® donde p, g son nimeros
primos distintos. Todos los elementos h € G de periodo p*, para algin k < r, forman un
subgrupo H < G. De igual manera, los elementos k € G de periodo q', para algin [ <s,
forman otro subgrupo K < G; y es evidente que H N K = {1}. Por ser G abeliano, estos
dos subgrupos son automdticamente normales en G.

La conmutatividad de G también implica que (hk)™ = h™k™ para todo m € N. Luego,
el periodo del elemento hk es el minimo comun multiplo de los periodos de h y k. Si un
elemento g € G tiene periodo p*q! —este perfodo es necesariamente un divisor de |G|—
hay enteros a, b € Z con ap”* + bg"! = 1. Coléquese h := g7~ y k := g%"; entonces
he€ H, k € Ky g = hk, comprobando asi que G = HK. El Lema 1.90 entonces muestra
que G~ H xK.

En particular, C;5s ~ Cs x C5, como ya se ha observado. ¢

Ejemplo 1.92. Hay tres grupos abelianos no isomorfos de orden 8. Ellos son Cg, C, X C,
y C, X C, x C,. Estos grupos se distinguen por los periodos de sus elementos: Cg tiene
4 elementos de periodo 8, sus generadores; C, x C, tiene 4 elementos de periodo 4 pero
ninguno de periodo 8; y C, x C, x C, tiene 7 elementos de periodo 2.

El exponente de un grupo finito es el minimo comun multiplo de los 6rdenes de
sus elementos; dos grupos con exponentes diferentes no pueden ser isomorfos. Para los
grupos mencionados: Cg tiene exponente 8; C, x C, tiene exponente 4; y C, X C, x C,
tiene exponente 2. O

Lema 1.93. Sea G un grupo cualquieray sean ¢,: G = Hy ¢,: G — K dos homomorfismos.
Entonces existe un tinico homomorfismo ¢ : G — H x K tal que 10 ¢ = @1 7,0 ¢ = @,.

Demostracién. Definase ¢ : G — H x K por ¢(g) := (¢1(g2), p,(g)). Es evidente que ¢ es
un homomorfismo y que 7t; 0 ¢ = ¢, y 7, 0 ¢ = @,. la unicidad también estd clara. [J

El resultado del Lema 1.93 es un ejemplo de una propiedad universal del producto
directo. En el siguiente diagrama conmutativo, la flecha quebrada con la etiqueta 3! ¢
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indica la existencia de un tinico homomorfismo ¢ que hace conmutar el diagrama:

G
El!itp
¥1 H;K ¥
ZaN
H K

(1.11)

(El tridangulo a la izquierda conmuta si 7, 0 ¢ = ;; el tridngulo a la derecha conmuta si
T, 0 ¢ = ¢,.) Dicho de otro modo: entre todos los diagramas de la forma H e Bk ,
el diagrama especial H &L H x K25 K es universal por ser una imagen homomorfica del
primero.

» Cuando se trata de dos grupos abelianos Ay B con notacion aditiva, en vez de producto
directo Ax B a veces se habla de la suma directa A ® B, cuya operacion de grupo se denota
por (a;, by) + (ay, b,) = (a; + a,, by + b,). Asi, por ejemplo, los tres grupos abelianos del
Ejemplo 1.92 se denotan por Zg; Z, ® Zy; Y Zo ® Zy ® Z,.

» El producto directo de dos grupos abelianos es también un grupo abeliano. Hay una
variante de esta construccidon que es capaz de combinar dos grupos abelianos de tal ma-
nera que el resultado sea (muchas veces, aunque no siempre) un grupo no abeliano. De
este modo se produce una buena cantidad de ejemplos de grupos no abelianos.

Definicion 1.94. Sean dados dos grupos H y K y un homomorfismo a: K — Aut(H).
Entonces K acttia sobre H por automorfismos de H, al definir k - h := a;(h). El producto
semidirecto de H por K mediante a es el producto cartesiano de los conjuntos H y K,
dotado de la siguiente operaciéon binaria:

(h,k)(h', k") := (ha,(h"), kK'). (1.12)
Esta operacidn es asociativa porque a es un homomorfismo:

((h, ) (', KN, k") = (hag(R) oo (R), kK'K") = (h ey (R (), kK'K")
= (h,k) (W o (h"), K'k") = (h, K)((W', k') (h", k).

Con el elemento neutro (1,1) y la inversién dada por (h, k)™ = (a,a(h™?), k1), esta
operacion binaria es una ley de grupo. Dendtese el grupo asi formado por H x, K.
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Como en el caso de productos directos, se identifican H «— {(h,1) :h€ H} yK <«
{(1,k) : k € K}. Notese que (h,1)(1,k) = (h,k) pero (1,k)(h,1) = (a,(h),k), asi que
estos subgrupos no conmutan salvo si la accidon de K sobre H es la accién trivial —en cuyo
caso se obtiene el producto directo H x K. O

Fijese también que (1,k)(h,1)(1,k)! = (a (h),k)(1,k™ 1) = (ai(h),1). Esto muestra
que H es un subgrupo normal de H %, K.

Proposicion 1.95. Si un grupo G contiene dos subgrupos N y K tales que N < G, NK =G
¥y NNK = 1, la conjugacién a,(h) := khk™! define un homomorfismo a: K — Aut(N);
ademds, hay un isomorfismo G ~ N % K.

Demostracién. La normalidad del subgrupo N implica que knk™! € N para todo k € K y

estd claro que a,: n — knk™! es un automorfismo de N. También, se ve que la férmula

a;(ap(n)) = kk'nk’"'k~! dice que k — a; es un homomorfismo de K en Aut(N).
Definase 6: N x, K — G por 6(n, k) := nk; entonces

0(n,k)0(n', k") = nkn'k’ = n(kn'k ") kk’ = na,(n') kk’ = 8((n, k)(n’, k")),

asi que 6 es un homomorfismo. La condicién G = NK muestra que 6 es sobreyectivo. Su
nucleo es
{(n,k):nk=1}={(n,k):n,keNNK}={(1,1)}

en vista de la condicién N N K = 1. Entonces 6 es un isomorfismo entre N X, Ky G. [

De nuevo, dicese a veces que un grupo G que cumple las hipdtesis de la Proposi-
cién 1.95 es un “producto semidirecto interno” de sus subgrupos N y K.

Ejemplo 1.96. El grupo ciclico C; = {1,a,a?}, con a®> = 1, posee dos automorfismos,
la identidad 1 = 1, y la transposicion o: a < a®. [ Esta o es un automorfismo de C,
porque (a*)? = a. ] Esté claro que o = 1, asi que Aut(C;) = {1,0} ~ C,. Por lo tanto,
hay dos maneras de formar un producto de C; por C,: si C, = {1, b}, es obligatorio que
a, =1 en Aut(C;); pero se puede tomar a;, = 1 también, o bien a, = 0.

En el caso a;, = 1, el homomorfismo a: C, — Aut(Cj;) es trivial y el producto semidi-
recto dado por (1.12) coincide con el producto directo C5 x C,, el cual también es isomorfo
a Cg en vista del Ejemplo 1.91.

En el otro caso a;, = o, el producto semidirecto C5 %, C, es un grupo no abeliano de
orden 6. Por ejemplo, se ve que

(1,b)(a,1)=(o(a),b) = (a®,b) mientras (a,1)(1,b)=(a,b).
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La Proposicién 1.95 muestra que C; X, C, ~ S,. En efecto, los subgrupos N := ((123)) y
K = ((12)) de S; cumplen las hipdtesis de esa Proposicién: N < S, porque [S;: N] = 2,
NK =S;yNNK =1;yestd claro que N ~ C; y K =~ C,. ¢

Definicion 1.97. Una sucesion de dos homomorfismos
¥ P
H—G—K
se llama exacta (o “exacta en G”) si im ¢ = ker, es decir, si la composicidn 1) o ¢ es el
homomorfismo trivial H — K. Una sucesion de dos o mas homomorfismos

Y1 P2 ¥3 ¥n
G—G— GGy

es una sucesion exacta si es exacta en cada grupo intermedio, es decir, siim ¢; = ker ¢;,,
paraj=1,2,...,n—1.
Un caso de particular importancia es una sucesién exacta corta:

1—H- 6Lk —1, (1.13)

donde las homomorfismos inicial y final son triviales; la exactitud en H dice que ¢ es
inyectivo; la exactitud en K dice que ) es sobreyectivo; y también im ¢ = ker1) debido a la
exactitud en G. Fijese que la imagen ¢ (H) es un subgrupo normal de G, por ser el nticleo
de v. Por otro lado, si N < G, la inclusién ¢ : N — G y la aplicacién cociente n: G — G/N
forman una sucesion exacta corta,

1—N—-5G—5G/N—s1. O

Definicion 1.98. Si H y K son dos grupos cualesquiera, una extension de H por K es un
grupo G que tiene un subgrupo normal N tal que N ~ H y G/N ~ K. Esta condicion es
equivalente a la existencia de una sucesién exacta corta (1.13) en donde H = ker ¢.

Dicese que dos extensiones G y L de H por K son equivalentes si y sélo si hay un
isomorfismo 6 : G — L tal que el siguiente diagrama conmuta:

Cada par de grupos H y K posee al menos una extension, a saber, el producto directo
G =H x K, al tomar ¢(h) :=(h,1) y Y (h, k) := k. O
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Proposicion 1.99. Un producto semidirecto H X, K es una extension de H por K. Una
extension G de H por K, dada por (1.13), es equivalente a un producto semidirecto si y sélo
si hay un homomorfismo f3: K — G tal que vy o 3 = 1.

Demostracién. Definase ¢: H — H %, K por ¢(h) := (h,1) y ¥: H x, K — K por
Y (h, k) := k. Ya se ha observado que p(H) < H %K y esté claro que (H % ,K)/p(H) ~K.

Definase /3 : K — H %, K por [3(k) := (1, k); entonces 1/)([3(1()) =k para todo k € K.

Por otro lado, si G es una extensién de H por K y si : K — G es un homomorfismo
tal que v o 3 = 1, sea a,(h) := B(k)hB (k)™ . La condicién v o § = 1 obliga que f3 sea
inyectivo; luego k — a; es un homomorfismo bien definido de K en Aut(H). La receta
O(h, k) := hf (k) define una aplicacién 6: H %, K — G y es fécil verificar que este es un
homomorfismo. Ahora

(hk)€ker = h ' =p(k) = k=y(h ) =1 = h=pK)=1,

asi que 6 es inyectivo. Si ahora g € G, coléquese k := 1)(g); entonces g (k)" € kerv),
asf que hay h € H con h = gf3(k)™!, luego g = hf3(k): por tanto, O es sobreyectiva. El
isomorfismo 6 da la equivalencia de las dos extensiones G y H X, K. ]

En la situacién descrita en la Proposicién anterior, dicese que la sucesion exacta corta
(1.13) escinde. Se usa el diagrama

para denotar la escision de la sucesién por el homomorfismo f3.

Ejemplo 1.100. Hay dos extensiones evidentes de C, por C,:
¢ Y ¢ Y
1—C,—(C,xC,—C,—1 vy 1—C,—C,—Cy— 1.

Como Aut(C,) = 1, el tnico producto semidirecto de C, por C, es el producto directo C, x
C,. Como C, % C, x C,, la Proposicion 1.99 muestra que la segunda sucesion exacta corta
no escinde. [ El tinico homomorfismo no trivial de C, = {1,b} en C, = {1,a,a? a®} estd
dada por 3(b) := a®. Pero también 1(a) = b como tinica posibilidad, asi que (3(b)) =
Y(a?) = b*=1, de modo que Y o f # 1. O
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1.8 Grupos simples y grupos resolubles

Definiciéon 1.101. Un grupo finito G es simple si los tinicos subgrupos normales de G son
los subgrupos triviales 1y G. ¢

Ejemplo 1.102. Aparte del grupo trivial 1 = {1}, los tinicos grupos abelianos simples son
los grupos ciclicos C, donde p es un numero primo. En un grupo abeliano, cada subgrupo
es trivialmente normal: un grupo abeliano simple no posee subgrupos no triviales. La
Proposicién 1.80, de Cauchy, entonces demuestra que su orden es un primo p, en cuyo
caso el grupo es isomorfo a C,,. ¢

La identificacion y catalogacién de los grupos simples no abelianos fue un trabajo de
varias décadas, culminando alrededor de 1985 con un consenso de que el catdlogo ya
estaba completo, aunque la tltima pieza tuvo que esperar hasta el 2004.2! Hay varias
familias infinitas, entre ellas los grupos alternantes A, para n = 5; grupos “de tipo de
Lie clasicos”, del cual el mas pequefio es PSL(2,7), de orden 168; y grupos “de tipo de
Lie excepcionales”. Ademds, hay unos 26 grupos esporddicos, desde el grupo de Math-
ieu M;;, de orden 7920, descubierto en 1861; hasta el grupo de Janko J,, de orden
86,775,570,046,077,562,880, descubierto en 1976. El mas grande de los grupos es-
poradicos es el Monstruo M, de Fischer y Griess, descubierto en 1973, cuyo orden es

M| =2%.320.5%.76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59-71 ~8x 10 _
Definiciéon 1.103. Un grupo G es resoluble si hay una torre finita de subgrupos de G,

G=Gy>G >G> >G, =1 (1.14)

m

tal que G; < G,;_; y cada G;_,/G; es abeliano. (En otras palabras, G es resoluble si puede
ser construido por una cantidad finita de extensiones por grupos abelianos.)
Dicese que G es nilpotente si ademds G;_,/G; < Z(G/G,) para todo j. ¢

Algunos autores dicen serie descendiente en vez de torre para describir el patrén del
despliegue (1.14).

Un grupo abeliano es (trivialmente) resoluble. Un grupo simple no abeliano no es
resoluble, porque la tnica torre posible es G > 1, cuyo cociente G/1 = G no es abeliano.

21E] teorema de la clasificacién, aunque facil de enunciar (“Los grupos simples no abelianos son los
siguientes: ...”) tuvo una demostracién repartida en decenas de articulos de investigacién. Véase el ensayo
descriptivo: Daniel Gorenstein, The Enormous Theorem, Scientific American 253 (1985), 104-115. Todavia
hay un equipo trabajando en la publicacién de una versién simplificada, en varios tomos, cuya longitud
total se estima en mas de 5000 paginas.
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Una torre de tipo (1.14) en donde cada cociente G;_;/G; es simple se llama una serie
de composicién para G. Por ejemplo,

Co>Cy>Cy> 1

es una serie de composicion para Cg. Por induccion sobre el orden de G, cualquier grupo
finito posee una serie de composicién; pero el ejemplo C, x C, indica, puede poseer mas
de una. Sin embargo, un teorema de Jordan y Holder (no demostrado aqui)®? dice que
dos series de composicion para un grupo finito (a) poseen el mismo nimero de inclu-
siones estrictas (la longitud m de la torre); y (b) poseen los mismos cocientes G /G,
posiblemente permutados.

Definicién 1.104. El conmutador de dos elementos g,h € G es el elemento ghg 'h™.
Sea G’ el subgrupo de G generado por todos los conmutadores de elementos de G. (Nétese
que G’ = 1 siy sélo si G es abeliano.)

Sea G" :=(G’), G"” :=(G"), etcétera. La serie derivada del grupo G es la torre

GEG/EGNEG/NB"‘

cuyas inclusiones son normales pero no necesariamente estrictas. Por ejemplo, si G es
simple y no abeliano, entonces G = G’ = G” = --- y la serie queda estancada. ¢

Ejemplo 1.105. Cualquier conmutador en el grupo S, es una permutacién par, asi que
S/ <A,. Paran = 3, los 3-ciclos (123) y (132) son conmutadores, usando los calculos del
Ejemplo 1.30; luego, S; = A; >~ C;. Ademas, S; = C; = 1 porque C; es abeliano. La serie
derivada de S, es entonces S; > C; > 1. El grupo S5 es resoluble.

En el grupo A,, algunos conmutadores son

(123) (124) (132) (142) =(13)(24) (14)(23) =(12)(34),
(123) (12)(34) (132) (12)(34) =(134) (234) =(13)(24),

y (por sustituciones de digitos) se concluye que A, =V, un subgrupo abeliano. Ademas,
de los célculos tipicos en S,:

(12) (23) (12) (23) = (123)% = (132),
(1234) (1243) (1432) (1342) = (132) (124) = (243),
(1234) (123) (1432) (132) = (1324) (1243) = (142),
(1234) (12)(34) (1432) (12)(34) = (13)(24),

221,a demostracién, por induccién sobre m, no es dificil: véase cualquier texto general de algebra, como
por ejemplos los libros recomendados de Aluffi, Jacobson o Lang.
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se obtiene S, = A,. Entonces la serie derivada de S, es
S4>A >V > 1.

Los cocientes sucesivos son C,, C;, V, todos abelianos: el grupo S, es resoluble. ¢

Proposicion 1.106. Un grupo G es resoluble si y solo si su serie derivada es una torre finita
que termina con 1.

Demostracién. La conjugacién g — kgk™! conserva conmutadores, porque
k(ghg 'Th k' =kgk ' khk ' kg 'k 'kh k™' = kgk ' khk* (kgk ') (khk™')~".

Luego G’ es siempre un subgrupo normal de G.
El homomorfismo cociente 11: G — G/G’ satisface

n(ghg'h™) =n(g)n(h)n(g) 'n(h) ™",

y el lado derecho es el elemento neutro de G/G’. Esto dice que todos los conmutadores
en G/G’ son triviales, asi que G/G’ es abeliano. Luego G es resoluble si la serie derivada
termina en un nimero finito de pasos.

Por el contrario, si G es resoluble, hay una torre (1.14) de subgrupos de G con co-
cientes abelianos. Por ser G/G; abeliano, la aplicacion cociente G — G/G, lleva cada
conmutador al elemento neutro, asi todos los conmutadores quedan en G,; esto dice que
G’ < G,. Por induccién, se demuestra que G” < G,, G’ < G5, etc., ya que los grupos co-
cientes G, /G,, G,/ G, etc., son abelianos. Después de m pasos de este proceso, la m-ésima
subgrupo derivado cumple G™ < G,, = 1. O

1.9 Generadores y relaciones para un grupo

Cualquier grupo finito admite una presentacion por generadores y relaciones. Dicha pre-
sentacion consiste en dar una lista de generadores a;, a,,...,a, y una lista de relaciones
entre ellas. Por ejemplo, si el grupo es abeliano las relaciones incluyen las reglas a;a;, =
aia; al menos; el grupo ciclico C,, posee un solo generador a y cumple la sola relacion
a™ = 1. Ahora se pretende mostrar que los grupos finitos —y buena cantidad de grupos
infinitos— estan determinados hasta isomorfismo por esta clase de presentacion.

Definicién 1.107. Sea X = {x;,X,,...,X,} un conjunto finito y sea X’ = {x,x,,...,x’}
otro conjunto de igual cardinalidad, con X N X’ = (. Sea Y la totalidad de palabras en
el alfabeto X W X’, es decir, sucesiones finitas de elementos de X W X’. (El conjunto Y
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contiene una palabra vacia, con cero “letras”, denotado por 1.) Dos palabras se declaran
equivalentes si se obtiene una de la otra mediante nimero finito de inserciones o extrac-
ciones de uno de los pares xjx; 6 x; x;; dendtase por F, :=Y /~ el conjunto cociente bajo
esa relacidon de equivalencia.

Definase una operacién de grupo en F, por yuxtaposicién:

1Yo Y) (@120 ... 2,) i= V1Yo YinZ1Zo - - - Z

en donde los y, v 2, son elementos de X & X’; al lado derecho se eliminan pares x;x’ &

77
X, X} que aparecen al yuxtaponer las dos palabras originales. Por ejemplo,
/ / / / / / / / /
(215361 ) (o X501 ) = X106, Ky K X500 = Xq X5 Xy XX = X1 X5X1.

La asociatividad de esta operacion estd clara; el elemento neutro es la palabra vacia 1.
. / Y . N/ .

El inverso de y;y,...y, €8 y, ...Y,Y;, con el convenio de que (xj) = x;. Por ejemplo,

(o5, x3) ™ = x3x7x,x". El grupo F, asi definido est4 generado por X: este es el grupo

libre con r generadores. ¢

Cualquier grupo finitamente generado G es un cociente de un grupo libre; y ademas,
cuando G es un cociente de otro grupo L, hay un homomorfismo del grupo libre en L que
respeta los cocientes. Este es contenido de la proposicion siguiente.

Proposicion 1.108. Si G = (a;,a,,...,a,) es un grupo generado por r elementos, hay
un tinico homomorfismo sobreyectivo m: F, — G tal que nn(x;) = a; y nn(x;) = a;l para
j,k=1,...,r.

Ademds, si L es otro un grupo y si ¢: L — G es un homomorfismo sobreyectivo, entonces
hay un homomorfismo t: F, — L tal que ¢y o T = 7.

Demostracién. El homomorfismo 7, definido sobre generadores por m(x;) := a;, obedece
n(x;) = n(x;)"" = a; ' por ser homomorfismo. La unicidad estd clara, porque la imagen
de cada palabra y;y,...y,, € F, esta dada por n(y,y,...¥,) = hih,...h,,, en donde
h; :=a; si y; = x;, h; := a;l si y; = x;. Sélo hay que notar que 7 estd bien definida
porque m(x;x)) = a;a;' =1y n(xx) = a'a = 1.

Témese b; € L tal que y(b;) = a;, ya que 2 es sobreyectivo. Sea 7: F, — L el
homomorfismo determinado, como en el parrafo anterior, por 7(x;) = b; y 7(x;) = bl
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La igualdad vy (7(y)) = m(y), dada inicialmente para y € X, sigue siendo valida para
todo y € F, porque F, = (X); esto dice que ¢ o T = 7. O

Como 7: F, — G es sobreyectivo, el primer teorema de isomorfia (Teorema 1.50)
muestra que G ~ F,/ker . Si el subgrupo kerw < F, es a su vez finitamente generado,
es decir, ker T = (R) donde R es un conjunto finito de palabras en F,, dicese que el grupo G
estd finitamente presentado y se escribe G ~ (X : R). La presentacion de un grupo no es
Unica: puede haber varias maneras de elegir generadores tanto para G como para ker 7.

Los elementos de R se llaman relaciones (o mds correctamente, relatores: una palabra
Y1 .--Ym € Resun relator; la ecuacion t(y,) ... n(y,,) = 1 eslarelacion correspondiente).
Una regla de conmutatividad entre generadores, a;a, = a,a; puede escribirse en la forma
a;a,a; " a; = 1; esta regla es vélida si x;x,x}x; € ker.

Un grupo finito estd finitamente presentada por su tabla de multiplicacién. Si G =
(ay,ay,...,a,) y siaja, = g;x € G, escribase el elemento g;; como un producto de los
generadores y sus inversos. Hay palabras y]fk € F, tales que ﬂ(y}’.k) = gj‘k1 ; entonces
R= {xjxky]fk :j,k=1,...,m} es un conjunto finito que genera ker 7.

Para aliviar un poco la notacién a la hora de dar ejemplos concretos, en una pre-
sentacién G =~ (X : R), se escribird la relacién a;a, = gj; al lado derecho en vez del
relator x;x.y .

Ejemplo 1.109. El grupo abeliano libre con r generadores es el grupo
(ay,...,a, : a;a; = aza; para todo i < j).

Como los generadores conmutan, cada elemento de este grupo puede escribirse de forma

~1)™. Es preferi-

tnica como aTla;Z ...a’ con my,...,m, €Z, con el convenio aj_m = (aj
ble, en este caso, emplear una notacion aditiva, en cuyo caso el elemento tipico del grupo

se escribe en la forma
mya; + mya, +---+m.a,, con my,...,m, €,

De ahi se ve que el grupo abeliano libre es isomorfo a la suma directaZ' =Z®Z®---®Z
de r copias de Z.

En el caso r = 1, el juego de relaciones es vacia y F; ~ Z es un grupo abeliano. Sin
embargo, F, no es abeliano para r = 2.

Si G es un grupo abeliano finitamente generado, se puede tomar L = Z" en la Proposi-
cién 1.108: un grupo abeliano con r generadores es una imagen homomorfica de Z". ¢

Ejemplo 1.110. El grupo ciclico de m elementos es C,, ~ (a : a™ = 1). O
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Ejemplo 1.111. El grupo de cuatro tiene las presentaciones
Va(a,b:a’?=b*>=1, ab="ba) ~(a,b:a*=b*=(ab)*=1).

La primera presentacion dice que V es abeliana y como tal hay un homomorfismo so-
breyectivo 1) : Z? — V con nticleo kery) = 2Z @ 27, asi que V ~ Z, & Z, ~ C, x C,.

La segunda presentacién no es obviamente abeliana; pero de la relaciéon abab =1 se
deduce ba = a~'b™! y en la presencia de las relaciones a*> = b®> = 1 esto se convierte en
ba = ab. O

Ejemplo 1.112. El grupo de permutaciones S, tiene las presentaciones
Sy~ {a,b:a®*=0b*=1, ba=a?*b) ~(a,b:a®=b*=(ab)*=1).

Las relacién ba = a®b en S, fue observada en el Ejemplo 1.96: la primera presentacién
describe un producto semidirecto C; X, C,. La segunda presentacién sigue como en el
Ejemplo anterior. ¢

Ejemplo 1.113. El grupo diedral D, tiene la presentacion
D, ~{a,b:a"=b*=(ab)*=1).
Nétese que D, ~V y Dy ~ S,. ¢

Ejemplo 1.114. El grupo de cuaterniones Q = {+1,=+i,+j,+k} fue introducido para
generalizar los numeros complejos al postular la existencia de tres raices cuadradas in-

dependientes de (—1), esto es, i = j2 = k* = —1. Su tabla de multiplicacién viene del
descubrimiento por Hamilton?® que tales raices no pueden conmutar. En efecto, valen
jk =1=—kj; ki = j = —ik; ij = k = —ji. Este grupo no abeliano tiene la presentacion

Q=~{a,b:a*=1, a*>=1b? ba=d’b).

El grupo al lado derecho tiene orden 8, porque sus elementos son de la forma a*b' con
k=0,1,2,3y1=0,1. Las asignaciones a — i, b — j definen un homomorfismo de este
grupo en Q (es facil verificar que este homomorfismo estd bien definido y es sobreyectivo).
Como los dos grupos tiene 8 elementos, este es un isomorfismo. O

Bwilliam Rowan Hamilton traté durante varios afios de generalizar el plano C ~ R? de los ntimeros
complejos en algo andlogo para R3. Al agregar un eje mas, considerando R® como la “parte vectorial”
de R*, tuvo mds suerte; pero la regla de multiplicacién de los puntos cardinales se le escapaba. Un dia (el
16 de octubre de 1843), caminando por Dublin, se le ocurrié la solucién: i? = j2 = k? = ijk = —1. Con un
cuchillo, escribié esta féormula en la madera del puente sobre el Canal Real donde iba caminando.
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» Las presentaciones por generadores y relaciones permiten establecer listas exhaustivas
de grupos finitos de ciertos érdenes, clasificdindoles hasta isomorfismo. Los p-grupos, de
ordenes p* con k primo, son de dificil acceso; por ejemplo, se sabe que hay 14 grupos no
isomorfos de orden 16, cinco abelianos y nueve no abelianos.**

Teorema 1.115. Hasta isomorfismo, en grupos de drdenes menor que 16 hay:
¢ un solo grupo de cada orden 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13 y 15;
o dos grupos no isomorfos de drdenes 4, 6, 9, 10, 14;
o cinco grupos no isomorfos de drdenes 8 y 12.

Demostracion. El inico grupo de orden 1 es el grupo trivial 1. Un grupo de orden primo
es necesariamente ciclico, por el teorema de Lagrange. Luego, en los casos |G| = p con
p€1{2,3,5,7,11,13}, hay un isomorfismo G =~ C,.

En los otros érdenes, m € {4,6,8,9,10,12,14,15}, existe un grupo ciclico C,. Es
posible formar grupos abelianos que son productos directos de grupos ciclicos, pero tales
grupos a veces no son nuevos. Del Ejemplo 1.91 se obtiene isomorfismos

Luego Cq, C;p, C14 ¥ C15 son los tnicos grupos abelianos de estos 6rdenes.
Hay otros grupos abelianos de bajo orden:

CoxCyV, CyxCyxC,y, CyxCy C3xC3 CyxCyxCy~CyXxCe.

Los exponentes de estos grupos son respectivamente 2, 2, 4, 3 y 6. Por lo tanto, no son
ciclicos (el grupo ciclico C,, es de exponente m).

» Pasando a ejemplos no abelianos, hay una lista de grupos diedrales:
Dy~S;, D4, Ds, Dg, Dy,

de los 6rdenes respectivos m = 6, 8,10, 12, 14.

El grupo de cuaterniones Q, de orden 8, es un grupo no abeliano pero Q # D,. De
hecho, Q posee un solo elemento de periodo 2 mientras D, contiene cinco.

El grupo alternante A, es un grupo no abeliano de orden 12, pero A, % Dg. Esto es
evidente por cuanto Dy contiene elementos de periodo 6 (la rotacioén p 5, por ejemplo)
mientras A, no los tiene.

24para la lista de los grupos finitos de érdenes |G| < 16, se puede consultar la pagina de la red
(http://es.wikipedia.org/wiki/Anexo:Grupos_finitos_de_orden_bajo).
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El ultimo grupo no abeliano de orden 12 es un producto semidirecto T := C5 X, C,4
donde a: C, — Aut(C;) estd determinado por a,: s <« s2, al escribir C; = {1,s,5%} y
C, ={1,t,t% t}. Fijese que a2 = (a,)* = 1, y a;s = a,; de hecho, como Aut(C;) ~ C,,
este a es el inico homomorfismo no trivial de C, en Aut(Cs). El elemento (s, t) € T tiene
periodo 4, asi que T # A, y T # D, porque ni A, ni D, tiene elementos de periodo 4.

» Falta mostrar que la lista de grupos ya mencionados es exhaustiva.

Si|G|=p€{2,3,5,7,11,13,15}, ya se sabe que G ~ C,.

Si |G| =p*=4 69, entonces G es un p-grupo con Z(G) # 1, por la Proposicién 1.79.
Si G no fuera abeliano, seria |Z(G)| = p y cada elemento a € G\ Z(G) tendria un central-
izador Z;(a) tal que Z(G) < Z;(a) < G, conlo cual | Z.(a)| = p¥ con 1 < k < 2, imposible:
se concluye que G es abeliano. Entonces, o bien G es ciclico, G ~ C,.; o bien G = (a, b)
es generado por dos elementos de periodo p que conmutan, asi que G ~ C, X C,,.

Si |G| =2p =606 106 14 y G es abeliano, entonces G es el producto directo de su
p-subgrupo de Sylow y su 2-subgrupo de Sylow, que son ciclicos; luego G >~ C, x C, =~ C,,.
El mismo argumento muestra que un grupo abeliano de orden 15 es isomorfo a C;s.

Si |G| = 8 y G es abeliano (véase el Ejemplo 1.92), hay tres posibilidades: (a) G es
ciclico, G ~ Cg; o bien (b) G = (a, b) con un elemento a de periodo 4 y otro elemento b
de periodo 2, b # a?, en cuyo caso G == C, x C,; o bien (c) G no posee elementos de
periodo 8 ni 4, asi que G = (a, b, c) donde a, b, ¢ son elementos distintos de periodo 2 y
por tanto G ~ C, X C, X C,.

Si |G| = 12 y G es abeliano, entonces G es el producto directo de su 2-subgrupo de
Sylow y su 3-subgrupo de Sylow. Luego G ~ C, x C3 ~ C;, o bien G ~ (C, x C,) x C5 =~
C, % Cg.

» No hay més grupos abelianos de orden < 15. Supdngase ahora que G no es abeliano.

Si |G| =2p =66 10 6 14, el nimero de p-subgrupos de Sylow es (1 + kp) y divide 2,
luego es 1: G posee un p-subgrupo de Sylow normal P = (a). Sea Q = {1, b} algun
2-subgrupo de Sylow. Entonces bab = bab™! € P, asi que bab = a™ con m # 1 mod p.
Ahora a = b%ab? = ba™b = (bab)™ = a™, con lo cual m? = 1 mod p; se concluye que
m = —1 mod p, asi que bab = a™!. De ahi se ve que ab = b~'a™! = (ab)™! y por ende
(ab)? = 1. Se ha mostrado que

G~{a,b:a’=b*=(ab)*=1)

asi que G ~ D, (véase el Ejemplo 1.113). Para los 6rdenes 6, 10 y 14, los unicos grupos
no abelianos son D; ~ S, Ds y D, respectivamente.

Si |G| = 8, G no contiene un elemento de periodo 8 y debe tener un elemento con
periodo mayor que 2. Luego hay a € G de periodo 4. El subgrupo N = (a) es normal
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porque [G: N] = 2. Luego G = (a,b) donde b ¢ N, b> € N porque [G: N] =2y
bab™! € N porque N < G. El elemento bab™! tiene periodo 4 y bab™ # a ya que G no
es abeliano. Por lo tanto, vale bab™! = a® = a™'. Como b no es de periodo 8, se ve que
b*> # ay b*# a®. Si b*> =1, entonces G ~ D, del Ejemplo 1.113. En cambio, si b* = a?,
el Ejemplo 1.114 muestra que G ~ Q.

» El dltimo paso es la identificacién de los grupos no abelianos de orden 12.

Si |G| =12y G no es abeliano, sea P un 3-subgrupo de Sylow de G. El grupo G acttia
sobre el conjunto de coclases G/P por ¢,(hP) := ghP, permutando asi las 4 coclases
de P; esta accion define un homomorfismo ¢ : G — S,. Si g € ker ¢, entonces gP = P, es
decir, g € P; por lo tanto, ker ¢ = P o bien ker ¢ = 1.

Si kerp = 1, entonces G ~ ¢(G) < S,. Resulta que el tnico subgrupo de S, de
orden 12 es el grupo alternante A,. Por lo tanto, en este caso G ~A,.

En cambio, si ker ¢ = P, entonces P I G. Del Teorema 1.81 (de Sylow), se deduce
que P es el tnico 3-subgrupo de Sylow de G. Ademas, por el mismo teorema hay tres 2-
subgrupos de Sylow (si hubiera un tinico 2-subgrupo de Sylow Q, seria G >~ PxQ ~ C3xC,
o bien C; x V, abeliano).

Al escribir P = {1, c, c?}, los tinicos elementos de periodo 3 en G son c y c?. La clase
conjugada de c es entonces {c} o bien {c,c?}. En vista del Ejemplo 1.73 y la Proposi-
cién 1.67, esto implica que [G: Z;(c)]=16 2.

Si Z;(c) = G, hay un elemento d € G de periodo 2, en algin 2-subgrupo de Sylow. Si
|Z;(c)| = 6, de nuevo hay un elemento d € Z;(c) de periodo 2, ya que Z;(c) >~ Cyz 6 S;.
En los dos casos, a := cd = dc es un elemento de G de periodo 6.

Sea N := (a), donde [IN| =6 y[G: N] = 2. Del Lema 1.32 se ve que N < G. Luego
hay b € G\ N con G = {(a,b), b> = a* y bab™! = a™ para algunos k,m € {0,1,...,5}.
Ahora m # 1 porque G no es abeliano. Como a™ = bab™! tiene el mismo perfodo que a
(es decir, 6), se obtiene m =5 y por ende bab™! =a®> =a™ .

Si el periodo de b fuera 6, quedarian sélo cinco elementos de periodos 2 6 4 repartidos
entre los tres 2-subgrupos de Sylow. Esto implica que b? # a® y b? # a*. El periodo de b
tampoco es 12 ya que G no es ciclico; luego b% # a y b? # a°.

Si b? = 1, entonces bab = a! y por tanto (ab)? = 1. Del Ejemplo 1.113 se obtiene
un isomorfismo G = Dj.

En cambio, si b?> = a®, de modo que b tenga periodo 4, es facil comprobar que la
correspondencia a — (s, t2), b — (s, t) determina un isomorfismo G ~ T. ]
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2 Grupoides y Categorias

La ley de asociatividad es la propiedad mds importante de los grupos. Un monoide es aso-
ciativo aunque no todos sus elementos tienen inversos; un semigrupo es asociativo aunque
se prescinde de tener un elemento neutro. Sin embargo, los monoides y semigrupos no
constituyen la Uinica manera de generalizar el concepto de grupo. Otra posibilidad, in-
troducida por Brandt' y de creciente importancia en afios recientes, es el concepto de
grupoide, donde se conserva la asociatividad y la existencia de inversos pero se permite
una pluralidad de elementos neutros. Si se conserva asociatividad y se permiten varios
elementos neutros pero no se exige la existencia de inversos, se llega al concepto de cat-
egoria, que hoy en dia forma una estructura organizadora de toda la matemadtica.

En este capitulo se hace un breve bosquejo introductorio de estas estructuras.

2.1 Grupoides

El concepto de grupoide involucra dos conjuntos, una “base” X y una “cubierta” G: la
cubierta generaliza el conjunto subyacente a un grupo, la base sirve como conjunto indice
para las unidades. La definicidon formal es la siguiente.

Definiciéon 2.1. Un grupoide sobre un conjunto X es otro conjunto G, con cinco aplica-
ciones que determinan su estructura:

(a) Hay dos funciones dadas, s: G — X (la fuente); y t: G — X (la meta). Cuando
s(g)=x, t(g) =y, se escribe g: x — y como abreviatura.

(b) Dos elementos g,h € G son componibles si t(h) =s(g). Si
G®:={(g,h) € G xG:s(g)=t(h)}

denota el conjunto de pares componibles, hay un producto parcial m: G® — G y se
escribe gh := m(g,h). Esta operacion debe obedecer:

o s(gh) =s(h)y t(gh) = t(g) toda vez que (g,h) € G?;

¢ asociatividad (gh)k = g(hk): cuando uno de los lados de esta ecuacién existe,
el otro también existe y son iguales.?

1E] primer uso del vocablo grupoide, junto con una definicién del concepto, ocurre en el articulo: Hein-
rich Brandt, Uber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffes, Mathematische Annalen 96 (1927), 360-366.

2En més detalle: (gh)k existe si (g,h) € G® y (gh, k) € G?; en cuyo caso, se afirma que (h, k) € G®
y (g, hk) € G® y se postula que (gh)k = g(hk).
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(c) Hay una seccién de unidades® inyectiva u: X — G, tal que si g: x — y en G,
entonces (u(y), g) € Py (g,u(x)) € G?, conu(y)g = g = gu(x). [ En particular,
t(u(x)) = x, s(u(y)) =y para x, y € X, asi que las aplicaciones s, t: G — X deben
ser sobreyectivos. ]

(d) Hay una funcién i: G — G, la inversidn, tal que i(g): y — x cuando g: x — y,
que obedece i(g)g = u(x) y gi(g) = u(y).

Se usa la notacién G =3 X para denotar un grupoide G sobre X. (La doble flecha sefiala
el par de funciones s, t: G — X.) O

Lema 2.2. En un grupoide G 3 X:
(a) la inversion es involutiva, es decir, ioi = 1;

(b) los inversos son tinicos; es decir, para cada g: x — y, hay un tinico h: y — x tal que
gh=u(y), hg = u(x).

Demostracién. Ad(a): Escribase h :=i(g), k := i(h) = i(i(g)); con x :=s(g) = t(h),
y :=t(g) =s(h). Entonces s(k) = t(h) = x, asi que

k=ku(x)=ki(g)g=i(i(g))i(g)g=i(h)hg=u(y)g=2g.

Estas expresiones no son ambiguas debido a la asociatividad del producto de un triplete
de elementos componibles.

Ad(b): Sean g,h € G dos elementos tales que s(g) = t(h) y s(h) = t(g). Con la
notacion x =s(g), y = t(g), supéngase que gh =u(y), hg = u(x). Entonces

h=hu(y)=hgi(g) =u(x)i(g) =u(t(i(g)))i(g) =i(g),

lo cual establece la unicidad de h. O

Para aliviar un poco el peso de la notacidn, se escribe g~! = i(g) y se puede identificar
X con su imagen u(X) como parte de G. A veces se escribe G© = u(X), GP =Gy
G® :={(g,h,k) € Gx G x G :5(g) = t(h), s(h) = t(k)}. Entonces cada u, = u(x) € G©
obedece u, : x — x; y las condiciones que definen un grupoide se escriben asi:

o (gh)k = g(hk) toda vez que (g,h, k) € G®;

3Una seccién de una funcién f : A— B es otra funcién h: B — A tal que f o h = 1. Por ejemplo, en la
Proposicién 1.99, el homomorfismo : K — G es una seccién del homomorfismo ¢ : G — K. La igualdad
f oh =15 implica que f debe ser sobreyectiva (una condicidon necesaria para que exista una seccioén) y h
debe ser inyectiva.
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¢ u,g=g=gu,todavezque g: x —y;
o g'g=u, gg ' =u, todavezque g: x —y.

Para visualizar la leyes de composicién e inversiéon en un grupoide, es 1til dibujar los
elementos de G como flechas y los elementos de X como nodos ligados por las flechas:

y -1 X W

Cada flecha procede desde su fuente (la cola de la flecha) hasta su meta (la cabeza de la
flecha). Para poder componer dos flechas, la cabeza de la segunda debe coincidir con la
cola de la primera —usando el orden de derecha a izquierda, como en la composicién de
funciones.

Ejemplo 2.3. Un grupo es un grupoide sobre un singulete (un conjunto X = {*} con un
solo elemento). El elemento 1 = u(*) € G es el (Gnico) elemento neutro, las funciones
s y t son triviales y G® es todo G x G, asi que el producto es una operacién binaria
asociativa. El grupoide G =3 {*} es simplemente el grupo G. ¢

Ejemplo 2.4. Hay un grupoide trivial sobre X es X 3 X, endonde s =t = 1. O

Ejemplo 2.5. El grupoide de pares X x X 3 X estd definido por las aplicaciones

s(x,y):==y, tlx,y):=x,
m((x,¥) (7,2)) == (x,2),
u(x) :=(x,x), i(x,y):=y,x). (2.1)

En este caso G = u(X) es la diagonal Ay = {(x,x):x €X} CcX x X. ¢

Ejemplo 2.6. Sea R una relacidon de equivalencia sobre un conjunto X. Por definicién,
R es una parte del producto cartesiano X x X. Hay un grupoide R = X definido por las
mismas féormulas (2.1), para pares (x,y) € R solamente. (En otras palabras: R 3 X es
un subgrupoide de X x X =3 X.) Fijese que u: X — R esta definida porque R es reflexiva,
i: R — R estd definida porque R es simétrica, y m: R® — R est4 definida porque R es
transitiva. En resumen: este grupoide permite acceder a la relacién de equivalencia sin
pasar a su conjunto cociente. ¢
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Ejemplo 2.7. Dada una accidn a la izquierda de un grupo G sobre un conjunto X, hay una
grupoide de accidon G x X =3 X dada por

s(g,x):=x y t(g,x):=g x.

El producto parcial estd dado por (g, x)(h,y) := (gh, y) toda vez que x = h - y, en cuyo
caso gh-y =g-(h-y)=g-x: las propiedades de una accién muestran que el producto
parcial es compatible con las aplicaciones s y t. El inverso de (g,x) es (g7, g-x) yla
seccién de unidades esta dada por u(x) := (1, x). ¢
2.2 Categorias y funtores

Los grupoides, introducidos en la secciéon anterior como una generalizacién de los grupos
que a su vez incluye las acciones de grupos, resultan ser una estructura intermedia que
debe ceder su lugar a un concepto mds general y poderosa, el de categoria.

Definiciéon 2.8. Una categoria C es un paquete con tres ingredientes:
(a) Una clase de objetos Ob(C);

(b) una familia de conjuntos Hom¢(A, B), uno para cada par de objetos A, B en Ob(C);
los elementos de Hom¢(A, B) se llaman morfismos de A en B;

(c) una ley de composicion de morfismos, que es una familia de aplicaciones
Hom( (A, B) x Hom¢(B, C) — Hom¢(A4, C),

una para cada tres objetos A, B, C en Ob(C); la composicién de f € Homc(A,B) y
g € Hom((B, C) se denotara por gf € Homc(A4, C).

Estos datos deben cumplir tres requisitos:

¢ Los conjuntos de morfismos Hom¢ (A, B) son disjuntos: cada morfismo f determina
univocamente dos objetos A, B tales que f € Hom¢(A, B).

¢ Para cada objeto A € Ob(C) existe un tnico morfismo unidad 1, € Hom(A, A) tal
que f 1, = f para todo f € Hom¢(A,B) y 1, g = g para todo g € Hom(C,A).

¢ La composicién es asociativa: si f € Hom¢(A, B), g € Hom(B, C), h € Hom¢(C, D),
entonces

h(gf)=(hg)f en Homc(A,D). 0
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Histéricamente, las categorias fueron inventadas para codificar la idea de “isomor-
fismo natural” entre objetos matemdticos.* La coleccién de objetos en general no es un
conjunto, por ser demasiado amplio: la palabra clase es mds apropiada.®

La totalidad de morfismos, de entre todos los conjuntos Hom¢(A, B), es una clase de-
notado por Mor(C). En general, esta clase tampoco es un conjunto; pero los calculos con
morfismos sélo involucran un ntimero finito de los conjuntos Hom¢(A, B) a la vez.

En muchos de los ejemplos que siguen, aunque no siempre, los morfismos son fun-
ciones. En estos casos, se acepta la notaciéon g o f como sinénimo de gf. También es
comodo usar la notacién f : A— B como abreviatura de “f € Hom¢(A,B)”, aun cuando
f no sea una funcién.

Se habla de una categoria pequeiia cuando sus objetos forman un conjunto. He aqui
una definicién alternativa de un grupoide: un grupoide es una categoria pequefia en donde
cada morfismo posee un morfismo inverso. Con la notacién de la Definicién 2.1, hay que
tomar Ob(C) =X y Mor(C) = G.

Ejemplo 2.9. La categoria mas sencilla es Set, cuyos objetos son los conjuntos. Los
morfismos en Homg,,(X,Y) son las funciones ordinarias f : X — Y. ¢

Ejemplo 2.10. En la categoria Gr, los objetos son los grupos y los morfismos en cada
Homg, (G, K) son los homomorfismos de grupos ¢: G — K.

La categoria Ab de los grupos abelianos es una subcategoria de Gr: los objetos de Ab
son objetos de Gr y sus morfismos son morfismos de Gr. Esta es una subcategoria plena,
por cuanto Homy,, (G, K) = Homg,(G,K) toda vez que G y K sean grupos abelianos.

En la categoria Ab, cada Hom,,(G,K) es un grupo abeliano y no meramente un con-
junto. Usando notacién aditiva, la suma de homomorfismos ¢, € Hom,, (G, K) es

(¢ +v)(g) :=¢(g) +(g) paratodo gE€G, (2.2)
en donde la suma al lado derecho es la operacién de grupo en K. ¢

Ejemplo 2.11. En la categoria Mon, los objetos son los monoides y Hom,,,,(M, N ) retine
los homomorfismos de monoides ): M — N: ellos son las funciones que respetan
productos y preservan los elementos neutros.

“Los funtores aparecieron primeramente, en unos trabajos de Eilenberg y MacLane en 1942, interrumpi-
dos por la guerra mundial. Las categorias nacieron para dar una plataforma para los funtores, en el articulo
germinal: Samuel Eilenberg & Saunders MacLane, General theory of natural equivalences, Transactions of
the American Mathematical Society 58 (1945), 231-294.

SEn la teoria de conjuntos, se establece una jerarquia de clases, en el sentido técnico de la llamada
“teoria de clases” de Godel y Bernays. Cualquier conjunto es una clase, pero no al revés: la coleccién de
todos los conjuntos forma una clase que no es un conjunto (para evitar la paradoja de Russell). En la teoria
de Godel y Bernays, los conjuntos son precisamente las clases que pueden ser miembros de otras clases.
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A su vez, Gr es una subcategoria plena de Mon: todo homomorfismo de monoides
entre dos grupos respeta inversos, por el comentario después de la Definiciéon 1.40. ¢

Las categorias aparecen en todas las ramas de la matemadtica. Para dar un solo ejem-
plo no algebraico, hay una categoria Top cuyos objetos son los espacios topoldgicos y los
morfismos en Hom,,(X,Y) son las funciones continuas f : X — Y.

Ejemplo 2.12. Sea J un conjunto parcialmente ordenado.® El conjunto J est4 dotado
de una relacidn < que es reflexiva, transitiva y antisimétrica. Entonces J da lugar a una
categoria pequefia J, con Ob(J) = J, en donde cada Hom,(i, j) := {f;;} contiene un solo
morfismo si i < j, mientras Hom (i, j) := @ si i £ j. (La ley de composicién es entonces
automatica.)

Fijese que para 1, = fj, € Hom,(k, k), por reflexividad. Ademas, vale f;;f;; = fi; si
i < j <k, por transitividad. La asociatividad de esta composicion es consecuencia de la
unicidad del morfismo f};, sii < j< k<L O

» En la medida que una categoria puede ser vista como generalizacién de un grupo, es
legitimo preguntar: ¢cudl seria la generalizacion de un homomorfismo? Se trataria de
definir una aplicacién de una categoria en otra (o en si misma) que preserva la ley de
composicion y las unidades. Esta idea asume forma concreta en la siguiente definicion.

Definicién 2.13. Un funtor .Z de una categoria C en otra categoria D consta de:’
(a) una correspondencia Ob(C) — Ob(D):A— F A;

(b) otra correspondencia Mor(C) — Mor(D) : ¢ — & ¢, tal que

¢ € Hom¢(A,B) = Z ¢ € Homp(F A, Z B);

que cumplen las siguientes condiciones:

1) ZWye)=(FY)(Z p) toda vez que ¢ € Hom(A,B) y ¢ € Hom¢(B, C);

(i) & 1,=1,, paratodo A€ Ob(C).

Se escribe & : C — D cuando Z es un funtor de C en D. %

6Algunos autores lo llaman poset, una abreviatura inglesa de partially ordered set.

7 A veces se escribe F(A) por FAy Z(¢) por Z ¢. Aqui es preferible usar una notacién sin adornos
para evitar un exceso de paréntesis. Conviene recordar el sabio consejo de William de Ockham: Entia non
sunt multiplicanda praeter necessitatem.
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Ejemplo 2.14. Si C es una categoria cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos son
funciones entre los conjuntos respectivos, se puede definir un funtor &#: C — Set por
FA:=AyZ ¢ :=gparaAec 0b(C), ¢ € Mor(C). El papel de este funtor es simplemente
el de “olvidar” cualquier estructura extra de los objetos y morfismos de C, por tanto se
llama un funtor olvidadizo. Hay funtores olvidadizos Gr — Set y Ab — Set que suprimen
las operaciones de producto o suma y dejan de lado la multiplicatividad o aditividad de
los homomorfismos. ¢

Ejemplo 2.15. Si X es un conjunto, #(X) denota el conjunto de todas las partes de X.
Si f:X — Y es un funcién entre conjuntos, definase Zf:A — f(A) C Y para todo
A C X; fijese que 2 f (@) = 0. La correspondencia X — #Z(X), f — @ f define un funtor
P : Set — Set. O

Ejemplo 2.16. Si G es un grupo, no necesariamente abeliano, sea G’ el subgrupo derivado,
generado por los conmutadores ghg 'h™! (de la Definicién 1.104). Entonces G’ < G y
el cociente .2/ (G) := G/G’ es un grupo abeliano. Si ¢: G — H es un homomorfismo de
grupos, esta claro que p(G’) € H’, lo cual da lugar a un homomorfismo bien definido
Agp:G/G' — H/H' : gG' — ¢(g)H'. Este proceso de abelianizacién es un funtor
o/ : Gr = Ab. O

Ejemplo 2.17. Para cualquier categoria C hay un funtor idéntico 1-: C — C dado por
1cA:=A, 1.y := ¢ para objeto A en Ob(C) y cada morfismo ¢ en Mor(C). O

Definicion 2.18. Si C es una categoria cualquiera, C° denota la categoria opuesta (o
categoria dual) definida por

Ob(C°) := 0b(0), Homc.(A, B) := Hom¢(B,A). (2.3)

Es decir, C° posee los mismos objetos que C pero las flechas apunten en la direccion con-
traria. Si se denota (por esta sola vez) por f° el morfismo f € Homc(A,B) visto como
elemento de Hom.(B,A), entonces la ley de composicién en C° es f°g° :=(gf)°. ¢

A veces se usa la terminologia funtor covariante para referirse a la condicién (i) de la
Definicién 2.13: un funtor covariante “conserva el orden de las flechas”.

Definicidon 2.19. Un cofuntor (a funtor contravariante) de una categoria C en otra cate-
goria D se define como un funtor covariante ¢4 : C° — D. Establece dos correspondencias

(@) Ob(C) > Ob(D):A— ¥%A;y
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(b) Mor(C) — Mor(D) : ¢ — ¥ ¢ tal que
¢ € Hom¢(A,B) = Y% ¢ € Homp(¥ B, 9% A);

que cumplen las condiciones:

(1) 9(We)=(%p)(9YY) toda vez que ¢ € Hom(A,B) y ¢ € Hom¢(B, C);

(i) ¥ 1,= 14, para todo A € Ob(C).
Brevemente: un cofuntor “revierte el orden de las flechas”. O

Ejemplo 2.20. Sea VectFin-F la categoria de espacios vectoriales de dimension finita sobre
un cuerpo F, en donde los morfismos Homy(U, V) = Homyri-r(U, V) son las aplica-
ciones F-lineales de U en V. Para cada espacio F-vectorial V de dimension finita, su espa-
cio dual

V* := Homg(V, )

también tiene dimension finita, porque vale dimy V* = dim; V. Cada aplicacién F-lineal
R: U — V posee una aplicacion transpuesta, dada por

R':V*—>U":g— goR.

SiS:V — W es otra aplicacion F-lineal, entonces (SoR)' =R'oS’:h+ hoSoR. En
otras palabras, las correspondencias V — V* R +— R' definen un cofuntor de dualidad
9 : (VectFin-F)° — VectFin-F.

El espacio bidual V** := Homgk(V*,F) cumple dimy; V** = dim;V; y la segunda
transpuesta S := (§")" es una aplicacién F-lineal en Homg(V**, W**). Asi se define
un nuevo funtor (covariante) 22: VectFin-F — VectFin-F por V — V* y S — S, O

Ejemplo 2.21. En el ejemplo anterior, la igualdad de dimensiones (finitas) dimzV =
dimg V* = dimy V** muestra que siempre hay isomorfismos lineales® V ~ V* y V* ~ V**,
Sin embargo, cada uno de estos isomorfismos depende de una base de V previamente
elegida, que da lugar a una base dual para V* y otra para V**. No hay una manera
“natural” de especificar estos isomorfismos sin elegir bases.

En cambio, hay un isomorfismo natural V ~ V** que no depende de las bases. Se trata
de la evaluacidn 7, : V — V**, definida por

ny(x): f— f(x), para xe€V, feV" 2.4

8Un isomorfismo F-lineal es, por definicién, una aplicacién F-lineal biyectiva. En el contexto mds
amplio de las categorias, un isomorfismo es sencillamente un morfismo invertible en la categoria de marras.
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Fijese que 71, es biyectiva ya que dim V es finita.
SiS:V — W es una transformacion lineal, de modo que 71, (x) € V**, entonces
(8 omy(x))(8) =Ny (x)(S (g)) = Ny (x)(g 0 S) = g 0 S(x) = g(S(x)) = N (S(x))(g)
para todo x € V, g € W*. Esto dice que
Stton,=myoS:V > W, (2.5)
En otras palabras, la familia de todas las evaluaciones 7, entrelaza los efectos del funtor

bidual 22 sobre VectFin-F. 0

Definicion 2.22. Si Z, % : C — D son dos funtores, una transformacion natural entre &
y % es una familia de morfismos 6, € Homp(Z A, 4 A), uno para cada objeto A en Ob(C),
tal que

Ypo0,=050Fp, paracada ¢ € Homc(A,B). (2.6)
Dicho de otro modo: para cada ¢ € Mor(C), el siguiente diagrama es conmutativo:
7a-7% . gp
0,4 05
YA i YB

de modo que la familia de los 6, entrelaza los efectos de los funtores Z y ¥; se escribe
0:F — 9, en forma abreviada. (Dicese que 0 es un isomorfismo natural si cada 6, es
un isomorfismo en la categoria D.)

Una transformacién natural también se llama morfismo de funtores: hay una cate-
goria Fun(C,D) cuyos objetos son los funtores & : C — D y cuyos morfismos son las
transformaciones naturales 8 : & — ¢. Cada funtor determina una transformacién idén-
ticat =1, : % — & dadapor, :=1,,ylaleyde composicién es obvia: (67), := 6,01,
para cada objeto A en Ob(C). ¢

A la luz de esta definicién, la relacién (2.5) dice que las evaluaciones 1, : V — V**
definidas en el Ejemplo 2.21 forman una transformacién natural 1: 1y, — 2~ entre
el funtor idéntico y el funtor bidual. Cada 7, es biyectivo y por ende es invertible® asi
que 7 es un isomorfismo natural. Este es el contenido preciso del enunciado: cada espacio
vectorial finitodimensional es naturalmente isomorfo a su espacio bidual.'°

‘Fijese que n;l lleva la evaluacién en x de vuelta al vector original x € V.
108i V es un espacio F-vectorial de dimensién infinita, la evaluacién 1, : V — V** de la férmula (2.4)
siempre es una aplicacion lineal inyectiva, pero no necesariamente sobreyectiva.
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3 Anillos

3.1 Definicién y ejemplos de anillos

Definiciéon 3.1. Un anillo es un conjunto R con dos operaciones binarias: una suma
(a,b) — a+ b y un producto (a,b) — a - b = ab, tales que:

(a) (R,+) es un grupo abeliano con elemento neutro 0, el cero de R;
(b) (R,-) es un monoide con elemento neutro 1, la identidad de R;

(c) se cumplen las leyes distributivas: a(b+c) = ab+ ac, (a+ b)c = ab + ac, para
todo a,b,c €R. %

Siab = ba para todo a, b €R, dicese que R es un anillo conmutativo. Esta propiedad
es opcional: algunos anillos son conmutativos, otros no.

Proposicion 3.2. En un anillo R:
(a) vale 0a=a0=0 paratodo a €R;
(b) a(—b) = (—a)b =—(ab) para todo a,b €R;
(¢c) (—1)a=—a paratodo a €R;
(d) (na)b =a(nb)=n(ab) paratodo a,b €Ry todo n € Z.

Demostracién. Ad(a): Si a € R, entonces Oa = (0 + 0)a = Oa + Oa, asi que Oa = 0
por cancelacion (de la Proposicién 1.2(e), en notacién aditiva). De igual manera, las
igualdades a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 implican a0 = 0.

Ad(b): De0=0b=(a+(—a))b=ab+(—a)b se deduce —(ab) = (—a)b. Se ve que
a(—b) = —(ab) de manera similar.

Ad(c): Dea+(—a)=0=0a=(1+(—1))a=a+(—1)a se concluye —a = (—1)a.

Ad(d): Lanotaciéon na denota una suma repetida de n copias de a, si n € IP; es decir,
na:=a+a+---+a, unas n veces. También se define Oa := 0y (—n)a := —(na) en vista
de las partes (a) y (c). En el caso n = 2, se obtiene

(2a)b=(a+a)b=ab+ab=2ab=a(b+ b) =a(2b)
de las leyes distributivas. El caso general sigue por induccién sobre n € P. ]

Ejemplo 3.3. Los niimeros enteros Z, con la suma y producto usuales, forman un anillo
conmutativo. ¢
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Ejemplo 3.4. Cualquier cuerpo F —en particular Q, R, Cy F, para p primo— es un anillo
conmutativo. ¢

Ejemplo 3.5. Si m € P con m > 1, el conjunto Z, = {0,1,2,...,m— 1} de residuos bajo
divisién por m, introducido en el Ejemplo 1.8, es un anillo conmutativo. El producto es
simplemente 7 -5 := rs (véase el Ejemplo 1.9). Este anillo es un cuerpo si y sélo si m es
un ntimero primo. %

Ejemplo 3.6. SiF es un cuerpo, los polinomios p(x) = a, + a;x + a,x*>+ -+ + a,x™ con
coeficientes a,,a,,...,a, € F forman un anillo conmutativo F[x]. Su producto con otro
polinomio q(x) = by + b;x +---+ b,,x™ estd dado por

p(x)q(x) =ayby + (apb; + a,by)x + (apb, +a; b, + azbo)x2 +---4a,b, x™".  (3.1)

El grado de un polinomio no nulo p(x) # 0 es gr p := n, el mayor exponente del monomio
a,x" con coeficiente no cero. El polinomio constante c(x) = ¢, tiene grado grc = 0O si
¢ 7 0 en FF; no se define el grado del polinomio nulo.’

[ Dicese que el simbolo x es un indeterminado. En realidad, la presencia de x es
superflua: se podria reemplazar p(x) por la sucesiéon terminante (ay, as,...,d,,0,0,...)
con entradas en F. Sin embargo, la regla de multiplicacidn seria menos comoda con esa
notacion. El anillo de polinomios también puede denotarse por F[X ], o bien F[t], etc.:
el nombre del indeterminado es irrelevante. | O

Ejemplo 3.7. SiF es un cuerpo y n € P, el anillo de matrices M, (IF) = F"*" es la totalidad
de matrices n X n con entradas en I, con las operaciones conocidas: la suma entrada por
entrada y el producto matricial. Si A= [a;;], B =[b;;] y C = [c;;], entonces

n
C=AB siys$olositodo c; = Zaijbjk.
j=1

Es evidente que M,(F) =TF. Para n = 2, el anillo M,,(F) no es conmutativo.
Mads generalmente, las mismas formulas para la suma y el producto matriciales per-
miten definir M,,(R), el anillo de matrices n x n con entradas en un anillo R cualquiera. ¢

Ejemplo 3.8. Si G es un grupo finito y si F es un cuerpo, el anillo del grupo F[G] es la

totalidad de combinaciones lineales formales a = >, qecdgg cong e Gya, €F, con la

!Algunos autores definen gr0 := —oo para hacer célculos con grados de polinomios sin hacer excep-
ciones para el caso del polinomio nulo.
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suma “vectorial”: si b = deG b, g, entonces a + b := deG(ag + b,) g. El producto en

F[G] aprovecha la multiplicaciéon en el grupo G:

ab= (Zahh)(z by k) = > > a,b,hk = Z(Z ahbk)g,

heG keG heG keG g€G “hk=g

con lo cual (ab), := ., anbr-
Fijese que G C F[G], al considerar cada elemento g € G con una combinacién lineal
con un solo término. En particular, la identidad de F[G] es el elemento neutro 1 € G. ¢

Ejemplo 3.9. El anillo trivial es R = {0}, con suma y producto dado por 0 +0 = 0,
0-0 = 0, porque no hay otra opcién. Nétese que 1 = 0 en este anillo! [ Tal posibilidad
no fue excluida en la Definiciéon 3.1. Sin embargo, en vista de la Proposicién 3.2(a), el
anillo trivial es el tinico anillo en el cual vale 1 =0. ] ¢

Definicion 3.10. Si R es un anillo, un elemento u € R es una unidad a izquierda si hay
otro elemento v € R tal que uv = 1; en cuyo caso, v es una unidad a derecha. Dicese
que u es una unidad en R si tiene estas dos propiedades: hay elementos v,w € R tales
que uv = 1 = wu. En este ultimo caso, el célculo

w=wl=wuv=1v=vy

muestra que v = w y por ende el inverso de una unidad es tinica. Se escribe ™! =v =w,

demodoque u lu=uu! =1.
Es evidente que la identidad 1 es una unidad. El conjunto R* de todas las unidades
en R es un grupo multiplicativo. ¢

Ejemplo 3.11. En un cuerpo F, el grupo de las unidades es F* = F \ {0}. La notaci6n es
la misma que la del Ejemplo 1.7.

El grupo de unidades de Z es Z* = {1,—1} ~ C,.

El grupo de unidades de M, (F) es GL(n,F), el grupo de matrices invertibles n x n.

El grupo de unidades de F[t ] es F*, los polinomios constantes no nulos. En un producto
de polinomios, los grados se suman; para que p(t)q(t) = 1, tanto p(t) como q(t) deben
tener grado 0, es decir, deben ser constantes no nulas.

El grupo de unidades de Z,, es Z* := {r € Z,, : r L m}. (Véase el Ejemplo 1.9 de
nuevo.) O

Definicion 3.12. Un anillo de division es un anillo no trivial R en donde cada elemento
no cero es invertible; su grupo de unidades es R* =R\ {0}.

Un anillo de divisién conmutativo es un cuerpo. Un anillo de divisién no conmutativo
a veces se llama cuerpo sesgado. ¢
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Ejemplo 3.13. Sea H el espacio vectorial sobre R con la base {1,1,j,k}. Un elemento
tipico q € H se escribe como

q=qo+q1i+qyj+qsk con qy,q;,92,93 €R.

Desde luego, (H, +) es un grupo abeliano aditivo. Definase el producto en H por

(Po + P1i + Paj + p3k)(qo + 11 + q2j + q3k)
:=(Poq0 — P191 — P292 — P393) + (Poq1 + P11 + P2q3 — P3q2) i
+ (Poq2 — P193 + P290 + P3q1) J + (Poqs + P192 — P2q1 + P3qo) k. (3.2)

Siademds g := q,—q;i—q, j —qs k, se calcula que q§ = N(q) 1, donde la norma® N(q) :=
92 + q} + g5 + g3 es un numero real no negativo. Si ¢ # 0 en H, entonces N(q) > 0y
q~! :=g/N(q) es un inverso multiplicativo para q. Entonces H es un anillo de divisién.
Los ocho elementos {£1, +i, +j, k} forman un subgrupo de H'{0}: este el es grupo Q
de cuaterniones del Ejemplo 1.114. En efecto, las reglas i* = j2 = k* = —1; jk =i = —kj;

ki = j =—ik; ij = k = —ji son casos particulares de (3.2). Los elementos q € H se llaman
cuaterniones. (Fijese que la asociatividad del producto (3.2) es una consecuencia de la
asociatividad en el grupo Q.) O

El dltimo ejemplo introduce una estructura nueva: los cuaterniones H forman un
anillo (no conmutativo) que es a la vez un espacio vectorial sobre un cuerpo. La multi-
plicacién escalar es compatible con la suma (por linealidad: esta propiedad es parte de
la definicién de espacio vectorial) y también con el producto del anillo.

Definicidon 3.14. Sea F un cuerpo. Un dlgebra sobre F es un espacio F-vectorial A que
ademas posee un producto tal que

(a) (A,+,-) es un anillo;

(b) la multiplicacién escalar F x A— A : (A,a) — Aa es compatible con el producto; es
decir, (Aa)b = A(ab) =a(Ab) paratodoa,bcAyA€EF. O

Por ejemplo, el dlgebra de matrices M,(F) tiene dimensién dimy M, (F) = n? como
espacio vectorial. El dlgebra de cuaterniones H es un algebra sobre R, con dimy H = 4,
e incluye C = {qy+q; 1 : qy,q; € R} como R-subédlgebra. Sin embargo, H no es un algebra
sobre C, porque la multiplicacion escalar por i no es compatible con el producto de H:
vale i(jk) = —1 pero j(ik) = +1 en H.

2La palabra norma para esta funcién cuadrética con valores no negativos no tiene la misma usanza que
la “norma” en andlisis, pues obviamente no cumple una desigualdad triangular.
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» La Definicién 3.1 de un anillo pide la presencia de una identidad multiplicativa 1. Esta
es la usanza moderna; sin embargo, al reemplazar la propiedad (b) de esa definicién por:

(b)) (R,-) es un semigrupo;

se obtiene un anillo sin identidad. Por ejemplo, si m € P con m = 2, el conjunto mZ =
{mn :n € Z} de los enteros divisibles por m es un anillo sin identidad.

Un anillo sin identidad R da lugar a un anillo R* por la siguiente construccién. Con-
sidérese el producto cartesiano de conjuntos R* := Z x R; es cuestién de definir una suma
y producto en R*, a partir de las operaciones andlogas en Z y en R, para que R* sea un
anillo (con identidad). Definase:

(m,a)+(n,b) :=(m+n,a+ b),
(m,a)-(n,b) :=(mn, mb+na+ab), si mneZ,abeR.

(Al lado derecho, mb = b +---+ b unas m veces y na = a + ---+ a unas n veces, de
modo que mb + na + ab € R aunque R no contenga una identidad.) Estas operaciones
son asociativas y satisfacen las leyes distributivas. Ademas, se puede notar que

(1,0)-(n,b) =(n,b+0+0)=(n,b), (m,a)-(1,0)=(m,0+a+0)=(m,a),

asi que (R*,-) es un monoide con identidad (1, 0). También, la parte {0} x R C R* es una
copia de R encajada en R". Es decir, la correspondencia a — (0, a) es inyectiva y conserva
sumas y productos: el anillo R* incluye una copia isomorfa de R.

3.2 Ideales y homomorfismos de anillos

Definicion 3.15. Un ideal en un anillo R es una parte I C R tal que:
(a) (I,+) es un subgrupo de (R, +);
(b) SiaeRycel,entonces acel y ca<l.

Mads generalmente, un subgrupo aditivo J de R se llama un ideal a izquierda si ac € J
para todo a € Ry ¢ € J. De igual modo se define un ideal a derechasia € R, c € J
implican ca € J. Un ideal (a veces llamado ideal bilateral) cumple ambas condiciones a
la vez. Nétese que generalmente un ideal es un anillo sin identidad.

Las coclases aditivas {a + I : a € R} forman un anillo, denotado por R/I, con las
siguientes operaciones: -

(a+0D)+(b+I):=a+b+1,
(a+I)(b+1I):=ab+]1. (3.3)
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Obsérvese que (R/I,+) es un grupo aditivo porque el subgrupo (I,+) de (R, +) es normal
ya que (R, +) es abeliano; y que el producto de coclases esta bien definido, porque si
c,d €I, entonces

(a+c)(b+d)=ab+(ad+cb+cd)cab+1.

Con estas operaciones, R/I es el anillo cociente de R por el ideal I. El cero de R/I es la
coclase I y la identidad es la coclase 1+ 1. O

Definiciéon 3.16. La interseccién de una familia de ideales de un anillo R es también un
ideal de R. Sea S una parte de R. Dendtese por (S) el menor ideal que incluye S, esto es,

(s):= ﬂ{[ un idealdeR:S C1}.

Dicese que (S) es el ideal generado por S.2

SiS={c,...,c,} es finito, se escribe (S) = (cy,...,c,,). Dicese que un ideal I = (c)
es un ideal principal si estd generado por un solo elemento.

Si R es un anillo conmutativo, entonces (¢) = Rc = cR = {ac : a € R} y los elementos
de un ideal finitamente generado se describen asi:

(c1y--scp) ={ayc; +azey ++--+a,c,tay,...,a, €R}.
Un anillo R es un simple si sus tnicos ideales son los ideales triviales {0} y R. ¢
Lema 3.17. Un anillo conmutativo es simple si y sélo si es un cuerpo.

Demostracién. Sea I un ideal no nulo de un cuerpo F. Sic € I con ¢ # 0, entonces
1=c'cel,asiquea=al €I paratodo a € F. Por tanto, el tinico ideal no nulo es
I =T, asi que F es un anillo simple.

Inversamente, sea R un anillo conmutativo simple. Si a € R\ {0}, entonces (a) # {0}
asi que (a) =R. En particular, 1 € (a) = Ra = aR asi que hay b € R con ba = ab = 1; se
concluye que R es un anillo de division conmutativo, esto es, un cuerpo. l

Ejemplo 3.18. Un subgrupo aditivo de Z es también ciclico, por la Proposicién 1.22, por
lo tanto es de la forma kZ = {kl : | € Z} para algtin k € N. Este subgrupo aditivo es
evidentemente un ideal; de hecho, es un ideal principal, (k) = kZ. Fijese que (0) = {0} y
(1) = Z, mientras (k) es un ideal propio si k = 2.

Sim € P no es primo, un subgrupo aditivo propio de Z,, es ciclico, luego es de la forma
1={0,k,2k,...,k(r —1)} donde kr = m. (Por el teorema de Lagrange, el orden |I| =r
y el indice [Z,,: I] = k del subgrupo aditivo son divisores de m.) En este caso también,
cada subgrupo aditivo es un anillo principal: I = (k) para algin k € Z,,. ¢

3Compdrese esta nocién con la Definicién 1.19 de subgrupo generado por una parte de un grupo.
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Ejemplo 3.19. En el anillo matricial R = M, (FF), las ideales a izquierda estan clasificados
por una seleccién de columnas. En efecto, si J = {jj,...,j,} € {1,...,n}, sea M, la
totalidad de matrices en R cuyas entradas no ceros ocurren solamente en las columnas
indiciadas por J. En otras palabras, C = [¢;;] € M(;, si y s6lo si c;; = 0 para j ¢ J. Este
es obviamente un subgrupo aditivo de R. Si A € R, la entrada (i, j) de AC es ZZ=1 Ak Cr;js
también cero si j ¢ J. Luego M, es un ideal a izquierda en R.

No es dificil comprobar que cualquier ideal a izquierda de M, (F) es de la forma M,
para algun J C {1,...,n}. (NGtese que J = ) corresponde al ideal trivial {0}.)

La transpuesta de AC es la matriz (AC)" = C'A’. De ahi se ve que cualquier ideal a
derecha de M (F) es de la forma M), la totalidad de matrices cuyas entradas no ceros
ocurren solamente en las filas indiciadas por J.

Fijese también que el ideal a izquierda M;) no es un ideal a derecha excepto en los
dos casos extremos J =@ yJ = {1,...,n}. Por lo tanto, los inicos ideales (bilaterales) de
R = M,(F) son los ideales triviales {0} y R: el anillo de matrices M, (F) es simple. ¢

Ejemplo 3.20. Si F es un cuerpo, sea F[x, y] el anillo de polinomios en dos incdognitas;
sus elementos tiene la forma*

p(x,y) = ago + aoX + agry + dpoX” + a1 Xy + dgpy’ + - + QXY™

con un numero finito de sumandos. El ideal (x,y) consta de todos los polinomios con
término constante nulo, a,, = 0. Este ideal no es principal. ¢

» Hay una cierta analogia entre los ideales de un anillo y los subgrupos normales de un
grupo. En los dos casos, se trata de la estructura que forma el nticleo de un homomor-
fismo. Ya es hora de introducir los homomorfismos de anillos, que permitird ampliar los
teoremas de isomorfia al contexto de los anillos.

Definicion 3.21. Si Ry S son dos anillos, un homomorfismo de R en S es una funciéon
¢:R— S tal que:

(@) p(a+b)=p(a)+ ¢(b) paratodo a,b €R;
(b) ¢(ab)=¢(a)p(b) paratodo a,b €R;
@ p(1)=1.

La imagen de ¢ esim ¢ := @(R) y sunticleo eskerp :={a€R:p(a)=0€S}. %

“Es implicita en la notacién que las incgnitas conmutan, yx = xy.
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Como en el caso de los grupos, dicese que un homomorfismo biyectivo es un isomor-
fismo. Dos anillos son isomorfos si hay un isomorfismo de anillos de uno al otro.

Un homomorfismo de anillos ¢ : R — S es en particular un homomorfismo de grupos
desde (R,+) a (S, +). Como tal, ¢ es inyectivo si y so6lo si ker ¢ = {0}.

Proposicion 3.22. Si ¢: R — S es un homomorfismo de anillos, entonces su imagen im ¢
es un subanillo de S; su nticleo ker ¢ es un ideal de R.

Demostracién. La imagen im¢ = @(R) es un subgrupo aditivo de S. Las igualdades
p(a)p(b) = ¢(ab)y ¢(1) = 1 muestran que ¢(R) es un submonoide multiplicativo de S
también. Luego ¢(R) C S es un subanillo.

Es evidente que ker ¢ es un subgrupo aditivo de R. Si ¢ € ker¢ y a € R, entonces
plac) = p(a)p(c) = v(a)0 =0y p(ca) = p(c)p(a) = 0p(a) =0, asi que ac E kerp y
ca € ker ¢. Luego ker ¢ es un ideal de R. ]

Definicion 3.23. En la categoria de anillos An, los objetos son anillos y los morfismos
son los homomorfismos de anillos. La composicién de homomorfismos es la composicién
usual de funciones: si ¢ € Homa,(R,S) y ¥ € Homp,(S, T), entonces Y = Yoy €
Homp, (R, T).

Los anillos conmutativos forman una subcategoria plena AnCom de An. ¢

En la categoria An, hay teoremas de isomorfia andlogos a los de la Seccién 1.4 para
la categoria de grupos. Cada ideal I de un anillo R da lugar a una aplicacién cociente
n:R—R/I :a— a+1I que es un homomorfismo sobreyectivo de anillos.

Proposicion 3.24. Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos. Entonces hay un isomor-
fismo : R/ ker p — @(R) tal que ¢ =101 om, donde n: R — R/Ker ¢ es sobreyectivo y
t: @(R) — S es inyectivo.
Demostracion. En esta factorizacion candnica de ¢, el homomorfismo 7) es la aplicaciéon
cociente asociada con el ideal ker ¢ y ¢ es la inclusion del subanillo ¢(R) en S.

Definase v¢: R/kerp — ¢(R) por ¢(a +1I) := ¢(a). Por la demostracién del Teo-

rema 1.50, este 1 estd bien definido como homomorfismo biyectivo de grupos aditivos.
Ademas, se puede notar que

Yla+Inp(b+1)=p(a)p(b)=¢(ab)=y(ab+I) y yA+1)=¢(1)=1,
asi que v es un isomorfismo de anillos. ]

Proposicion 3.25. Sea I un ideal de un anillo R y sea Q un subanillo de R. Entonces Q + I
es un subanillo de R que incluye I como ideal, la interseccion QNI es un ideal de Q y hay un
isomorfismo de anillos (Q+1)/I ~Q/(QNI).
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Demostracion. Esté claro que Q+1 ={b+c: b € Q,c €1} es un subanillo de R (fijese
que 1 € Q € Q+1I porque Q es un subanillo). También se ve que I es un ideal en Q + 1.
La correspondencia ¢ : b — b+ 1 es un homomorfismo de anillos sobreyectivo de Q en
(Q+1)/I, cuyo ntcleo eskerop ={be€Q:bel}=QnNI. La Proposiciéon 3.24 entonces
produce un isomorfismo de anillos ¢y : Q/(QNI) — (Q+1I)/I. O

» Dicese que un ideal I de R es un ideal maximal si I # R y si no hay ideal J alguno con
IcJCR.

Proposicion 3.26. Sea R un anillo conmutativo. Un ideal M de R es maximal siy sdlo si el
anillo cociente R/M es un cuerpo.

Demostracién. Si M es un ideal cualquiera de R, sea n: R = R/M el homomorfismo co-
ciente. Entonces R/M = n(R) es un anillo conmutativo porque R es conmutativo.

El ideal M es maximal siy sdlo si R/M es simple. En efecto, si K es un ideal de R/M,
entonces K :=n'(K)={d €R:d+M €K} esunidealdeRcon M CK CR; si M es
maximal, K no puede ser un ideal propio de R/M. Inversamente, siJ es un ideal de M con
M CJ CR, entonces 7(J) es un ideal de R/M; si R/M es simple, las tinicas posibilidades
sonJ=MyJ=R.

El Lema 3.17 dice que R/M (iconmutativo!) es simple si y s6lo si es un cuerpo.  []

3.3 Anillos enteros y sus cuerpos de fracciones

Una diferencia entre los anillos Z y Z es el fenémeno 2-3 = 0 en Z, ya observado en el
Ejemplo 1.9. En cambio, en Z el producto de dos enteros no ceros nunca es igual a cero.
En un estudio de la divisibilidad de nimeros enteros, esta ausencia de “divisores de cero”
juega un papel importante.

Definicion 3.27. Sea R un anillo no trivial. Dos elementos a, b € R se llaman divisores
de cero’ sia # 0, b # 0, pero ab = 0.

Un anillo entero (también llamado dominio entero, o simplemente dominio)® es un
anillo conmutativo no trivial sin divisores de cero:

ab=0 = a=0 obien b=0. O

SM4s precisamente, a es un divisor de cero a izquierda y b es un divisor de cero a derecha. Sin embargo,
esta es una distincion de poco monta cuando el anillo es conmutativo.

SEl término dominio entero nada tiene que ver con el dominio de una funcién; en estos apuntes se
sigue el libro de Lang, que prefiere el término anillo entero. Un término andlogo, dominio racional, fue
introducido por Kronecker en 1881 para referirse a un anillo de nimeros en donde también es posible
dividir (salvo por cero): ha caido en desuso, porque un dominio racional no es otra cosa que un cuerpo.
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Lema 3.28. Un anillo conmutativo no trivial R es un anillo entero si y sélo si la ley de
cancelacion es vdlida en R:

sia#0, entonces ab=ac = b =c.

Demostracién. Si ab = ac en R, entonces a(b —c) = 0. El anillo R es entero si y s6lo si
uno de estos dos factores es cero. Luego, si a # 0, entonces b —c = 0. O

Obsérvese que el anillo Z,, es entero si y sélo si m es primo, en cuyo caso Z,, es un
cuerpo: Z, =F, para p primo.

Ejemplo 3.29. El juego de ntimeros complejos Z[i] := {m+ni: m,n € Z} es el anillo
de los enteros gaussianos. Es un anillo entero, porque Z[i] C C y por tanto no contiene
divisores de cero. O

Definicidén 3.30. Sea R un anillo entero. Definase una relacién de equivalencia en el
conjunto R x (R\ {0}) por (a, b) ~ (c,d) siy sélo si ad = bc; dendtese por a/b la clase de
equivalencia de (a, b). La totalidad de estas clases Frac(R) :={a/b:a,b €ER, b #0}es
el cuerpo de fracciones (o cuerpo de cocientes) de R. ¢

El término cuerpo en el nombre de Frac(R) se justifica por la observacion siguiente.

Proposicion 3.31. Sea R un anillo entero y sea F = Frac(R) el juego de fracciones formados
por elementos de R. Es posible definir una suma y un producto en F tal que F sea un cuerpo.
Ademds, la correspondencia R — F : a — a/1 incluye R como un subanillo de F.

Demostracion. La suma y el producto en F se definen por analogia con la aritmética de
los nimeros racionales en Q, esto es,

a ¢ ad + bc a c ac
b'd~ bd ° b d bd (3.4

Para comprobar que estas operaciones estan bien definidas, ndtese en primera instancia
que si b # 0y d # 0, entonces bd # 0 porque R es un anillo entero. Si a’/b’ =a/by
¢’/d’ =c/d, entonces a’b = ab’ y ¢’d = cd’; luego, como R es conmutativo,
(a’'d’+b’c’)bd =a’bdd’ + bb’c’d = ab’dd’ + bb’cd’ = (ad + bc)b’d’,
a’'c’bd =a’bc’d = ab’cd’ = acb’d’,
asi que (a’d’+ b’c’)/b’d’ = (ad + bc)/bd y también a’c’/b’d’ = ac/bd.

Con estas operaciones, F es un anillo conmutativo: se comprueba la asociatividad y
conmutatividad de las dos operaciones y también su ley distributiva con calculos idénticos
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al caso del cuerpo Q. Fijese que 0/b =0/1 para b € R\ {0}, porque 0-b=0-1=0enR;
el cero de F es esta fraccion 0/1. También, b/b = 1/1 para todo b € R\ {0}; la fraccién
1/1 es la identidad de F.

Nétese también que a/b = 0/1 en F si y s6lo sia = 0. Sia,b € R\ {0}, entonces
(a/b)-(b/a) = ab/ab = 1/1; esto dice que cualquier elemento no cero a/b en F posee
un reciproco b/a. Por lo tanto, el anillo F es un cuerpo.

Definase ¢ : R — F por ¢(a) := a/1. De las férmulas (3.4) es inmediato que ¢ es
un homomorfismo de anillos, cuyo nucleo es ker ¢ = {0}. Entonces ¢ es inyectivo y
R ~ ¢(R). En otras palabras, R es isomorfo al subanillo ¢(R) de F. ]

De ahora en adelante, conviene escribir a/1 = a, identificando R con su copia isomorfa
dentro de F. Nétese que R = F si y sélo si F es un cuerpo, en cuyo caso a/b = ab™!/1
para todo b # 0.

Ejemplo 3.32. En el caso del anillo entero Z, su cuerpo de fracciones es Frac(Z) = Q, el
cuerpo conocido de los niimeros racionales. En efecto, la construccion del cuerpo Frac(R)
para cualquier anillo entero R sigue el proceso cldsico que construye Q a partir de Z. ¢

Ejemplo 3.33. Si F es un cuerpo, el anillo de polinomios F[x] es un anillo entero. En
efecto, el producto de los polinomios p(x) = ay, + a;x + a,x? +--- + a,x" y q(x) = by +
bix + byx?+---+ b, x™ es otro polinomio

p(x)q(x) =ayby+ (ayb; + a;by)x + (aghy, + a; by + azbo)x2 +---+a,b,, x™™.

Si los dos polinomios no son nulos, entonces a, # 0y b,, # 0, asi que a,b,, # 0 en F,
asi que F[x] no posee divisores de cero. (Ademads, gr(pq) = n+m = grp + grq; en un
producto de polinomios, los grados se suman.)

El cuerpo de cocientes de F[x] es la totalidad de funciones racionales de una varia-
ble x, es decir, expresiones de la forma’

_p(x)  agtayx+---+a,x”

fe)= q(x)  by+byx+---+b,xm

con q(x)#0.

Este cuerpo de funciones racionales se denota por F(x), con paréntesis redondas. ¢

Definicion 3.34. Si R es un anillo entero cualquiera, se puede formar el anillo R[x], de
polinomios con coeficientes en R, generalizando asi el Ejemplo 3.6. El argumento del
Ejemplo 3.33 es aplicable y demuestra que R[x ] es también un anillo entero: sia, # 0y
b,, # 0 en R, entonces a,b,, # 0 en R[x ], lo cual comprueba p(x)q(x) # 0 en R[x].

7En este cociente de polinomios, el simbolo ‘x’ sigue siendo un indeterminado: no se trata, a esta altura,
de evaluar la funcidn al sustituir un elemento particular de F en lugar de x.
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En particular, si R = F[x] es el anillo de polinomios en un indeterminado x, se puede
formar el anillo de polinomios R[ y ] en otro indeterminado y:

Flx,y]:=R[y]=F[x]ly]

Este anillo entero es el anillo de polinomios en dos variables con coeficientes en F. Al
repetir este proceso varias veces, se obtiene asi un anillo de polinomios en k variables,
F[x4, X5, ..., X, ] para cualquier k € P. Todos estos anillos son enteros. ¢

3.4 Modulos sobre un anillo

Definiciéon 3.35. Sea R un anillo. Un R-mddulo a izquierda es un grupo abeliano M
junto con una aplicacién R x M — M : (a, x) — ax que satisface:

(@) a(x+y)=ax+ay paratodoa €R, x,y € M;

(b) (a+b)x =ax+ bx paratodoa,b€R, x € M;

(¢c) a(bx)=(ab)x paratodoa,b €R, x € M,

(d) 1x =x paratodo x € M. O

Las propiedades (a) y (b) de esta definicién de mddulo generalizan la ley distributiva
de un anillo; las propiedades (c) y (d) son andlogas a las propiedades de una accién de
grupo. Se trata, entonces, de la accién de un anillo sobre un grupo abeliano. En el caso de
que R sea un cuerpo F, la Definicién 3.35 dice simplemente que M es un espacio vectorial
sobre IF, en donde la operacién (a, x) — ax es la multiplicacién escalar de un vector x por
un escalar a. En sintesis: el concepto de R-mddulo a izquierda generaliza la multiplicacion
escalar de un espacio vectorial, pero los “escalares” en R tal vez no conmutan.

Los grupos pueden actuar sobre conjuntos a la izquierda o bien a la derecha. De forma
totalmente andloga, se puede definir una estructura de R-médulo en donde el anillo actua
a la derecha.

Definicidn 3.36. Sea R un anillo. Un R-moédulo a derecha es un grupo abeliano N junto
con una aplicaciéon N x R — N : (x,a) — xa que satisface:

(@ (x+y)a=xa+ya paratodoa €R, x,y €N,
(b) x(a+b)=xa+ xb paratodoa,b€R, x €N;
(¢) (xb)a = x(ba) paratodoa,b €R, x €N;

(d) x1=x paratodo x €N. O
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Dado un R-médulo a izquierda M, cada aplicacién o,: M — M : x — ax es un homo-
morfismo de grupos abelianos, por la Definicién 3.35(a). Dicese que o, € Homp,(M, M)
es un endomorfismo® del grupo abeliano M. Dendtese por

End M = Endp, (M) := Homp, (M, M)

la totalidad de endomorfismos de M como grupo abeliano. Obsérvese que End(M) es
un anillo bajo la suma de endomorfismos (2.2) y la composicién ¢ : x — (Y (x)); la
identidad es el endomorfismo 1,,. Las demds propiedades de la Definicién 3.35 son:

(b)ogp=0,+0, (c) 0,0, =0aps (do;=1y.

Por lo tanto, la correspondencia a — o, es un homomorfismo de anillos o : R — End M.
También es evidente que cualquier homomorfismo o : R — End M determina una es-
tructura de R-moddulo sobre el grupo abeliano M al definir ax := o(a)(x).

La misma légica identifica la estructura de un R-médulo a derecha con un homomor-
fismo de R en un anillo de endomorfismos. En efecto, dado un R-mddulo a derecha N,
cada aplicacion 7,: N = N : x — xa es un endomorfismo de N como grupo abeliano.
Ademads T,,, = T,+ T, ¥ T; = 1y, como antes. Pero ahora la Definicién 3.36(c) dice
que T,T, = Tp,. Esto dice que a — 7, es un homomorfismo de anillos 7: R — (EndN)°
cuyo codominio es el anillo opuesto de End N. En dicho anillo, la misma suma de en-
domorfismo se combina con la composicion al revés, ¢°° = (Y ¢)°. [ Comparese con la
Definicién 2.18 de categoria opuesta. También es posible considerar T como homomor-
fismo R° — EndN. ]

Cualquier ideal a izquierda J en un anillo R es un R-mddulo a izquierda, cuya accién
R x J — J es el producto del anillo, porque ac € J todavezquea €Ryc < J.

Ejemplo 3.37. El anillo de polinomios R[x] es un R-médulo bajo la “multiplicaciéon por
constantes” a(b, + b;x +---+ b,x") :=ab,+ab;x +---+ab,x". ¢

Ejemplo 3.38. Un grupo abeliano es un Z-médulo. En efecto, en un grupo abeliano (A, +),
la suma repetida na := a+a+---+a (unas n veces) paran € P, junto con las reglas Oa := 0
y (—n)a := n(—a) = —na, define una accién de Z sobre A que satisface las propiedades
de la Definiciéon 3.35. Como la = a necesariamente, se ve que esta es la tinica manera
que A resulta ser un Z-médulo a izquierda.

El grupo abeliano A es también un Z-mddulo a derecha de una sola manera: para que
(a,n) — a-n cumpla la Definiciéon 3.36, como a - 1 = a necesariamente, es obligatorio
que a-n =na paratodoa €A, n € Z. ¢

8E] prefijo endo- significa que el codominio coincide con el dominio.
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El ultimo ejemplo sefiala una propiedad importante de anillos conmutativos. Si M
es un R-mddulo a izquierda donde R es un anillo conmutativo, la identificacién xa = ax,
para a € R, x € M, hace de M un R-mdédulo a derecha. En tal caso, se puede hablar de
un R-mddulo simplemente.

Ejemplo 3.39. Sea F" el espacio vectorial de vectores columna con n entradas en un
cuerpo F. El anillo de matrices R = M, (IF) actiia sobre F" por (A, x) — Ax, al multiplicar
una matriz en R por un vector columna. De este modo, F" es un R-mddulo a izquierda.
Dendtese por F, := {x’ : x € F"} el espacio vectorial de vectores fila con n entradas
en F. El mismo anillo de matrices R = M, (IF) actta a la derecha sobre vectores de fila por
(xf,A) — x'A, de manera que I, es un R-mé6dulo a derecha. O

Ejemplo 3.40. Sea V Las transformaciones F-lineales de V en si mismo —es decir, los
endomorfismos lineales de V, forman un anillo R = Endy(V) := Homg(V, V). La evalu-
aciéon (T, x) — T(x) indica que V es un R-médulo a izquierda. %

Definicion 3.41. Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo F, sea GL(V) el grupo de
transformaciones lineales biyectivas S: V — V; entonces GL(V) es el grupo de unidades
del anillo Endg(V). Una representacion de un grupo G sobre V es un homomorfismo
n:G— GL(V).

El espacio vectorial V es un mddulo a izquierda para el anillo de grupo F[G], al extender
la accién de G sobre V a una accién de F[G], por linealidad:

a:Zagg actia por a-x:=Zag7r(g)x. (3.5)

geiG geiG

En tal caso, dicese que V es un G-moédulo, como abreviatura de “F[G]-mddulo”.
Cualquier operador lineal T: V — V que conmuta con 7, en el sentido de que

Tn(g)x =n(g)T(x) paratodo ge€G, xeV, (3.6)
también respeta la accién de F[G], por su linealidad:
T(a-x)=a-T(x) paratodo a€F[G], x V. ¢

Definicién 3.42. Un submédulo® de un R-médulo (a izquierda) M es un subgrupo aditivo
N <M talqueay €N paratodoa €R, y €N.

La interseccion de varios submodulos de M es otro submoédulo de M. Si S C M, el
menor submédulo de M que incluye S es la interseccién (S) de todos los submddulos

“Se sobreentiende que el mismo anillo R acttia sobre el médulo y el submédulo. En caso de duda, se
puede decir que N es un R-submoédulo de M.
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de M que incluyen S. Aqui se emplea el mismo vocabulario de la Definicién 1.19: (S) es
el submédulo generado por S; y un R-médulo es ciclico si estd generado por un solo
elemento. Si M = (xy,...,x,) donde S = {x;,...,x,} es finito, dicese que M es un R-
modulo finitamente generado.

Si N es el submddulo de M, el grupo abeliano cociente M /N es un R-médulo cociente
bajo la accién a(x + N) := ax + N. Este es el R-mddulo cociente de M por N. ¢

Definicion 3.43. Un R-homomorfismo ¢ : M — P entre dos R-mddulos (a izquierda) M
y P es un homomorfismo de grupos abelianos tal que ¢ (ax) = ay(x), para todo a €R,
x € M. Un R-isomorfismo es un R-homomorfismo biyectivo.

Es evidente que la aplicacién n: M — M /N : x — x + N es un R-homomorfismo.

Siy: P — Q es otro R-homomorfismo, la composicién ¢ = oy : M — Q es también
un R-homomorfismo. Esta claro que dicha composicién es asociativa.

Los R-médulos a izquierda, para un anillo fijo R, forman los objetos de una cate-
goria R-Mod cuyos morfismos son estos R-homomorfismos. El conjunto Homy(M,P) =
Homg_p04(M, P) es un grupo abeliano, con suma ¢ 4+ : x — @(x) + 4 (x).

El grupo abeliano Endz(M) = Homgi(M, M) es el anillo de los R-endomorfismos
de M; su producto es la composiciéon de R-homomorfismos. ¢

Del mismo modo se puede definir R-homomorfismos entre R-médulos a derecha: son
las aplicaciones aditivas que cumplen ¢(xa) = ¢(x)a, para a € R, x € M. Asi se forma
la categoria Mod-R de R-mddulos a derecha, cuyos conjuntos de morfismos también se
denotan por Homg(M, P), confiando en el contexto para distinguir los dos casos.

» El nicleo de un R-homomorfismo ¢): M — P es kery := {x € M : ¢(x) = 0}. El

“primer teorema de isomorfia” para R-mddulos es andlogo al caso de los grupos.

Proposicion 3.44. Sea ¢ : M — P un R-homomorfismo de R-mddulos a izquierda. Entonces
M /ker ¢ ~ ¢(M) en la categoria R-Mod.

Demostracién. La aplicacion y: M /kerp — ¢(M): x +ker ¢ — (x) es un isomorfismo
de grupos abelianos, por el Teorema 1.50. Ademas, si a € R, entonces

Y
a(x +kery) =ax +kerp— p(ax) =ap(x),
asi que esta aplicaciéon conmuta con la accién de R y por ende es un R-isomorfismo. [

Definicién 3.45. Dados dos R-mddulos a izquierda, M y N, su suma directa M & N es
el grupo abeliano M x N con suma y accién de R dadas por

oY)+ y) =+ x,y+y);  alx,y):=(ax,ay)
para x,x' € M;y,y'€N;a€R.
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Mads generalmente, si M, ..., M, son R-médulos, su suma directa M; ®M,®--- &M, es
el producto cartesiano de los M; con suma y R-accién definidas entrada por entrada. ¢

Proposicion 3.46. En la categoria R-Mod, hay un isomorfismo L ~ M & N si y sélo si hay
cuatro homomorfismos

b )
M_ LS TN
~— ~— 7
T )
que cumplen las siguientes igualdades:
TC]_L]_:].M, 7T1l»2:0, 7-C2L1:0, 7-C2L2:1N, l‘l T[1+027T2:1L. (3.7)

Demostracion. Definase cuatro R-homomorfismos i;: M — M @ N, i,: M — M @& N,
pi:M®&N —>M, p,: M®&N — N por:

il(x):: (X,O), lz()’): (O,J’), Pl(x:.)’) =X, Pz(X,J’) =Y.

Las primeras cuatro de las relaciones (3.7) son evidentes. Ademds, nétese que tanto i; p;
como i, p, pertenecen al anillo Endz(M @ N) y por ende poseen una suma puntual:

(i1 p1 + i p2)(x, ¥) =11 p1(x, ¥) + iy po(x, y) = 13(x) +15(y) = (x,0) + (0, y) = (x, ¥)

asi que i, p; + i, p, = 1, en el anillo Endz(M & N).

Maés generalmente, si hay un R-isomorfismo 6: M @ N — L, entonces los R-homomor-
fismos t; := 0 iy, t, := 0 i, m; :=p,07", T, := p,0~! cumplen las relaciones (3.7).

Por otro lado, dados R-homomorfismos ¢4, t,, ;, T, que satisfacen (3.7), definase

0:=ijm+i,m,: L>M®N, Ai=1;p1+3p: M®N — L.

Sus composiciones son R-endomorfismos: A6 € Endiz(L) mientras A € Endy(M & N).
De las relaciones (3.7), se obtiene

AO =11 p1iy Ty + 1Py Ty + Uy Poly Ty F Uy Poly Ty =1y Ty + Uy Ty = 1,
OA =111 Py +ia Tty Py H i3 Tyl Py s Moty Py =11 Py + 13 P2 = Lyen,
lo cual dice que 6 es un R-isomorfismo con inverso 0! = A; asi que L ~ M & N. O

Corolario 3.47. Si M y N son R-submddulos de un R-mddulo K tales que M NN = 0, la
suma (ordinaria) M+ N :={x+y€K:x €M, y €N } es isomorfoa M & N.
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Demostracion. Sean t;: M — M + N, 1,: N = M + N las inclusiones de R-médulos.

Para definir R-homomorfismos 7t; y 7, que cumplen (3.7) en el caso L = M +N, fijese
que cada elemento de M + N se escribe como x + y con x € M, y € N de manera unica.
En efecto, si x’ € M, y’ € N con x'+ y’' = x + y, entonces x’—x = y — y’ en K; esta
diferencia queda en M NN, asi que x'—x =y —y’ = 0; por tanto, x' =x, y' = y.

Las proyecciones 7,(x + y) := x, my(x + y) := y ahora estan bien definidas y se
verifican las primeras cuatro relaciones de (3.7). Ademas,

(MM +lm)x+y)=u(x)+L(y)=x+y,
de modo que t; T, +t, T, =1y, y Yporende M + N ~M & N. ]

Definicion 3.48. Sea M un R-mddulo a izquierda. Dicese que M es irreducible si los
unicos submoédulos de M son los submoédulos triviales {0} y M.

Una representacion de grupo : G — GL(V) sobre un espacio F-vectorial V se llama
irreducible si V es irreducible como F[G]-médulo a izquierda. ¢

Proposicion 3.49 (Lema de Schur). Si un R-mddulo a izquierda M es irreducible, entonces
Endi(M) es un anillo de division.

Demostracion. Sea 1: M — M un R-homomorfismo no cero; entonces kert resulta ser
un R-submédulo de M que no es todo M, asi que kery = {0}. Ademas, la imagen im =
Y (M) es un R-submddulo de M que no es nulo, asi que (M) = M. Se concluye que v
es inyectivo y sobreyectivo; en otras palabras, v es un R-isomorfismo y por ende posee un
inverso v ~! en el anillo Endz(M). O

Corolario 3.50. Si m: G — GL(V) es una representacién irreducible de un grupo sobre
un espacio vectorial complejo V, cualquier operador lineal T: V — V que conmuta con la
representacion es necesariamente un operador escalar: T = A1, para algun A € C.

Demostracién. Sea R el subanillo de End(V) que consta de los operadores T que conmu-
tan con 7, es decir, cumplen (3.6). Cada T € R satisface, por linealidad:

T(a-x)=a-T(x) paratodo acC[G], x€V,

En otras palabras, T es un F[G ]-homomorfismo. Esto muestra que R = End¢5;(V).

Si 7 es irreducible —es decir, si V es irreducible como C[G]-mddulo, entonces R es
un anillo de divisién. Cualquier T € R posee'® un autovalor A € C. El operador lineal
T — A1, pertenece a R y no es inyectivo: ker(T — A 1,) es el subespacio de autovectores
para A. Se concluye que T—A1, =0, esdecir, T = A1,. O

10Un autovalor de T es una raiz del polinomio caracteristico p;(x). Con el uso de escalares complejos,
se garantiza la existencia de al menos un autovalor, a partir del teorema fundamental del dlgebra.
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» Un Z-mddulo es simplemente un grupo abeliano (Ejemplo 3.38). Es hora de examinar
en mds detalle la estructura de grupos abelianos con un nimero finito de generadores.

Proposicion 3.51. Un grupo abeliano finitamente generado es una suma directa de un
numero finito de subgrupos ciclicos.

Demostracion. Sea n € IP el menor entero positivo tal que haya un juego de n elementos

que genera A como grupo abeliano, es decir, A = (uj,u,,...,u,). Cada elemento de A

n . o7
es una suma Z}.Zl m;u; con my,...,m, € Z. Se demuestra el resultado por induccién
sobre n.

Si Z};l m;u; = 0 implica myu;, = 0 para cada k, entonces A =~ (u;) & (u,) ® - -- & (u,)
es una suma directa de grupos ciclicos.

. n

En cualquier otro caso, debe haber algunos m,,...,m, € Z tales que Z}.zl miu; =
0 pero mu, # O para algtin k. Al reordenar {u,,...,u,} si fuera necesario, se puede
suponer que 2?21 m;u; =0, myu, # 0, m; > 0; y que m; € P es el menor entero positivo
con estas propiedades.

Si Z;l:l l;u; = 0 en A, hay enteros g, s tales que [; = qm; +s cons € {0,1,...,m;—1};
luego su; +(l,—qmy)uy,+- - -+ (l,—qm,)u, = 0. Entonces s = 0 por la minimalidad de m;;
se concluye que m, divide [;.

Resulta que m, divide m,, ..., m, también: pues sim, =q,m;+tcon0<t <m;—1,
entonces tu,+m;(u; +qyu,) +myug+- - - +myu, = 0. Como A= (u,,u; +qyusy, Us, ..., U,),
la minimalidad de m; conlleva t = 0; por lo tanto, m; divide m,. Se obtiene m; = q;m;
para k = 3,...,n de modo similar.

Témese v, := u, + Z;l:z q;u; y considérese el subgrupo B := (u,...,u,). Esta claro
que (v;,U,,...,u,) =A, asi que A= (v;) + B. Los célculos anteriores implican que m,v; =
n
.- mu; =0.

Un elemento de (v;) NB tiene la forma [, v, = l,u, +---+L,u, para algunos enteros [;,
asi que Lju; + Z?:z(llqj —;)u; = 0. Por lo tanto, [; es divisible por m;, lo cual implica
l;v; = 0. Se ha comprobado que A = (v;)®B. Como B estd generado por (n—1) elementos,
la hip6tesis inductiva dice que B = (v,)®---®(v,) para algunos v,, ..., v, € B. Se concluye
que A= (v;)®(v,) ®--- & (v,). O

En la demostracién anterior, la condicién m;v; = 0 implica que (v;) ~ Z,, . En con-
secuencia, cualquier grupo abeliano finitamente generado es la suma directa de grupos
ciclicos finitos T = Z,, ® -+ ® Z,, (con k € {0,1,...,n}) y otros (n — k) grupos ciclicos
infinitos Z @ - -+ ® Z ~ Z"*. En la descomposicién A= T & Z" ¥, el subgrupo de torsién
T estd compuesto de todos los elementos de periodo finito en A.

El subgrupo T es finito. Si |T| = p}'p,*... p,:", entonces (por los teoremas de Lagrange
y Sylow) se obtiene T ~ T, & - -- ® T, donde cada P; es el p;-subgrupo de Sylow de T.
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Si P es un p-grupo abeliano finito de orden p”, la Proposicion 3.51 muestra que que
P =P, & &P, donde cada P; es un grupo ciclico de orden p", conry = ry = - 2
En la notacion de la demostracion anterior, resulta que m; = p™ .

Las potencias de primos p’i que son ordenes de un componente ciclico de un grupo
abeliano finito A se llaman invariantes del grupo abeliano. Un grupo abeliano finitamente
generado esta determinado, hasta isomorfismo, por el rango (n—k) de su componente li-
bre abeliano Z"* y por los invariantes de su subgrupo de torsién. En general, el niimero n
de componentes en la suma directa se llama el rango del grupo abeliano.

q

Ejemplo 3.52. Los grupos abelianos de rango 2 son los siguientes: Z> = Z & Z; Ly ®ZLs;
Zpi @qu; Zpi &7
coni=j.

Hay exactamente cinco grupos abelianos no isomorfos de orden 16. Ellos son Z;
Lg®Zy; 1y @@Ly Ly ® Ly ®Zy; y Lo ® 7y ® Ly ® Z,. En notacion multiplicativa, estos serian

Cie5 Cg X Cp; €y X Cy5 €4 X Cy X Co3y Gy X €y X Cy X Cy. 0

,i> donde p,q son numeros primos distintos y i, j, k son enteros positivos

3.5 Polinomios y su factorizacion

En esta seccion, todos anillo R sera conmutativo.

Si R es un anillo conmutativo cualquiera, la notaciéon R[x] denota el anillo de poli-
nomios (en un indeterminado x) con coeficientes en R. Mas generalmente, con los mis-
mos coeficientes se puede formar un anillo R[x;,..., x,,] en m indeterminados x;, cuyos
elementos son sumas finitos de monomios de la forma ax?xg2 ...x;m con a € R. La no-
tacion presupone la regla x;x, = x;x; para j,k =1,...,m, y por lo tanto este anillo de
polinomios es también conmutativo.

Proposicion 3.53. Sea ¢ : R — S un homomorfismo entre dos anillos conmutativos y sean
by,..., b, €S. Entonces existe un unico homomorfismo ®: R[x,...,x,,] — S tal que ®| =
¢y ®(x;)=b;paraj=1,...,m

Demostracién. Si m > 1, entonces R[xy,...,x,,] = R[x,,], donde R := R[xy,...,x,,_;].
Luego, por induccion sobre m, basta demostrar el caso m = 1.

Dado un elemento b € S, las condiciones ®(a) = p(a) para a € Ry ®(x) = b deter-
minan un homomorfismo ®: R[x] — S por la siguiente receta:

®(ap+ayx + -+ +a,x") = p(ap) + ¢(a) b +--- + ¢(a,)b",

lo cual comprueba la unicidad de ®. Por otro lado, al aplicar esta receta al producto (3.1)
de dos polinomios, se obtiene @(p(x)q(x)) = &(p(x))®(g(x)). Como ® es obviamente
aditivo y (1) = ¢(1) = 1, se concluye que ® es un homomorfismo de anillos. ]
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En particular, si R es un subanillo de otro anillo conmutativo S y si b € S, la inclusién
t: R — S es un homomorfismo con una extension E: R[x] — S determinada por x —
b. Dendtese por R[b] el subanillo de S generado por el conjunto R U {b}. Resulta que
R[b] = E(R[x]) ~ R[x]/ker E por la Proposiciéon 3.24. En el caso S =R, donde b €R, el
homomorfismo E: R[x] — R lleva un polinomio p(x) en un elemento p(b) € R: este es el
homomorfismo de evaluacién en b de polinomios.!! o

Definiciéon 3.54. Un polinomio no nulo p(x) = a5 + a;x + -+ + a,x" es monico si su
coeficiente delantero'? es 1, es decit, si a, = 1. %

Proposicion 3.55. Sean p(x) y d(x) son dos polinomios en R[x]. Supongase que d(x)
monico; entonces hay un tinico par de polinomios q(x), r(x) € R[x] tales que

p(x)=d(x)q(x)+r(x), con {grr(x) <grd(x) (3.8)
o bien r(x)=0.

Demostracién. Sean p(x) =ag+a;x+---+a,x"yd(x)=by+byx+---+b, ;x"1+x™.
Si m = 0, entonces d(x) = 1 y la solucién es trivial y tnica: d(x) = p(x), r(x) = 0.
Supdngase que m > 0.

Si p(x) = a, es un polinomio constante, la tinica solucién es d(x) =0, r(x) = a,. Si
m > n, la tnica solucién es q(x) = 0, r(x) = p(x). Supéngase que m < n.

Se procede ahora por induccidn sobre n. Nétese que

p(x) —a, x""d(x) =: py(x)

es un polinomio con grp,(x) < n. Luego se puede asumir que p,(x) = q,(x)d(x)+r;(x),
con grr;(x) < m o bien r{(x) = 0. Entonces

p(x)= (an x"M+ Ch(x))d(x) + r1(x),

y el resultado (3.8) sigue por la induccién sobre n.

Para comprobar la unicidad de g(x) y r(x), obsérvese que si g(x)d(x) + r(x) =
G(x)d(x) + 7(x), entonces (q(x) — cj(x))d(x) = 7(x) —r(x). Si los dos lados de esta
ecuacion no se anulan, el lado izquierdo tendria grado = m, mientras al lado derecho el
grado seria < m, lo cual es imposible. Por lo tanto, 7#(x) =r(x)y (q(x) —cj(x))d(x) =0.
Al lado izquierdo, si fuera q(x) # §(x) el grado total seria gr(q — §) + m = m, imposible
para el polinomio nulo; se concluye que §(x) = g(x) también. O

En virtud de la existencia de este homomorfismo, es legitimo considerar p = p(x) como una funcién que
toma valores en el anillo R: el valor de esta funcién en b € R es el elemento p(b) obtenido por sustitucién
de b en lugar del indeterminado x. Sin embargo, fijese bien que p(x) no es un valor de dicha funcién,
porque x ¢ R.

120tros autores lo llaman el “primer coeficiente” o el “coeficiente principal”.
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Fijese que si en la tltima proposicion el anillo R es entero, entonces R[x ] también lo
es (véase la Definicion 3.34) y no hace falta contar grados para mostrar que (q—g)d = 0,
con d moénico, implica g —g = 0.

» Si el polinomio divisor d(x) tiene grado m = 1, de modo que d(x) =x —a con a €R,
el resultado (3.8) toma la forma

p(x)=(x—a)qg(x)+r con r=p(a)eERr.

La férmula p(x) = (x—a) q(x)+p(a) se conoce popularmente como el teorema del residuo.
Un corolario evidente es que (x — a) divide el polinomio p(x) sin residuo si y sélo si
p(a) =0 en R. Este corolario se conoce como el teorema del factor.

Definicion 3.56. Una raiz de un polinomio p(x) € R[x] es un elemento a € R tal que
p(a) = 0. Por lo que se ha dicho, a cada raiz a de p(x) le corresponde un factor de primer
grado (x — a) de ese polinomio. Fijese que si p(x) = (x —a)q(x), cabe la posibilidad
de que a también fuera una raiz de q(x), en cuyo caso p(x) = (x —a)?q,(x) para algtin
polinomio g,(x) € R[x]. Dicese que la multiplicidad de una raiz a de p(x) es el mayor
entero positivo m € P tal que (x —a)* sea un factor de p(x). Dado un polinomio p(x), es
costumbre contar sus raices con multiplicidad, es decir, una raiz de multiplicidad m puede
ser considerada como un juego de m raices “que coinciden”. ¢

Proposicion 3.57. Si p(x) € R[x] es un polinomio de grado n, entonces tiene a lo sumo
n raices en R, contados con multiplicidad.

Demostracion. Nétese que p(x) no es el polinomio nulo, el cual no posee grado alguno.
Sia,,...,a; €R son raices distintas en R, con multiplicidades respectivas m,,...,m;, € P,
entonces al aplicar la Proposicién 3.55 unas k veces, se obtiene

p(x) = (x —a))™(x —ay)™ - - (x — )™ qp(x)

para algun polinomio no nulo g;(x) € R[x]. Como los grados de un producto de poli-
nomios se suman, se obtiene

my+my+---+m=grp(x)—grq(x) <n—grq.(x) <n.

En consecuencia, k < m; + my, + ---+ m; < n: el nimero de raices distintas es finito y
no excede n. Si {a,,...,a;} resulta ser el conjunto de todas las raices distintas de p(x),
entonces m; +m, +- - -+m, es el numero total de raices contados con multiplicidad, el cual
es menor o igual que n. O
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Corolario 3.58. Si FF es un cuerpo finito, el grupo multiplicativo F* =T \ {0} es ciclico.

Demostracion. Sea q := |F|; entonces F* =T \ {0} es un grupo finito de orden g — 1. Sea
m el exponente de este grupo abeliano finito: el menor entero positivo tal que a™ = 1
para todo a € F*. Obviamente m < q — 1; de hecho, m divide g — 1, por el teorema de
Lagrange.

Por otro lado, el polinomio x™ — 1 € F[x] posee q — 1 raices no nulos y distintos: en
efecto, todos los elementos de F* son raices de este polinomio. De la Proposicidn 3.57 se
obtiene ¢ —1 < m. Se deduce que el exponente de F* es g — 1.

Si la factorizacién prima de este exponente esq—1=p]" ... p,’("", la Proposicién 3.51
muestra que F™ ~ P, x --- x P, es un producto directo de sus subgrupos de Sylow; y
que cada P; es un p;-grupo abeliano de exponente p;nj , asi que P; ~ Cpr_nj. Sia; € F* es
un generador de P;, entonces a := 4, ...d; es un elemento de periodo é —1, y por ende
F* = (a) es un grupo ciclico multiplicativo. O

» De la férmula (3.8) se obtiene un proceso algoritmico conocido como la “divisién larga”
de polinomios, andlogo a la divisién de nimeros enteros con cociente y residuo.

Definicidon 3.59. Si cada ideal en un anillo conmutativo R es un ideal principal, dicese
que R es un anillo principal. ¢

Proposicion 3.60. Si F es un cuerpo, entonces el anillo de polinomios F[x] es un anillo
entero principal.

Demostracién. Sea I un ideal no nulo de F[x] y sea d(x) un polinomio no nulo de grado
minimo en I. Sin perder generalidad, se puede suponer que d(x) es mdnico; porque si su
coeficiente delantero es b,, # 1, se puede reemplazar d(x) por b_' d(x).

Si p(x) € T\ {0}, la féormula p(x) = d(x)q(x) + r(x) muestra que r(x) = p(x) —
d(x)q(x) €I; como grr < grd no es posible, entonces r(x) = 0 necesariamente. Se de-
duce que p(x) = d(x)qg(x). En consecuencia, I = (d(x)) es un ideal principal: cualquier
polinomio en I es un multiplo de d(x). O

Para continuar con la analogia entre F[x] y Z, conviene repasar las propiedades de
divisibilidad de los nimeros enteros. Si m,n € Z, dicese que m divide n, escrito m | n, si
hay g € Z tal que n = gm. Las propiedades esenciales para que k € Z sea un maximo
comun divisor de m y n son:

k|m, k|n; ysit|m, t|n, entonces t | k. (3.9)
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Si ademas se exige k > 0, entonces k es Unico: este es el maximo comun divisor de m y n;
se escribe k = mced(m, n).
Para calcular med(m, n) para dos enteros dados, se usa el algoritmo euclidiano.

Lema 3.61. Si n,d € P, entonces hay enteros tnicos q,r € N tales que
n=qm+r, con 0<r<d. (3.10)

Demostracion. Si d > n, tdmese q := 0, r := n. En cambio, si d < n, la sucesién de
enteros positivos n,n—d,n—2d, ... debe terminar, en vista de la propiedad arquimediana
de los enteros: debe haber g € P (necesariamente unico) tal que n —qd = 0 mientras
n—(g+1)d <0; tbmese r := n—qd. O

Proposicion 3.62 (Algoritmo euclidiano). Si m,n € P, su mdximo comun divisor se calcula
como sigue. Definase dos sucesiones de enteros (q;), (r;) ast:

n=qm-+rnr con 0<ry<m,
m=q,r;+r, con 0<r,<ry,
L =(3ry+ 13 con 0<ry<r,,

Tg =QqiT_ + 1 con 0<r,<ri,
-1 = Qe + 0.

Entonces mcd(m, n) = ry, el ultimo residuo no cero en estas divisiones. En consecuencia, se
verifica la siguiente relacion:

mcd(m,n) =am+ bn para algunos a,b € Z. (3.1D

Demostracién. Para ver que ry | n, obsérvese que

n=gqm+r; =qy(q,r; +1,) + 1 =(q:9, + D)ry +q;75.

Sustituyendo m,ry,7,,...,'r_y Uno por uno por los lados derechos que aparecen en el
enunciado de la Proposicidn, se llega a n = cr,_; + dr, para algunos c,d € Z, asi que
n = (cqy, +d)r y por tanto r; | n. El mismo proceso muestra que ry | m.

Ahora, si t € N satisface t |m y t | n, entonces t divide n —g;m = r;. En seguida,
t |(m—qyry) =ry y asi sucesivamente hasta llegar a t | (r,_, — qxx—_1) = . Se concluye
que r, = mecd(m, n).

13Este procedimiento est4 expuesto en las Proposiciones VII.1 y VIL.2 de los Elementos de Euclides, bajo
el nombre de anthyphairesis, la “sustraccion continuada” de un nimero menor desde un nimero mayor.
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Para comprobar (3.11), fijese que r;, =n—q;m, y que

ry=m—qyr; =m—qy(n—q;m) =(q1q> + 1)m —gyn.
Al repetir el proceso, se encuentran a;,b; € Z conr; =a;m+b;n,paraj=1,...,k. [

En particular, m y n son relativamente primos en P [escrito m L n, como antes, como
sinonimo de med(m, n) = 1] si y sélo si hay a, b € Z tales que am + bn = 1.

Para extender el concepto de maximo comun divisor a nimeros enteros negativos,
noétese que se pierde su unicidad; porque si k cumple las propiedades (3.9), entonces —k
también los cumple. Esto sucede porque —1 es una unidad en el anillo Z. La divisibilidad
en anillos enteros debe tomar en cuenta sus unidades.

Definiciéon 3.63. Un anillo euclidiano es un anillo entero dotado con alguna funcién
6: R\ {0} — N con la siguiente propiedad: si a,b € R con b # 0, existen q,r € R tales
que a=qgb+r,conr =0 o bien 6(r) < 6(b). %

Esta claro que Z es un anillo euclidiano, al tomar &6(n) := |n|. Si F es un cuerpo,
la Proposicién 3.55 dice que F[x] es un anillo euclidiano, con 6(p(x)) := grp(x). Otro
ejemplo es el anillo Z[i] de enteros gaussianos (Ejemplo 3.29), con 5(m+ni) := m?+n?.

Proposicion 3.64. Cada anillo euclidiano es un anillo entero principal.

Demostracion. Sea I un ideal no nulo en un anillo euclidiano R. La funcién 0, restringido
a I\ {0}, toma valores en N y alcanza su minimo en algin b € I, con b # 0. Sic € I,
hay g,r € R con ¢ = gb + r. La opcién 6(r) < 6(b) esta excluida por la minimalidad
de 6(b), puesto que r = ¢ —gb € I; esto implica que r = 0. En resumen, todo ¢ € [
cumple ¢ = qb para algtin q € R, lo cual dice que I = (b). Por lo tanto, todo ideal en R es
un ideal principal. O

En particular, el anillo F[x ] de polinomios sobre un cuerpo F es un anillo entero prin-
cipal.

Los conceptos siguientes tienen especial importancia en anillos de polinomios en un
solo indeterminado.

Definicion 3.65. Sea R un anillo entero. Dados dos elementos a, b € R, dicese que a di-
vide b [y que b es un multiplo de a] si b = ac para algin ¢ € R; se escribe a | b en ese
caso. Es trivial que a |0 para todo a € R; y u| 1 si y sélo si u es una unidad enR.
Dicese que dos elementos no nulos a, b € R son asociados sia |b y b | a. Fijese que
au = b, bv = a implica auv = a y por consiguiente uv = 1, por cancelacién en el anillo
entero R. Luego a y b son asociados si y sélo si au = b para alguna unidad u € R*.
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Un elemento b € R\ {0} se llama irreducible si no es una unidad y si b = ac sdlo si
uno de a y ¢ es una unidad; es decir, b no posee una factorizacion propia como producto
de dos elementos que no son unidades de R.

Un maximo comun divisor para dos elementos a, b € R\ {0} es un elemento no nulo
d € R que satisface la generalizacion de (3.9):

d|a, d|b; ysi clay c|b, entoncesc|d. (3.12)

Un maximo comun divisor, si existe, generalmente no es unico: porque si d € R\ {0}
cumple (3.12) y si u es una unidad en R, entonces ud también lo cumple. Por otro lado,
es obvio que si d; y d, tienen esta propiedad, entonces d, | d, y d, | d;, de modo que d,
y d, son asociados. ¢

En el anillo de polinomios F[x ], las unidades son los polinomios constantes no nulos:
F[x]* =TF*. En ese caso es posible eliminar la ambigiiedad en la definiciéon del maximo
comun divisor d(x) de dos polinomios p(x) y q(x) al agregar el requisito de que d(x) sea
un polinomio mdnico.

Proposicion 3.66. Si R es un anillo entero principal, cada par de elementos a,b € R \ {0}
posee un mdximo comun divisor, de la forma

d =as+ bt, paraalgunos s,t €R.

Demostracién. El conjunto J := {ap+bq : p,q € R} no es otra cosa que el ideal generado
por los elementos a y b; es decir, J = (a,b). Como R es un anillo principal, este ideal
es también principal, asi que hay un elemento d = as + bt € R tal que J = (d). Cada
elemento de J, en particular a y b, es un multiplo de d.

Por otro lado, si c|a y c | b, existen h,k € R tales que a = ch y b = ck. Entonces
d = as + bt = chs + ckt = c(hs + kt), y por ende d | c. Luego, d es un maximo comun
divisor de a y b. l

Noétese que esta proposicion, aplicada al anillo Z, expresa el maximo comun divisor
en la forma conocida: mecd(a, b) = am + bn para algunos m,n € Z. Como dos maximos
comunes divisores son asociados, lo cual dice que d; = £d, en el caso de Z, se logra
unicidad al pedir que mcd(a, b) sea positiva.

Definiciéon 3.67. En un anillo entero R, un elemento a ¢ R* admite una factorizacion
si hay irreducibles p,,...,p, cuyo producto es a, de modo que a = p,p,---p,. Dado un
juego de unidades u;,...,u, € R*, los elementos p; := u;p; también son irreducibles; y
a = pp,---p, toda vez que uu,---u, = 1. Ademds, como R es conmutativo, siempre
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resulta posible permutar el orden de los factores p;. Por estas razones, la factorizaciéon
de a no puede ser estrictamente Unica.

Dicese que la factorizacion de a es esencialmente tinica si no hay mds posibilidades:
dadas dos factorizaciones en irreducibles a = p,p,---p, = pip,--*p,, hay una per-
mutaciéon o € S, y un juego de unidades u;,...,u, tales que p; =UiPojy Y Uyly U, = 1.

Un anillo entero R se llama factorial si cada elemento a € R \ R* admite una fac-
torizacién esencialmente tinica. También se dice, un poco incorrectamente, que R es un
anillo con factorizacion unica. O

Ejemplo 3.68. El anillo entero R = Z[+v—5] no es factorial. El elemento 6 no es una
unidad y admite dos factorizaciones esencialmente distintos,

6=2-3=(1++v/—=5)(1—+v-=5).

Para ver que estos factores son irreducibles, considérese la norma N(z) := 2z de un
numero complejo (compdrese el Ejemplo 3.13). Notese que N(ab) = N(a)N(b) y que
N(m+ nv/=5) = m? +5n% € P si m + nv/—5 # 0. Entonces m + n+/—5 es una unidad
en R si sélo si su norma es 1; por lo tanto, R* = {1,—1} en este caso. Ahora N(2) = 4,
N(3) =9, N(1+ +/—5) = 26. Una factor no trivial de 2, 3 0 1 + +/—5 debe tener norma
2, 3 0 13, pero estos enteros positivos no son de la forma m? + 5n2. Por lo tanto, 2, 3 y
1+ +/=5 son irreducibles en Z[+v/—5]. ¢

Definicion 3.69. En un anillo entero R, un elemento p € R\ R* es primo si
plab = p|a obien p]|b. O

Esta claro que un elemento primo es irreducible. En efecto, si p es primo y si p = ac,
entonces p | a o p | ¢; sin perder generalidad, se puede asumir que p | a, asi que a = pb
para algun b € R. Ahora p = pbc; y por cancelacién, bc = 1, asi que c es una unidad y
por tanto la factorizacién p = ac no es propia.

Proposicion 3.70. (a) En un anillo entero principal, cada elemento irreducible es primo.
(b) Un anillo entero principal es factorial.

Demostracion. Sea R un anillo entero principal.

Ad(a): Seap €Rirreducible y supéngase que p = ab en R. Si p{a, entonces 1 es un
maximo divisor de a y p; por la Proposicién 3.66, hay s,t € R con as + pt = 1. Entonces
b =abs+ bpt =p(s+ bt)asique p|b.

Ad(b): Sea R un anillo entero principal. Si a € R no es una unidad, entonces a es
irreducible, o bien a = a, b; es una factorizacién propia de a. En el segundo caso, a, es
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irreducible o bien a; = a,b, es una factorizacion propia. Continuando asi, en el k-ésimo
paso se obtiene a = a; b, b,...b,,donde a, |a, a,|ay, ..., a;|a;_;; etcétera. Esto da lugar
a una cadena ascendente de ideales,

(a)S(a;)C(a,)C---C(a)C---

cuya union es también un ideal de R, que debe ser un ideal principal: TUk(ak) = (e) para
algun e € R. El elemento e pertenece a uno de los ideales de la cadena: hay m € P con
e € (a,,). Se ve que entonces (a;) = (e) para todo k = m: la cadena ascendente debe
terminar.'*

Entonces a = p,c; donde p, := a,, es irreducible y ¢;, = b;b,...b,,. Sic; no es
irreducible, de igual modo se obtiene un irreducible p, tal que ¢; = p,c,. Continuando
asi, se obtiene otra cadena ascendente de ideales,

(cPc()E--Clag)s--

que también debe terminar. Se ha mostrado que existe una cantidad finita de irreducibles
P1,---,P, talesque a =pipy---p,.

Para ver que esta factorizacion es esencialmente Unica, considérese otra manera de
expresar a como producto de irreducibles, a = p/p,---p/ . Como p/ es primo, por la
parte (a) de la demostracién, p| divide alguno de los p;. Reordenando el producto si
fuera necesario, se puede suponer que p | p;. Luego p; = u;p’ donde u, es una unidad.

: . _ 11 ) / .z

Sin>1,seab:=p,---p, ¢ R*. Entonces a =u;p|b =p/p,---p, ,y por cancelacion,
b=p, ---p, =ulp,---p’ . El argumento anterior muestra que (al reordenar p’,...,p’)

D2 Pn=U; Py Py g q b, P
hay una unidad u, tal que p, = u, p; ; etcétera. Si fuera m < n, en m pasos se descubriria
que p,,+1° P, € R, contrario a hipdtesis; igual sucede si n < m. Luego m = n y hay
unidades u; tales que p; = ujp;. para j = 1,...,n, hasta una posible permutacion del
orden de los p’. O

Un ejemplo de un anillo factorial pero no principal es el anillo Z[x]. Su ideal (2, x) es
un ideal propio que no admite un solo generador. Se vera luego, sin embargo, que Z[x ]
si es un anillo factorial: cada polinomio en Z[x] es un producto de factores irreducibles
con coeficientes enteros.

» En vista de la ultima demostracidn, se puede reescribir las propiedades de divisibilidad
en términos de ideales. Conviene hacer un pequefio diccionario que traduce relaciones
multiplicativos entre elementos en comparacién de ideales en un anillo entero.

14Se ha mostrado que un anillo entero principal satisface la siguiente condicién: cada cadena ascendente
de ideales termina en un numero finito de pasos.
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Definicidon 3.71. Sea R un anillo conmutativo y sea P un ideal de R. Dicese que P es un

ideal primo si R/P es un anillo entero.

Dicho de otra manera, un ideal P es primo siy s6losiabe P = a€PobeP. ¢

En Z[v—5], el ideal principal (2) = {2m + 2nv—5 : m,n € Z} no es primo, porque
(1++v-5)(1—+v—-5)=6¢€(2) pero 1+ +v/—5¢ (2).

Ahora sea R un anillo entero. Lo que sigue es un mini-diccionario de conceptos.

Relaciones entre elementos

u es una unidad
a divide b
a divide b propiamente
a y b son asociados
b es irreducible

p es primo

Comparacion de ideales
(W=R
(b) € (a)
(b)c(a)cR
(b) =(a)
(b) es un ideal maximal

(p) es un ideal primo

» El problema clésico de factorizacién de polinomios consiste en la determinacion de los
elementos irreducibles del anillo Z[x] y la descomposicién de un polinomio dado en un
producto de irreducibles. Este anillo resulta ser factorial pero no principal. En la discusién
que sigue, muchos conceptos admiten generalizaciones al caso del anillo R[ x ] donde R es
un anillo factorial.

En un anillo factorial R, un mdximo comtiin divisor d de un juego finito de elementos
a,...,a, € R se define por extensién de (3.12): d | a; para j = 1,...,n; y si c|a; para
cada j, entonces c | d. La existencia de d es consecuencia de la factorizacion (esencial-
mente) Unica de elementos de R. En general, no hay unicidad, pero tales d son asociados
entre si. Para R = Z, se obtiene unicidad al requerir d > 0; y para R = F[x], al requerir
que d sea un polinomio moénico.

Definiciéon 3.72. Un polinomio p(x) = ay+a;x+---+a,x" en Z[x] es primitivo sin > 0,
a,> 0y mecd(ay,ai,...,a,)=1. O

Proposicion 3.73 (Lema de Gauss). El producto de dos polinomios primitivos es primitivo.

Demostracién. Sean f(x) = ag+ a;x + -+ +a,x", g(x) = by + b;x + -+ + b,,x™ dos
polinomios primitivos; su producto f(x)g(x) es un polinomio de grado n + m > 0, con
coeficiente delantero a,b,, > 0. Falta comprobar que el maximo comun divisor de los
coeficientes de f(x) g(x) es 1. Si asi no fuera, habria un nimero primo p € P que divide
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cada coeficiente ¢ 1= Y. +j=k @;bj de f(x) g(x). Sean a,, b los primeros coeficientes de
f(x), g(x) respectivamente que no son divisibles por p. Entonces

Crys = (aObr+s +teoeetay bs+1) + arbs + (ar+1 bs—l +eeet ar+sb0):

en donde p | aq; parai =0,...,r—1; p|b; para j =0,...,s —1y p|c,. Estoimplica
que p | a,b, y en consecuencia p | a, o bien p | b,, contrario a hipdtesis. Por lo tanto,

Co>Cq15 - - - » Cnam NO pueden tener un factor primo comun. ]

Corolario 3.74. Sea f(x) € Z[x] un polinomio con coeficientes enteros. Entonces f (x) se
factoriza en Q[x] si y sélo si se factoriza en Z[x].'>

Demostracién. Después de dividir los coeficientes de f(x) por factores primos comunes
y multiplicarlo por (—1) si fuera necesario, se puede suponer que f(x) es primitivo. Sea
f(x) =p(x)q(x) una factorizacidon, en Q[x], en dos factores no constantes.

Después de calcular denominadores comunes de los coeficientes de p(x) y q(x) y sacar
factores comunes de sus numeradores, se obtiene niimeros enteros a, b, c,d € Z\ {0} tales
que p(x) = (a/b)p(x) y g(x) = (c/d) G(x) para dos polinomios primitivos p(x) y g(x)
en Z[x]. Ahora se verifica:

bd f(x)=acp(x)g(x) enZ[x].

Al lado izquierdo, el maximo comun divisor de los coeficientes es bd. Como p(x)G(x) es
primitivo, por la Proposicién 3.73, el maximo comun divisor al lado derecho es ac. Luego
bd = ac, asi que f(x) = p(x){(x) es una factorizacién de f(x) en Z[x]. O

El Lema de Gauss y su corolario admiten una generalizacién en donde Z queda reem-
plazado por un anillo factorial R cualquiera. Dicese que un polinomio en R[x ] es primitivo
si su grado es positivo y cualquier mdximo comun divisor de sus coeficientes es una unidad
en R. En la demostracién de la Proposicién 3.73, se ignora la condicién a,b,, > 0 y se
reemplaza el nimero primo p € P por un irreducible p € R que sea factor comun de
cada c,,, (al expresar estos coeficientes como productos de irreducibles en R). Como R
es un anillo entero, la condicién p | a,b, implica p | a, o bien p | b,. El enunciado del
Corolario 3.74 se generaliza como sigue, con una demostracion similar.

Corolario 3.75. Sea R un anillo factorial y sea F = Frac(R) su cuerpo de fracciones. Un
polinomio f(x) € R[x] se factoriza en F[x] si y sélo si se factoriza en R[x]. =]

15Este corolario es el resultado demostrado originalmente por Gauss; constituye el inciso 42 en el libro:
Carl Friedrich Gaul3, Disquisitiones Arithmetice, Leipzig, 1801. Hay una traduccién al espafiol disponible,
editado por Hugo Barrantes, Michael Josephy y Angel Ruiz (Academia Colombiana de Ciencias, Santafé de
Bogotd, 1995).
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Proposicion 3.76. SiR es un anillo factorial, entonces el anillo R[x] es también factorial.

Demostracion. Sea f(x) € R[x] un polinomio no nulo y sea ¢ € R un maximo comun
divisor de sus coeficientes. Si F = Frac(R), entonces F[x] es un anillo entero principal,;
por la Proposicion 3.70, f(x) posee una factorizacion esencialmente tinica en F[x]. Al
aplicar el corolario anterior, se puede expresar f (x) como un producto

F(xX)=pips- - ps q1(x) qa(x) - q,(x)

en donde ¢ = p;p,...p, es una factorizacion de c en irreducibles p; de R y los q;(x) son
irreducibles y primitivos en R[x].

Falta mostrar que la factorizacion es esencialmente tinica. Si ¢ q;(x)q,(x)---q,(x) =
c’q}(x)q,(x)---q,(x) son dos factorizaciones de f(x) en R[x] (e ipso facto en F[x]),
entonces tanto los q;(x) como los g;(x) son irreducibles en F[x]. Por factorizacién
Unica en F[x], se obtiene t = r, y después de una permutacion de los factores, q;(x) =
(a;/b;)q;(x) para algunos a;/b; € F. Con un ajuste en el coeficiente c’, se puede tomar
los q;(x) también primitivos en R[x ]; resulta entonces que a;/b; =u;/1 con u; € R*. Por
lo tanto, ¢’ = cu;---u, y ¢ son asociados en R: las dos factorizaciones coinciden hasta
multiplicacién por una unidad de R. O

Corolario 3.77. Si F es un cuerpo, el anillo F[ x4, X,,...,X,] es factorial. =
Ejemplo 3.78. El polinomio p(x) = x*+1 es irreducible en Z[ x]. Tiene una factorizacién
xX2+1=(x+i)(x—1)

en el anillo Z[i][x], el cual es una anillo factorial porque Z[i] es euclidiano. Entonces
esta factorizacién es esencialmente tnica. Notese que el grupo de unidades de Z[i] es
{1,i,—1,—i} ~ C,. La factorizacién 1+ x? = (1 +ix)(1 —ix) no difiere esencialmente de
la anterior, pues 1 +ix =i(x —i) y 1 —ix = —i(x +1). ¢

Ejemplo 3.79. El teorema fundamental del dlgebra (no demostrada aqui) dice que cada
polinomio irreducible en C[x ] es de primer grado. La factorizacion tinica de un polinomio
en C[x] entonces toma la forma

a+a;x+-+ax"=aq(x—a))(x—ay) - (x—a,),

en donde a4, a,,...,a, son las raices del polinomio, no necesariamente distintas.

Un polinomio f(x) € R[x] se factoriza de igual manera en C[x]; y tanto los coefi-
cientes a; como el producto de los factores x — a; son invariantes bajo conjugacién com-
pleja. Si a; € R, entonces x — a; es un factor de f(x) en R[x]. Si a; = b; +ic; con
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b;,c; € R pero c; # 0, debe haber otro factor x — a; en el producto con a; = b; —ic;.
Entonces

(x —a)(x —ay) = (x—b;j—ic;)(x —b; +ic;) =x*>—2b;x + (b? +cf)

es un factor irreducible de f(x), de grado 2. En consecuencia, todos los polinomios
irreducibles en R[x] son de grado 1 o 2; cualquier polinomio de grado 3 o superior es
factorizable. Por ejemplo:

x*+l=xt+2x2+1-2x2 = (x®+ V2x + 1) (x* = V2x +1). O
La factorizacion en Z[ x ] es mas intrincada. Una variante del dltimo ejemplo da
xt+4=x"+4x*+4—4x* = (x* + 2x + 2)(x* —2x + 2).

Es facil ver que los dos factores a la derecha son irreducibles: por el Lema de Gauss,
basta buscar factores en Q[x]; en seguida se puede hallar factores en C[x ], mediante la
férmula cuadratica o por simple inspeccion:

xt*H4=(x+1+)c+1—-)(x—1+D(x—1—10).
Luego los factores x? + 2x + 2 son irreducibles tanto en R[x] como en Q[x].

» La dificultad esencial de la factorizacion en Z[ x ] es decidir si un polinomio (primitivo)
dado es irreducible o no.

Si un polinomio f(x) =ay,+a;x+---+a,x" tiene un factor de primer grado en Z[ x|,
entonces tiene un factor ménico (x —r/s) € Q[x], con raiz r /s € Q expresable como una
fracciéon: r,s € Z; s #0; yr L s sir # 0. Luego (sx —r) es un factor de f(x) en Z[x],
lo cual implica que r | a, y s | a,. La descomposicion prima de a, y a, limita la busqueda
de r y s a sus factores (no necesariamente factores primos). Si se descubre un factor de
primer grado de esta manera, entonces f(x) = (sx —r) g(x) y luego se puede buscar un
factor de primer grado de g(x) de modo similar.

Para buscar factores de grado 2 o superior, hay que usar métodos mas sofisticados.
Uno de ellos es la reduccion mddulo primos.

Lema 3.80. Sea ¥, : Z[x] — F,[x] el homomorfismo dado por'®

\Ilp(a0+a1x+---+anx”) =yt a;x+---+ax".

Escribase ]T(x) := W,(f(x)), la reduccién mddulo p de f(x). Siun polinomio f(x) es

primitivo y reducible en F,[x] y si gr f(x) = grf(x), entonces f(x) es también reducible
enF [x].
p

16gi Y,:Z—>F,:a— (amodp)ysit: F, > F,[x] es la inclusién, este homomorfismo ¥, se obtiene
de la Proposicién 3.53 aplicada a ¢ : =1 01),,.
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Demostracién. Si f(x) = g(x)h(x) es una factorizacién propia en Z[x ], es evidente que
grg(x) < grg(x) y grh(x) < grh(x). La hipétesis gr f(x) = gr f(x) muestra que hay
igualdad en los dos casos, asi que la relacion f(x) = E(x)ﬁ(x) en F,[x] es una factor-
izacion propia. ]

Nétese que f(x) = ay+a;x + -+ + a,x" € ker¥, si p | med(ay,...,a,). Entonces se
debe descartar primos p tales que p | a,,, en la busqueda de reducciones irreducibles.

Este lema es muy util en su forma contrapositiva: dado un polinomio primitivo f (x) =
ay+a;x + -+ +a,x", si es posible hallar un niimero primo p tal que gr f(x) = grf(x) y
f(x) sea irreducible en IF,[x ], entonces el polinomio original f (x) es irreducible en Z[x].

Ejemplo 3.81. Considérese el polinomio p(x) = x? + x + 2 en Z[x]. Su reduccién mé-
dulo 2 es x? + x € F,[x], obviamente reducible: x? + x = x(x + 1). Fijese que las dos
evaluaciones de este polinomio en F, son nulas: 0(0+1)=0:-1=0y1(1+1)=1-0=0.

Al tomar p = 3, se considera p(x) = x? + x + 2 en F;[x]. Al considerar todos los
polinomios ménicos de la forma (x +a)(x + b) con @, b € Fs, solo hay seis posibilidades:

xz, x2+x, x2+§x, x2+§x+i x2+§, 24+ x+1.

Por ejemplo, (x + 1)(x +2) = x? + 3x + 2 = x2 + 2. No hay otros polinomios reducibles
de grado 2; luego, x? + x + 2 es irreducible.
Del Lema 3.80, se concluye que x? + x + 2 es irreducible en Z[x]. ¢

Se debe advertir que el resultado del Lema 3.80 es unidireccional: hay polinomios
irreducibles en Z[ x ] cuyas reducciones médulo primos son todos reducibles. Un ejemplo
es x* + 1, irreducible en Z[x] o Q[x] porque su factorizacién en R[x] es irracional. Sin
embargo, x* + 1 = (x 4+ 1)* en F,[x]; mientras que en F5[x],

x*l=x*+4=(x24+2x+2)(x>+x+2).

Resulta que x* 4 1 también es reducible en F,[x]sip=>5es primo.'”
En el sentido contrario, el siguiente resultado establece una circunstancia en la cual
se puede establecer irreducibilidad de modo directo.

Proposicion 3.82 (Criterio de Eisenstein). Si f(x) = a,+ a;x + -+ a,x" € Z[x] y si
existe un ntimero primo p que cumple:

pta; plajparaj=0,1,...,n—1; p*fay,

entonces f (x) es irreducible en Z[x].

17Para una demostracién que emplea la teoria de cuerpos, véase el Ejemplo VIIL.5.3 del libro de Aluffi.
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Demostracién. Supoéngase que f (x) = g(x)h(x) es una factorizacién propia en Z[ x ], con
g(x)=by+byx+:--+b,x"yh(x) =cy+c;x+-+c,_,x" ", paraalginm € {1,...,n—1}.
Nétese que a, = b,c,. Como p | a, pero p}a,, resulta entonces que p divide solo uno de
by ¥ ¢y: sin perder generalidad, se puede suponer que p | b, pero p t¢,.

Esté claro que p no divide todo b;, porque entonces dividiria b,c,_, = a,. Sear €
{1,...,m} el menor indice tal que ptb,. Entonces

a, = (byc, +--++b,_1c;) + b,cy,

en donde p | b; para j =O0,...,r —1;y p|a, porque r < m < n. Luego p | b,cy, lo cual
contradice las hipdtesis p+ b, y p{c,. Se concluye que no puede haber una factorizacion
propia de f(x). O

Siaez)\{-1,0,1} tiene factorizacién prima a = £+p,p, - - - p, como producto de pri-
mos distintos, entonces el criterio de Eisenstein muestra que x" —a es irreducible en Z[ x ]
para todo n € P.

Ejemplo 3.83. Si p es un niimero primo, considérese este polinomio en Z[x]:
h(x)=xP'+xP2 +- -+ x*+x + 1.

El criterio de Eisenstein no se directamente aplicable a h(x). Sin embargo, la sustitucién
x — x + 1 lo convierte en otro polinomio g(x) := h(x + 1); y una factorizacién propia
de h(x) conllevaria otra de g(x).

Fijese que (x — 1) h(x) = x? — 1 telescépicamente. Luego

=SB (e (L))

Para k =1,...,p—1, el coeficiente binomial

(D)=wem

es divisible por p, porque p divide el numerador pero no el denominador, y el resultado

es un numero entero. Ademas, (‘1’) = (pf 1) = p. Ahora el criterio de Eisenstein permite

concluir que g(x) es irreducible; y por ende h(x) es también irreducible.'® ¢

18Este h(x) =: ®,_1(x) es el polinomio ciclotémico de grado p—1. Si m € P, el polinomio ciclotémico
®,(x) € C[x] es el producto [ [,(x — w;) donde las w) son las raices m-ésimas primitivas de 1; esto
es, w;' = 1 pero w; # 1 si r | m propiamente. Cada w; es un nimero complejo de valor absoluto 1;
en efecto, se puede tomar c; := e2™K/™ con k L m. Obsérvese que grd,,(x) = p(m). Por ejemplo,
B¢(x) = (x —e™/3)(x —e>™/3) = x> — x + 1. Resulta que cada ®,,(x) queda en Z[x] y es irreducible.
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4 Representaciones de grupos

Una de los mayores logros en la matematica del siglo XX fue la teoria de representaciones
de grupos. Para grupos finitos o grupos de Lie compactos,® la teoria ya es extensa y
completa en algunos aspectos. Los grupos de Lie no compactos y los grupos infinitos
discretos aun guardan muchos misterios por revelar.

Ya entrado al siglo XXI, estd de moda hablar de la teoria de representaciones sin especi-
ficar la categoria de objetos representados. Dichas categorias comprenden las dlgebras
asociativas, las llamadas dlgebras de Lie no asociativas, o bien entes combinatorios como
los carcajes,”> amén de los grupos. En esa teoria se combinan las técnicas de grupos y
anillos en una sintesis muy agradable.

4.1 Representaciones irreducibles y reducibles

De manera informal, se puede afirmar que una representacién de un grupo es una accién
lineal del grupo sobre un espacio vectorial. Es oportuno recapitular la Definicion 3.41 del
capitulo anterior.

Definicion 4.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Denétese por Endy(V) el
dlgebra de aplicaciones F-lineales S: V — V; este es un anillo bajo suma y composicion
de aplicaciones lineales, pero a la vez es un espacio vectorial sobre F — en breve, Endg(V')
es una F-dlgebra (asociativa).

El grupo de unidades de esta F-algebra es GL(V) = GLg(V), la totalidad de aplica-
ciones F-lineales biyectivas de V en V.

Si G es un grupo cualquiera, una representacion de G sobre V es simplemente un
homomorfismo 7: G — GLg(V).

El dlgebra de grupo F[G] [también llamado anillo de grupo] es la totalidad de com-
binaciones lineales a = ), ¢ 0g & de elementos de G con coeficientes en F: con la suma
obvia, la multiplicacién escalar obvia, y el producto dado por ab := Y. a,by gh. Los
elementos de G forman una base de F[G] como espacio F-vectorial.?

g,heG

1Un grupo de Lie es un grupo parametrizado por un ndmero finito de pardmetros reales, el cual a su
vez es una variedad diferenciable en donde el producto y la inversién son funciones suaves (o analiticas).
En este curso no se discute la estructura diferenciable, pero aun asi tales grupos proporcionan ejemplos
muy importantes. Un grupo de Lie es compacto si la totalidad de sus pardmetros forman una parte acotada
y cerrada de algtin RY; de lo contrario, el grupo solo seria localmente compacto.

2Un carcaj, como su nombre indica, es un manojo de flechas. Mas correctamente, es un grafo dirigido
con diversos nodos, cuyas aristas son las “flechas”.

3Una combinacién lineal es, por definicién, una suma finita de términos. Si G es infinito, hay diversas
maneras de completar F[G] en una F-dlgebra mas apropiada. Por ejemplo, si G es un grupo compacto, se
puede considerar C(G), la totalidad de funciones continuas de G en F.
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La representacion 1: G — GLg(V) se extiende por F-linealidad a todo F[G], asi:

a=Zagg actia por a-x:=Zag7'c(g)x. (4.1)

geiG g€CG

De esta manera, V resulta ser un F[G]-mddulo (a izquierda). Es costumbre decir que V
es un G-modulo, como abreviatura. Bajo este punto de vista, la accién (a izquierda) de
G sobre V esta dada por g - x = 1(g) x.

Nétese que la accién x — a-x, que puede denotarse por 7t(a), define un homomorfismo
de F-dlgebras 7t: F[G] — Endg(V), cuya imagen incluye algunas aplicaciones F-lineales
no invertibles. O

El proceso de pasar de 7 a 7T es un funtor. La representacién : G — GLg(V) es un
morfismo en la categoria Gr de grupos. En cambio, 7t: F[G] — Endy(V) es un morfismo en
la categoria F-Alg de F-adlgebras. En efecto, cualquier homomorfismo de grupos ¢ : G — K
da lugar a un homomorfismo de F-dlgebras ¢ : F[G] — F[K] al definir

@(Z ag g) 1= Zag ¢ (8).

geG geG

Basta notar que F[GLg(V)] = Endy(V); cualquier endomorfismo F-lineal de V es una com-
binacién lineal de endomorfismos invertibles. Entonces la receta G :=F[G], F ¢ := @
es un funtor & : Gr — F-Alg.

Entonces, si A es un F-dlgebra cualquiera y V un espacio F-vectorial, un F-homomor-
fismo 7T: A— Endy(V) se llama una representacion de A sobre V.

Definicidon 4.2. Sea m: G — GLg(V) una representacion de un grupo G sobre V. Si U
es un subespacio F-vectorial de V tal que n(g)(U) € U para todo g € G, la restriccién
g — 7(g)|ly lleva G en GLg(U): esta es una subrepresentacion de . Dicho de otro
modo, el subespacio U es un F[G ]-submddulo de V.

La representacion 7 se llama irreducible si no posee subrepresentaciones no triviales;
es decir, si los tnicos F[G]-submddulos de V son {0} y V mismo. Si R es un anillo, un
R-médulo M es simple si no posee R-submddulos propios. Para R = F[G], un G-mddulo
V es simple si la representacion de G (o bien de F[G]) sobre V es irreducible. O

Definiciéon 4.3. Seam: G — GLy(V)y 0 : G — GLg(W) dos representaciones de un mismo
grupo G sobre los espacios F-vectoriales respectivos V y W. Dicese que una aplicacion
F-lineal T: V — W entrelaza w y o si

Tn(g)x=0(g)T(x) paratodo ge€G, xeV, (4.2)
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o mas brevemente, si T o 1(g) = 0(g) o T en Homy(V, W) para todo g € G. Esto sucede
siy solo si T es un F[G]-homomorfismo de médulos, es decir, T € Homys,(V, W).

En el caso V=W y o = 7, dicese que T € Endp(V) conmuta con 7 si T entrelaza
consigo mismo, como en (3.6):

Ton(g)=mn(g)eT paratodo g€G. (4.3)

Obsérvese que en este caso, T también conmuta con la extensiéon de 7 por linealidad:
T o ft(a) = ft(a) o T para todo a € F[G]; o bien, T € Endy(V). %

En este contexto, la (Proposicidn 3.49) admite la siguiente reformulacion.

Proposicion 4.4 (Lema de Schur, bis). Sea T: V — W una aplicacion F-lineal no nula que
entrelaza dos representaciones 'y o de un grupo G, sobre V.y W respectivamente. Si Tt es
irreducible, entonces T es inyectivo; si o es irreducible, entonces T es sobreyectivo; y si las
dos representaciones son irreducibles, entonces T es un F[G ]-isomorfismo de V en W.

En particular, si T: V — V conmuta con una representacion irreducible 7 de G sobre V
ysi T #0, entonces T es un F[G]-isomorfismo.

Demostracién. La condicion T # 0 dice que kerT #V yimT # 0. Como T es un F[G]-
homomorfismo, ker T es un G-submédulo de V yim T es un G-submédulo de W.

Luego ker T = {0} si V es irreducible; imT = W si W es irreducible. Lo demas es
inmediato. ]

Definicidon 4.5. Dos representaciones w: G — GLy(V) y 0: G — GLz(W) son equiva-
lentes si poseen un operador entrelazante biyectivo T: V — W; es decir, si V. y W son
isomorfos como F[ G ]-mddulos (esto es, son isomorfos como G-moédulos).
Si m y o son equivalentes y si T € Homys(V, W) es biyectivo, entonces (4.2) puede
ser escrito asi:
o(g)=Ton(g)oT ' paratodo g€G, (4.4)

de modo que los endomorfismos F-lineales 7t(g) y o(g) son semejantes mediante un ope-
rador que no depende de g.

Si 'y o no son equivalentes, el lema de Schur implica que Homys,(V, W) = {0}.

Es necesario que dimy; W = dimy V para que 7 y o sean equivalentes. La dimensién
de V se llama el grado de la representacion 7. O

En el caso de que F = C, el cuerpo de los ntiimeros complejos, y si w: G — GLy(V)
es una representacién irreducible de grado finito (es decir, dimz(V) < ©0), entonces
cualquier operador T que conmuta con 7 posee un autovalor A € C; y la diferencia
T — A1y no es inyectivo, por lo cual T —A 1, = 0. Este es el Corolario 3.50 ya visto: el
espacio vectorial complejo Endc(s;(V) >~ C1, es unidimensional si 7 es irreducible.

102



MA-561: Grupos y Anillos 4.1. Representaciones irreducibles y reducibles

Lema 4.6. Si G es un grupo abeliano y F = C, cualquier representacion irreducible de G
tiene dimension 1.

Demostracién. Si m: G — GL:(V) es una representacion irreducible de G, entonces
n(h) o (g) = n(hg) = n(gh) = n(g)o n(h) paratodo g,heq.

Luego cada m(h): V — V es un operador que conmuta con 7. Por el lema de Schur,
mt(h) = A(h) 1, para algun A(h) € C, es decir, cada 7(h) es un operador escalar sobre V.
Cualquier subespacio U < V entonces determina una subrepresentacion de ; lo cual
implica que dim: V =1 pues  es irreducible. ]

Ejemplo 4.7. El grupo aditivo (R, +) tiene muchas representaciones inequivalentes so-
bre C. Por ejemplo, si t € R, sea

n.(x):=e"™ =costx+isentx €C para x€R.

Esta claro que 7, (x + y) = €@ = ol elty a5 que 7,: R — C* = GL(1,C) es un
homomorfismo. Cualquier operador entrelazante T: C — C es escalar, 2 — Az, y por
ende m,(x) = Tom,(x)o T7! siy sélo si m,(x) = m,(x), es decir, e** = ¢'** para todo
x €R, asi que s = t. Todas estas representaciones son inequivalentes entre si. ¢

Ejemplo 4.8. El grupo no abeliano S, tiene una representacién obvia sobre F?, cualquiera
que sea el cuerpo F, por matrices 3 x 3. De hecho, GL;(IF®) = GL(3,F) es el grupo de
matrices invertibles 3 x 3 con entradas en F. Definase : S; — GL(3,F) por

1 0 0) 001 01 0)
1-(0 1 0], (23)—»|1 0 0|, (132)~(0 0 1],
00 1) 010 10 0)

01 0) 001 1 0 0)
(12)~|1 0 0|, @A3—|{0 1 0|, (23)—~|0 0 1].
00 1) 100 01 0)

La recta diagonal U = {(x, y,2) € F® : x = y = 2} es un S;-submédulo de F2. Luego, esta
representacién © de S; no es irreducible.

El plano W = {(x,y,2) € F*: x + y + 2 = 0} es otro S;-submddulo de F>, el cual es
simple: la restriccién de 7t a W si es irreducible. Fijese que F* = U @ W como espacios
F-vectoriales pero también como S;-mddulos.

Los primeros tres de estas seis matrices determinan una representacion del subgrupo
ciclico C; < S;. Entonces F° = U @ W como Cy-mdédulos. En el caso F = C, este W es
reducible como C;-mdédulo.
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En efecto, témese w = e*™/® = 2(—1 +i+/3), asi que que w? = e 2™/ = 2(—1—i+/3)
y w® = 1. Entonces W = W; ® W,, donde

W, ={(x,y,2) EW:x+wy+wz2=0}; W,={(x,y,2)€W :x+w’y +wz=0}
Luego C°® = U ® W, ® W, es una suma directa de C;-submddulos unidimensionales. ¢

Ejemplo 4.9. Sea G un grupo finito. Si se toma V = F[G], la representacion regular
(a izquierda) de G se define por A(g): D, . byh — X, bn gh. La representacion co-
rrespondiente de F[G] estd dada por el producto en esta F-algebra; en otras palabras,
A(@): b — ab para a,b € F[G].

Conviene distinguir el papel de F[G] como G-mddulo al denotar su base natural por
{x,; : g € G} (una copia biyectiva del conjunto G); un elemento tipico de este espacio
vectorial es una combinacién lineal )| qec 4g Xg, olvidando la estructura de producto.*
La representacién regular entonces se escribe como A(g): D, by Xy = Xocc br Xgp- El
grado de A es |G|, obviamente. ¢

En un cuerpo cualquiera F, el elemento identidad 1 en F puede tener periodo aditivo
finito o infinito. Si es infinito, dicese que F tiene caracteristica O, pues n-1 = 0 para
n € Z sélo si n = 0. Si posee periodo finito p € P, dicese que F tiene caracteristica p, en
cuyo caso p es primo [porque m-1=n-1=0implicad -1 =0 para d = mcd(m,n)] y el
subanillo {0,1,2,...,p—1} C F es isomorfo a IF,. (SiTF tiene caracteristica 0, el subanillo
generado por 1 es una copia isomorfa de Z, por lo cual F es necesariamente infinito.)

Proposicion 4.10. Sean G un grupo finito, F un cuerpo cuya caracteristica no divide |G|
y m: G — GLg(V) una representacion de G. Si U es un G-submddulo propio de V, hay un
subespacio W <V tal que V=U®W y nt(g)W C W para todo g € G.

Demostracion. Elijase cualquier subespacio W; < V tal que V = U & W, como espacios
F-vectoriales (por ejemplo, al completar una base de U en una base de V). Six € V,
entonces x = y + z de manera Unica, con y € U, z € W,. El operador lineal P,: V — V
dado por P,(y +2) := y es “la proyeccién de V sobre U a lo largo de W,”. Definase

P .= 1 n(h)o P, o m(h) . (4.5)
|G| heG

Fijese que el multiplicador escalar 1/|G| € F estd bien definido porque la caracteristica
de F no divide |G|.

“En otras palabras: se aplica un funtor olvidadizo que lleva la categoria F-Alg de F-algebras en la
categoria IF-Vect de espacios F-vectoriales.
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El subespacio U es estable bajo cada m(h): esto muestra que Py = y para y € U.
Ademaés, para todo g € G vale

~ S a(gh)o Pron(h ™) =

|G| heG

1

g7 2k o Pron(k ) = Porn(),

keG

n(g)oP =

asi que P conmuta con . Sea W := ker P; entonces 7(g)W C W para todo g € G. [De
hecho, resulta que (g)W = W, porque W C nt(g~!)W también.]

Obsérvese que Px € U para x € V y ademds Py = y para y € U, asi que P> =P en
Endy(V); entonces V =imP @ ker P = U @ W como espacios F-vectoriales. O

El resultado de la dltima proposicién dice que la descomposicion V. =U & W es una
suma directa de G-mddulos. Si se denota p(g) := n(g)|y v o(g) := n(g)|y, también se
escribe T = p ® o y se dice que 7 es la suma directa de sus subrepresentaciones p y o.

Corolario 4.11 (Teorema de Maschke). Si G es un grupo finito, si F es un cuerpo cuya
caracteristica no divide |G|, y si m: G — GLg(V') es una representacién de grado finito,
entonces T es completamente reducible: se puede descomponer V=V, &V, ®:---®V, en
una suma directa de G-mddulos que forman subrepresentaciones irreducibles de Tt.

Demostracion. Si 1 es irreducible, la reduccidén es védlida con m = 1. Si no, la Proposi-
cién 4.10 muestra que existe un G-submodulo propio V; con {0} < V; < V. Hay un
submddulo complementario W; con V =V, @ W;. Inductivamente, se puede suponer que
W=V, -8V, O

Definicion 4.12. Un R-médulo M es semisimple si es una suma directa M = M;®--- &M,
de una cantidad finita de R-submddulos simples. El anillo R mismo es semisimple si resulta
ser semisimple como R-mddulo.

Nétese que una representacién 7 sobre V es completamente reducible si y sélo si el
G-moédulo V es semisimple. O

Corolario 4.13. Si G es un grupo finito y si F es un cuerpo cuya caracteristica no divide |G|,
entonces el anillo F[G] es semisimple. =]

4.2 El caracter de una representacion

Si T:V — V es un endomorfismo F-lineal de un espacio F-vectorial V de dimensién
finita, se sabe que la matriz de T con respecto a una base {x,...,x,} de V es el elemento
A= [a;;] € M,(FF) obtenido por la férmula

n

Tx; ::Zaijxi para j=1,...,n.

i=1

105



MA-561: Grupos y Anillos 4.2. El caracter de una representacion

La traza de T es la traza de esta matriz,
n
TrT :=trA= Zaii.
i=1

Un resultado fundamental del dlgebra lineal asegura que Tr T no depende de la eleccion
de una base, porque tr(PAP™!) = tr(AP~'P) = trA, para todo P € GL(n,F).
SiF =C, latraza Tr T es la suma de los autovalores de T, repetidos con multiplicidad.

Definicion 4.14. Sea m: G — GLy(V) una representacion de un grupo G sobre un espacio
F-vectorial finitodimensional V. El caracter de 7 es la funcién y,: G — F dada por

x.(g):=Trn(g), paratodo geGaG. (4.6)
Fijese bien que si dim; V > 1, el caracter y, no es un homomorfismo de G en F*. O

Definiciéon 4.15. Si G es un grupo y F es un cuerpo, una funcién f: G — F se llama
funcidén de clase si
f(ghg™)=f(h) paratodo g,h€G.

En otras palabras, una funcién de clase es constante sobre cada una de las clases conju-
gadas de G. Al sustituir h — hg, la condicién anterior es equivalente a f(gh) = f(hg)
para todo g,h € G: las funciones de clase también se llaman funciones centrales.

El cardcter de una representacién es una funcién de clase, porque

2=(ghg™) = Trn(ghg™) = Tr(n(g) n(h) n(g)™") = Trr(h) = y.(h). O

Lema 4.16. El grado de una representacién 7 es y.(1). Dos representaciones equivalentes
tienen el mismo cardcter.

Demostracion. Como 7t(1) =1, (7t es un homomorfismo), sigue dimz V =Tr1, = y.(1).
Ademas, si dos representaciones 7 y o son equivalentes mediante un operador entre-
lazante T, de (4.4) se obtiene

Xo(8)=Tro(g) =Te(Tn(g) T™) =Trn(g) = x.(g), paratodo g€G. O
Lema 4.17. El cardcter de la representacion regular A: G — GLy(F[G]) estd dado por
() =I1Gl;  xa(g)=0 para g#1.

Demostracién. Es inmediato que y,(1) = dimy F[G] = |G|. En cambio, si g # 1, entonces
A(g) X, = Xgp; la matriz de A(g) con respecto a la base {x, : g € G} tiene todas sus
entradas diagonales iguales a 0, y por ende si traza es 0. ]
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» Hay dos maneras de combinar espacios vectoriales que llevan representaciones de un
grupo. Si V y W son dos espacios vectoriales finitodimensionales sobre un cuerpo F, se
puede formar su suma directa V ® W; dadas dos bases {x;,...,x,} de V.y {y,,..., ¥}
de W, los vectores (x;,0) y los vectores (0, y;) juntos forman una base de V & W, asi que
dimp(Ve W) =n+m=dim V +dim; W.

El producto tensorial V®W (a veces escrito V ®, W) es un espacio F-vectorial dotado
con una aplicacion F-bilineal V. x W — V@ W : (x,y) — x ® y tal que el conjunto
{x; ®y;:i=1,...,n; j= 1,...,m} sea una base de V ® W. La existencia y unicidad
hasta isomorfismo de V®W es un resultado conocido del dlgebra lineal.” Por su definicién,
es evidente que dimy(V ® W) = nm = (dimg V)(dim; W).

Definicion 4.18. Dadas dos representaciones m: G — GLz(V) y 0: G — GLz(W) de un
grupo G, susuma directa T1® o : G — GLx(V ® W) se define por t®o(g) = n(g)®o(g)
para cada g € G. En notacidn matricial, se escribe

n(g) O

n®o(g):= ( 0 a(g)) eGLy (U W).

Su producto tensorial T ® 0 : G — GLy(V ® W) se define por
n®o(gx®y]:=n(g)x®0c(g)y, para x€V,yeW; geQqG,

extendido por F-linealidad a todo V® W. O

Proposicion 4.19. Sean m: G — GLy(V) y 0: G — GLy(W) dos representaciones de un
grupo G.

(a) El cardcter de la suma directa 7 ® o es la suma de sus caracteres: X, oo = Xr+ Xo-
(b) El cardcter del producto tensorial  ® o es el producto de caracteres: Y ec = Xr* Xo-

Demostracion. Ad(a): Enunasuma directa de matrices las trazas individuales se suman:

rao@) =T " ) =T + T0(0) = 20)+ 10(0),

Luego, ¥.es = Xr + X como suma de funciones (de clase).

SPara mostrar existencia, se define V®W como el espacio de aplicaciones bilineales V* x W* — F, donde
V* y W* son los respectivos espacios duales de V y W. Se define x ® y como la aplicacién bilineal (f, g) —
f(x) g(y); dadas las dos bases, no es dificil comprobar que los x; ® y; son linealmente independientes y
generan Ve W.
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Ad(b): Con respecto a dos bases dadas de V y W, sean A(g) € M, (F), B(g) € M,,(F)
las matrices respectivas de 7(g) y o(g):

n

nn(g)x; =: Zaij(g)xi, o(g)y =: Zbkl(g)yk' (4.7)
k=1

i=1

Entonces la matriz de © ® o(g) es la matriz A® B(g) € M,,,(FF), cuya entrada (ik, jl) es
a;;(g) by (g). Por lo tanto,

Zroo(8) = tr(A® B(2)) ZZ a,(8) b(8)

i=1 k=1
=trA(g) trB(g) =Trn(g) Tro(g) = x.(8) x-(g),

asi que Y.es = Xr * Xo como producto de funciones (de clase). O

Definicidon 4.20. Si w: G — GL;(V) una representacién sobre V, hay una representacion
dual *: G — GLy(V*) sobre el espacio dual V* de formas F-lineales f : V — T, dado por

n'(g): f = fom(g™).
Fijese que este * es un homomorfismo, porque

() (Wf1=n*W[flon(g ) =fon(h)on(g™)=fon(hg™")=n"(gh)f]

Si A es la matriz de 7(g) con respecto a una determinada base de V, la matriz de
7*(g) con respecto a la base dual de V* es la transpuesta de A™!, denotable® por A™, la
matriz contragrediente de A; y resulta que (AB)" =A"'B~". ¢

Si ¥ : G — F es una funcidn, se denota por y" la funcién g — y(g™1).
Lema 4.21. El cardcter de la representacién dual r* es y,. = x .

Demostracién. Si A es una matriz de 7(g), entonces trA™" = trA™! porque la traza no
cambia bajo transposicién. Ademds, A~! es la matriz de n(g)™' = n(g™?). O

Las funciones de clase f: G — F forman una F-dlgebra conmutativa F.(G,F). Si G
es un grupo finito y la caracteristica de F no divide |G|, el teorema de Maschke y la
ultima Proposiciéon muestran que cualquier caracter y . es una suma finita de los caracteres
que corresponden a las representaciones irreducibles. Entonces es de gran importancia
averiguar cudles son estos caracteres bdsicos.

5Nétese que (A1) = (A')~! para todo A € GL(n, C).
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» Para simplificar la tarea, conviene ahora tomar F = C como cuerpo de escalares. El
cuerpo de los numeros complejos tiene dos ventajas: primero, tiene caracteristica 0, asi
que en el teorema de Maschke sélo hay que asumir que el grupo G es finito; y segundo,
C es algebraicamente cerrado, es decir, cualquier polinomio en C[x] se factoriza en un
producto de polinomios de primer grado (este es el “teorema fundamental del algebra”).
Ademds, tiene una tercera propiedad de interés: el cuerpo C posee un automorfismo no
trivial, la conjugacion compleja z — 2.

Si V es un espacio C-vectorial finitodimensional, un producto escalar (o producto
interno) sobre V es una aplicacién V x V — C: (x,y) — (y | x), tal que:

¢ (y|x) es C-lineal en la segunda variable;’

o (x|y)={(ylx) paratodo x,y €V;
o (x|x) =0, con igualdad sélo six =0en V.

Dado un producto escalar, el espacio dual V* de formas C-lineales f : V — C puede ser
identificado con V mismo, porque cada forma lineal estd dada por x — (y | x) para algtin
vector y € V (este es el “lema de Riesz”). Sin embargo, como {(ay | x) = & (y|x), hay que
modificar la multiplicacion escalar por la conjugacién compleja, a -y := ay. Se escribe
y €V en tal caso; luego, hay un isomorfismo C-lineal V* ~ V.

Si y: G — C es una funcion, se denota por y la funcién g — m

Definicion 4.22. Dada una representacion 7: G — GL(V) de un grupo finito G, un
producto escalar sobre V es G-invariante y 0 es una representacion unitaria si

(n(g)y | n(g)x) =(y[x) paratodo x,y€V, g€G.

De hecho, si (+|) es un producto escalar arbitrario sobre V, se obtiene un producto escalar
G-invariante al calcular el siguiente promedio:

1
(v [x) o= = > (n(g)y | m(g)x).
Gl &2
En adelante, sin perder generalidad, se asumird que cada 7 es unitaria. ¢

7Algunos autores toman el producto escalar lineal en la primera variable, y semilineal o antilineal en
la segunda. Eso es un error: el buen convenio, el de la linealidad en la segunda variable, fue introducido
por Dirac hace mas de 80 afios.
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Si g € G, la matriz A de 7(g) con respecto a una base ortonormal de V es una matriz
unitaria, es decir, satisface A*A = 1, ; en consecuencia, sus autovalores A,,..., A, (conta-
dos con multiplicidad) tienen valores absolutos iguales a 1. Por lo tanto, vale

n

n
— . 1
1.(8)=Trn(g)= > L, = > —=Trn(g) ' =Trn(g™H) = .
L =Ten(e) = 2 4= 2,7 = Ten(e) (87 =ra(e7)
En otras palabras, vale j ., = y ¥ = y,. cuando 7 es unitaria.

En el espacio C-vectorial finitodimensional F,.(G, C) de las funciones de clase comple-
jas, la siguiente receta define un producto escalar:

= ST e . (4.82)

heG

(Y le): =

Si = y, es el cardcter de una representacion unitaria, entonces también vale:

LSyt e(h). (4.8b)

heG

(Yly)= Gl

Proposicion 4.23. Sean : G — GL:(V)y 0: G — GL(W) dos representaciones unitarias
irreducibles de un grupo finito G. Entonces:

(a) Si 7wy o no son equivalentes, entonces (¥, | x.) = O.
(b) EnelcasoV=Wyn=o0,vale (x| x.) =1 O

Demostracion. Si T:V — W es una aplicacion C-lineal cualquiera, definase

Za(h YT r(h).

|G| heG

Entonces o(g)T = Tn(g) para g € G, es decir, T entrelaza m y o.
En términos de las matrices (4.7) y las matrices [t;;]y [f;;]de Ty T, respectivamente,

se escribe
by = g 22 b ()

heG i,l

Ad(a): Si7y o noson equivalentes, el lema de Schur muestra que T = 0. Al tomar
para T la aplicacién lineal con matriz elemental E;;, se concluye que

Zbkl(h Da;(h)=0 paratodo i,j,k,lL.

|G| heG
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Como y,(h) = 2?21 a;(h)y x,(h) = 22;1 by (h), se deduce que (y, | x,) =0

Ad(b): Enel casode que V=W y 7 = 0, el lema de Schur implica que T = A1,
con A=(TrT)/n.
Nuevamente, al tomar para T la matriz elemental Ej;, cuya traza es 6;;, se obtiene

S g ay(h) = 611-5@-.

|G| heG

Entonces es inmediato que

<X7T|X7’E |G|ZZakk(h 1)au(h)_ Z 5kl . O

heG i,k=1 lk 1

Teorema 4.24. Dos representaciones (unitarias, de grados finitos) de un grupo finito son
equivalentes si y solo si sus caracteres son iguales.

Demostracién. Sea m: G — GLq(V) una representacion (unitaria, sin perder generali-
dad) sobre un espacio C-vectorial finitodimensional. Por el teorema de Maschke (Coro-
lario 4.11), 7 es completamente reducible, asi que ©7 =, ® 7, ® --- ® 7, donde cada m;
es una subrepresentacién irreducible de 7.

Por la Proposicién 4.19, el caréacter de w es y, = y; +--- + x,, donde cada y; es el
caracter de la subrepresentacion 7;.

Si p es una representacion irreducible cualquiera de G, las Proposiciéon 4.23 muestra
que (¥, | x,) € N es el ntimero de sumandos 7t; que son equivalentes a p. [Este niimero
se llama la multiplicidad de p en la descomposicién de 7.]

Dos representaciones 7 y o son equivalentes si y sélo si las multiplicidades de cada
irreducible p en sus descomposiciones coinciden, siy sélosi (x,|x,) = (x,|x,) paracada
irreducible p. Tanto y, como y, son sumas finitas ). » M X, con coeficientes n, €N, asi
que estos productos escalares son iguales si y sélo si y,. = y,-. O

Proposicion 4.25. Si G es un grupo finito, cada representacion unitaria irreducible de G de
grado n aparece, con multiplicidad n, en la descomposicion de la representacion regular.

Demostracion. Del Lema 4.17 y la férmula (4.8b), la multiplicidad de la representacién
irreducible p en la representacién regular A es

pr(h D) =

heG | |

=(x, | x2) xp(l)m(l) 2p(1).

~lal

En efecto, y;,(h) =0parah# 1y x,(1) =|G|. Por otro lado, y,(1) = dim V, es el grado
de p.
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En particular, esta multiplicidad n, = dimg V, no es nula: cada irreducible p ocurre
en la descomposicion de A. l

Corolario 4.26. Un grupo finito G posee un niimero finito de representaciones unitarias irre-
ducibles inequivalentes 14, . .., T, con caracteres x1,. .., X Los grados respectivos n,,...,n;
cumplen la relacion:

n’+ni+---+n =IG| (4.9)

Ademds, si g # 1 en G, entonces Z;;l n;xi(g)=0.

Demostracion. Como A es equivalente a n; 7w, ®- - -®n,; m;, la Proposicion 4.19 muestra que
1.(g) = Z;;l n; x;(g) paratodo g € G. El caso g = 1 comprueba la relacién (4.9). O

Ejemplo 4.27. En el Ejemplo 4.8 se han visto dos representaciones irreducible del grupo
S, (ahora con F = C). La recta diagonal x = y = z de C? lleva la representacidn trivial r;,
de grado uno. [Se define la representacion trivial sobre C por m,(g) := 1 para todo g.]
Otra representacidon unidimensional de S;, no mencionada en el Ejemplo 4.8, viene del
signo de las permutaciones, esto es, 7,(0) :=(—1)? para o € S;.

El plano x + y + 2z = 0 en C® lleva otra representacién 75 de S;. Una base de este
plano est4 formada por los dos vectores x; := (1, w, w?) y x, := (1, w?, w). Con respecto
a esta base, las matrices de los 15(g) estan dadas por:

10 w? 0 w 0
0 w? 0 w 01
(12) — (w 0 ), (13) — (wz 0), (23)— (1 O)' (4.10)

Entonces y5: S; — C toma los seis valores 2, —1, —1, 0, 0, 0; al notar que 1+ w+ w?* = 0.
Por lo tanto, vale

1
(xglxg):g(4+1+1+0+0+0)=1,

lo cual comprueba que 74 es irreducible (icomo si ya no fuera obvio!).
Ahora bien, n? +n2+n2=1+1+4 = 6 = |S;|. Esto demuestra que no hay otras
representaciones irreducibles de S; que faltan por descubrir. ¢

» Siy € F.(G,C) ysi m: G = GL:(V) es una representacion unitaria de G de grado
finito, considérese el operador siguiente en End(V):

My, = > (h) n(h). (4.11)

heG
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Para todo g € G, vale

(@)1, 7(g)™ = D W(h) n()m(W)m(g™) = D (k) m(ghg™)

heG heG
=> (g7 k) n(k) = > (k) n(k) =TI,
keG keG

asf que IT,, conmuta con la representacion 7. Si 7t es irreducible, el lema de Schur muestra
que IT,, = ¢, 1,. Al tomar trazas, se obtiene

cpdime V =">"1p(h) x-(R) = GI(¥ | 1,)- (4.12)
heG
Proposicion 4.28. Si G es un grupo finito, los caracteres xi,..., Y, de representaciones

unitarias irreducibles forman una base ortonormal para el espacio C-vectorial F.(G,C) de
las funciones de clase complejas.

Demostracion. La Proposicién 4.23 muestra que los caracteres y;,..., ¥; forman una fa-
milia ortonormal en F,.(G, C), con respecto al producto escalar (4.8). En particular, estos
“caracteres irreducibles” son linealmente independientes.

Falta mostrar que ellos generan F.(G, C) como espacio vectorial. Para ese efecto, basta
comprobar que esta familia ortonormal es total: es decir, que la tinica funcién de clase
ortogonal a todo y; es la funcién nula.

Témese ¢ € F.(G,C) tal que (y; | ¢) = 0 [o bien, lo que es lo mismo, (¢ | ;) = 0]
para j =1,...,k. Escribase ¢ := ¢ € F.(G,C). Si 7 es una representacion unitaria de G
de grado finito, sea II,, el operador correspondiente dado por (4.11). En el caso de que
7 sea irreducible, con 7 = 7;, la férmula (4.12) muestra que c,, dim¢ V; = [G|(¢ | x;) =0,
asf que I1,, = 0. En el caso general, el teorema de Maschke muestra que IT,, es una suma
directa de operadores nulos, de manera que II,, = 0 en general.

En particular, para la representacion regular A de G, la férmula (4.11) define un ope-
rador L, sobre V, = C[G] que cumple L, = 0. Entonces

D), =D YR A(h)x; =Lyx; =0 enV,.

heg heg

Como los x;, son linealmente independientes, se concluye que ¢ = 0 y también ¢ = 0 en
F.(G,C), como se queria. O

Corolario 4.29. El numero de representaciones unitarias irreducibles inequivalentes de un
grupo finito G coincide con el numero de sus clases conjugadas.

113



MA-561: Grupos y Anillos 4.2. El caracter de una representacion

Demostracién. Las funciones que valen 1 en alguna clase conjugada y O en las demas
forman una base para F.(G,C). Luego dim¢ F,.(G, C) es el numero de clases conjugadas.

Por otro lado, como F.(G,C) admite el producto escalar (4.8), su dimensién es la
cardinalidad k de la base ortonormal {y,..., ¥x}- O

El grupo S; posee exactamente tres representaciones unitarias irreducibles porque
posee tres clases conjugadas (el elemento neutro, las transposiciones, los 3-ciclos).

En un grupo finito abeliano, las clases conjugadas son todos los singuletes {g} C G. Las
funciones y,: G > C* : h+— &, son caracteres y a la vez son representaciones unitarias
unidimensionales, obviamente irreducibles. En este caso, las dos bases mencionadas de
F.(G,C) coinciden.

» La coincidencia numérica de la enumeracion de clases conjugadas con la cantidad de
representaciones unitarias irreducibles hace factible ilustrar todas estas representaciones
mediante una tabla de caracteres. Se trata de un arreglo cuadrado, cuyas filas corres-
ponden con los caracteres irreducibles y,..., ¥, ¥ cuyas columnas corresponden con las
clases conjugadas; se coloca el valor y;(g) enlafila j y en la columna de la clase de g. Por
convenio, se reserva la primera fila para la representacidn trivial y la primera columna
para las evaluaciones en 1, notando que y;(1) = dim¢ V;.

Ejemplo 4.30. Con b = (12), c = (123), la tabla de caracteres del grupo de permutaciones
S5 es la siguiente:

Ss11 b ¢
nll 101
1l -1 1
512 0 —1

La tercera fila esta formada por las trazas de las matrices (4.10). Noétese que las filas son
ortonormales para el producto escalar (4.8):

1+3+2 44+0+2
nln)=aln)=——=1 (sl =——=1
24+0—-2 1-3+2
2z =0l =——=0 (nlpn)=—Fr—=0 0
Resulta que las columnas de una tabla de caracteres también son ortogonales, con
respecto a otro producto escalar. Dendtese por hy,...,h; unos representantes de cada

una de las clases conjugadas de un grupo finito G, con h; = 1. Sea m, la cardinalidad
de la clase de h,. Entonces las columnas de la tabla de caracteres, cuyas entradas son los
valores y;(h,), son ortogonales como vectores de columna en Ck, de acuerdo con el lema
siguiente.
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Lema 4.31. Si yq,..., xx son los caracteres de las representaciones unitarias irreducibles
de G, entonces se cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad:

Z" —— _dl
Xj(hr)Xj(hs) = 5rs' (413)
: m
j=1 r
Demostracién. Sea M la matriz diagonal k x k con entradas diagonales my,...,m;. La

ortonormalidad de las filas de la tabla se escribe asi, en vista de (4.8):

6y =Xl x;) = |G|le ‘1)xj(h)—|G|le(h)x](h)

heG heG

k
1 -
- ﬁ ;:1: mrXi(hr) X}(hr)

Sea C = [c,;] la transpuesta de la matriz de entradas de la tabla de caracteres; es decir,
c,; := x;(h,). Las relaciones de ortogonalidad anteriores pueden resumirse en la siguiente
igualdad matricial:

C*MC =|G|1;.

Aqui C* denota el conjugado hermitico de la matriz C: su entrada (i,r) es ¢,; = m
Si B es la matriz diagonal con entradas diagonales b, := 4/m, /|G|, entonces la matriz
U := BC € M (C) cumple U*U = 1, es decir, U es una matriz unitaria.

Ahora bien, una matriz unitaria es invertible, porque | det U|?> = det (U*U) = 1; y se ve
que U™! = U*. Entonces la ecuacién U*U = 1, conlleva UU* = 1,. Esto a su vez implica
BCC*B = 1, (fijese que B* = B por ser B diagonal y real), y en consecuencia CC* = B™2.
Esta ultima igualdad de matrices se expande en las ecuaciones (4.13). O

En términos del producto escalar usual de C¥, las columnas de la tabla de caracteres
son ortogonales entre si y la “longitud al cuadrado” de la clase de h, es |G|/m,.

Fijese que |G|/m, € PP por el teorema de Lagrange, porque m, = [G: Z;(h,)] y por
ende |Gl/m, = |Z5(h,).

Ejemplo 4.32. Las clases conjugadas del grupo diedral D, son cinco, con representantes
1=pg,m=p, = pPrp § = U t = Uy, Debe de haber, entonces, cinco rep-
resentaciones unitarias irreducibles (inequivalentes). El centro no es trivial: Z(D,) =
{1, m} ~ C,, ejemplificando la Proposicién 1.79, y es facil comprobar que D,/Z(D,) ~V
Al componer el homomorfismo cociente n: D, — V con cada uno de las cuatro representa-
ciones irreducibles o;: V. — C*, resultan cuatro representaciones unitarias irreducibles

7; := 0;on del grupo D,, para j = 1,2,3,4, todos de grado 1.
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Falta una representacién mds, s, que debe ser de grado 2 a partir de (4.9), puesto
quel+1+1+1+4=8.

Los 0;: V. — C* solo puede tomar valores en {1,—1}, ya que V tiene exponente 2.
Esto da las primeras cuatro filas de la tabla de caracteres de D,:

D,11 m r s t
x|l 1 1 1 1
x|/l 1 1 -1 -1
x|l 1 -1 1 -1
X1 1 -1 -1 1
X112 -2 0 0 O

La ultima fila empieza con 2 = y-(1) = dim V. Si esta fila es (2,q, j, k,1) € N°, entonces
2+4+q+2(xj £k +£1)=0 para cuatro patrones de signo diferentes. Luego j=k=1=0y
ademds g = —2.

No hay que ir muy lejos para encontrar una representacion de D, en matrices 2 x 2
con estas trazas: la definicion original de D, en el Ejemplo 1.13, como subgrupo finito
de O(2), ies precisamente la representacion 7! ¢

Ejemplo 4.33. El grupo alternante A, tiene cuatro clases conjugadas, representadas por
los elementos tipicos 1 =1, a = (12)(34), b =(123), c = (132).

[ Fijese que los 3-ciclos (123) y (132) son conjugados en S; o en S,, pero no son
conjugados en A,. ]

Los pares de transposiciones, juntos son el elemento neutro, forman un subgrupo nor-
mal N = {1,a,bab™},cac™'}, porque este es el unico 2-subgrupo de Sylow de A,; los
demads elementos de A, son 3-ciclos. Esta claro que A,/N = {N,bN,cN} ~ C;. Entonces
las tres representaciones irreducibles del grupo abeliano C;, compuestas con el homomor-
fismo cociente 1n: A, — C;, dan tres representaciones irreducibles 7, 7, 75 de A,, todos
de rango 1.

La cuarta representacion irreducible debe tener rango 3 pues |A,| =12=1+1+1+9.
La tabla de caracteres de A, es la siguiente:

A1 a b ¢
w1111
11 1 o w?
1l 1 o w
13 -1 0 o
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La ultima fila empieza con 3 = y,(1) = dim V,. Si esta fila es (3,q, j, k) € N*, la ortogo-
nalidad de las filas implica que

3+3¢+4(j+k)=3+3q+4(jew +kw?)=3+3q+4(jw*+kw)=0,

asi que j = k =0y ademds g = —1.

Se sabe que A, actiia en R®, y de igual manera en C3, por rotaciones de un tetraedro
regular centrado en el origen. Por ejemplo, se puede tomar cuatro de las ocho esquinas
de un cubo como vértices del tetraedro: (1,—1,—1), (—1,1,—-1), (—1,—1,1) y (1,1,1).
La accién de los 3-ciclos b y ¢ deja fijo el cuarto vértice y permuta los primeros tres; ellos
actian por rotaciones de angulos £27/3 alrededor de la recta que pasa por el origen
y (1,1,1). El elemento a y sus conjugados actian por rotaciones de 7 alrededor de los
ejes coordenados. Concretamente:

-1 0 O 0 01 010
a—A=1 0 -1 0], b—B:=|1 0 0|, c—C:=]10 0 1
0O 0 1 010 1 00

La accion de b y ¢ deja fijo tinicamente la recta x = y =z y el plano x + y +2 = 0, pero la
accién de a no los preserva; luego esta accién de A, es irreducible en R® o C3. Al calcular
las trazas de las matrices exhibidas, se ve que esta accidon de A, por rotaciones del tetraedro
regular es precisamente la representacién m,. En efecto, se ve que y,(a) = trA = —1,
x4(b)=trB=0,y y,(c)=trC =0. %

En el Ejemplo 1.31, se identifico las cinco clases conjugadas de S, por sus patrones
de productos de ciclos disjuntos. El Corolario 4.29 muestra que S, posee cinco repre-
sentaciones unitarias irreducibles inequivalentes. Ellos son la representacién trivial 7,
la representacién de signo m,(o) := (—1)? de rango 1, y tres mds. Al expresar |S,| = 24
como una suma de cuadrados, la inica posibilidad es

IS4/ =24=1+1+4+9+09.

Luego debe haber una representacién 75 de rango 2; y otros dos, 7, y 75, de rango 3.

4.3 Representaciones inducidas

Si m: G — GL:(V) es una representacion unitaria de un grupo G, su restriccion a un
subgrupo H < G define una representacion de H sobre el mismo espacio C-vectorial V.
Esta restriccion se puede denotar por 7y, : H — GL:(V); por definicién, m,(h) := m(h)
paratodoh € H.
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Si m es irreducible, la restriccién 7, generalmente no es irreducible como repre-
sentacion de H. Por ejemplo, si H es un subgrupo abeliano, entonces m; es una suma
directa de subrepresentaciones de rango 1. En el Ejemplo 4.27 se exhibe la representacién
irreducible 7t de grupo S5, cuyo rango es 2, pero su restriccidn al subgrupo abeliano C5 es
reducible, como evidencian las primeras tres matrices diagonales en el despliegue (4.10).

Otro ejemplo de restriccion de representaciones ocurre con la representacion regular
A: G — C[G] de un grupo finito, dado por A(g) x, := x,, para k € G, segun el Ejem-
plo 4.9. Entonces Ay(h)x, = x, parah € Hy k € G. Sea W = lin(x;, : h € H) el
subespacio de V = C[G] generado por la porciéon de la base que corresponde al sub-
grupo H. Entonces W es un subespacio invariante bajo Ay y la subrepresentacién corres-
pondiente no es otra cosa que la representacion regular de H. Ademas, si {1, g5,...,8&m}>
con m = [G:H], es una familia de representantes de las coclases gH en G/H, entonces
hay una suma directa de subespacios

V=WeAlg)We- - -oAlg, )W, 4.14)

donde W es invariante bajo A, y cada sumando A(g;)W solo depende de la coclase g;H,
pues A(g;R)W = A(g;)A(h)W = A(g;)W sih € H.

» En la direccién opuesta, se quiere fabricar una representacion del grupo G a partir
de una representaciéon dada de un subgrupo H. Esto resulta posible si se conserva la
estructura genérica de la representacion, en el sentido de la definicién siguiente.

Definicion 4.34. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G con [G:H] = m; escribase
G/H = {H,g,H,...,g,H}. Una representacion unitaria c: H — GL:(W) induce una
representacién w: G — GL(V) con W < V si

V=WoeW,e oW

m»

M|y =o(h iheH,
donde {TC( Ny =0(h) sihe (4.15)

n(gW,=W,,; sigeQG,

donde g -i = j cuando gg;H = g;H. Nétese que dim. V = [G:H]dimc W porque la suma
de subespacios es directa. O

Proposicion 4.35. Sea m: G — GL(V) una representacion unitaria de un grupo finito
inducida por una representacion o: H — GL-(W) de un subgrupo H < G. Si 7: G —
GL(U) es otra representacion unitaria de G, sea S: W — U una aplicacién C-lineal tal que
Soo(h)=7(h)eS: W — U para todo h € H; entonces existe una tnica aplicacion C-lineal
T:V—>UtalqueT|,=SyTomn(g)=1(g)eT:V — U para todo g €G.
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Demostracién. Para la unicidad de T, fijese que si y € W;, entonces 77:(gl._1 )y € W, asi que

Ty = Tn(g)[ n(g; Dy ] =(g) T[n(g; Dy ] = 7(g)S[n(g; Ny ]

Entonces T queda determinada sobre cada W; y por ende sobre su suma directa V.
Para la existencia de T, el resultado del calculo anterior sirve como una definicion:

Ty :=1(g;)S[n(g;))y] para yew,.

Falta comprobar que T esta bien definida por esta férmula, es decir, que no depende del
elemento g; € G que representa la coclase g;H. Es cuestion de notar que, paratodoh € H,
vale

t(gm)S[n((gM) My ]=7(g) (W) S[o(h )n(g; y]
=t(g)SoM)[a(h n(g; Ny ]=(g)S[ (g y]

Entonces T esta bien definida sobre cada W, y Ty = Sy para y € W (al tomar g; = 1).
Como la suma de subespacios en (4.15) es directa, cada x € V se puede escribir de manera
Unicacomo x = y;+y,+---+y,cony;, € W,parai=1,...,m (donde W, = W); y se
define Tx :=Ty, +---+ Ty,,.

Si g € G, y €W, se puede tomar g; := gg;. Entonces n(g)y € W;, asi que

Tr(g)y = v(g)S[n(g; ) n(g)y ] =7(g) v(g)S[n(g; Ny ] = (&) Ty.
Esto verifica que T o n(g) = 7(g) o T para todo g € G. O

Corolario 4.36. Sea H un subgrupo de un grupo finito G y sea 0: H — GL:(W) una
representacion unitaria de H. Entonces existe una representacion unitaria n: G — GL¢(V)
inducida por o y esta representacion inducida es tinica hasta equivalencia.

Demostracion. Si dos representaciones o, y 0, de H inducen representaciones 7, y 7,
de G, es facil chequear que la representacién o, &0, de H induce la representacién ;& ,
de G. Luego, para la existencia de 7, se puede suponer que o es irreducible. En tal caso o
es una subrepresentacién de la representacion regular de H y con la suma directa (4.14)
se puede fabricar una representaciéon inducida 7 de G.

Si T7: G — GL¢(U) es otra representacion unitaria de G inducida por la misma o, la
inclusion S: W — U cumple S o o(h) = 7(h) o S para todo h € H; en efecto, esto es
otra manera de decir que 7(h)|W = o(h) para h € H. La Proposicién anterior entonces
proporciona una aplicaciéon C-lineal T: V — U que entrelaza las representaciones w y 7
y coincide con 1,, sobre el subespacio W.
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Larelacion Ton(g) = 7(g)oT implica que laimagen de T incluye cada t(g)W, asi que
T es sobreyectiva. Como dim:U = [G:H]dim: W = dim; V (estas dimensiones son fini-
tas porque o es irreducible), entonces T es también inyectiva. El operador entrelazante
invertible T establece la equivalencia 7 ~ 7. ]

Notacién. Si H < G y o es una representacién unitaria de H, se denota por ¢ la repre-
sentacion de G inducida por o. Con esta notacién, la Proposicién 4.35 puede reformularse
como sigue.

Proposicion 4.37. Sea H un subgrupo de un grupo finito G; si o: H — GL:(W) es una
representacion unitaria de H que induce una representacion unitaria w: G — GL(V); y si
T: G — GL:(U) es una representacion unitaria de G, entonces hay un isomorfismo C-lineal

HomC[H](W; U) ~ Homgyg(V, U) (4.16)

que lleva cada operador S: W — U que entrelaza o y T en un operador T:V — U que
entrelaza o y 7. El isomorfismo inverso lleva cada T en su restriccién S := T|,,. =]

» Es posible calcular el cardcter de una representacién inducida o en términos del cardc-
ter de la representacion original o, por una famosa férmula de Frobenius.

Proposicion 4.38 (Frobenius). Sea G un grupo finitoy H un subgrupo de G con [G:H] = m;
escribase G/H = {H, g,H,...,g,H}. Si 0: H — GL:(W) es una representacién unitaria
de H, el cardcter de la representacién inducida = = o de G estd dado por

)= > )cg(é,fi‘lkgi)=i D 2(g7kg) (4.17)

H
i:g kg, €H | | g:g71kgeH
para todo k € G.

Demostracién. Por la definicién de representacién inducida, cada operador (k) sobre V
permuta los subespacios W; = 7mt(g;)W entre si. Cada elemento kg; queda en alguna
coclase de H, asi que kg; = g;h para algin i y algun h € H. Luego, (k) lleva W; en
(g )W = W,.

Para calcular la traza y (k) = Tr (k), elijase una base de V formado por una unién de
bases de los W;. Con respecto a esta base, 7t(k) posee una matriz de bloques; los indices j
para los cuales g; # g; marcan columnas con un bloque de ceros en la diagonal: estas
contribuyen cero a la traza de (k). En cambio, para g; = g; la matriz tiene un bloque
diagonal que contribuye a la traza. Ahora bien, la relacién kg; = g;h dice que g; 'kg; € H:
este es el requisito para tener una contribucién no nula a la traza.
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Si g7 'kg; = h € H, entonces p(g;) es un isomorfismo entre los subespacios W y W,
que entrelaza 7t(k)ly, con 7(h)|y, = o(h): la traza de este bloque es Tro(h) = x,(h) =
%o(8;'kg;). Al sumar estas trazas parciales, se obtiene la primera igualdad en (4.17).

La segunda igualdad es inmediata, al tomar en cuenta que si g"'kg € H con g = g;h,
entonces y,(g7'kg) = x,(h™'g; 'kg:h) = x,(g;'kg;) por ser y, una funcién de clase
sobre H; aunque de esta manera los términos Xa(gi_lkgi) estarian sobrecontados |H| veces
cada uno. O

Dados dos representaciones unitarias m: G — GL.(V) y 0: H = GL:(W) sin relacion
alguna a priori, ahora se puede comparar 7, con o, o bien 7 con o°. Ya se ha observado
que 7 generalmente es reducible aunque 7 sea irreducible. También es cierto que o
generalmente es reducible aun cuando o sea una representacién irreducible de H.

El producto escalar de caracteres proporciona una manera de contar estas multipli-
cidades. Si w ~ my;m; & --- ® m; ;. es la descomposicidn en irreducibles de una repre-
sentacion unitaria de G, entonces

(an)(n)G:m%-l—m;{-..._Fmi

en vista de la Proposicion 4.23. El lado derecho vale 1 si y sélo si m; = 1 para algun j
y m; = 0 para i # j; siy sélo si 7 es irreducible. En la ecuacién anterior, el subindice
al producto escalar hace notar que se trata del producto escalar de caracteres (o mas
generalmente, de funciones de clase) del grupo G. El coeficiente m; = (x; | x.)¢ €s la
multiplicidad de 7; en (la descomposicidn de) la representacién 7.

El siguiente resultado se llama el teorema de reciprocidad de Frobenius.

Proposicion 4.39. Sean w: G — GL:(V)y 0 : H — GL:(W) dos representaciones unitarias
de un grupo finito G y de un subgrupo H < G, respectivamente. Entonces

(XO’G |Xn)G: (Xa |XTL’H)H (4.18)

Demostracion. Este es un cdlculo directo, empleando la definicién (4.8) del producto es-
calar y la férmula (4.17) para y,c:

(Xoo | Xr)a |G| Zxac( ) xx(k) = EI_Z > (k) xx(K)
keG keG g: g—lkgEH
Xo(M) x-(ghg™) = — %o (h) x(h)
IGI IHIgGZG;, |G| IHIgezGé
ZXO'(h) Xﬂ(h) - (XO' | XnH)
|H| heH
La cuarta igualdad es vélida porque y, es una funcién de clase sobre H. ]
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Una demostracidn alternativa, mas conceptual, es la siguiente. Sio ~ s,0,®---®s,0;
y Ty ~ t,0,® - ® t,0; son descomposiciones de o y m en representaciones unitarias
irreducibles de H, entonces (¥, | ¥, )y = $1t; +---+s;t;. En vista del Lema de Schur, este
es la dimensién del espacio C-vectorial Homg(y (W, Res V), donde se considera W como
un H-moédulo — es decir, un médulo a izquierda para el anillo C[H] — y ResV denota el
espacio vectorial V considerado como H-médulo (por restriccion de la accion de C[G] al
subanillo C[H]), en vez de G-médulo.

Por otro lado, el H-mo6dulo W da lugar a un G-médulo, denotado por WeW,&---eW,,
en (4.15), que ahora puede denotarse por Ind W. El producto escalar (y ¢ | ¥,)¢ €s la di-
mension del espacio C-vectorial Homeg;(Ind W, V). Para mostrar que estas dimensiones
son iguales, sélo es necesario comprobar que hay un isomorfismo C-lineal

Homgg(Ind W, V') ~ Homgz1 (W, Res V). (4.19)

Pero esto es una consecuencia inmediata de la Proposicién 4.37, al reemplazar 7 por o
y V por Ind W; y al reemplazar T y U por m y V, respectivamente.

El isomorfismo (4.19) tiene una interpretacion categérica. Al lado izquierdo hay un
conjunto (que resulta ser un espacio C-vectorial) de morfismos en la categoria C[G]-Mod
de G-mddulos, mientras al lado derecho aparece un conjunto de morfismos en la cate-
goria C[H]-Mod de H-mddulos. Luego, se puede considerar la restricciéon como un funtor
Res: C[G]-Mod — C[H]-Mod, dado por V — ResV (el mismo espacio vectorial, con una
accién de H por restriccion) y por S — S (el mismo operador, restringido a entrelazar
acciones del subgrupo H).

Otro funtor en juego es la induccion Ind: C[H]-Mod — C[G]-Mod, cuya existencia
viene de la Proposicidn 4.35 y del Corolario 4.36, dado por IndW :=W e W, & ---& W,
sobre objetos y IndS := T sobre morfismos. Si hay un subgrupo intermedio K tal que
H < K < G, no es dificil comprobar la propiedad de induccién por etapas (oX)¢
necesaria para verificar que Ind es efectivamente un funtor.

~ O‘G’

Ahora bien, el isomorfismo (4.19) ejemplifica un concepto importante: Res e Ind son
funtores adjuntos. En general, dos funtores #: C - Dy ¢: D — C se llaman adjuntos si
para cada par de objetos A en Ob(C) y B en Ob(D), hay una biyecciéon Homp(Z A, B) <
Homp(A, ¥ B), que es “natural” en Ay en B.® (Con mds precisién, se dice que ¢ es un
adjunto a derecha de & y que % es un adjunto a izquierda de ¢.) Hay una analogia
visual entre esta situacion y la del adjunto de un operador lineal con respecto a un par de
productos escalares; de ahi la terminologia.

8Para el alcance preciso del adjetivo “natural” en este contexto, véase, por ejemplo, el segundo tomo
del libro de Jacobson.
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» En los ejemplos que siguen, m,,..., 7, denotan las representaciones unitarias irre-
ducibles de un grupo finito G, con caracteres y,..., ¥x; mientras o4, ...,0; denotan las
representaciones unitarias irreducibles de un subgrupo H < G, con caracteres v, ..., ;.

Ejemplo 4.40. Si G = S; y H = C,, entonces 0, tiene grado 1 y olG es una representacion
de S; de grado 3, porque [S;:C,] = 3. Luego O'lG es reducible. Al restringir los caracteres
de S; a C, = {1, b} con b =(12), se obtiene

1| 2 = 5 (20 2,0 + 167 2,0)) = 5 (1D + 1,5))

De la tabla de caracteres de S; en el Ejemplo 4.30, se obtiene los valores 1,0, 1 para los
casos j = 1,2, 3. La reciprocidad de Frobenius dice que estos también son los valores de
(Y| x;)6, donde ¢ :=Tro?. Se concluye que 0¥ ~ 1, & 75.

De modo similar, (1, x; y)y = %(Xj(l)—xj(b)) toma los valores 0,1,1 para j = 1,2, 3.
La reciprocidad de Frobenius ahora muestra que O'ZG ~ T, @ TT5. ¢

Ejemplo 4.41. Si G = S; y H = C;, entonces 0, tiene grado 1y af es una representacion
de S; de grado 2, porque [S;:C;] = 2. Los caracteres irreducibles de C; son visibles en
las primeras tres filas de la tabla de caracteres de A,, al omitir la segunda columna: si
C, ={1,b,b*} con b = (123), entonces ;(b) =1, Y,(b) = w, Y,(b) = w?.

Ahora el lado derecho de (4.18) toma la forma

2y = 3 (90 1D+ ,67) 1,(6)+ 46, (6) 1, (67)),

De las férmulas (4.10) se obtiene y;(1) = 2y y3(b) = y3(b?) = —1, mientras y; y x»
toman el valor constante 1 sobre el subgrupo C;. Como 1 + w + w? = 0, los productos
escalares dan los siguientes valores: 1,1,0 para v;; 0,0, 1 para 1),; y 0,0, 1 para ;.
Entonces la reciprocidad de Frobenius muestra que 0¥ ~ 1, ®7,, reducible de grado 2;
mientras 0§ ~ 0 ~ 1, irreducible de grado 2. O

Ejemplo 4.42. Si G =S, y H = S;, se puede comparar las cinco representaciones irre-
ducibles de S, con las tres representaciones inducidas o¢, o¥, O'g a partir de las de S;.
Como o, y 0, tienen grado 1, las representaciones alG y 02G de S, tienen grado 4, porque
[S4:S3] = 4. Como 04 tiene grado 2, 03G tiene grado 8. Ninguna de estas representaciones
inducidas es irreducible.

Hace falta exhibir la tabla de caracteres de S, para llevar a cabo el calculo detallado,
siguiendo el patréon de los dos ejemplos anteriores. El resultado del célculo es el siguiente:

o~y @7, o5~ T, @ Ty, OF ~ T3 @ T, © TTs. O

123



MA-561: Grupos y Anillos 1.1. Ejercicios basicos sobre grupos

Ejercicios
1.1 Ejercicios basicos sobre grupos

Ejercicio 1.1. Si G es un grupo finito con un numero par de elementos, |G| = 2m, de-
mostrar que al menos hay un elemento g € G con g # 1 tal que g™' = g.

Ejercicio 1.2. Si G es un grupo que cumple uno de estos hipoétesis:
(a) (gh)? = g?h? paratodo g,h € G; o bien
(b) g?=1 paratodo g € G;

demostrar que el grupo G es abeliano.

Ejercicio 1.3. Es posible definir el producto en un grupo finito de n elementos al exhibir
su tabla de multiplicacion. Esta es una matriz n xn, bordeada por una fila y una columna
de los elementos del grupo, comenzando por 1; la entrada en la fila g y la columna h de
la matriz es el producto gh:

o||1 ... h
11 ... n
gllg -.- gh

Esta matriz depende del orden de los elementos en la fila y la columna del borde; no se
distinguen dos tablas que coinciden hasta permutaciones de sus filas y columnas.

En el caso n = 4, comprobar que hay solamente dos tablas de multiplicacién distin-
guibles, dando un ejemplo de cada una.

Ejercicio 1.4. El producto directo de dos grupos G y K es el producto cartesiano G x
K, dotado de la operacién binaria (g;,k;) - (g, k5) := (2,45, k k;). Demostrar que esta
operacion es asociativa. Encontrar un elemento neutro y un inverso para un elemento
tipico (g, k) € G x K, mostrando asi que G x K es un grupo.
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Ejercicio 1.5. Obtener todos los subgrupos de D; y de C;,.

Ejercicio 1.6. Si G es un grupo finito sin subgrupos no triviales, demostrar que G es un
grupo ciclico de orden p para algin nimero primo p.

Ejercicio 1.7. Si g € G es un elemento de periodo rs, donde r L s [es decir, r y s son
relativamente primos], demostrar que hay elementos h, k € G donde h tiene periodo r y k
tiene periodo s tales que g = hk = kh. [ Indicacién: Recordar que r L s si y sélo si hay
enteros a,b € Z conar + bs =1.]

0 —1 0 1
Ejercicio 1.8. En el grupo GL(2,R), sean g := (1 0 ), h:= (_1 _1); demostrar que

g tiene periodo 4 y h tiene periodo 3 pero gh no tiene periodo finito.

Ejercicio 1.9. Sea F, = {0,1} el cuerpo finito con dos elementos. Escribir la lista de
los elementos del grupo G = GL(2,F,) para obtener asi su orden |G|. ¢Es G un grupo
abeliano o no abeliano?

Ejercicio 1.10. Una matriz A € GL(n,R) es una matriz ortogonal si A'’A =AA" =1, es
decir, su transpuesta A' coincide con su matriz inversa. Comprobar que una matriz A es
ortogonal si y sélo si sus columnas forman una base ortonormal de R" (con respecto al
producto escalar usual en R"). Demostrar que det A= £1 para toda matriz ortogonal.
Dendtese por O(n) el grupo ortogonal de las matrices ortogonales reales n x n. El
subgrupo
SO(n):={A€0(n):detA=1}

se llama el grupo ortogonal especial n x n. Demostrar que SO(n) es abeliano si y sélo si
n=16n=2.

Ejercicio 1.11. Una matriz U € GL(n,C) es una matriz unitaria si U"U = UU* = 1,,,
es decir, su transpuesta conjugada U* coincide con su matriz inversa.! Comprobar que
una matriz U es unitaria si y s6lo si sus columnas forman una base ortonormal de C" con
respecto al producto escalar usual de C", dado por (z |w) := Z,w; + Z,wy + - + Z,w,,.
Demostrar que |det A| = 1 para toda matriz unitaria.

Dendtese por U(n) el grupo unitario de las matrices unitarias complejas n x n. El
subgrupo

SU(n):={U€U(n):detU =1}

ISiA=[q, ;1, entonces A* =[a;;]. Dicese que A* es la transpuesta conjugada, o bien la matriz adjunta
de A. El segundo término no debe confundirse con la matriz adjugada adjA que aparece el la regla de Cramer
para inversién, A™' = (1/ det A) adjA.
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se llama el grupo unitario especial n x n. Demostrar que SU(n) es abeliano si y sélo si
n = 1. {Cudles nimeros complejos pertenecen a U(1)?

1.2 Ejercicios sobre subgrupos normales
Ejercicio 1.12. Si G esun grupoy si K < H < G, demostrar que [G: K] =[G: H][H: K].

Ejercicio 1.13. Sea H < G tal que |H| = m y supéngase que H es el tinico subgrupo de G
de orden m. Demostrar que H < G.

Ejercicio 1.14. SiH < G y K < G, demostrar que HNK < G y que HK < G.

Ejercicio 1.15. Si H,K son dos subgrupos normales de G tales que HNK = {1}, compro-
bar que hk = kh para todo h € H, k € K.

Ejercicio 1.16. Si H < Gy K < G, el conjunto HgK := {hgk € G: he€ H,k € K} se
llama una coclase doble de g respecto de H y K. Si el grupo G es finito, demostrar que
HgK| = |K|[H: gkg~' nH]=|H|[K: g Hg nK].

Ejercicio 1.17. Si p es primo, demostrar que el tnico subgrupo normal no trivial de D,
es el subgrupo de rotaciones C,. ¢Cudles son los subgrupos normales de D, y de Dg?

Ejercicio 1.18. Demostrar que el grupo D, tiene dos subgrupos H, K tales que H <K'y
K 4 D,, pero H no es un subgrupo normal de D,. (Luego la relacién < no es transitiva).

Ejercicio 1.19. El grupo afin de la recta R es el juego de matrices

Af(1,R) := {(g 11)) :a,b eR, a#O}

cuyo producto esta dado por la multiplicacién de matrices. Demostrar que este es un

subgrupo de GL(2,R). Sea
v (2 P)even)
“l\o 1) ’

comprobar que N es un subgrupo normal de Af(1,R).

Ejercicio 1.20. Sea D € GL(n,F) una matriz invertible diagonal. ¢Cémo se describe su
centralizador Z;(D) en el grupo GL(n,F)?
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Ejercicio 1.21. El grupo de cuaterniones es un grupo multiplicativo de ocho elementos
Q = {+£1,+i,+j, £k} con elemento neutro 1 en donde?

(_1)2:1’ 12:j2:k2:_1’ l]:k:—jl’ Jk:i:—k]} kl:J:_lk.

(En palabras: i, j, k son tres raices cuadradas de —1 que anticonmutan entre si.) Aunque
Q es un grupo no abeliano, cada uno de sus subgrupos es normal: demostrar esta tltima
afirmacion.

1.3 Ejercicios sobre grupos e isomorfismos

Ejercicio 1.22. Ejecutar los siguientes cdlculos en el grupo de permutaciones Sy:
(a) Expresar (123)(45)(16789)(15) como producto de ciclos disjuntos.
(b) Calcular gxg~! si g = (135)(12), x = (1579).
(c) Obtener g tal que g(12)(34)g™! = (13)(56).

Ejercicio 1.23. Demostrar que Z(S,) = {1}.

Ejercicio 1.24. Si k,m € N con k,m = 2, sea kZ := {kn : n € Z}. Demostrar que el
grupo kZ/kmZ es isomorfo al grupo aditivo Z,,.

Ejercicio 1.25. Si H es un subgrupo normal de G tal que H ~ C, y G/H ~ Cs, demostrar
que el grupo G es abeliano.

Ejercicio 1.26. Si G es un grupo tal que G/Z(G) es ciclico, demostrar que G es abeliano.

Ejercicio 1.27. Sea G el grupo de rotaciones de R* que dejan invariante al cubo de vértices
(£1,#£1,+£1). Demostrar que G ~ S,. [ Indicacién: Un cubo posee cuatro pares de vértices
opuestos. ]| Concluir que S, posee 9 elementos de periodo 2, 8 elementos de periodo 3,
6 elementos de periodo 4 y el elemento neutro, repartidos en cinco clases conjugadas.

1

Ejercicio 1.28. (a) Demostrar que la aplicacién g — g~ es un automorfismo de un

grupo G siy sélo si G es abeliano.

(b) Mostrar que g — g™ es un endomorfismo® de un grupo abeliano, para todo m € Z.

2Con esta notacién, se puede asumir que (—a)(—b) = ab y que (—a)b = a(—b) = —ab.
3Un endomorfismo de un grupo G es un homomorfismo ¢: G — G, no necesariamente inyectivo ni
sobreyectivo.
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(c) Sea G un grupo abeliano finito; sea m un entero tal que m L |G| (enteros relativa-
mente primos). Demostrar que cada g € G es de la forma g = h™ para algun h € G.
[ Indicacién: Comprobar que h — h™ es un automorfismo de G cuando m L |G|. ]

Ejercicio 1.29. Identificar el grupo Aut(D,). (En otras palabras: encontrar un grupo
“conocido” G tal que Aut(D,) ~ G y exhibir el isomorfismo.)

Ejercicio 1.30. Si H < G y si A es un subgrupo de Aut(G) tal que a(H) € H para todo
a € A, demostrar que a(Z;(H)) € Z;(H) y también a(N;(H)) € N;(H), para todo a € A.

Ejercicio 1.31. Sea G un grupo finito; para a € Aut(G), seal,:={g€G:a(g)=g'}.
(a) Si|I,|> %IGI, demostrar que I, = G y que G es abeliano.
(b) Dar un ejemplo de un grupo G y un a € Aut(G) tales que |I,| = %IGl.
(c) Si|I,|= %lGl, demostrar que G posee un subgrupo abeliano de indice 2.

Ejercicio 1.32. Sea Z? := Z x Z (producto cartesiano) el grupo aditivo con la suma
usual. Dendtese por SL(2,7Z) el grupo de matrices invertibles 2 x 2 con entradas en Z y
determinante 1. Su centro es el subgrupo {1,,—1,} ~ C,; sea PSL(2,Z) := SL(2,Z)/C, el
cociente de SL(2,Z) por su centro. Demostrar que Aut(Z?) ~ PSL(2,Z).

Ejercicio 1.33. Un subgrupo caracteristico del grupo G es un subgrupo H < G tal que
a(H) € H para todo a € Aut(G). Sean H y K dos subgrupos de G tales que H < K < G.

(a) Demostrar que cada subgrupo caracteristico es un subgrupo normal de G.
(b) Demostrar que el centro Z(G) es un subgrupo caracteristico de G.

(c) Si H es un subgrupo caracteristico de K y K es un subgrupo caracteristico de G,
mostrar H es un subgrupo caracteristico de G.

(d) SiH es un subgrupo caracteristico de K y si K < G, mostrar que H < G.

Ejercicio 1.34. El conmutador de g,h € G es un elemento ghg'h™! € G. Sea G’ el
subgrupo de G generado por todos los conmutadores de elementos de G. (Obsérvese que
G’ = {1} siy sélo si G es abeliano.)

(a) Demostrar que G’ es un subgrupo normal (de hecho, caracteristico) de G; y que
G/G’ es abeliano.

(b) Si H < G es un subgrupo tal que G’ € H, demostrar que H < G.
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Ejercicio 1.35. Sea A el grupo {(k,I,m): k,I,m € Z} con producto definido por
(ky, Ly my)(ky, Ly, my) = (ky + ko, Ly + Ly, my + my + kyly).

Verificar que A es un grupo no abeliano con elemento neutro (0,0,0). Mostrar que su
centro es Z(A) = {(0,0,m): m€Z}yque A/Z(A) ~ 72
Demostrar también que A’ = Z(A).

1.4 Ejercicios sobre acciones de grupos

Ejercicio 1.36. Si un grupo G acttia sobre un conjunto X y si g - x = y en X, comprobar
que los grupos de isotropia de estos puntos son conjugados, al mostrar que G, = gG, gL

Ejercicio 1.37. Dendtese por Z[x;, X,,...,X,] la totalidad* de polinomios en n variables
con coeficientes enteros. Si p = p(xy,x,,...,Xx,) €s un polinomio y ¢ € S, es una per-
mutacién, definase otro polinomio o - p por

(0 -p)x1,Xg, .0y X)) 1= P(X5-1(1)5 Xo-102)s - - - » X1 (m))-

Comprobar que p — o - p es una accién del grupo S,, sobre Z[x,, x5, ..., x,]. Considérese
el determinante de Vandermonde,

2 n—1

1 x; X3 X7
2 n—1

1 x; xj X5
2 n—1

V(xq, Xoy.nyx,) i =|1 X3 X3 X3 | = | | (xj_xi)-

: : 1<i<j<n
2 n—1

1 x, x; ... x}

Mostrar que T-v = —v si T es una transposicién. Concluir que 7 - v = (—1)" v en general:
el polinomio v es totalmente antisimétrico en sus n variables.

Ejercicio 1.38. Cada permutaciéon o € S,, es un producto de ciclos disjuntos:

o= (lller)(JIJZls)(lllZZu))

El grupo S, acttia, por su mera definicion, sobre el conjunto X = {1, 2,...,n}. Considérese
la accion sobre X (por restriccién) del subgrupo ciclico G = (o). ¢Cudles son las 6rbitas
G - x en este caso? Cuadles son los subgrupos de isotropia G, para x € {1,2,...,n}?

“4Por ahora, es suficiente considerar el conjunto de todos estos polinomios. Mas adelante, se vera que
este es un anillo conmutativo.
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Ejercicio 1.39. El grupo S, actda por rotaciones sobre el cubo con vértices (£1,£1,+1)
—véase el Ejercicio 1.27. Determinar los subgrupos de isotropia de:

(a) un vértice, p.ej. (1,1,1);
(b) un centro de faceta, p.€j. (1,0,0);
(¢) un punto medio de arista, p.ej. (1,1,0).

Ejercicio 1.40. Si X € M,(C) es una matriz compleja y si t € R, se define la matriz
exponencial exp tX € GL(n,C) por la serie de potencias convergente:

exptX := Z EXk'
k=0 "

Esta claro que (expsX)(exptX) = exp((s + t)X) y que (exptX)™' = exp(—tX), asi que
{exptX : t € R} es un subgrupo uniparamétrico de GL(n,C) y t — exp(tX) es un
homomorfismo de R en GL(n,C).[ Si X € M,(R) es una matriz real, entonces exp tX €
GL(n,R) paratodo t € R. ]

(a) SiX,Y € M,(C) son dos matrices que conmutan, es decir, XY = YX, demostrar que
exp(X +Y)=(expX)(expY).

(b) Concluir que g(exptX)g™' = exp(tgXg™') para todo t € R.[ Indicacién: calcular
la derivada de ambos lados en t = 0. ]|

(¢) Comprobar que ®(g,X) := ¢gXg ! es una accién a izqauierda de GL(n,C) sobre

M, (C). Esta es la accion adjunta del grupo GL(n, C).

(d) Sit€R, calcular exp tX; para las siguientes matrices:”

X—301 X_10—1 X_£1 0
17 9\1 o) 279\1 o) 37 9o\lo —1)

y verificar que exp tX; € SU(2) en cada caso, para t € R.

°La accién adjunta de un subgrupo H < GL(n,C) involucra el subespacio de matrices X tales que
exptX € H para todo t. En el caso H = SU(2), estas son las matrices antihermiticas sin traza: X* = —X,
trX =0, el cual forma un subespacio real 3-dimensional de M,(C).
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1.5 Ejercicios sobre la estructura de grupos finitos

Ejercicio 1.41. Demostrar que el grupo A, (permutaciones pares de 4 objetos) tiene sub-
grupos de érdenes 2, 3 y 4, pero no tiene subgrupo alguno de orden 6.

Ejercicio 1.42. Encontrar un 2-subgrupo de Sylow y un 3-subgrupo de Sylow del grupo
de permutaciones S,. Comprobar que el 2-subgrupo de Sylow es isomorfo a D,.

Ejercicio 1.43. Demostrar que un grupo de orden 455 es ciclico.

Ejercicio 1.44. Si G es un grupo con |G| = 108, demostrar que G posee un subgrupo
normal de orden 27 o bien de orden 9.

Ejercicio 1.45. Sea p el menor nimero primo que divide |G|. Si H es un subgrupo de G
tal que [G: H] = p, demostrar que H < G. Concluir que un grupo de orden pq, donde p
y q son primos distintos, no puede ser simple.

Ejercicio 1.46. Si G es un grupo simple de orden 168, {cudntos elementos de periodo 7
pertenecen a G?

Ejercicio 1.47. Demostrar que no hay grupos simples de ordenes 28, 56 6 148.

Ejercicio 1.48. Si n € P es impar, demostrar que todos los subgrupos de Sylow del grupo
diédrico D, son ciclicos.

Ejercicio 1.49 (Lema de Frattini). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide |G|,
y si ademds K < G y P es un p-subgrupo de Sylow de K, demostrar que G = K N;(P).
[ Indicacién: si g € G, mostar que algtin k € K tal que gPg™ = kPk™'. ]

Ejercicio 1.50. Comprobar que el grupo diédrico D, es un producto semidirecto de la
forma C, %, C,.

Ejercicio 1.51. Demostrar que S, es un producto semidirecto de V por S;. [ Indicacién:
usar el Ejemplo 1.59. ]

Ejercicio 1.52. Demostrar que el grupo afin Af(1,R) del Ejercicio 1.19 es un producto
semidirecto de R por R*.

Ejercicio 1.53. Sea SO(n) el grupo de matrices ortogonales n x n sobre R de determi-
nante 1. El grupo euclidiano E(n) es el subgrupo de SL(n + 1,R) formado por matrices

Ab
de la forma (0 ), con A € SO(n), b € R". Demostrar que E(n) ~ R" x SO(n), con

1
respecto a la accion usual (como matrices) de SO(n) sobre R".
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1.6 Ejercicios sobre grupos resolubles y nilpotentes

Ejercicio 1.54. Demostrar que cualquier grupo abeliano finito es un producto directo de
grupos ciclicos cuyos érdenes son potencias de primos.

Ejercicio 1.55. Si el grupo G es resoluble y si ¢ : G — K es un homomorfismo sobreyec-
tivo, demostrar que K también es resoluble.

Ejercicio 1.56. Si N < G ysi N y G/N son grupos resolubles, demostrar que G también
es resoluble.

Ejercicio 1.57. Definase una sucesion de subgrupos I';(G) < G, para j € N, como sigue.
Sea I(G) := G. Por induccién, sea I},;(G) el subgrupo generado por los conmutadores
ghg™'h™ con g € G, h € T;(G); fijese que I1(G) = G

Dicese que un grupo finito G es nilpotente si I',,(G) = 1 para algin m € N. Demostrar
que T;,;(G) < T;(G) para cada j y que I3(G)/T;_;(G) < Z(G/T;_1(G)). Concluir que cada
grupo nilpotente es resoluble.

Ejercicio 1.58. Demostrar que el grupo S; es resoluble pero no es nilpotente.

Ejercicio 1.59. Demostrar que cada p-grupo finito es nilpotente. [ Indicacién: usar la
Proposicién 1.79 y una induccién sobre |G|. ]

Ejercicio 1.60. Sea G = UT(n,p) = UT(n,F,) el grupo de matrices unitriangulares n X
n con entradas en F, (véase el Ejemplo 1.88). Verificar que I3(G) y I,(G) constan de
matrices con ceros en uno o dos subdiagonales superiores, respectivamente. Demostrar
ademas que este grupo UT(n, p) es nilpotente.

Ejercicio 1.61. Sea G = T(n,p) = T(n,F,) el grupo de matrices triangulares invertibles
n x n con entradas en F,. Comprobar que el G' = UT(n, p) y concluir que T(n, p) es un
grupo resoluble.

1.7 Ejercicios sobre grupos finitos
Ejercicio 1.62. Determinar todos los grupos no isomorfos de orden 21.

Ejercicio 1.63. Sea T = C; %, C, el producto semidirecto de los dos grupos ciclicos
C, = {1,s,s*} y C, = {1,t,t,t3} determinado por a: C, — Aut(C;) donde a,(s) = s°.
Demostrar que

T~{ab:a®°=1, b>=a®, bab"'=a).

[ Indicacién: 1éase el ultimo renglon de la demostracion del Teorema 1.115. ]
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Ejercicio 1.64. Sea G un grupo finito generado por dos elementos distintos a, b, ambos
de periodo 2. Comprobar que G ~ D, para algun n = 2.

Ejercicio 1.65. Demostrar que Aut(Cg) ~ V.

Ejercicio 1.66. Con la notacién { = e™/* = (141)v/2/2, sea G el grupo finito generado

por las dos matrices
At 0 p_(0 -1
~\o ') 7 \1 o)

(a) Demostrar que G es un grupo no abeliano de orden 16.
(b) Dar una presentacién de G por generadores y relaciones, G ~ (a,b : ---).

(c) Determinar si G ~ C, %, C, o no, para algin homomorfismo a: C, — Aut(C,).

2.1 Ejercicios sobre categorias y funtores

Ejercicio 2.1. (a) Comprobar en detalle que la abelianizacién de grupos .G := G/G’
define un funtor .</ entre las categorias Gr y Ab.

(b) La abelianizacién también puede considerarse como un funtor .o/ : Gr — Gr (en
vez de ./ : Gr — Ab). Para cada grupo G, sea 1;: G — G/G’ la aplicacién cociente.
Mostrar que la familia { n; : G en Ob(Gr) } define una transformacién natural entre
las funtores 1¢, y .«¢.

Ejercicio 2.2. Hay una categoria SEC-Gr cuyos objetos son sucesiones exactas cortas de
grupos. ¢Cudl seria la definiciéon correcta de morfismos en esta categoria para que dos
extensiones de un grupo H por un grupo K sean equivalentes si y solo si las sucesiones
exactos cortas correspondientes son isomorfas?

3.1 Ejercicios basicos sobre anillos

Ejercicio 3.1. Si (1 —ab) es una unidad de un anillo no conmutativo R, demostrar que
(1—ba) es también una unidad.

Ejercicio 3.2. Sea R un anillo sin identidad. Un elemento a € R es cuasiregular a la
izquierda [respectivamente, a la derecha] si existe b € R tal que a + b — ba = 0 [resp.,
a+ b—ab = 0]. Demostrar que esto ocurre siy sélo si el elemento (1,—a) € R* posee un
inverso a la izquierda [resp., a la derecha] en el anillo R* = Z x R.
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Ejercicio 3.3. Un elemento z de un anillo R se llama nilpotente si 2" = 0 para algun n € P.
Si z es nilpotente, demostrar que el elemento (1 —2) es una unidad en R y encontrar una
férmula que expresa su inverso.

Ejercicio 3.4. Un anillo R se llama booleano si a> = a para todo a € R. Demostrar que
un anillo booleano es conmutativo.

Fjercicio 3.5. Un elemento e de un anillo R se llama idempotente si e? = e.
(a) Demostrar que los uinicos idempotentes de un anillo entero son los elementos 0 y 1.

(b) ¢Cuales son los idempotentes en el anillo M,(C)? [ Indicacién: como primer paso,
identificar los idempotentes que son matrices triangulares. ]

Ejercicio 3.6. Demostrar que el “teorema binomial rustico” (a £ b)? = a” £ b® es valido
en el cuerpo finito F,,.

Ejercicio 3.7. Sea R un anillo conmutativo. Si M, (R) es el anillo de matrices n x n con
entradas en R, determinar el centro Z(M,(R)) := {A<€ M,(R) : AB = BA para todo B € R}.
[ Indicacién: sea E;; la matriz cuya entrada (i, j) es 1 y cuyas demds entradas son 0.
Examinar la ecuacién AE;; = E;;A para una matriz A dada. |

Ejercicio 3.8. Demostrar que el anillo de cuaterniones H es isomorfo al subanillo de

M,(C) de matrices de la forma (_a_ P ) con a, 3 € C. ?Cuaéles son las imagenes de los

B a

cuaterniones {i, j, k} bajo este isomorfismo?

Ejercicio 3.9. SiR es un anillo conmutativo, sea N el conjunto de elementos nilpotentes
de R. Demostrar que N es un ideal en R; y que no hay elementos nilpotentes no nulos en
el anillo cociente R/N.

Ejercicio 3.10. Sea C[0, 1] el anillo de funciones continuas f : [0,1] — R. Demostrar
que f € C[0,1] es un divisor de cero si y sélo si f se anula en algin subintervalo abierto
de [0, 1]. {Cudles son las unidades de este anillo?

Ejercicio 3.11. En el anillo C[0, 1] del ejercicio anterior, demostrar que un ideal M es un
maximal si y sélo si existe t €[0,1] tal que M ={f € C[0,1]: f(t)=0}.

Ejercicio 3.12. Sea R un anillo conmutativo (no necesariamente entero) y sea S C R \
{0} una parte multiplicativa: 1 € S; ys,t € S = st € S. Definase una relacion de
equivalencia en R x S por (a,s) ~ (c,t) si hay r € S tal que r(at — bs) = 0; dendtese la
clase de equivalencia de (a,s) por a/s.
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Comprobar que estas clases forman un anillo (denotado por RS™!) bajo las operaciones
usuales de fracciones. Demostrar que a — a/1 es un homomorfismo de R en RS™!, el cual
es inyectivo si y solo si S no contiene divisores de cero. Demostrar que s/1 es una unidad
de RS™! para cadas €8S.

3.2 Ejercicios sobre ideales y mdédulos

Ejercicio 3.13. SiI es unideal de R, sea M, (I) := {A€ M, (R) : cada a;; €I}. Demostrar
que M, (I) es un ideal de M,(R) y hallar un isomorfismo M, (R)/M, (I) ~ M, (R/I).

Ejercicio 3.14. Sea S un anillo que contiene elementos {eij :1,j=1,2,...,n} tales que6
eije;s = 0j.€;y e +eyp+---+e,, =1. Paracada a €S, escribase q;; := 22:1 € ae;jy-
Definase R := {b €S : be;; = ¢;;b para todo i, j }, un subanillo de S.

Demostrar que a;; ERyquea = szzl a;;e;;. Mostrar que la ecuacién szzl cije;; =0,
donde cada ¢;; € R, sélo posee la solucion trivial: todo ¢;; = 0. Concluir que existe un
isomorfismo S ~ M, (R).

Ejercicio 3.15. Sea M un R-médulo a izquierdayseaA:={r €R:rx =0parax € M }.
Comprobar que A es un ideal de R y que M es un R/A-mdédulo a izquierda bajo la acciéon
(r+A)x :=rx.

Ejercicio 3.16. Si Ay B son submddulos de un R-médulo a izquierda M, demostrar que
ANB yA+ B son submdédulos de M y que (A+ B)/B ~ B/(ANB) en la categoria R-Mod.

Ejercicio 3.17. Dado un anillo R, sean M un R-mddulo a derecha y N un R-médulo a
izquierda. Si (A, +) es un grupo abeliano, una aplicacién f : M x N — A es R-bilineal si

flx+x5,y)=f(x1,¥)+ f(xy,y) paratodo x;,x, €M, y €N,
fGyi+y)=f, 1)+ f(x,y,) paratodo x€M, y;,y, €N,
fxa,y)=f(x,ay) paratodo x €M, y €N, a€R.

Sea Z(M x N) el grupo abeliano libre generado por el producto cartesiano M x N; y sea
U el subgrupo generado por todos sus elementos de estos tipos:

(1 + 2, Y) = (x1, ) — (X2, ), (6,1 +y2)—(06,1)—(x,y2), (xa,y)—(x,ay).

Escribase M ®; N := Z(M x N)/U, el grupo abeliano cociente (el producto tensorial
sobre R de los médulos M y N). Denoétese por x ® y la coclase (x, y)+ U; cada elemento
de M ®; N es una suma finita )}, x; ® y;.

6Aqui se usa la delta de Kronecker: 0;,=1sij=r,6;,=0sij#r.
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Comprobar que la aplicacién t: M x N - M ®; N : (x,y) — x ® y es R-bilineal.
Demostrar, ademds, que para cualquier aplicacién R-bilineal f: M x N — A, existe un
unico homomorfismo de grupos ¢: M ®; N - Atalque pot = f.

Ejercicio 3.18. Sea R un anillo conmutativo y sean M,N dos R-mddulos. Demostrar
que Homgz(M,N) es un R-médulo si se define ay por ay(x) := a(y(x)), para a € R,
Y € Homg(M,N).

Ejercicio 3.19. Sean R un anillo conmutativo, M un R-médulo y Homg(R, M) la coleccién
de R-homomorfismos v): R — M. Demostrar que v — (1) es un R-isomorfismo de
Homg(R, M) sobre M.

Ejercicio 3.20 (Teorema chino del residuo). Sea R un anillo conmutativo.

(a) Sean I, J dos ideales de R tales que I +J = R. Hallar un isomorfismo de anillos
Y:R/(INJ)—R/I®R/J. Dados dos elementos b, ¢ € R, concluir que existe a € R
talquea—belya—celJ.

(b) Sily,I,,...,I, son ideales de R tales que I; +I; = R para todo j # k, demostrar (por
induccién sobre n) que

R R R
_ v — PP —.
Ilﬂ"'ﬂln I]. ITl
Dados by, ..., b, €R, concluir que existe a eRtalquea—b; €; paraj=1,...,n.

(¢) Sean m,,...,m, € P enteros positivos tales que m: L m, para j # k. Dados un
1 n p q Jj kP J
juego de enteros ry,...,r, € Z, comprobar que existe s € Z tal que s = r; mod m;
paracada j=1,...,n.

Ejercicio 3.21. Determinar todos los grupos abelianos no isomorfos de orden 360.

Ejercicio 3.22. Si m,n € P, describir el grupo abeliano Hom,(Z,,, Z,,).

3.3 Ejercicios sobre polinomios y su factorizacion

Ejercicio 3.23. Si a € C, dendtese por Q[a] la imagen de Q[x] bajo el homomorfismo
de evaluacion E: Q[x] — C definido por E(q) :=qsiqe€ Qy E(x) :=a.

(a) Sim €P no es un cuadrado en P, demostrar que Q[ v/m] ~ Q[x]/(x? —m).

(b) Comprobar que +/3 ¢ Q[+v/2].
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(c) Demostrar que los anillos Q[v2] y Q[+/3] no son isomorfos.

(d) Encontrar un polinomio p(x) € Q[x] tal que p(+/2 + +/3) = 0. Hallar un ideal I en
Q[x] tal que Q[x]/I ~Q[v2+ +/3].

Ejercicio 3.24. Si F, es un cuerpo finito con q elementos, sea IE‘;< =:{a;,a,,...,a,1} la
lista de sus elementos no nulos.

(a) Sea p € P el menor entero positivo tal que p-1 = 0 en F;. Mostrar que p es un
ndmero primo’ y que ¢ = p” para algtin r € P. [ Indicacién: observar que F, es un
espacio vectorial sobre IF,. ]

(b) Comprobar que a;a,---a,_; =—1 en F . [ Indicacién: q puede ser par o impar. |

o
(c) Demostrar el teorema de Wilson: si p € P es primo, entonces (p —1)! = —1 mod p.

Ejercicio 3.25. Demostrar que el anillo de division H (los cuaterniones) contiene infinitas
elementos u que cumplen la ecuacién u? = —1.

Ejercicio 3.26. (a) Comprobar que el anillo Z[i], los enteros gaussianos, es euclidiano
para la funcién 6(m + ni) := m? + n?.

(b) Demostrar que Z[+/2] es euclidiano para la funcién 6(m + nv/2) := |m? —2n?|.

Ejercicio 3.27. Hallar el maximo comun divisor d(x) de los polinomios
p()=x*+3x>—x>—4x—3,  q(x)=3x%+10x>+2x—3.
En seguida, encontrar a(x), b(x) en Q[x] tales que a(x)p(x) + b(x)q(x) = d(x).

Ejercicio 3.28. Se sabe que el polinomio x*+ x3+ x?+ x + 1 es irreducible en Q[x], pero
reducible en R[x]. Encontrar su factorizacién en R[x].
[ Indicacion: recordar la férmula de de Moivre: (cos 6 +isen )" = cosnf+isennf. |

Ejercicio 3.29. Calcular, con el algoritmo euclidiano, el méximo comun divisor de estos
pares de polinomios en Q[x]:

(@) f(x)=x>+x*+x—-3 y glx)=x"—x*+3x*+x—4.
(b) f(x):=x*+1 y g(x)i=x+x>+x+1.
() f(x):=x®-1 y g(x):=x>-1.

’Este ntimero primo se llama la caracteristica del cuerpo F,.
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Ejercicio 3.30. Calcular el maximo comun divisor de este par de polinomios en F,[x]:
F(x) =3x8+ x° + 4x* + 4x° + 3x% + 4x + 2,
g(x) :=2x® + 4x° 4+ 3x* + 4x® + 4x% + x + 3.
Ejercicio 3.31. Encontrar maximos comunes divisores en Z[i] para:
(a) 3+4i y 4-3i; (b) 11+7i y 18—i.

Ejercicio 3.32. (a) Demostrar la siguiente variante del algoritmo euclidiano: siR es un
anillo conmutativo, si p(x),d(x) € R[x] donde d(x) = by + b;x +---+ b, x™ con
b,, # 0, existen k € N y un unico par de polinomios q(x), r(x) € R[x] tales que

grr(x) < grd(x)

k —
b: p(x)=d(x)q(x)+r(x), con { o bien r(x)=0.

(b) Con este algoritmo modificado, hallar el mdximo comun divisor ménico de
f(x)i=x*+3x>—x*—4x—3, y g(x):=3x>+10x*+2x—3,
en el anillo Z[ x].

Ejercicio 3.33. Hallar el maximo comun divisor ménico h(x) en el anillo Z[x] de los

polinomios
f(x):=x2—1, y g(x):=(x*—x+1)"

[ Indicacién: Se podria usar Mathematica™ para los cédlculos intermedios. ]

Ejercicio 3.34. Si g(x) € F,[x] es un polinomio irreducible de grado m, demostrar que
IF,[x]/(g(x)) es un cuerpo finito con p™ elementos.

Ejercicio 3.35. Demostrar que el polinomio x> + x2 + 1 es irreducible en F,[x] y que
F,[x]/(x®+ x?+ 1) es un cuerpo con 8 elementos.

Ejercicio 3.36. Sea p € P un nimero entero primo.
(a) Demostrar el teorema pequenio de Fermat: vale a’? = a mod p para todo a € Z.

(b) Sea ¥,: Z[x] — F,[x] el homomorfismo de reduccién médulo p. Mostrar que el
polinomio x? —x € Z[x] no pertenece a ker ¥,, pero que todas las evaluaciones de
W, (x? —x) € F,[x] son nulas.
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Ejercicio 3.37. Si f(x) = ay,+a;x+:--+a,x" € Z[ x] tiene una raiz racional a = r /s € Q,
donde r,s € Z con s # 0 y med(r,s) = 1, comprobar que r |a, y s | a,,.

Usar este criterio para factorizar 2x° —8x% —9x + 5 en Z[x].

Ejercicio 3.38. El Lema de Gauss muestra que los factores de un polinomio primitivo
en Z[x] quedan también en Z[x].

(a) Mostrar que las posibles factorizaciones
xt+x+1l=(x£D)0E+ax?+bx£1)=(x*+cx+£1)(x*+dx£1)
no pueden realizarse con a, b,c,d € Z, asi que x* + x + 1 es irreducible en Z[x].
(b) Del mismo modo, comprobar que x° + 5x2 + 4x + 7 es irreducible en Z[x].

Ejercicio 3.39. Verificar que el polinomio
f(x):=2x*+21x®—6x*+9x—3

es irreducible en Z[x ], con el criterio de Eisenstein, después de aplicar un cambio de tipo
x—x+a.

Ejercicio 3.40. Factorizar los siguientes polinomios en Z[x ]:
x3—1, x*—1, x°—1, x°—1, x"—1, x®-—1, x°—1, x'©—1.

Ejercicio 3.41. Determinar si los siguientes polinomios son irreducibles o no en los res-
pectivos anillos de polinomios; y factorizar los que son reducibles:

(@ x*+x+1enFy[x];
(b) x*+x+2enFy[x];
() x*+1enF,[x];
(d x>*—9enTFy[x];
(e) x*—9enFy[x];

) x*+2x+2enQ[x].
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4.1 Ejercicios sobre representaciones de grupos finitos

En estos ejercicios, G denota un grupo finito y F un cuerpo; U, V, W son espacios vecto-
riales finitodimensionales sobre FF. Se escribe mw ~ o cuando dos representaciones 7y o
son equivalentes.

Ejercicio 4.1. Si w: G — GLy(V) y 0: G — GLg(W) son dos representaciones de G, sea
U :=Homg(V, W) el espacio vectorial de todas las aplicaciones F-lineales T: V — W.

(a) Definase p(g)T :=o(g)oTomn(g ') parag € Gy T € U. Comprobar que p es una
representacion de G sobre U.

(b) Verificar que Homy(V,W) ~ V* ®, W como espacios F-vectoriales. [ Indicacién:
usar bases. ]

(c) Demostrar que hay una equivalencia de representaciones, p ~ 1* ® o.

Ejercicio 4.2. Si m y o son dos representaciones de G sobre V y W, respectivamente,
comprobar que T® 0 ~ 0 ® 7.

Ejercicio 4.3. Si n: G — K es un homomorfismo sobreyectivo de grupos, y si o es una
representacién irreducible de K, comprobar que 7 := o o m es una representacién irre-
ducible de G.

Ejercicio 4.4. Si t: G — C* es una representacién compleja unidimensional de un grupo
finito G, demostrar que 7(g) € U(1) para todo g € G.

Ejercicio 4.5. Un elemento de clase en el algebra de grupo F[G] es una suma ¢ :=
g+ g, + -+ g, de todos los elementos en una clase conjugada {g;, g5,-..,g,} de G.
Demostrar que ah = ha en F[G] para todo h € G siy sélo si a es una combinacién F-lineal
de elementos de clase. Concluir que los elementos de clase forman una base vectorial para
el centro Z(F[G]) del algebra de grupo.

Ejercicio 4.6. Mostrar que existe una representacién 7: S; — GL(2,R) = GLz(R*) dado

por
1 0 —1/2 —/3/2
12 12 .
(12)= (o —1)’ (123) = (ﬁ/z ~1/2 )
[ Indicacién: como S, ~ {(a, b : a® = b> =1, ba = a®b), solo es necesario comprobar que
mt(a) y m(b) cumplen las mismas relaciones que a y b. ]

Comprobar que esta representacion es equivalente a la representacién irreducible 7,
de S, sobre el plano x + y +z = 0 en R3.
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Ejercicio 4.7. Si K es un cuerpo que incluye el cuerpo F como subanillo, y si V es un
espacio vectorial sobre IF, se define Vi := K®V (el lado derecho es un producto tensorial
de dos espacios F-vectoriales). Este Vi es un espacio vectorial sobre K; al identificar x € V
con 1® x € Vg, se puede considerar® que V C Vj de tal manera que Vi = KV. Una base
de V sobre F es también una base de Vi sobre K; y por lo tanto cada T: V — V que es
F-lineal se identifica con una aplicacién K-lineal con las mismas valores sobre una base
(denotado también por T), de modo que Endy (Vi) = K Endg(V) como anillos.

(a) Sim: G — GLg(V) es una representacién de G sobre V, entonces g — 7(g) define
una representacion ampliada my: G — GLg(Vi).? Si U < V es un subespacio inva-
riante bajo 7(G), comprobar que Uy es un subespacio invariante de Vi bajo 7y (G).
Concluir que si i es irreducible, entonces 7 es también irreducible.

(b) Con F =R y K = C, dar un ejemplo de una representacién real irreducible de C,,
de grado 2, cuya ampliacién a una representacién compleja es reducible.

Ejercicio 4.8. Si C, = {1,g,g2,...,8" '} es el grupo ciclico de n elementos, considérese
las dos representaciones complejas A y p de C, sobre C" determinadas por

Mg):=Ey +E3+...+E,,; +E, € M,(C),
p(g) = dlag[l, leti/n, e4m‘/n’ e eZ(n—l)m’/n].

Por ejemplo, sin =4,

0001 10 0 0
1000 0i 0 O
Alg) = 0100l p(g):= .
0010 00 0 -—i

Estas representaciones son equivalentes.! Encontrar una matriz invertible P € GL,(C)
tal que P A(g")P~! = p(g*) parak=0,1,...,n—1.

Ejercicio 4.9. Si G es un grupo finito abeliano, los caracteres y: G — C* de las rep-
resentaciones complejas irreducibles de G forman un grupo abeliano G", bajo multipli-
cacién ordinaria de funciones. Comprobar que, en efecto, el producto de dos caracteres

8Los elementos de KV son sumas finitas D, a;x; donde a; € Ky x; € V. Sin perder generalidad, se
puede asumir que los a; pertenecen a una base fija de K como espacio vectorial sobre F.

9Asi, por ejemplo, cualquier representacién real de G puede ampliarse en una representacién compleja,
usando las mismas matrices 7(g).

10La equivalencia A ~ p exhibe la descomposicién de la representacién regular de C, en una suma
directa de representaciones unitarias irreducibles.
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y el reciproco de un caracter quedan en G". Si G = C,, demostrar que el grupo C" es
también ciclico de orden n. Concluir que G¥ ~ G para todo grupo finito abeliano.

Ejercicio 4.10. Una accién de un grupo finito G sobre un conjunto finito X define una
representacién de G sobre el espacio F-vectorial F[X ] cuya base es X.

(a) Si y es el caracter de esta representacién, comprobar que y(g) es el nimero de
puntos fijos del elemento g € G.

(b) Si y, es el cardcter de la representacion trivial de G, demostrar que (y; | ¥) es el
numero de Orbitas de la acciéon de G sobre X.

Ejercicio 4.11. Demostrar que g y g~ son conjugados en G si y sélo si %;(g) € R para
todo cardcter y; de una representacion unitaria irreducible de G.

Ejercicio 4.12. Hallar la tabla de caracteres para el grupo abeliano V ~ C, x C,.

Ejercicio 4.13. Si Q es el grupo de cuaterniones, hallar todas las clases conjugadas de Q
y verificar que Q/Z(Q) ~ V. Demostrar que Q tiene la misma tabla de caracteres que el
grupo diedral D,. (Por lo tanto, los caracteres no determinan el grupo hasta isomorfismo,
en general.) Hallar la representacién unitaria irreducible de grado 2 del grupo Q, en
términos de las matrices de Pauli:

01 0 —i 1 0
o1 ={1 o) o=\ o) o3 =\y _1/

Ejercicio 4.14. Definase una representaciéon de grado 4 del grupo D, por

0 001 0O 0 0 -1
1 000 0O 0 -1 0
T(Prj2) i= 0100/ (o) = 0 -1 0 0
0010 -1 0 0 O

Encontrar las matrices 7(g) para los demds elementos g € D, y calcular el caracter y, de
esta representacion. Comprobar que 7 no es irreducible y hallar la descomposicion de
como suma directa de representaciones irreducibles. [ Indicacién: Para el ultimo paso,
no es necesario transformar los 7(g) en sumas directas de matrices en bloques. ]

Ejercicio 4.15. Hallar la tabla de caracteres de S,, mediante los pasos que siguen:

(a) Enumerar las clases conjugadas de S,, a partir del Ejemplo 1.31. Concluir que S,
posee cinco representaciones unitarias irreducibles inequivalentes.
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(b) Verificar que S, ~ V X, S5, un producto semidirecto. [ Indicacién: Sea S; el sub-
grupo que deja fijo el 4 en {1, 2, 3,4}. ] Deducir que hay un epimorfismo n: S, — S5
y con el Ejercicio 4.3 concluir que la tabla de S; aparece como un bloque 3 x 3 dentro
de la table de S,.

(c) Identificar las dos representaciones de S, de grado 1 y usar la ortogonalidad de filas
para rellenar las primeras tres filas de la tabla de S,.

(d) Verificar que las dos representaciones tienen grado 3. Concluir que w5 ~ 7, ® 7,
donde 7, es la representacién no trivial de grado 1.

(e) Usar la ortogonalidad de filas para rellenar las ultimas dos filas de la tabla de S,.

Ejercicio 4.16. Considérese las siguientes dos representaciones reales irreducibles de S,
sobre R® (sus ampliaciones complejas son unitarias sobre C3):

(a) S, actua por rotaciones del cubo con vértices (£1,+1,+£1).

(b) S, actta por rotaciones y reflexiones del tetraedro regular con vértices (1,—1,—1),
(—-1,1,-1), (—1,—1,1) y (1,1, 1); el subgrupo A, actia por rotaciones solamente.
Por ejemplo, la reflexion x <= y en el plano vertical x = y transpone los primeros
dos vértices.

Demostrar que estas dos representaciones son inequivalentes. [ Indicacién: Basta calcular
x(g) para una transposicién g € S, en los dos casos. ]

Ejercicio 4.17. Sea D, ~ {a,b : a" = b*> =1, ba = a 'b) el grupo diedral de orden 2n.

(@) Sin = 2m + 1 es impar, mostrar que D, posee m + 2 clases conjugadas (dar un
elemento de cada clase). Verificar que D, tiene dos representaciones unitarias irre-
ducibles de grado 1 y m representaciones unitarias irreducibles de grado 2. Encon-
trar estas representaciones de grado 2, donde el subgrupo C, esté representada por
matrices diagonales de determinante 1.

(b) Sin = 2m esimpar, mostrar que D, posee m+ 3 clases conjugadas (dar un elemento
de cada clase). Verificar que D, tiene cuatro representaciones unitarias irreducibles
de grado 1 y (m — 1) representaciones unitarias irreducibles de grado 2. Encontrar
estas representaciones de grado 2, como en el caso anterior.

Ejercicio 4.18. Si m y o son representaciones irreducibles de G, su producto tensorial
n®o generalmente es reducible. Si 75 es la representacion unitaria irreducible de grado 2
de S;, demostrar que 743 ® 75 ~ T, ® T, & 5. [ Indicacidn: examinar sus caracteres. ]
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4.2 Ejercicios sobre representaciones inducidas

En estos ejercicios, G denota un grupo finito y H < G un subgrupo de indice [G:H] = m;
n: G — GL:(V)y o: H— GL:(W) son representaciones unitarias de G y H, respecti-
vamente, de grado finito. Se denota por 7, la representacién de H obtenida de 7 por
restriccién a H; y por o© la representacién de G obtenida de o por induccién.

Ejercicio 4.19. Si dim W = n, sea b(h) € M, (C) la matriz de o(h), para cada h € H,
con respecto a una determinada base de W. Escribase G/H = {g,H, g,H,...,g,,H} con
g, = 1. Definase b(k) € M, (C), para todo k € G, por

. b(h) sik=he€H,
b(k) :=
0 sik ¢ H.

Sea a(k) € M,,,,(C) la matriz de bloques n x n, cuyo bloque (i, j) es T)(gi_lkgj). Demostrar
que k — a(k) : G — GL(mn, C) es un homomorfismo de grupos; y que la representacién
de G sobre C™ asi obtenida es equivalente a la representacién inducida c©.

Usar esta descripcién matricial de o para verificar la férmula de Frobenius para el
cardcter de una representacion inducida.

Ejercicio 4.20. El grupo G actda por permutaciones g - g;H := gg;H sobre el conjunto
G/H, definiendo asi un homomorfismo 7: G — Perm(m) < GL(m,C) que es efectiva-
mente una representacion de G sobre C™. Si o, es la representacidn trivial de H, com-
probar que ¥ ~ .

Ejercicio 4.21. Esta es la construccién de Mackey!! de la representacién inducida ¢ a
partir de una representacién dada o: H — GL (W) de un subgrupo H < G. Definase el
espacio C-vectorial ¥ de funciones con valores vectoriales : G — W tales que

E(hk) =o(h)&(k) paratodo he€H, keG.
Definase una representaciéon p de G sobre ¥ por

p(g):&— p(g)E, donde p(g)¢:k— &E(kg) para g,keG.

Siy € W, sea &, € ¥ la funcién dada por &, (h) := o(h)y sih€H, £,(k):=0sik ¢ H.
La aplicacién C-lineal W — ¥ : y — & es inyectiva. Demostrar que o~ p.

HEsta versién de o funciona se adapta directamente a grupos infinitos y grupos de Lie. Véase, por
ejemplo, el libro: George Mackey, Unitary Group Representations in Physics, Probability, and Number Theory,
Benjamin-Cummings, Reading, MA, 1978.
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Ejercicio 4.22. Si G posee una subgrupo abeliano de indice m y si 7 es una representacion
unitaria irreducible de G, demostrar que el grado de © no puede ser mayor que m.
[ Indicacién: usar la férmula de reciprocidad de Frobenius. ]

Ejercicio 4.23. Demostrar que todas las representaciones irreducibles del grupo D, tienen
grado 1 o 2. Calcular los caracteres de las representaciones de grado 2 inducidas por
representaciones del subgrupo C, y determinar asi la tabla de caracteres de D,. [ Indica-
cién: usar el ejercicio anterior. Si { = e?™/7 notar que 1+{+ > +*+{*+°+¢%=0.]

Ejercicio 4.24. Enelcaso G = S,y H = S, se sabe que las tres representaciones inducidas
01G, O'ZG , O'g tienen grados 4, 4 y 8 respectivamente y por tanto no son irreducibles de S,.
En términos de las representaciones unitarias irreducibles 7; de S, ya identificadas en el
Ejercicio 4.15, usar la reciprocidad de Frobenius para comprobar estas equivalencias:

OV~ @ T, OY~TL,@®T,, O~ T ® T, ® .

Ejercicio 4.25. Demostrar que la representacién 7 del grupo A sobre C° por permuta-
ciones pares de las coordenadas (x, y,z,u,v) es reducible: © ~ 7; & m,, donde 7, es la
subrepresentacion trivial sobre la recta diagonal x =y =2 =u =v y 7, es la subrepre-
sentacién sobre el hiperplano x+y+z+u+v = 0. Demostrar que 7, es una representacion
irreducible de A4, de grado 4. [ Indicacién: calcular (y, | x.)- 1

Fjercicio 4.26. Demostrar que los 5-ciclos (12345) y (13524) = (12345)? no son con-
jugados en el grupo As. Concluir que A tiene cinco clases conjugadas y por ende cinco
representaciones unitarias irreducibles inequivalentes. ¢Cudles son los sus grados? [ In-
dicacion: usar el ejercicio anterior. ]

Ejercicio 4.27. En el caso G =A; y H = A,, usar la tabla de caracteres de A,, la férmula
de caracteres de Frobenius y la relacién (y,. | x,.) = 1 para caracteres irreducibles para
determinar la descomposicién de las representaciones inducidas o %, o¢

G G
1, 0,5, 0 yo, en
términos de las representaciones unitarias irreducibles 7t; de As.
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