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Introduccion

El dambito natural del calculo diferencial e integral en varias variables estd consti-
tuido por espacios topolégicos que son localmente euclidianos. Esto significa que
cada punto del espacio posee un vecindario abierto homeomorfo a una bola abierto
de algin R"; entonces es posible importar las nociones de funcién diferenciable y
de elemento de volumen desde R" al vecindario de marras. Asi se confiere al espa-
cio dado una estructura diferencial, dando lugar a una “variedad diferencial”. Unos
ejemplos tipicos son las esferas, los toros y los espacios proyectivos, sin omitir el pro-
pio R". Otros ejemplos son los grupos de matrices invertibles (reales o complejos) y
las 6rbitas de acciones (libres y propias) de tales grupos. El tema de este curso es el
estudio de la estructura diferencial de tales variedades diferenciales.

Mediante las correspondencias locales con espacios euclidianos, es posible asignar
coordenadas locales a ciertos abiertos de la variedad. Esto permite transportar el calculo
diferencial ordinario a la variedad, de manera consistente entre las diversas sistemas
de coordenadaslocales. A partir de ahi, se introduce varias estructuras globales sobre
la variedad: campos vectoriales, formas diferenciales, y transformaciones lineales en-
tre unos y otros. En algunas instancias, no todas, se puede definir integrales sobre una
variedad mediante formas de volumen. Una pieza clave de ese andlisis es el llamado
teorema de Stokes, que relaciones integrales sobre formas de rangos diferentes.

La geometria de las variedades diferenciales depende de una estructura suplemen-
taria, necesaria para definir los conceptos de torsién y curvatura. Esta es una “conex-
i6n afin”, que determina el desplazamiento paralelo de vectores tangentes. Otra es-
tructura suplementaria es una “métrica riemanniana”, que permite definir una no-
cién intrinseca de distancia entre puntos de la variedad. Dada una métrica, hay una
tinica conexion afin compatible con ella y libre de torsién: con ello es posible calcular
diversos invariantes métricos, entre ellos la curvatura escalar.
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Temario

Variedades diferenciales Definicién y ejemplos de variedades. Funciones y aplica-
ciones diferenciables, particiones de la unidad. Vectores tangentes y campos
vectoriales. Curvas integrales y flujo de un campo vectorial. Grupos de Lie y
sus espacios homogéneos. Fibrados principales y fibrados vectoriales, los fibra-
dos tangente y cotangente de una variedad diferencial.

Formas diferenciales Formas diferenciales de primer grado y su dualidad con cam-
pos vectoriales. Algebra tensorial, formas de grado superior. La derivada exte-
rior de una forma diferencial, derivadas de Lie de campos vectoriales y formas.
Formas cerradas y exactas, el lema de Poincaré.

Integracién en variedades Variedades orientables. Integrales de n-formas. Cadenas
y homologia singular. Cohomologia de de Rham, el teorema de Stokes.

Conexiones y curvatura Transporte paralelo de campos vectoriales. Conexiones afi-
nes, derivadas covariantes, simbolos de Christoffel, curvas geodésicas. Métricas
riemannianas y conexiones de Levi-Civita. Curvatura riemanniana, tensores de
Ricci, curvatura escalar. Espacios de curvatura constante, geometria esférica.
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Notaciones y convenios

Un curso de calculo en varias variables es prerrequisito de esta materia. Cabe men-
cionar algunos detalles de notacién, aunque el lector ya habra visto la mayoria de
ellos.

o Lasletras N, Z, Q, R, C denotan los niimeros naturales,! enteros, racionales, reales
y complejos, respectivamente.

¢ Si Ay B son conjuntos disjuntos, A N B = 0, su union disjunta es AW B.

"Los autores franceses usan N = {0,1,2,3,...} y escriben N* = {1,2,3,...}. En cambio, los
autores alemanes suelen poner N = {1,2,3,...} yNp = {0,1,2,3,...}. El lector debe cerciorarse si
un determinado libro considera 0 como ntimero natural o no. En estos apuntes, se seguira el convenio
francés: N ={0,1,2,3,...}.
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¢ Si R(x) es una relacion légica que depende de un parametro x, se escribe:

[R(x)] := 1, siR(x) es CIERTO;

0, siR(x) esFALSO.

Esta funcién booleana se conoce como la notacién de Iverson.? Por ejemplo, la
funcién indicatriz x 4 de un conjunto A se define como

() = [x € A] 1, sixe€eA;
X): =X =
x4 0, six¢A.

La funcién de signo sobre R vale 1, 0, —1 para un ntimero positivo, cero o neg-
ativo, respectivamente. Su definicién es simplemente

signo(t) := [t > 0] — [t < O].

La delta de Kronecker, comtnmente escrito 6 o 6;.‘, también se puede definir asf:

5 [i= kI 1, sij=k;
ik = = =
=l 0, sij#k.

¢ Las coordenadas de un vector en R" se denotaran por superindices (exponentes)

en vez de subindices:
x = (!, x%, .., x") e R™.

Al tomar potencias de coordenadas, el uso de paréntesis evita ambigiiedades;
asi, la norma euclidiana de x € R" es:

lxlls= V)2 + (22 4+ oo ()2

Una lista de vectores empleard subindices. Por ejemplo, la base ortonormal usual
de R" serd denotada por {e1, ez, ..., e}

*Este simbolo fue introducido por Kenneth Iverson, el inventor del lenguaje de computacién APL,
en su libro A Programming Language (Wiley, New York, 1962). Fue recomendado por Donald Knuth
para uso general, en: Donald E. Knuth, Two notes on notation, American Mathematical Monthly 99
(1992), 403—-422. Véase también el libro: Ronald L. Graham, Donald E. Knuth and Oren Patashnik,
Concrete Mathematics, Addison-Wesley, Reading, MA, 1989.
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¢ Las formas R-lineales £: R" — R constituyen el espacio vectorial dual (R")* -
los franceses lo dotan por R,,. Con respecto a la base dual {e!,..., €"}, determi-
nada por las relaciones €'(e;) = [i = j], los componentes de una forma lineal
se denotan por subindices:

=818 + &8+ + &,
Entonces la evaluacion de la forma lineal & sobre el vector x se presenta ast:

(E,x) = &E(x) = Ext + Ex% + -+ Eux = Epxk.

o La notacién &xx* al lado derecho usa el convenio de Einstein para sumatorias:
en una expresion con indices, si algtin indice se repite una vez como subindice
y otra vez como superindice, se suma sobre todos los valores de ese indice, salvo
indicacién expresa de lo contrario.

¢ Los corchetes angulares (-, -) también sefialan una dualidad entre dos espacios
vectoriales: la expresion (&, x) es R-lineal en x si & es fijo, y es R-lineal en ¢ si
x es fijo. Se trata, entonces, de una aplicacién bilineal de R, X R en R, en donde
R, = (R")" es el espacio vectorial dual de R" y ala vez R" = (R,)* puede verse
como el espacio vectorial dual de R,,.

¢ Sila entrada (i, j) de una matriz A se denota por a;;, la matriz misma se denota
por A = [a;;], sin més detalle. Se sobreentiende que los indices 7, j recorren
todos los valores permisibles.

o Sif: R"™ — R es m veces continuamente diferenciabley rq, ..., 7, € N cumplen
rl=ri+---+r,=m,laletrar = (r1,...,r,) € N denota un multiindice y la
derivada parcial correspondiente de f, de orden m, se denota por

o f B grittrn f
dxr " grixl...graxn’

¢ Se adopta el siguiente convenio para omitir un elemento de una lista. Dada una
lista ordenada (X, ..., Xx), se escribe un techo ™ sobre la entrada X j para denotar
su ausencia de la lista:

(Xl,...,Z,...,Xk) = (Xl,...,X]'_l, X]'+1,...,Xk).
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1 Variedades diferenciales

Physics is very interesting. There are many, many inter-
esting theorems in physics. Unfortunately, there are no
definitions.

— David Kazhdan'

Una variedad diferencial M de dimensién n es un espacio topoldgico que es local-
mente homeomorfo al espacio euclidiano R"; esto significa que cada uno de sus pun-
tos posee un vecindario homoeomorfo a una bola abierta de R". Se trata de transferir
el calculo diferencial e integral de funciones sobre R" a M, tomando en cuenta que
las correspondencias con bolas en R" pueden variar de un punto a otro.

Para efectuar dichas correspondencias, se toma una coleccién de abiertos que
cubren M acompafiados con homeomorfismos hacia abiertos de R". Este juego de
cartas locales define la estructura diferencial de M, siempre y cuando los homeomor-
tismos desde cartas que traslapan sean compatibles. Antes de abordar la teoria dife-
rencial en detalle, conviene repasar algunos conceptos topoldgicos.

Definicién 1.1. Un espacio topolégico es un conjunto X dotado de una colecciéon T
de partes de X (esa coleccioén T es la topologia) que satisface tres condiciones:

(@) X € Ty 0 € T (0 denota el conjunto vacio).
(b) SiU,V € T, entoncesU NV € 7T.
(c) Si{Uy:a €A} CT, entonces |Jyeqa Uy € 7.

La elementos de T son los abiertos (o partes abiertas) de X. Un vecindario de x € X es
una parte V C X que incluye un abierto U € T que contiene x,0sea: x € U € V. Una
parte de X es abierta si y solo si es un vecindario de cada uno de sus propios puntos.

Sus complementos { X \ U : U € T} son los cerrados (o partes cerradas) de X. ¢

Ejemplo 1.2. Una bola abierta en R", con centro x € R" y radio r > 0, es el conjunto
B(x;r):={yeR":|ly—x| <r}.

La topologia usual de R" es la coleccién de uniones arbitrarias U = |J,ea B(x4; 7o) En
este caso, basta tomar uniones numerables, porque cada B(x; r) es una unién numerable
de bolas abiertas con centro en Q" y radio positivo en Q.

La bola cerrada B(x;r) := {y € R" : ||y — x|| < r } es un cerrado de R". O

*Citado por James Milne en su pagina web, (http://www. jmilne.org/math/index.html).
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Ejemplo 1.3. Si X € R",sea T := { X N U : U abierto en R" }; esta T es la llamada
topologia relativa de X. Los cerrados de X son { X N C : C cerrado en R" }.
De esta manera se define la “topologia usual” de conjuntos como la esfera

S"l={xeR":|x|| =1},
que se determinan en primera instancia como partes de R". o

Por la Definicion 1.1(c), una interseccion arbitraria de cerrados en X es cerrada. Si
A C X la interseccién de cerradas que incluyen A es un cerrado A, la clausura de A.
Una parte A C X es densa en X si A = X. Dicese que X es separable si alguna parte
numerable es densa; por ejemplo, R" es separable porque Q" es una parte densa.

Definicién 1.4. En un conjunto X, una funcién d: X X X — [0, o) es una distancia
métrica si d es simétrica: d(x,y) = d(y, x) para x, y € X; definida: d(x,x) = 0 si y solo
si x = 0; y cumple la desigqualdad triangular: d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) parax,y,z € X.

Una distancia d define bolas abiertas By(x;r) = {y € X : d(x,y) < r}. Las
uniones U = {J,eq Ba(xa; 7o) son los abiertos de la topologia métrica de X. Un espa-
cio topolégico es metrizable si su topologia estd dada por una métrica. Los espacios
euclidianos R" (y sus partes X C R" con las topologias relativas) son metrizables. ¢

Definicién 1.5. Una funcién f: X — Y entre dos espacios topoldgicos es continua si
para todo abierto V de Y su preimagen f~1(V) := {x € X : f(x) € V } es abierto en X.

Una sucesion {xi}ren € X converge a x € X (escrito xx — x) si para cada vecin-
darioV dexhay N € Ntalquex, € V parak > N. Si f: X — Y es continua, entonces
xr — x en X implica f(xx) — f(x)enY. Elinverso (una funcién que preserva la con-
vergencia de sucesiones es continua) es véalido si X y Y son metrizables y separables.

Un homeomorfismo entre dos espacios topolégicos X, Y es una aplicacién biyec-
tiva y continua f: X — Y tal que f~}: Y — X es también continua. En tal caso,
U < f(U) es una correspondencia biunivoca entre las topologias de X y Y; y se dice
que los espacios topolégicos X y Y son homeomorfos. o

1.1 Definicién y ejemplos de variedades

Definicién 1.6. Sea M un espacio topoldgico metrizable y separable.? Una carta local
n-dimensional para M es un par (U, ¢), donde el dominio U de ¢ es un abierto de M,
¢(U) € R" es un abierto de R", y ¢: U — ¢(U) es un homeomorfismo.

2Algunos autores admiten una clase mas amplia de espacios topolégicos subyacentes, al definir
una variedad diferencial: los que son de Hausdorff, paracompactos y cumplen el primer axioma de
numerabilidad. Constltese cualquier texto de topologia general para el alcance de esas propiedades.

1-2
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Si(V, ) esotra cartalocal para M con UNV # 0, entonces p(UNV)y Yp(UNV)son
abiertos no vacios de R". Las dos cartas son compatibles silas funciones de transicién:

YpodpipUNV) > pUNY),
¢po ¢—1: pUNV)—-pUNYV), (1.1)

son continuas (de hecho, son homeomorfismos, al ser mutuamente inversos). O

Definicién 1.7. Un atlas sobre M es un juego 2 := {(Uy, ¢o) : @ € A} de cartas
locales, todas de la misma?® dimensién n y compatibles entre si, tal que | J,ec4 Uy = M.

Dos atlases 2 y B sobre M son equivalentes si cada carta local (U, ¢) de 2 es com-
patible con cada carta local (V, ¢) de B tal que U NV # 0; en otras palabras, si A U ‘B
es también un atlas. Fijese que la clase de equivalencia de 2( contiene un atlas maximal,
constituido por la totalidades de cartas locales (V, 1) compatibles con todas las cartas
locales de 2L.

Una variedad topolégica de dimensién n es un espacio topolégico M, metrizable
y separable, dotado de una clase de equivalencia de atlases — o bien, M dotado de un
atlas maximal — cuyas cartas tienen imagenes en R". Se escribe dim M = n y se dice

que 1 es la dimensién de esta variedad. N
M
NN
Gallly) — (L)
R" R
Pa(Ua N UW Pp(Uy N Up)

Figura 1.1: Una funcién de transicion entre dos cartas locales

3Un teorema importante de la topologia general asegura que un abierto no vacio de R"” puede ser
homeomorfo con un abierto no vacio de R™ solo si m = n. Esto implica que la dimensién del espacio
euclidiano ambiente no es ambigua.

1-3
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Definicién 1.8. Sea M un espacio topolégico metrizable y separable. Un atlas sobre M
es un atlas de clase CF, para k € N, si todas sus funciones de transicién entre abiertos
de R", ozt : pa(Us NUp) — Ppp(Uq N Up) - véase la Figura 1.1 — son de clase C¥,
es decir, k veces continuamente diferenciables.

Por su definicién, cada ¢g o ¢! es de clase C?, por ser continua. El atlas dado
es un atlas de clase C* si es de clase C¥ para cada k € N; en otras palabras, si sus
funciones de transicion son suaves.

Una variedad diferencial de dimensién n es un espacio topolégico M, metrizable
y separable, dotado de una clase de equivalencia de atlases de clase C*. o

Ejemplo 1.9. El espacio euclidiano R”, con el atlas de una sola carta {(R", 1r»)}, es
una variedad diferencial de dimensién 7.

De igual modo, cualquier abierto U € R" es una variedad diferencial de dimen-
sién n, cuyo atlas es la sola carta {(U, i)}, donde i: U — R" denota la inclusién. ¢

Ejemplo 1.10. 5i y: R — R" es una aplicacién suave e inyectiva cuya derivada no se
anula, y’(t) # 0 para t € R, la trayectoria y(R) € R" no tiene puntos singulares y
la funcién inversa y!: ¥(R) — R es suave a lo largo de esta trayectoria. (Este es un
caso particular del teorema de la funcién inversa.) En tal caso y(R), dotado de la sola
carta (y(R), y™!), es una variedad diferencial unidimensional encajada en R". O

[ En el ejemplo anterior la palabra trayectoria denota la imagen de la funcién y
como una parte de R" (con la topologia relativa). El término curva se reserva para
la funcién y misma: una curva es una funcién continua (en este caso, suave) cuyo
dominio es un intervalo de la recta real. En otros contextos se dice que y es una
parametrizacion que recorre el conjunto y(R) con una determinada velocidad. ]

Ejemplo 1.11. Considérese la recta R dotado de la carta (R, ), donde «(t) := t> para
t € R. Notesequex: R — R esunabiyeccién continua con inverso continuos + s'/3;
luego, k es un homeomorfismo de R en R y el atlas {(R, x)} hace de R una variedad
topoldgica indistinguible de la R original.

Sin embargo, aunque « es suave (cualquier polinomio es diferenciable), su funcién
inversa ¥~! no es diferenciable en s = 0, asi que las cartas (R, 1g) y (R, k) seran
incompatibles si se quiere formar un atlas de clase C! o mayor.

En resumen: el atlas {(R, x)} determina una estructura diferencial sobre R dife-
rente de la usual, basada en la carta (R, 1R). O

A continuacién se introducira varios ejemplos de variedades diferenciales M con
un atlas 2 declarado. A partir de ahi, se permiten inicamente cartas compatibles con

1-4
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ese atlas. No habrd més discusion de variedades topoldgicas: en adelante la palabra
variedad denotard una variedad diferencial.

Ejemplo 1.12. El circulo
Sli={zeC:|z]=1}={e? . -n <O < T}
es una variedad unidimensional. Su atlas usual se compone de dos cartas:

Uy = ST\ {-1}, —ilog.), log>(rei6) :=logr +i0 para re’? € C\ (—o0,0];
(U- = S\ {+1}, —ilog_), log<(rei¢) :=logr +i¢ para re’® e C\ [0, +o0). (1.2)
Fijese que —ilog_(U4) = (-, ) € Ry —ilog_(U-) = (0,2n) C R. Las funciones de

transicion son las traslaciones i6 +— i(6 + ) para 0 # 0; i¢p +— i(¢p — 1) para ¢ # .
Estas funciones afines son obviamente suaves. O

Figura 1.2: Dos proyecciones estereograficas de S"~! en R"~!

Ejemplo 1.13. La esfera S"~! := {x € R" : ||x|| = 1} es una variedad diferencial de
dimension (n —1). Al quitar su polo norte e, o su polo sur —e, se obtienen dos abiertos
U :=S"1\{e,},V := S" !\ {-e,} que cubren la esfera, pues UUV = S"~!. Definase
¢: U — R"1yy:V — R"! porlas proyecciones estereogrificas (Figura 1.2):

1 1
O(x) = T (xl, ..., x" ), P(x) = T+ o

4En la geometria algebraica, la palabra variedad significa un conjunto de ceros de un juego finito
de polinomios. Como tal, puede poseer puntos singulares, como el vértice del cono x* + y? — z% = 0
en R3. En inglés y alemén se emplean palabras distintos: (differential) manifold vs. (algebraic) variety,
(differenzierbare) Mannigfaltigkeit vs. (algebraische) Varietit; pero en francés y espaiiol los vocablos
variété y variedad se usan en los dos contextos.

(xt, ..., x"7h).

1-5
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n
Siy = ¢(x), z =1(x) en R"7!, entonces ||y||*> = 1 tin , por lo tanto
-1 1 n—1 2
V) = ——=Qy",....2y" ", llylIF - 1),
R e
y por ende
_ 1 - y
z=ypod l(y)=—=@, ...,y ==
Ve WY ) T

paray € p(UNV)=R"1\{0}.

Es evidente que ¢ o ¢! es una biyeccién suave de R"™! \ {0} en sf mismo. [ Esta
es la inversién en la esfera ecuatorial S"72.] En este caso (U NV) = ¢(UNV)y
do~l:z > z/||z||? también. Luego estas dos cartas forman un atlas que determina
una estructura de variedad diferencial sobre la esfera S~ ¢

Ejemplo 1.14. El plano proyectivo real RP? := {L < R®: dimL = 1} es el conjunto
de todas las rectas que pasan por el origen de R3. Si x = (x!, x?, x®) € R3\ {0}, larecta
Ly que pasa por 0y x se denota por las coordenadas homogéneas x = [x! : x? : x3]
(en vista de que [tx! : tx2 : tx3] = [x! : x2 : x3] parat # 0). Se debe observar que
RP2 = U; U Uy U Us donde

U := {[x?:x%:x%):2/ #0} para j=1,2,3.

La topologia de RP? se define como sigue:5 una parte V C RP? es un abierto de RIP?
siysolosi V = [Uyey(Ly \ {0}) es abierto en R3 \ {0}. Las aplicaciones biyectivas
¢;: Uj —> R? dadas por

_ x? %3 _ xt a3 _ x!l x?
P1(%) = (F ’ F)' Pa(X) = (; / F)' P3(¥) = (F / ;) (1.3)
son bien definidas y continuas. Fijese que cada ¢;(U; N Uk) es igual a R? menos uno
de sus ejes coordenados. Es evidente que
“1g,1 2 1.2 “1g,1 2 1y

oL y)=iy:yl ooy =\ ) (1.4)
Las otras funciones de transicion ¢y o qb}‘l son del mismo estilo. Todos sus compo-
nentes son cocientes de polinomios (de primer grado, en este caso) que no se anulan

5El conjunto RP? puede considerarse como un cociente de R®\ {0} bajo la relacién de equivalencia:
x ~ ysiysolosiy = tx para algan f # 0; la clase de equivalencia de x es Ly \ {0}. Esta definicién
de abiertos en RIP? se conoce como la topologia cociente: es la topologia més fuerte tal que la aplicacién
cociente x — (Ly \ {0}) sea continua.
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en sus dominios, y por ende son funciones suaves de dos variables. Luego RP?, con
este atlas de tres cartas locales, es una variedad diferencial de dimensién 2.

El plano proyectivo RP2, vista como conjunto sin estructura diferencial, es un
espacio homogéneo definido por la accién del grupo multiplicativo R* = R\ {0} sobre
el conjunto R3 \ {0} por multiplicacién escalar, t - x := tx € R3\ {0}. Las érbitas de
esta accién de grupo son rectas menos el origen, L, \ {0}.

Otra definicién de RP? viene de considerar la accién del grupo C, = {1, -1} sobre
la esfera S? = {x € R3 : (x1)? + (x?)? + (x*)> = 1}, por (1) - x := —x € S%. Ahora
las 6rbitas son pares de puntos antipodales {x, —x}. Esta accién de grupo se obtiene del
anterior al imponer las ligaduras ||x|| = 1y |t = 1. Nétese que S? = V; UV, U V3
donde cada V; es el abierto S? \ {ex, —ex} cocientado por x ~ —x. Se definen tres
cartas locales (Vi, k) por las mismas férmulas respectivas (1.3) que definen los ¢y.
La estructura diferencial sobre RP? coincide con la anterior. 0

Definicién 1.15. Si M y N son dos variedades diferenciales de dimensiones respec-
tivas n y m, con atlases 2 := { (Ua, Po) : a € A}y B := {(Vg,p) : p € B} sobre M
y N respectivamente, su producto cartesiano M X N posee un atlas cuyas cartas son los
(Ua X Vg, pa X 1Pg), donde

PaXPp: Uy X Vg = R"™ : (x,y) > (dalx), ().
El espacio topolégico M X N, con este atlas, es la variedad productode My N. ¢

Ejemplo 1.16. La igualdad R"” x R™ = R"*" es un isomorfismo R-lineal de espacios
vectoriales y un homeomorfismo de espacios topolégicos. Ademads, la estructura dife-
rencial de variedad producto del lado izquierdo coincide con la estructura diferencial
de R"*" al lado derecho, porque 1r» X 1gn = 1gn+m. o

Ejemplo 1.17. El toro (0 2-toro) T? := S! x S! es el producto cartesiano de dos circulos.
(Se usa la letra T, de “toro”, como sinénimo de S'; asi, T> = T x T.)

Inductivamente, se define el n-toro T" := T x T"~! para cualquier n € N*. Esta es
una variedad de dimensién n. o

Ejemplo 1.18. Sea SU(2) el conjunto de matrices complejas 2 x 2, U € M»(C), que son
unitarios, UU* = U*U = 1, y ademads unimodulares, detU = 1. Sus elementos tienen
la forma

u= (—a[;’ g) con a,BeC, |a*+|p*=1. (1.5)

Nétese que para (a, f) € C? ~ R* (isomorfismo de espacios R-vectoriales), la condi-
cién |a|? +|B|> = 1 es equivalente a (o, B) € S®, asi que SU(2) es topolégicamente una
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MA-870: Geometria Diferencial 1.2. Aplicaciones diferenciables

esfera tridimensional. Entonces es una variedad diferencial, por ser un caso particular
del Ejemplo 1.13.

Sin embargo, se puede usar otra parametrizacion de sus elementos. No es dificil
comprobar que hay angulos 0, ¢, ¢ tales que a = ¢/@*¥)/2cos 0, p = ¢/(9~¥)/2sen 0.
El dominio V' de una carta local que incluye la matriz identidad 1, esta dada por las
condiciones -1t < 0 < m, =21 < ¢ < 2m, =271 < P < 27m. (Resulta que este dominio
V es un abierto denso en SU(2).) O

1.2 Aplicaciones diferenciables

Sil € R"yV € R"™ son dos abiertos en espacios euclidianos, conviene recordar
la definicién de aplicacion diferenciable de U en V. En primer lugar, una funcién
f:U — V es diferenciable en x € U si hay una aplicaciéon R-lineal L,: R" — R tal
que, para cada ¢ > (0 vale

If(x+h) = f(x) = Ly (W] < ellh]| todavez que |[h]| <,

donde 6 = 0(¢) puede depender de ¢ y ademds B(x,6) € U. En otras palabras, la
aplicacion h — f(x + h) — f(x) puede ser aproximado hasta primer orden por una
funcién lineal L, € £L(R",R™). En segundo lugar, se dice que f es continuamente
diferenciable en U, o de clase Clen U, si ademés la aplicacién x +— Ly es continua en
el dominio U. Al escribir D f(x) := Ly se obtiene una funcién (continua, en el segundo
caso) Df: U — L(R",R™); esta es la derivada de la funcién diferenciable f.

Este formalismo “libre de coordenadas” es excelente para ciertos propdsitos, entre
ellos para demostrar la regla de la cadena:

D(g o f)(x) = Dg(f(x))- Df(x), (1.6)

cuando ¢: V — W C RF es otra funcién continuamente diferenciable en V; el
punto al lado derecho indica la composicién de aplicaciones lineales en £(R™, R¥)
y L(R",R™). Sin embargo, resulta incomodo que la derivada D f tenga imagen en
un espacio euclidiano de mayor dimensioén, si n > 1; y en casos concretos es preferi-
ble emplear coordenadas cartesianas. Para ello, se escribe la aplicacién lineal D f(x)
como una matriz de derivadas parciales:

oo
Jxl ox" oFi

D=l |=|Z) 07
afn’l 8f”l x
Frl
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Por lo tanto, f es de clase C! (es decir, D f es continua) si y solo si todas sus derivadas
parciales df'/dx/ son continuas.

En seguida, f es de clase C? si su derivada Df es de clase C!, o sea, si todas las
derivadas parciales de segunda orden 92 f#/dx/ dx* sean continuas. Nétese que, para
x € U, la aplicacién lineal D2f(x) € L(R", L(R",R™)) ~ L(R" x R", R™) puede ser
considerada como una aplicacién bilineal de R" x R" en R™. Un teorema conocido
(de Euler) asegura que la continuidad de D?f garantiza que esta aplicacién bilineal
es simétrica; esto es, que las derivadas parciales mixtas de segundo orden coinciden:

0% fli 0% fl
Ep i;xk = axkj;xf paratodo j,k=1,...,n.

Por induccién, f es de clase C**! si Df es de clase C*. Dicese que f es suave o
de clase C* si f es de clase C¥ para todo k; en cuyo caso, D f es también suave y las
derivadas parciales de orden superior de f son invariantes bajo permutaciones de las
variables x/.

Lema 1.19 (Hadamard). Si f: B(x,r) — R es una funcién de clase Ck+1 definida en una
bola centrada en x € R", entonces hay funciones g1, ..., gn: B(x,r) = R, todas de clase C k
tales que

) =f@+ ) =) gy) para Ny x| <r. (1.8)

j=1

Demostracion. Para y € B(x,r), definase u,: [0,1] — R por u,(t) := f((1 - t)x + ty).
Entonces la funcién uy, es (k + 1) veces diferenciable, con u,(0) = f(x), uy(1) = f(y).
El teorema fundamental del célculo y la regla de la cadena muestran que

1 1 .n ) 9
uy(l)—uy(0)=/0 u’y(t)dtz/o ;(yf—xf)a—g((l—t)xuy)dt

=~ . [rof
= ]Z:;(y] - x])/O E((l —t)x +ty)dt.

Basta con definir )

0
gi(y) = ; a—j:].((l—t)erty)dt.

Se verifica facilmente, con la regla de la cadena, que cada g; es de clase C*. De hecho,
para el caso k = 0, se ve que g; es continua porque el integrando es continuo en las

of

variables (y, t). Notese que g;(x) = 35

(x) para cada j. O
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» Antes de proseguir, conviene recordar ciertos resultados clasicos sobre funciones
diferenciables de varias variables, que se supondran conocidos.®

Definicién 1.20. Sea f: U — R” una funcién diferenciable definida en un abierto
U € R". Six € U,laaplicacion lineal D f(x) € L(R", R") posee una matriz cuadrada
en M,(R), con respecto de la base usual de R"”. El jacobiano de f es la funcién
Jf: U — R dada por

of! of!
W .« e W afl
Jf@) = detDf(x)=| © o i [= (5o (1.9)
of" o X
oxl ttt Oxm
Notese que D f(x) es una aplicacion lineal invertible si y solo si | f(x) # 0. O

Teorema 1.21 (de la aplicacién inversa). Sea f: U — R" una funcion de clase C! definida
en un abierto U C R". Si ] f(x) # 0 paraalgiin x € U, entonces hay un vecindario abierto V
de x conV C U, con f(V)abierto en R", donde la restriccion f |y es uno-a-uno. La biyeccion
diferenciable f|y: V — f(V) tiene una funcioén inversa g: f(V) — V, la cual es también de

clase C! con .

Jg(f(y)) = 7w paratodo y € V.

Si f es de clase C* en U, la funcién inversa local g también es de clase C* en f(V)). =]

Nétese que la funcién original f no tiene que ser uno-a-uno. Si U = R? \ {0},
tomese f(x, y) := (x2—y?, 2xy), obviamente dos-a-uno (es la version real del cuadrado
z + z? para z € C\ {0}). Entonces | f(x, y) = 4x*> +4y? > O para (x, y) € U. El punto
(1,0) € U posee un vecindario abierto V, por ejemplo el semiplano x > 0, en donde
f sf es uno-a-uno. En tal caso, f(V) es el “plano cortado” R?\ {(x,0) : x < 0}; la
funcién inversa local es re’? + +/r /2 definido parar > 0, -t < 0 < m. En un
vecindario del punto (-1, 0), se debe usar otra rama de la raiz cuadrada compleja.

» Considérese una funcién diferenciable f: U — R” con U € R" x R™ abierto.
En un punto (xo, yo) € U, la derivada D f(xo, yo) tiene una matriz de dos bloques
D1f(x0,v0) € L(R",RP)y Daf(x0,y0) € L(R™,RP). En términos de las inclusiones
i1: R" —= R"™™ : x = (x,yp) e ip: R™ < R" : y - (xp, y), estos bloques son las
derivadas de las funciones f o i; y f o i; en los puntos respectivos x, yo.

®Estos teoremas estdn enunciadas y demostradas en muchos textos de andlisis. Constiltese, por
ejemplo, en los libros de Abraham, Marsden y Ratiu; de Conlon; de Munkres; y de Spivak (ambos),
entre los libros de la bibliografia. Véase también el capitulo 10 dellibro: J. A. Dieudonné, Fundamentos
de andlisis moderno, Reverté, Barcelona, 1976.
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Teorema 1.22 (de la funcién implicita). Si f: U — R™ es una funcién de clase C! definida
enunabiertolU C R"XR™ ysi(xo, yo) € U esun puntodonde f(xo, yo) = 0y D2 f (xo, yo) es
invertible, entonces hay vecindarios abiertos V de xg en R" y W de yo en R™ y una aplicacion
¢: V — W de clase C! tales que

f(x,y)=0para(x,y) e VXW & y=g(x)parax eV.
La derivada de g estd dada por

Dg(x) = —sz(x,g(x))"1 -D1f(x,8(x)) paratodo x€V.
Si f es de clase C* en U, entonces g es de clase CK en V. =|

Definicién 1.23. Sea f: U — R™ una funcién de clase C! definida en un abierto U C
R”. El rango de f en un punto x € U es el rango de la aplicacién lineal D f(x). Este
rango es, a su vez, el nimero de columnas linealmente independientes en la matriz
de Df(x); obien, elmayor r € N tal que esa matriz tenga un menor r X diferente de 0.
Por la continuidad de D f, los mismos menores de D f (i) no son ceros para y en algtin
vecindario de x; por lo cual el rango de D f(y) es mayor o iqual que el rango de D f(x).
En otras palabras,” el conjunto V, := {y € U : rangoDf(y) > rangoDf(x) } es un
abierto de R". ¢

Teorema 1.24 (del rango). Sea f: U — R™ una funcion de clase C* definida en un abierto
U <€ R", de rango constante r en un vecindario de x € U. Entonces hay vecindarios abiertos
V de x y W de f(x), junto con biyecciones ¢p: V. — ¢(V) CR" yp: W — p(W) € R™
con ¢, ¢p~1, P, Y1 todos de clase CF, tales que Yy o f o p~1: ¢(V) — (W) tenga la forma

¢ofo¢_1:(y1,...,y”)r—> (yl,...,yr,O,...,O), para todo y € G(V). =

La aplicacién lineal D f(x), de rango r, posee una matriz m X n con un bloque 1,
y otros bloques de ceros, con respecto a ciertas bases de R" y R™ que transforman
esa matriz en una “forma escalonada”, por un algoritmo conocido del dlgebra lineal.
El teorema del rango afirma que la funcién f puede ser “rectificada” por cambios de
coordenadas locales apropiadas, representadas por las funciones ¢ y 1, de tal manera
que este algoritmo es aplicable a cada D f(y) para y en un vecindario del punto x.
Evidentemente, esto solo es posible si el rango de f es constante en ese vecindario.

» ;Coémo definir una aplicacion diferenciable entre dos variedades que no necesaria-
mente son abiertos de espacios euclidianos? Las cartas locales permiten llevar la
discusién al &mbito de la situacion clédsica: asi se define la diferenciabilidad.

7Dicese que la funcién rango Df: U — N es semicontinua superiormente (si f es de clase C1).
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¢ | 4
-

o) — p(V)

pofog™

Figura 1.3: Una versién local de una funcién suave

Definicién 1.25. Sean M, N dos variedades diferenciales de dimensiones respectivas
n'y m. Una aplicacién continua f: M — N es suave, o indefinidamente diferenciable, si
para cada par de cartas locales (U, ¢) para M y (V, ¢) para N, la composicién

pofod i pUN V) — (V) (1.10)
es una aplicaciéon suave? entre abiertos euclidianos; véase la Figura 1.3. o

Dos atlases 2 = {(Ua, ¢a)} para My B = {(Vg,p)} para N definen cubrimientos
abiertos {Ua }aca de My {V}gep de N. Como f es continua, las preimégenes f _1(V5)
cubren M con abiertos; las U, N f~! (V) forman un cubrimiento abierto mas fino de M.
Luego, las aplicaciones (1.10) son suficientes para determinar el comportamiento de
la funcién original f: M — N.

Definicién 1.26. Un difeomorfismo entre dos variedades diferenciales M y N es una
aplicacion biyectiva y suave f: M — N cuya funcién inversa f': N — M también
es suave. Dos variedades M y N se llaman difeomorfas si existe un difeomorfismo
de M en N. o

8Una funcién f: M — N es una aplicacién de clase C* entre variedades si todas las aplicaciones
de (1.10) entre abiertos euclidianos son de clase C*.
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Ejemplo 1.27. Sea B" = B(0,1) := {x € R" : ||x]| < 1} la bola abierta unitaria de R"
(con respecto a la norma euclidiana). La funcién biyectiva f: B”" — R" dado por

_2x Fly) = Yy
1—x]|2” 1++1+yI2

es suave y f~! también es suave, como se verifica facilmente. En este caso no es nece-
sario usar cartas locales porque los dominios y codominios son abiertos de R". Por
lo tanto, la bola B" es difeomorfa al espacio total R". o

flx) =

Ejemplo 1.28. Una funcién suave f: R — R puede tener soporte compacto sin ser
idénticamente nula.’ Sia < b en R, considérese la funcién f dada por

)= e VO g < < p].

El empleo de la notacién de Iverson y Knuth indica que f(t) = Oparat <aot > b.
Se verifica facilmente que f alcanza su maximo en 1(a + b), que es creciente en el
intervaloa < t < %(a + b), decreciente en %(a +b) <t < b, ysuave en el intervalo
abierto (a,b). Un célculo explicito comprueba que f"(a) = f")(b) = 0 para todo
r € N. También es evidente que sop(f) = [a, b], un intervalo compacto.

Considérese también su integral indefinida normalizada:

_ f_toof(s)ds
[T fls)ds

Este g: R — R es una funcién suave tal que g(t) =0sit <ay g(t)=1sit>b. ¢

g(t)

El ejemplo anterior permite definir una funcién suave 7 : R” — R con las siguien-
tes caracteristicas. Dado un punto x € R" y dos ntimeros reales a,b con0 < a < b, se
requiere que

h(y)=1 para |ly—x| <a,
O0<h(y)<1l para a<|ly—x| <b,
h(y) =0 para |[[y—x| >0b. (1.11)
Basta definir h(y) := 1 — ¢(||y — x||?) para la funcién g del Ejemplo 1.28.

Sil esunabiertoen R", entonces que U = | J; Uj es una unién numerable - tal vez
finita — donde cada Uy = B(xy, r) es una bola abierta con centro x; € U N Q" y radio

9E1 soporte sop f de una funcion continua f: X — R™ es un cerrado en el espacio topolégico X,
P p p polog

definido como la clausura del conjunto {x € X : f(x) #0}.
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racional rx € (0, +00) N Q. Entonces, por (1.11), hay una funcién suave h;: R" — R
tal que hi(y) > 0 para y € Uy pero hi(z) = 0 para z ¢ Uy.

En la bola cerrada Uy = B(xy, ry), las funciones continuas |d" hx/dx"| alcanzan un
maximo, para cada multiindice r € N". Definase

r

h
My = sup{ Ol x e m, Il < k},

notando que el lado derecho se anula fuera de Uy, asi que el supremo se alcanza
efectivamente en U. Entonces la funcién definido por la siguiente serie:

[o0]

1
h(x) := hi(x)
;) 2k My :

converge uniformemente en todo R”. Ademés, al reemplazar cada /i al lado derecho
por su derivada parcial 9" hx/dx" la serie correspondiente converge uniformemente a
d"h/dx",lo cual muestra que h es de clase C* en R". Por su construccién, h: R" — R
es una funcién suave que se anula fuera de U y cumple h(y) > 0 para y € U.

Lema 1.29. Si Ay B son dos partes cerradas de R" con AN B = 0, entonces hay una funcién
suave f: R" — R tal que:

f(x)=1 para x €A,
0<f(x)<1 para x¢&(AWB),
f(x)=0 para x€B.

Demostracion. Los complementos U := R" \ Ay V := R" \ B son dos abiertos que
cubren R". Con la construccién anterior, se puede fabricar dos funciones suaves
g, h: R" — [0, 00) tales que h(x) = Osiysolosix € A,y g(x) = 0siy solo si
x € B. Entonces g(x)+h(x) > 0 paratodo x € R" pues UUV = R". Luego, la funcién

g(x)

f(x):= 20) + ) paratodo x e R"

es suave y no negativa; cumple f(x) = 1siysolosi h(x) = 0siysolosix € A;y
cumple f(x) = 0siysolosi g(x) =0siysolosix € B. O

» Si M es una variedad diferencial, una aplicacién continua f: M — R es suavesiy
solosi f o p™1: ¢p(U) — R es suave, para cada carta local (U, ¢) de M. La totalidad
de aplicaciones suaves de M en R es entonces un dlgebra real, es decir, un espacio
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R-vectorial con un producto asociativo compatible con las operaciones de suma y
multiplicacién escalar:

f+8p)=fp+gp);  f8p):=f(p)glp);  tf(p):=tf(p) para teR.

Para comprobar que el producto puntual f ¢ de dos funciones suaves es otra funcién
suave, basta recordar que eso se verifica para funciones suaves en abiertos de R" y
aplicar la férmula de composicion:

(f)op™ =(fod )goop™).
Esta dlgebra serd denotada por C*(M), o bien por C*(M, R) si se quiere precisar que
los escalares son reales.
Una funcién con valores complejos h: M — C es suave (por definicién) si sus
partes real e imaginaria Rh: M — R, 3h: M — R son funciones reales suaves.
Ellas forman un dlgebra compleja C*°(M, C) con las mismas operaciones puntuales.

Definicién 1.30. Si (U, ¢) es una carta local para M, se puede suponer, sin perder
generalidad, que 0 € ¢(U). Llamese p al punto de U tal que ¢(p) = 0 € R". Para
cualquier g € U, sean (x!,...,x") las coordenadas cartesianas del vector x := ¢(q).
Las funciones suaves x/: U — R, paraj =1,2,...,n, son las coordenadas locales
de M asociadas con la carta local (U, ¢).

Dicho de otro modo: seapr;: x — x/ laproyeccién de R" sobre R que corresponde
al eje coordenado ntimero j, dado por x = xlei+x%ey+---+x"e,, siendo{ey,...,e,}la
base estéandar de R". Las coordenadas locales son las funciones x/ := priog:U—>R
paraj=1,...,n, que son suaves sobre U porque cada pr; es suave sobre R". O

Si(V, 1) es alguna otra carta local para M con p € V tal que ¢(p) = 0 también, las
coordenadas cartesianas del vector y = ¢(g) dan otro sistema de coordenadas locales
(y!,...,y") sobre V. La transformacién (x!,...,x") — (y!,...,y") es una funcién
vectorial de n variables que representa la aplicacién

Yoo lipUNV) = pUNV).

Por lo tanto, este cambio de coordenadas locales es una aplicacién suave. Suderivada

es la matriz de derivadas parciales, de p(U N V) en L(R", R"):
oy’ d

D(poo¢t)= la—z]], con determinante J( o ¢71) := 'a—z]

Este determinante, el jacobiano de ¢ o ¢, no se anula en ¢(U N V) porque la matriz

D(yo¢~') esinvertible, por la regla de la cadena (1.6) aplicada a las funciones inversas

podplydoyh

i

# 0.
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Ejemplo 1.31. Para el plano proyectivo RP? del Ejemplo 1.14, llamese (!, y?) a las
coordenadas locales de la carta local (U3, ¢1) y (2!, z?) a las coordenadas locales de la
carta local (Uy, ¢2). De la férmula (1.4) se ve que z! = 1/y!, z2 = y?/y! en el dominio
comtn ¢1(Uy NUz) = { (y!,y*) € R?: y' #0}. Entonces

-1/(y'? 0

D(¢z 0 (Pl_l) = (_yZ/(yl)Z ]/yl) ’ J(¢20 qbl_l) == %0

1
e
Notese que en este caso ¢1(U; N Uy) es disconexo,!® por ser la unién disjunta de
dos semiplanos abiertos y! > 0y y! < 0. En uno de ellos el jacobiano tiene signo
negativo y en el otro tiene signo positivo. Esta situacién incomoda es un artefacto del
cubrimiento abierto RP2 = U; UU, U U3 usado para el atlas minimo de tres cartas. ¢

1.3 Vectores tangentes

Una superficie suave en R3 posee en cada uno de sus puntos un plano tangente; se
pretende ahora generalizar este concepto a variedades de cualquier dimensién, no
necesariamente encajadas en un espacio euclidiano ambiente. Un plano tangente
a una superficie es un espacio afin: desde el punto de contacto con la superficie a
cualquier punto del plano tangente se puede trazar un vector tangente. Este vector
representa la velocidad de una curva sobre la superficie desde el punto de contacto;
pero a la vez puede verse como una derivada direccional (en el punto de contacto) de
las funciones diferenciables sobre la superficie.

Definicién 1.32. Sea p in punto de una variedad diferencial M. Considérese una
funcién suave f: Vy — R definida en un vecindario abierto de p, asiquep € Vy C M.
(Eldominio V¢ puede dependerde f.) Si (U, ¢) esuna cartade M conp € U, entonces
¢(U N Vy) es abiertoen R" y f o ¢! debe ser suave en ese dominio.

Denétese por C*(M, p) la totalidad de dichas funciones. Si f,g € C*(M,p),
t € R, tomese Vis := Vi y Viig = Vio := Vi N Vg, sobre estos vecindarios de p
se definen las funciones t f, f + g, f g, respectivamente. De este manera, C*(M, p)
resulta ser un algebra real conmutativa que incluye C*(M). De hecho, C*(M) es la
interseccién de todas las C*(M, p), para p € M.

Las coordenadas locales x1, .. ., x" introducidas en la Definicién 1.30 son elemen-
tos del algebra C*(M, p). O

*°Un espacio topolégico X es disconexo si X = U WV es la unién disjunta de dos abiertos no vacios
U #0yV # 0. El plano R? menos una recta es disconexo: los dos semiplanos a cada lado de la recta
forman una desconexién. Por el contrario, dicese que X es conexo si no es disconexo. Un teorema de
topologia asegura que la imagen continua de un espacio conexo es también conexo.
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Definicién 1.33. Sea M una variedad diferencial de dimensién n y sea p € M. Un
vector tangente en p es una forma R-lineal v: C*(M, p) — R, es decir,

o(f +8) =v(f) +0(g)
o(tf) = to(f)

que ademds cumple la siguiente regla de Leibniz local:

v(fg) =v(f)g(p) + f(p)v(g) paratodo f,g € C*(M,p). (1.12b)

La totalidad de vectores tangentes en p es un espacio R-vectorial, denotado T, M. ¢

} para f,ge€C®M,p), teR; (1.12a)

Lema 1.34. Un vector tangente v € T, M tiene las dos propiedades siguientes:
(@) Sif,g e C®(M,p) coinciden en un vecindario de p, entonces v(f) = v(g).
(b) Sic e C®(M, p) es constante en un vecindario de p, entonces v(c) = 0.

Demostracion. Ad(a): Sea (U, ¢) una carta local de M con p € U y sea V un abierto
deMconpeV clUn Vi NV tal que f(q) = g(q) para todo g € V. Por el Lema 1.29,
hay una funcién F: R" — [0,1] tal que F(¢(q)) = 1 parag € V y F(y) = 0 para
y & ¢(U). Definase h € C*(M, p) con V}, := U por h(q) := F(¢(q)), de tal manera
que h(q) = 1 para g € V. Resulta entonces que (f — g)k = 0 en C®(M, p). De las
propiedades (1.12) se obtiene

0=0o((f = 8g)h) = (v(f) —v(g) 1+ (f(p) - g(p)) v(h) = v(f) — v(g)

para todo v € T, M.
Ad (b): Sepuedesuponer, porla parte (a), que c es una funcién constante definido
en todo M. Luego, si f € C*(M, p), se verifica

c(p)o(f) = v(e(p)f) = v(cf) = v(c) f(p) + c(p) v(f),
asi que v(c) f(p) = 0, cualquiera que sea f(p). Eso implica que v(c) = 0. O
Proposicién 1.35. T, M es un espacio R-vectorial finitodimensional: dimg T, M = dim M.

Demostracién. Sea (U, ¢) una carta local de M tal que ¢(p) = 0. Las coordenadas
locales x!, ..., x" asociadas con esta carta son elementos de C*(M, p). Denétese por
di,...,d, las derivadas parciales ordinarias de funciones sobre R"; y por %|P la
forma R-lineal sobre C*(M, p) dada por

0 _
Ep p: fdi(foo 10). (1.13)
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La regla del producto (en R") implica que
9j(fg°p™)(0) = 3;(f 0 9™)(0) g(p) + f(p) Ij(g © p)(0),

asi que %h} € T,M. En particular, al tomar f = x* parak =1,...,n, se obtiene
d
—| (") = [j = kI,
ox/ p
de donde se ve que % P aiﬂ , Son linealmente independientes en T, M.

Para v € T,M cualquiera, escribase ok = v(xk). Si f € C®(M,p), el Lema 1.8
muestra que la funcién suave f op~!: $(UNVy) — R puede expresarse en la forma™

(f o ™)) = (f 2 d7H)(0) + x/(q) g;(¢(4))
donde cada g;: ¢(U N V) — R essuavey g;(0) = %h}( f). En consecuencia, se

verifica f = ¢ + xf(g]' o ¢)en C*(M, p), donde c es una constante. Como v(c) =0,y
cada x/(p) = 0, se obtiene la regla de Leibniz:

~ . 0
0(f) = o) 5,0 = ol 55 (1)

Como f es arbitrario, se obtiene la combinacién lineal v = v/ %Ly. Por ende, los n
vectores tangentes %| forman una base para T, M, asi que dim T, M = n. O
x/1p

Definicién 1.36. Una curva suave en una variedad diferencial M es una aplicacién
continua y: I — M, donde I = [a,b] es un intervalo cerrado® de R, tal que y sea
suave en el interior (a, b). O

Fijese que la curva es la aplicacion y misma y no el conjunto imagen y(I) € M, el
cual se llama la trayectoria de la curva. Por ejemplo, si y: R — R? se define por
y(t) := (cos t, sen t), la trayectoria es el circulo S!, pero la curva es el recorrido de ese
circulo, infinitas veces, en sentido contrario a reloj.

Definicién 1.37. Sea M una variedad diferencial con p € M, ysea y: I — M una
curva en M con y(tp) = p. La siguiente receta define un vector tangente en T, M:

Fro(for) o= g (for)e)

(Si tp es un extrema del intervalo I, se usa la derivada unilateral en t = t;.)

"Hay una suma implicita sobre j = 1,. .., n, por el convenio de Einstein.
2Se permiten los casos 4 = —co y b = +00, excluyendo los extremos en tales casos.
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El vector tangente serd denotado por y(tp), de modo que

(V(to), f) = (f o »)(to). (1.14)
Este y(to) se llama la derivada direccional en p a lo largo de la curva y. o

Definicién 1.38. Sea f: M — N una aplicacién suave entre dos variedades diferen-
ciales. Para cada p € M, la aplicacion tangente T, f : T,M — TN es la aplicacion
R-lineal determinado por:

T,f(v): h—>v(hof) para veT,M, h € C*(N,f(p)).
Obsérvese que Ty, f (v) € T¢(,) N, puesto que

Ty f(©)(hk) = o(hk o f) = o((h o f)(k © f))
=v(ho fYk(f(p)) + h(f(p))v(k o f). 0
Lema 1.39. Si f: M — N es una aplicacion suave, si (x',...,x")y (y!,...,y™) son
coordenadas locales para cartas (U, p) de M y (V,¢) de N con ¢p(p) = ¢(f(p)) = 0, la

matriz de la aplicacion tangente Ty, f con respecto a la base (1.13) de T, M y la base andloga
de Tr(,)N es la matriz de derivadas parciales de la expresion local de f en el origen:

L =]2] wten] = peweresio (115
oxl|,] — oxi|, Y - ' o
Demostracion. Por su definicion, T, f obedece
(oo v = | 6he =0 e fo 6O
PP\ ox |, ) oxl|, J '
Esta es la entrada (k, j) de la matriz de derivadas parcialesen Ode o f o ™. O

Lema 1.40 (Regla de la cadena). Si f: M — N, g: N — R son aplicaciones suaves entre
variedades, y si p € M, entonces la aplicacion tangente T,(g o f) estd dada por:

Tp(g o f) = Tf(p)g o Tpf (1.16)

Demostracién. Eljjanse cartas locales (U, ¢) para M, (V,¢) para N y (W, x) para R,
conp € U, f(p) € Vyg(f(p)) € W. Sin perder generalidad, se puede suponer que
d(p) =0y que P(f(p)) =0.Sean F:= o fodp™lyG:= xogoy!lasexpresiones
locales de f y g entre los dominios apropiados. La regla de cadena ordinaria (1.6)
aplicada a F y G en el punto 0 = ¢(p), produce la multiplicacién de matrices (1.15)
que corresponde con la composicién de aplicaciones lineales (1.16). O
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1.4 Subvariedades

Definicién 1.41. Una aplicacion suave entre dos variedades f: M — N se llama una
inmersion si para todo p € M, la aplicacion tangente T, f : T,M — T¢(,)N es inyectiva.
Sif: M — N esunainmersiény siademds f: M — f(M) € N es un homeomor-
fismo, f se llama un encaje (embedding, en inglés; plongement, en francés).
Una aplicacién suave g: M — N es una sumersion si para todo p € M, la apli-
cacion tangente T, ¢ es sobreyectiva.!® o

Sif: M — N esunainmersiény unasumersion ala vez, es decir, si cada aplicacion
tangente T, f esbiyectiva, entoncesdim M = dim N y lamatriz (1.15) es invertible para
cada p € M. Por el Teorema 1.21 (de la aplicacién inversa), hay un vecindario abierto
W de ¢(p) en R" en el cual la aplicacién suave 1) o f o ¢! es uno-a-uno y posee
un inverso suave. Luego f es inyectiva y posee un inverso suave, en el sentido de la
Definicion 1.25, en el vecindario abierto Vs := ¢p~}(W) de p en M. En resumen, tal f
es un difeomorfismo local.

Ejemplo 1.42. La funcién f: S! — S!: ¢/? s 219 es dos-a-uno y por lo tanto no es
un difeomorfismo. La aplicacion tangente T f se calcula como sigue. En los abiertos
U:={e:-F<6<Z}yV:=S\{-1}, definase p: U - R, ¢: V — R por
P(e'9) := 0y P(e'®) := 0. La expresién local de f: U — Vespo fop™l: 0 20,
asi que T1 f es la aplicacién lineal biyectiva v — 2v.

Sip = e'® # 1, se puede adaptar este calculo con rotaciones apropiadas de U y V
para comprobar que T, f : T,S! — szgl tiene el mismo formato w +— 2w; por ende,
cada Ty f es biyectiva. En conclusion, esta doble envoltura del circulo es un difeomor-
fismo local, pero no es un difeomorfismo “global”. ¢

Ejemplo 1.43. La lemniscata de Bernoulli es la curva en R? cuya trayectoria obedece
la ecuacién polinomial de cuarto grado:

(x + y?)? = 22%(x* - ),
donde a > 0 es un pardmetro. Esta curva se puede parametrizar por las funciones

av2cost *) _a 2costsent
1+sen2t’ YW= 1 +sen?t

x(t) :=

En otras palabras, la curva y: R — R? dada por y(t) := (x(t), y(t)) recorre la trayec-
toria dada (infinitas veces); para obtener un solo recorrido hay que restringir  a un

3 Algunos textos en espafiol emplean la palabra sumersion para denotar un encaje; esto a veces causa
confusién. Este error lingiiistico se debe posiblemente al libro de Santalé.
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Figura 1.4: La lemniscata de Bernoulli

intervalo de longitud 27, por ejemplo [0, 27t). Esta parametrizacion es regular porque
y'(t) # (0,0) para todo t € R. Entonces el vector tangente y(t) : v — y’(t)v no se
anula en el punto y(t) de la curva. Luego cada y(t) es uno-a-uno, asi que y es una
inmersién de R en R2.

Sin embargo, la curva y no es un encaje. Aun cuando se considera la restriccién
de y a una funcién suave del intervalo abierto (0, 27) al abierto R? \ {(aV2,0)} en el
plano, esta tampoco es un encaje porque no es uno-a-uno, como evidencia el punto
doble (0,0) = y(r/2) = y(31/2): véase la Figura 1.4. ¢

Definicién 1.44. Sea M una variedad diferencial con dim M = n. Una parte R € M
es una subvariedad de M si, por un lado, R es también una variedad diferencial con
dimR = r < n;y si ademads para cada p € R hay una carta local (U, ¢) de M, con

pely¢(p)=0,tal que
RnU = {(j)_l(xl,...,xr,O,...,O) :x € R" con (x,0) € p(U) }. (1.17)

Aqui se ha abreviado (x,0) = (x%,...,x",0,...,0). En tal caso, la expresion local de
lainclusién i: R < M, la cual es ¢ o i|rny © ¢!, coincide con la inclusién x +— (x, 0)
de R" en R", asi que la aplicacién i es una inmersion. O

Proposicién 1.45. Sea f: M — N una sumersion y sea S una subvariedad de N. Entonces
R = f~X(S) es una subvariedad de M, de dimensién dim R = dim M — dim N + dim S.

Demostracion. Escribase n = dimM, m = dim N, s = dim S; entonces n > m > s.
Témese p € Ry sea g := f(p) € S. Hay una carta local (V,¢) para N cong € V,
Y(g) =0,talque SNV = LR NYP(V)).14

Si (U, ¢)esuna cartalocalen M conp € f1(V) C Uy d(p) = 0,laaplicacién suave
o f o ¢! tiene derivada sobreyectiva — con rango constante m — en cada punto de
d(f1(V)). Por el Teorema 1.24 (del rango), se puede modificar las cartas de tal manera

" Aqui se ha identificado R® con su imagen en R™ bajo la inclusién y — (y, 0).
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que la aplicacién modificada ¢ o f o ¢! tenga la forma (x!,...,x") > (x1,..., x™).
Entonces

SRNFTV) =(pofHSNV)=(@ofod™ ) (R NY(V))
=@ofodp )Y TR)N(fop™)H(V)
— Rn—m+s N ¢(f_1(V))

Esto dice que (f1(V), (¥ o f) X 1,_) es una carta local para M con p € f~1(V) y que
se cumple la condicién (1.17) en esta carta. Se concluye que R es una subvariedad
de M, de dimensién n — m + s. O

Corolario 1.46. Si f: M — R™ es una funcién suave, dicese que un elemento a € f(M)
es un valor regular de f si T, f es sobreyectiva toda vez que f(p) = a. Dado un tal valor
reqular, su preimagen

ffla={peM:f(p)=a}

es una subvariedad de M, de dimension n — m.

Demostracién. El punto {a} es una subvariedad de R” de dimensién 0. La hipétesis
dice que la aplicacién lineal T, f tiene rango méximo m para cada p € f~1(a).

Cada expresion local ¢ o f o ¢! con ¢p(p) = 0 tiene derivada D(ip o f o ¢p~1)(x) €
L(R",R™) de rango m en x = 0. Al menos un menor'> de tamano m de la matriz
D@ o f o ¢~1)(x) no se anula en x = 0; por la continuidad de D( o f o ¢™1), esta
condicién también es valida para ¢»~!(x) en un vecindario W, de p. Luego T, f tiene
rango maximo m para q € W,.

La union V' := U, f(p)=a f~1(W,) es un abierto de M que incluye f~!(a), y se ha
comprobado que fly: V — R™ es una sumersién. El resultado ahora sigue de la
Proposicién 1.45; la dimensién de la subvariedad f~'(a) de V [y por ende de M] es
n—m+0. O

Ejemplo 1.47. Si f: R” — R es el polinomio cuadrético f(x) := (x!)? +--- + (x")?, su
derivada es la matriz n x 1 de valor [2x/] en x (esto es, el vector de columna 2x). Este
tiene rango 1 salvo en el origen. Luego 0 es un valor singular de f, los otros valores
en R \ {0} son regulares. El Corolario 1.46 muestra que la esfera S"~! = f1(1) es una
subvariedad de R", de dimensién n — 1. 0

Ejemplo 1.48. Sea M, (R) el dlgebra de matrices nxn reales. Las entradas individuales

a;j de la matriz A = [a;;] forman un sistema de coordenadas cartesianas para M, (R):

su dimensién como espacio R-vectorial es n2.

5Un menor de tamafio r de una matriz A es el determinante de alguna submatriz r X r de A.
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El grupo general lineal GL(#, R) es el grupo de matrices invertibles n X 1, el cual
es un abierto en M, (R), y como tal es una variedad diferencial de dimensién n2. Est4
claro que

GL(n, R) = det (R \ {0}).

Fijese que la funcién determinante det: M,(R) — R es un polinomio en las entradas
matriciales y como tal es una funcién suave. o

Ejemplo 1.49. El grupo especial lineal SL(1, R) es el subgrupo de las matrices en
GL(n,R) de determinante 1,

SL(n,R) := {A € My(R):detA =1}

Resulta que 1 es un valor regular de la funcién det, asi que SL(n, R) es una subvariedad
de M,,(R), de dimensién (n? — 1). 0

Ejemplo 1.50. Otro subgrupo de GL(7, R) es el grupo ortogonal
O(n):={AeM,(R): A'A=AA'=1,}, (1.18)

donde A' denota la matriz transpuesta de A; 1, es la matriz identidad n x n. Cada
matriz ortogonal es invertible, con A~ -1 = At, Ademaés, como det At = det A, se ve que
(det A)> =1y por ende det A = +1 para A € O(n).

Considérese también el conjunto de las matrices reales simétricas:

Sim(n) := { X € My(R) : X' = X},

el cual es un espacio vectorial real de dimensién n(n + 1)/2. Sus coordenadas son
las entradas supradiagonales { x,s : ¥ < s}. Definase f: GL(n,R) — Sim(n) por
f(B) := B'B, de modo que O(n) = f~(1,). La funcién vectorial f es suave porque sus
componentes son polinomios en las entradas de B.

Como GL(n, R) es un abierto en un espacio R-vectorial, se obtiene la aplicacién
tangente Tgf en el punto B = 1, por un cdlculo directo. Su matriz tiene entrada
(rs,ij),conr < s,igual a

bisbis| = D i = kI Ij = rl k=1 + [k = 1 [i = K1 =]
LS ENEET /

=li=sllj=rl+li=rllj=sl,

16FEn particular, es una funcién continua, asi que la preimagen de R \ {0} es un abierto en M,,(R).
p q P g
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al notar que la entrada (k, s) de la matriz 1,, es [k = s]|. Esta expresién vale 1sir < s
ysi(i,j)=(r,s)o(j,i)=(r,s);vale2sir =s coni=j=r;y vale0 en otros casos.

Entonces la matriz de T, f tiene dos bloques [P | Q], donde P retine las columnas
coni < jy Q se compone de columnas con i > j; el bloque P es una matriz cuadrada
diagonal con entradas diagonales 1y 2. Esta forma escalonada de Ty, f evidencia que
rango[P | Q] = rango(P) = n(n + 1)/2, asi que la matriz rectangular de Tj, f tiene
rango maximal y por ende Ty, f es sobreyectivo.

Un céalculo directo del rango de Tz f, para B # 1, en GL(n, R), es factible pero
engorroso. En su lugar, se puede aprovechar la operacién de grupo (la multiplicacién
matricial) en GL(n, R). Es cuestion de notar que

f(A) = A'A = B'BBT'A'AB™'B = B'f(AB™")B = RgLp: f(AB™), (1.19)

donde las operaciones matriciales de premultiplicacion Lg:: C +— B'C y postmultipli-
cacion Rp: C +— CB son transformaciones lineales de M, (R).
La relacion (1.19) puede ser reescrito en la forma

f :RB OLBt OfORB—l
y la regla de la cadena (1.16) ahora dice que
Tgf = Tp:(Rp) o Th,(Lpt) o Tq, f 0 Tg(Rp-1) = Rpo Lpt o Ty, f o Rp-1.

(La derivada de una funcién lineal L es la funcién constante de valor L.) Las opera-
ciones lineales que aparecen al lado derecho son invertibles: (Rg)™! = Rp-1, etcétera;
y 11, f es sobreyectivo, asi que Tz f es también sobreyectivo para todo B € GL(n, R).
Se ha comprobado que f es una sumersion de GL(n, R) en Sim(n).

Luego 1, es un valor regular de f y su preimagen O(n) := f~1(1,) es una subva-
riedad de GL(n, R), en vista del Corolario 1.46. Ese corolario también proporciona
su dimension:
nn+1) nn-1)

2 2

El grupo O(n) es una variedad disconexa: el determinante det: O(n) — {1,-1} es
una funcién continua con exactamente dos valores reales. La preimagen det (1) es
a su vez una subvariedad de O(n) de la misma dimensién, por el Corolario 1.46 de
nuevo; es también un subgrupo, porque det es un homomorfismo. Este subgrupo es
el grupo especial ortogonal,

dim O(n) = dim GL(1n, R) — dim Sim(n) = n? —

(1.20)

SO(n):={A €0O(n):detA=+1}=0(n)NSL(n, R).

Resulta que SO(n) si es conexo; este es el componente neutro del grupo O(n). o
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1.5 Campos vectoriales

Definicién 1.51. Sea M una variedad diferencial. Un campo vectorial sobre M es un
operador lineal X: C®(M) — C*(M), es decir,

X(f+g)=Xf+Xg

X(tf) =t Xf } para f,g € CT(M), tEeR;

que ademads cumple la siguiente regla de Leibniz:

X(fg)=(Xf)g+f(Xg) paratodo f,ge€ C*(M). (1.21)
Tales operadores lineales conforman un espacio R-vectorial, denotado por X(M). ¢

Notese, en la definicion anterior, la omisién de paréntesis alrededor del argumento
de una aplicacién lineal: se escribe X f en vez de X(f). Esta costumbre ahorra una
buena cantidad de paréntesis innecesarias.

Definicién 1.52. Un campo vectorial X € X(M) define en cada punto p € M un vector
tangente X, € T, M mediante la evaluacion en p:

X,(f) = Xf(p). (122)

En efecto, X,,: C*(M) — R es R-lineal y cumple la regla de Leibniz local (1.12b), al
evaluar los dos lados de (1.21) en el punto p:

Xp(fg) = Xp(f) g(p) + fp) Xp(8)- o

» Si (U, ¢) es una carta local para M con ¢(p) = 0, un campo vectorial X € X(M)
define un campo vectorial local X|;; € X(U) por restriccién. Esto es menos obvio de
lo que parece, porque en general C*(U) no es una subélgebra de C*(M). Por ejemplo,
siM=RyU =(0,),lafuncién t — 1/t en C*(0, o) no tiene una extensién suave
(ni continua) a una funcién en C*(R)."” Entonces es necesario definir con mayor
precision esta nocion de “restriccién” de un campo vectorial.

Si U es un abierto en una variedad diferencial M y si f € C*(U), se puede afirmar
lo siguiente, con la ayuda del Lema 1.29. Para cada x € U, hay un abierto V de M con
x € V € U y una funcién suave h € C*(M) tal que kly = f|v.

7No obstante, una funcién en C*(U) que se anula en un vecindario de la frontera de U si puede ser
extendido a C*°(M) al declararla igual a cero fuera de U.
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Definicién 1.53. Una funcién suave g € C*(U) tiene soporte compacto si hay una
parte compacta K c U tal que g(y) = 0 paray € U \ K. (En tal caso, el soporte sop g
es un cerrado incluido en K y por tanto es también compacto.) Por un teorema de
topologfa, s hay abiertos V, W de M tales que V y W son compactos, y se verifica

KcVcVcWcWcl.

Una variante del Lema 1.29, adaptado a la variedad M en vez de R", muestra que hay
una funcién suave k € C*(M) tal que:

k(g)=1 para qeV,
0<k(g) <1 para qEW\V,
k(g)=0 para ge M\W.

Definase h € C*(M) por

h(g) = {8<q>’<<q> siqel,
0 sigeM\U.

Entonces h|y = glv. Nétese que sop i C sop k = W, asi que h € C®(M) también tiene
soporte compacto.

La totalidad de funciones suaves sobre U con soporte compacto se denota por
D(U), o alternativamente por C°(U). Esta es una R-subdlgebra de C*(U). o

Sea U es un abierto de la variedad diferencial M. Témese X € X(M)y f € C*(U).
Para cada p € U hay un vecindario abierto V.dep conp € V C U, y existe h € C*(M)
tal que f(q) = h(q) para q € V. Escribase X f(p) := X, h.

Resulta que este X f (p) estd bien definido. En efecto, si W es otro vecindario abierto
depysik € C*(M) coincide con f en W, entonces k(q) = f(q) = h(q) parag € VNW,
asi que X,k = X, h por el Lema 1.34, porque la funcién k — h € C*(M) se anula en el
vecindario V N W de p.

El mismo argumento muestra que X,k = X;h para todo g € V N W (un abierto es
un vecindario de cada uno de sus puntos). Luego las dos funciones X, Xk € C*(M)
coinciden en V. N W, y la funcién q — X f(gq) coincide con ambos. Se ha mostrado
que X f es una funcién suave en un vecindario de p. Como p € U es arbitrario en U,
esto dice que X f € C*(U).

8Como M es metrizable, se puede formar V al cubrir el compacto K por una cantidad finita de

bolas abiertas dentro de U, de tal manera que V sea también compacto. Se forma W al cubrir V del
mismo modo.
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Ahorabien, esta correspondencia X|i;: f +— X f esunoperador lineal sobre C*(U)
que ademas cumple una regla de Leibniz analoga a (1.21), porque los valores en cada
p € M cumplen (1.12b). En resumen, X|y € X(U). Este campo vectorial “local” es,
por definicién, la restriccién de X al abierto U.

[ No es dificil comprobar que si ¢ € D(U), entonces Xg € D(U) también, y tanto
g como X g pueden ser considerados como elementos de C*(M), extendidos como
funciones suaves que se anulan fuera de U. ]

» Para simplificar la discusién, témese una sola carta local (U, ¢) de M y considérese
el dominio U como subvariedad de dimensién n. Si (xl, ...,x") es el sistema de
coordenadas locales asociadas con la carta (U, ¢), las derivadas parciales de funciones
en R" proporcionan campos vectoriales en X(U) por la receta:

d

o :fr—9i(fo ¢ o¢p, para feC™U), (1.23a)

conj€{1,2,...,n}. Sulinealidad sobre C*(U) y su regla de Leibniz son evidentes.
En el punto p = ¢(0) € U, los vectores tangentes correspondientes son los % .
de (1.13), al reemplazar 0 por ¢(p) en esa férmula.

Sig € U con g # p, entonces ¢(q) # 0. Después de componer ¢ con la traslacion
A: x — x — ¢(q) de R", se obtiene otra carta local (U, A o ¢) tal que A o ¢(g) = 0. El

vector tangente de (1.23a) en g resulta ser
% (f)=9j(f 0 ¢~ 0 ATH(0) = 9j(f © ™)(9(9)), (1.23b)
q

al aplicar la regla de la cadena a (f o ¢p~!) o A~1, porque A71(0) = ¢(q) y la derivada
de la funcién afin A~! es el operador lineal 1,: R" — R".

Lema 1.54. Sea M una variedad diferencial y sea (U, ¢) una de sus cartas locales. Entonces
cualquier campo vectorial X € X(M) tiene restriccion al dominio U de la forma

n ) a
Xlu= ) a/ = (1:24)

dxl’

j=1
con coeficientes suaves al, ..., a" € C®(U).

Demostracion. Si f € C*(U)y g € U, entonces Xf(q) = X,(f) con X; € T,M. Este
vector tangente es una combinacién lineal de los vectores tangentes bésicos, por la
Proposicién 1.35.
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Concretamente, en cada punto g € U, el vector tangente X, tiene la forma:

n

‘ 0 n
X, = ;a](q)EL para algunos al(q),---,ﬂ (q) € R.

La férmula (1.23b) muestra que
XF@) =Xy = D d@f 0 5760 = D 0) (/) @)

j=1 j=1

Se han obtenido funciones al,...,a": U — R tales que Xf = 2 aj%(f) para
f € C®(U). En particular, las coordenadas locales x* := pr, o¢ son elementos del
algebra C*(U) que cumplen las relaciones?®

0 , .
ﬁ(xk) =[j=k] para j ke{l,...,n}.

Entonces, paracada k =1, ..., n, se obtiene

n n

; e
k _ im: — _ Y kY k 00
a —Za I[]—k]]—Za (9x],(x )= X(x") e C™(U),
j=1 j=1
verificando asi la suavidad del “coeficiente” g — a¥(q). O

Allado derecho de (1.24) se puede suprimir la sumatoria explicita sobre j al extender
el convenio de Einstein al caso, adoptando como regla — de ahora en adelante — que el
superindice j en el denominador de d/dx/ se considera como subindice de la expresiéon
total. De hecho, si no hay ambigiiedad en el sistema de coordenadas locales, se puede
abreviar d; = d/ dx/, de modo que (1.24) se escribe simplemente como X| = a/ d;.

Si(V,1)esotracartalocalde M conUNV # Qysi(y!,...,y")sonlascoordenadas
locales paralacarta (U, ¢), entonces el campo vectorial X € X(M) tiene el aspecto local

Xy = b i con bl,...,b" e C®(V).
dy!
¢Cuél es la relaci6n entre los coeficientes a/ y b en la interseccién U N V? Si se escribe
F(x) := f o ¢~!(x) para x € ¢(U N V), entonces la regla de la cadena (ordinaria) en
varias variables muestra que
JF  dx/ JF
dy' Iy axl

*9Cada expresion [j = k] al lado derecho es una funcién constante sobre U, de valor 0 o 1.
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Este es el resultado de aplicar los siguientes campos vectoriales locales a una funcién
suave f e C¥(UNV):

j
8iyi = 3—; % en la interseccion U N V.
X
Por lo tanto, .
-0 dx/ 9 . d
= t _— = l —_—— ] —_—
X|u”V b oy’ b Ayt dxJ 4 oxJ

lo cual justifica la relacién:
. - ox/
a =b'— en CTUNYV).

Fijese que [dx//dy'] es la matriz (1.7) de la derivada D(¢p o~ en (U NV) C R". Su
matriz inversa es [dy’/dx/], la cual representa D(i) o ¢~ 1) en ¢(U N V). Las tltimas
férmulas exhiben diversas maneras de concretar la regla de la cadena, empleando el
convenio de Einstein.

» Luego de examinar estas expresiones locales para campos vectoriales, es oportuno
considerar la estructura algebraica “global” de X(M), a partir de la Definicién 1.51.

Definicién 1.55. Si X € X(M), g € C*®(M), se puede definir un elemento ¢X € X(M)
por la correspondencia f +— g(X f) (el producto puntual de las funciones g y X f), la
cual es evidentemente lineal en f y cumple la regla de Leibniz. Es inmediato que la
aplicacion (g, X) — ¢X es R-bilineal y cumple

ghX)=(gh)X si XeX(M)yg,heC*M), 1X =X.

(Aqui 1 denota la funcién constante de valor 1 sobre M.) Asi, el espacio R-vectorial
X(M) es un médulo (a izquierda) sobre el dlgebra conmutativa C*(M). O

Proposicion 1.56. Si X,Y € X(M), el corchete
[X,Y]: f > X(Yf) - Y(Xf) (1.252)
define un nuevo campo vectorial [X,Y] € X(M). Este corchete cumple dos propiedades:
(a) La correspondencia (X,Y) +— [X, Y] es bilineal y antisimétrico, [Y, X] = —[X,Y].
(b) El corchete satisface la identidad de Jacobi:

(X, 1Y, Z])+ 1Y, [Z, X]]+[Z,[X,Y]]=0 paratodo X,Y,Z € X(M). (1.25b)
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Demostracion. Ad(a): Escribase Wf := X(Yf) — Y(Xf). Estd claro que f — Wf es
R-lineal y W lleva C*(M) en C*(M). Ademas, se verifica

W(fg)=X((Yf)g+ f(Yg) - Y((Xf)g+ f(Xg))
= X(Y)g + (Y)(Xg) + (X )Yg) + f(X(Yg))
-Y(Xf)g - (Xf)(Yg) - (Y)(Xg) - f(Y(Xg))
=(Wf)g+f(Wg), (1.26)

asi que W € X(M). Es evidente que [Y, X] = -[X, Y].
Ad (b): Obsérvese que

(X, [Y, Z11(f) = X([Y, Z1f) = [Y, Z)(X f)
= X(Y(Zf)) = X(Z(Y f)) = Y(Z(X ) + Z(Y(Xf)).
Al sumar los cuatro términos al lado derecho con otros ocho obtenidos de las per-

mutaciones ciclicas de las tres letras X, Y, Z, se obtienen 12 términos que se cancelan
en pares, asi que esta suma es cero. O

La Proposicién 1.56 anterior dice que X(M) es un ejemplo de un dlgebra de Lie. Un
espacio R-vectorial E es un dlgebra de Lie si posee un corchete bilineal y antisimétrica
[-,-]: EXE — E que cumple la identidad de Jacobi (1.25b). Se debe notar que esta
operacién binaria en E no es asociativa, porque en general [X,[Y, Z]] # [[X, Y], Z];
de hecho, la identidad de Jacobi declara la falta de asociatividad en forma concreta,
porque la antisimetria hace posible reacomodar (1.25b) asi:

(X, Y, Z]] = [[X, Y], Z] + Y, [X, Z]]. (1.27a)

Considérese la aplicacién adx: E — E definida por adx(Y) := [X,Y]. Con esta no-
tacién, la relacion (1.27a) se traduce asi:

adx ([Y, Z]) = [adx(Y), Z] + [Y, adx(Z)] (1.27b)

de modo que cada adx cumple una regla de Leibniz con respecto al corchete de E.

» Es deseable comparar los campos vectoriales sobre dos variedades diferenciales
My N. Esto es factible si M y N son difeomorfas: cada difeomorfismo 7: M — N
da lugar a una correspondencia entre X(M) y X(N), detallada a continuacién.

Definicién 1.57. Sea 7: M — N un difeomorfismo entre dos variedades diferenciales.
A cada X € X(M) se puede asociarle un nuevo campo vectorial 7.X € X(N) por

T.X(h):=X(hot)o v para heC%(N). (1.28)
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El campo vectorial 7. X es la imagen directa? de X bajo 7. Al evaluar los dos lados
de (1.28) en un punto 7(p) € N, se obtiene

T.X(h)(t(p)) = X(h o t)(p) = Xp(h o 1) = T,7(Xp)(h).

al invocar la aplicacién tangente (Definicién 1.38). Al eliminar la funcién / de estas
férmulas, resulta

(TeX)e(p) = TyT (Xp). (1.29)
De esta manera, se obtiene un isomorfismo lineal entre los espacios tangentes en los
puntos p € My 7(p) € N, dado por

Tt TyM — TN : X = (2. X)),

cuya aplicacién lineal inversa es Ty(,) T~ ".
En el caso de que M = N y 7 es un difeomorfismo de M en si mismo, dicese que
X es invariante bajo 7 si se cumple 7.X = X. O

Lema 1.58. Sit: M — Ny o: N — R son dos difeomorfismos y si X € X(M), entonces
0.(1.X) = (0 0 7). X en X(R).

Demostracion. Si k € C*(R), se calcula
o(t.X)(k) = .X(koo)oo ' =X((koo)ot)or oo™}
=X(ko(cot))o(cor) .

Alternativamente, nétese que la férmula (1.29) y la regla de la cadena (1.16) implican

(04(T: X)) gor(p) = Te(p)0 ((TeX)2(p)) = Te(p)0 (Tt (Xp)) = Tp(0 0 1) (X))
paracada X € X(M)yp € M. O

Lema 1.59. Sea t: M — N un difeomorfismo entre dos variedades diferenciales. Si X,Y €
X(M), entonces 7.[X,Y] = [t. X, .Y ] en X(N).

Demostracion. Basta calcular el efecto de [1.X, 7.Y] sobre una funcién h € C*(N):
[7.X, t.Y](h) = .. X(t.Y(h)) — .Y (1. X (h))
=.X(Y(hot)or ) =r,Y(X(hoT)o1h)
X(Y(hot)ot ' =Y(X(hot))or!
=[X,Y](hot)ot ! =1[X,Y](h). O

20En inglés: pushout o (a veces) push-forward.
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1.6 Curvas integrales y flujos

Definicién 1.60. Una curva integral de un campo vectorial X € X(M) es una curva
suave y: I — M tal que

y(t) =X, € T,(yM paratodo te€l. (1.30)
La funcién t — y(t) es la velocidad de la curva . o

Sea (U, ¢) una carta local de M tal que y(s) € U paraalgtn s € I. Entonces hay un
subintervalo ] C I cons € |, talque y(t) € U paratodot € J. La expresion local (1.24)
del campo vectorial X € X(M) permite calcular el efecto del vector de velocidad y(s)
sobre una funcién f € C*(U):

4

9
il oo =06 Lo

ys)f =
Al tomar f = x¥, una de las funciones coordenadas, resulta

(xF o p)(s) = P(s)(x¥) = a*(y(s)).

Las funciones yk =xko y:] = R,parak =1,...,n,satisfacen las ecuaciones:

(y Y (t) = (a* o o)W (t),..., y"(t)) paratodo t€]. (1.31)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. La busqueda de
las curvas integrales de X (dentro del dominio U de una carta local) se reduce a la
resolucién de tales ecuaciones diferenciales.

Las funciones a* o ¢! son suaves sobre el abierto ¢(U) de R". El teorema de exis-
tencia y unicidad para soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden garantiza que, dadas unas condiciones iniciales y*(tg) = xlg referidos a
algtin t € J, este sistema posee una solucién tinica en un subintervalo (tgp — 6, tp + 0)
de J. Sin perder generalidad, se puede redefinir | como este intervalo.?

Las condiciones iniciales pueden ser reexpresadas como ¢(y(tg)) = xo € ¢(U),
o bien como y(tp) = p,donde p € U es tal que ¢(p) = xo. En breve, se ha comprobado
que la ecuacion vectorial con condicion inicial:

Y =Xy, vt =p, (1.32)

posee una solucion tinica t +— y(t), definida en un intervalot € | C I

?1Si tg resulta ser un extremo de J, el intervalo de existencia y unicidad tiene la forma [tg, tg + 0)
o bien (o — 0, to], segtin el caso. Se deja al lector adaptar la discusién para cubrir estas posibilidades.
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Las funciones a* o ¢! al lado derecho de (1.31) son suaves. Por lo tanto, la teoria
de las ecuaciones diferenciales ordinarias asegura que las soluciones y(t) dependen
suavemente de las condiciones iniciales. En detalle: existen un niimero ¢ > 0; un
abierto V' C U; y una aplicacién suave : (tg — €,t0 + €) X ¢(V) — ¢(U) tal que,
para cada x € ¢(V), yx(t) = B(t, x) es una solucién de (1.31) con la condicién inicial
yx(tO) = X.

Definase a(t,q) := ¢ 1(B(t, p(q)) parato — ¢ < t < to+ ey q € V. El parrafo
anterior se traduce asf: la funcién a: (to — ¢,tp + €) X V. — U es suave, y la funcién
yq 1t = a(t, q) es una curva integral de X tal que y,(to) = g.

De ahora en adelante, conviene tomar fy = 0; es cuestién de reparametrizar las
curvas dadas con t +— t — ty. La aplicaciéon a: (—¢,¢) X V. — U de la discusiéon
anterior se llama un flujo local del campo vectorial X.

Definicién 1.61. Sea X € X(M) un campo vectorial sobre una variedad M. Para cada
punto p € M, sea I, el intervalo miximo? con 0 € I, C R tal que la ecuacién diferencial
(1.30) tenga una solucién y,: I, — M con condicién inicial ,(0) = p. En el dominio
Dx :={(t,p) e RxM : t € I, }, definase la funcién

a:Dx > M:(t,p) — pp(t).

Este dominio Dx es un abierto de la variedad producto R X M y la funcién «a es
suave, en vista de la discusién anterior. Esta funcién a es el flujo (global) del campo
vectorial X. Se debe notar que a(0, p) = p para todo p € M, y ademas:

a(t,a(s,p)) =a(t+s,p) (1.33)

si los dos lados estan definidos. En efecto, la curva t +— a(t +s,p) = y,(t + s) pasa
por el punto y,(s) = a(s, p) cuando t = 0, y su vector de velocidad en t = 0 es

d d , .
2| ytrs) i fo o (Foyp)tts)=(foyp)(s)=7p(s)f,
t=0 t=0
el cual es el vector y,(s) € Ty, sM. La unicidad de las soluciones de (1.32) entonces

implica que y,(t +5) = 7, (5)(f), que es un sinénimo de la férmula (1.33). O

*?El teorema de existencia y unicidad para soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias garan-
tiza que haya una solucién tinica en un intervalo corto (=6, 6) alrededor de 0. En cada instante ¢y de ese
intervalo se puede replantear la ecuacién diferencial con una condicién inicial obtenida de la primera
solucidn, lo cual extiende la solucién tnica a un intervalo mayor (—¢, €1); y se repite el proceso. La
unién de una sucesién de tales extensiones es el intervalo mdximo.
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Proposicién 1.62. Si la variedad diferencial M es compacta, entonces Dx = R X M para
cada X € X(M).

Demostracion. Si p € M, hay un ntimero ¢, > 0 y un vecindario abierto V, de p
tales que (—ep, ep) XV, € Dx. Los abiertos V), recubren M; como M es compacto,
hay un ntmero finito de puntos p1,...,p, talesque M = V,,, U--- UV, . Sea ¢ :=
min{¢y, ..., & }; entonces (—¢, ) X M C Dy.

Si—e <s <¢lacurvat - ) (5)(t) estd definida para t € (—¢, ¢), y su vector
tangente en t = 0 es y,(s) = Xy,(s)- Luego yp(t + s) esta definido, con y,(t +s) =
yyp(s)(t). Como los t + s percorren el intervalo (—2¢,2¢) y p es arbitrario, se deduce
que (—2¢,2¢) X M € Dx. Por induccién, se obtiene (=2ke,2ke) x M C Dy para todo
k € N, asi que R x M = Dy. O

Definicién 1.63. Un campo vectorial X € X(M) se llama completo si Dx = R X M;
esto es, si el flujo de X esta definido en todo R X M. La Proposicién 1.62 asegura que
cada campo vectorial sobre una variedad compacta es completa. o

Ejemplo 1.64. En la variedad unidimensional R, con coordenada x, considérese el
campo vectorial X := (1 + x2)d/dx. Sus curvas integrales satisfacen la ecuacién di-
ferencial y’(t) = 1 + y(t)*. Dada la condicién inicial y(0) = 0, la solucién tnica es
y(t) = tgt, con derivada y’(t) = sec’t = 1 + tgt. El intervalo maximal para esta
solucién es (—m/2, 7/2). Por lo tanto, este campo X no es completo. o

Ejemplo 1.65. En la variedad no compacta R?, con coordenadas (x, y), considérese el
campo vectorial

d d
X = -y % + X @ .
Sus curvas integrales y(t) = (x(t), y(t)) estdn dadas por (1.31):
X(t)=-y(t), y't)=x(t),
cuya solucién general tiene la forma
x(t) = rcos(t —ty), y(t)=rsen(t —ty),

dependiente de la condicién inicial y(0) = (xo, yo) = (r cos to, —r sen o).

Sir =0, la curva integral es constante, y(t) = (0,0); su trayectoria es un punto en
donde el campo vectorial X se anula. Sir # 0, la trayectoria es un circulo de radio |r|
recorrido infinitas veces (el signo de r determina el sentido del recorrido). Este campo
vectorial es completo, porque en cada caso el recorrido estd parametrizado por todo R:

a(t,(x,y)) = (xcost —ysent,xsent + ycost). O
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Definicién 1.66. Sea X un campo vectorial completo sobre una variedad M, con flujo
a: R x M — M. Escribase a;(p) = a(t, p). Entonces cada a;: M — M es un difeo-
morfismo, con inverso a_; y con ag = 1p;. En efecto, la férmula (1.33) se transcribe
en este caso como

Qs = aroas paratodo t,s € R. (1.34)

Por lo tanto, t — a; es un homomorfismo del grupo aditivo R en el grupo de difeo-
morfismos Diff(M) de la variedad diferencial M. Los difeomorfismos {a; : t € R}
forman un subgrupo de Diff(M); este es el grupo uniparamétrico? generado por el
campo vectorial completo X. o

Proposicion 1.67. Sean X € X(M) y f € C®°(M). Si a es el flujo de X, entonces
flar(p)) - f(p)
t

Xf(p) = %m& para todo p € M. (1.35)

Demostracion. El lado derecho es la derivada, en t = 0, de la funcién

t = flalt,p)) = f(yp(t)),

donde y, es la curva integral de X tal que y,(0) = p. Esta derivada en ¢ = 0 coincide

con 7, (0)f = X, f = Xf(p). 0
Al eliminar p de la férmula (1.35), queda una relacién entre funciones suaves:
Xf = lim w . (1.36)

Dicese que el campo vectorial X es el generador del flujo a. En particular, el generador
de un grupo uniparamético de difeomorfismos es un campo vectorial completo.

1.7 Grupos de Lie

Definicién 1.68. Un grupo de Lie es una variedad diferencial G, que es a su vez un
grupo, en donde las operaciones de grupo son aplicaciones suaves:

m:GxG—G:(g,h)— gh, 1:G—>G:gm gL

En un grupo de Lie G, la inversion 1: ¢ +— ¢! es un difeomorfismo de G en G, porque
es biyectiva y suave, y coincide con su propio inverso.

23El flujo de un campo vectorial incompleto no da lugar a un grupo de difeomorfismos. En todo caso,
si(—¢, €)XV C Dx, las aplicaciones a;: p +— a(t, p) cumplen (1.34) toda vez que t,s,t + 5 € (—¢, €).
En particular, vale a_; o a; = ay o a_; = 1y sobre V para —¢ < t < ¢; dicese que los a; forman un
seudogrupo de difeomorfismos locales.
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Las traslaciones a izquierda A¢: i +— gh son también difeomorfismos: el inverso
de A es la traslacion contraria A;l. Las traslaciones a derecha p,: 1 — hg consti-
tuyen otro juego de difeomorfismos de G. o o

Ejemplo 1.69. Un espacio vectorial real V' de dimensién finita es un grupo de Lie
abeliano bajo la operacién de suma. En particular, (R”, +) es un grupo de Lie de
dimensién . %

Ejemplo 1.70. El grupo multiplicativo R* := R \ {0} es un grupo de Lie unidimen-
sional no compacto. Como R* = (—00,0) W (0, +00) es una unién disjunta de dos
abiertos no vacios, esta variedad diferencial es disconexa. Su componente neutro (el
componente conexo que incluye el elemento neutro 1) es el subgrupo R} := (0, +0),
que a su vez es una subvariedad de R*.

Como tal, R es un subgrupo de Lie de R*. Obsérvese que la funcién exponencial
exp: R — R essimultdneamente un isomorfismo de grupos (su inverso es la funcién
log: R*X — R) y un difeomorfismo, pues tanto exp como log son biyecciones suaves.
En resumen, exp es un isomorfismo de grupos de Lie. o

Ejemplo 1.71. El circulo T = U(1) := {z € C: |z| = 1} es un grupo de Lie unidimen-
sional compacto.?* ¢

Ejemplo 1.72. El grupo general lineal GL(7, R) del Ejemplo 1.48 es un grupo de Lie
de dimensién n2. Para verificar la suavidad de su producto, basta recordar que las
entradas matriciales de la matriz C = AB son polinomios en las entradas de A y de B,
mediante la férmula c¢;; = X}; a;xbg;. La suavidad de la inversion es una consecuencia
delaregla de Cramer: la entrada (i, j) de A™! es (-1)"*/mj;/det A, donde la menor m;;
es un polinomio en las entradas de A.

La subvariedad SL(7n, R) del Ejemplo 1.49 es también un subgrupo de GL(n, R).
Luego este es un subgrupo de Lie de GL(n, R), de dimensién (n? — 1). O

Ejemplo 1.73. El grupo de matrices invertibles complejas
GL(n,C):={AeM,(C):detA#0}

y su subgrupo SL(n,C) := {A € M,(C) : detA = 1} son grupos de Lie reales, de
dimensiones 212 y (2n?% - 2), respectivamente. De hecho, GL(1, C) es un abierto en
M,,(C), un espacio vectorial real de dimensién dimg M, (C) = 2n%. Las coordenadas

24Las notaciones T, U(1) y S! son sinénimas; generalmente se usa T cuando se considera el circulo
como grupo de Lie. Los fisicos prefieren U(1), porque cada z € T es una matriz unitaria 1 x 1.
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cartesianas de A € GL(n,C) son R aij y J a;j, las partes real e imaginaria de sus n?

entradas complejas.

Resulta que la aplicacién polinomial det: GL(n, C) — C* = C\ {0} es una sumer-
si6n y 1 es un valor regular de det, asi que SL(7, C) es una subvariedad (y también
un subgrupo) de GL(n, C). o

Ejemplo 1.74. El grupo ortogonal O(n) del Ejemplo 1.50 es un grupo de Lie de dimen-
sion n(n —1)/2. -

El grupo ortogonal especial SO(n) := O(n) N SL(n, R) es el componente neutro de
O(n). Como tal, es un subgrupo de Lie de dimensién n(n —1)/2. O

Ejemplo 1.75. Un grupo finito G, con su topologia discreta, es un grupo de Lie de
dimension 0. (Las condiciones de suavidad son triviales en dimension cero.)

El grupo ortogonal es un producto semidirecto, O(n) =~ SO(n) = Cy, de su subgrupo
normal SO(n) — de indice 2 -y el grupo finito C; := {+1}. Fijese que C; es isomorfo al
subgrupo {1,, R}, donde R = diag[1,...,1, —1] es la reflexién de R" en el hiperplano
x" = 0. o

» La geometria diferencial de un grupo de Lie G se simplifica al utilizar las trasla-
ciones a izquierda Ag-1 y Ag (que son difeomorfismos) para llevar un vecindario de
cualquier punto ¢ € G en un vecindario del elemento neutro 1 € G y viceversa.?
Por ejemplo, una curva integral de un campo vectorial que pasa por g es un traslado
de una curva correspondiente que pasa por 1. De entre todos los campos vectoriales
sobre G, se destacan aquellas que son invariantes por estas traslaciones a izquierda.

Definicién 1.76. Sea G un grupo de Lie cualquiera. Un campo vectorial X € X(G) es
invariante a la izquierda si todas las traslaciones a izquierda lo conservan:

()\g)*)z =X paratodo ge€G.

Escribase X := X; € T;G. El campo vectorial X queda determinado por el vector
tangente X mediante el isomorfismo lineal TiAg : TG — TG de (1.29):

X = Tidg(X1) = Tidg(X). (1.37)

Inversamente, dado Y € TG, las recetas ?g = TiAg(Y), Y f(g) = Yg f determinan un
campo vectorial Y invariante a izquierda. La totalidad g de estos campos vectoriales
invariantes es un subespacio vectorial de X(G).

5 Algunos autores denotan el elemento neutro por la letra ¢, de modo que g = m(g,e) = m(e, g)
para todo ¢ € G. Esta es una complicacién innecesaria.
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Resulta, entonces, que X < X es una biyeccién R-lineal g «<» T1G; por lo tanto,
g es finitodimensional y su dimensién es n = dimp T1G = dim G, la dimensién de la
variedad diferencial G. o

Lema 1.77. Si X,Y € g, entonces [i, 17] € g también.
Demostracion. Del Lema 1.59 se obtiene inmediatamente:

(Ag)s [X,Y] = [(Ag)- X, (Ag)- Y]=[X,Y] paratodo g € G. m|
Definicién 1.78. Definase un corchete en el espacio vectorial T1 G por

[X,Y]:=[X,Y]i. (1.38)

En vista de la correspondencia (1.37) y del Lema 1.77, este corchete es una operaciéon
bilineal antisimétrica sobre TiG que cumple la identidad de Jacobi. Con ello, T1G es
un dlgebra de Lie finitodimensional, isomorfo a g que es una subdlgebra de Lie de X(G).
Entonces T1 G se bautiza el dlgebra de Lie del grupo G. o

A partir de ahora, se identificari g con Ti G y se escribird X en vez de X para aquellos
campos vectoriales invariantes que pertenecen a g.

» Sea G un grupo de Lie, con algebra de Lie g. Si X € g, sea yx: I — G la curva
integral del campo vectorial invariante X tal que yx(0) = 1. Entonces yx(0) = X €
T1G. Elintervalo I de definicién inicial de la curva yx es generalmente un intervalo
acotado I = (—¢, €) — ofrecido por el teorema de existencia y unicidad para soluciones
de (1.32) — pero resulta que este intervalo puede prolongarse en R. En efecto, para
cualquier instante s € (—¢, ¢), la curva ) determinada por la ecuacién diferencial

T.](t) = Xr)(t) = (Ag)* Xg_lq(t)/ 17(0) =8 = VX(S)/

tiene como solucién tnica 7n(t) = yx(s) yx(t), definida para —¢ < t < ¢. Esta curva
constituye una prolongacion de yx al intervalo s — ¢ <t < s + ¢. De este modo, se
obtiene una curva yx: (—2¢,2¢) — G cuya restriccion al subintervalo (—¢, ¢) coin-
cide con la curva original. Al iterar este proceso k veces, se prolonga yx al intervalo
(—2" e, 2k ¢); luego, por induccién, se produce una curva yx: R — G, que cumple:

yx(s +t) = yx(s) yx(t) paratodo s,teR. (1.39)

Conviene resumir estas consideraciones sobre la curva integral del campo vecto-
rial invariante X mediante la introduccién de una notacién especial, a continuacion.
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Definicién 1.79. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g. Si X € g es un campo
vectorial invariante a izquierda, su curva integral tal que yx(0) = 1 cumple yx(0) = X;
su intervalo de definicién es todo R; y yx cumple la propiedad homomorfica (1.39).
Por lo tanto, esta curva t +— yx(t) es un subgrupo uniparamétrico de G, determinado
univocamente por la condicién yx(0) = X € g. Escribase

exp X := yx(1).
La construccién de yx evidencia que y;x(1) = yx(t), es decir,
yx(t) =exptX paratodo teR. (1.40)
Esta funcién exp: g — Ges la aplicacién exponencial asociada al grupode Lie G. ¢

Ejemplo 1.80. Enel circulo T = {z € C : |z| = 1}, considérese la carta local (U, ¢),
donde U = T\ {-1} y £: U — (-7, ) estd dada por £(e'?) = 0. Fijese que la coorde-
nada local 0 vale 0 = 0 en el punto z = 1 del circulo. El campo vectorial X = d/d0,
definido inicialmente en U, se extiende a todo S! como campo vectorial invariante por
las “traslaciones” que en este caso son las rotaciones rigidas del circulo, Ay : z — wz.

La curva integral de X tal que yx(0) = 1 estd dada por yx(t) := et = cost+isent.
En efecto, esta curva satisface, por (1.14):

d

Fox(®) =

4

<VX(O)/f> = at

NN
fe) =i £ = 5| (),

asi que yx(0) = (d/d0)|; = X1 = X, bajo la identificacién del campo vectorial inva-
riante con su valor en 1.

En este caso, la curva integral estd definido inicialmente en el intervalo (-7, )
por la férmula yx(0) = e’®. Su prolongacién a todo ¢t € R sefiala que la curva inte-
gral gira alrededor del circulo infinitas veces. En este caso, la funcién exponencial es
exptX = e'! y el grupo uniparamétrico define un homomorfismo sobreyectivo (pero
no inyectivo) exp: R — T.

Nota: la “rama principal” de la funcién logaritmica log: U — C esta dada por

log(e’?) = i0. Al cambiar ¢ por log en el célculo anterior, la formula exp t := e se
modifica en exp(it) = e'!. De este modo, se identifica el espacio tangente T T con iR,
un espacio R-vectorial unidimensional del cual {i} es una base. O

Un grupo de Lie lineal es un grupo de Lie G tal que G € GL(n, F) para algtn #,
donde F = R o C. El espacio tangente T{G puede identificarse con un subespacio
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R-vectorial de M, (F). En tales casos, la exponencial matricial
exp X = Z 7l X (1.41)
k=0

coincide con la aplicacién exponencial de G, salvo por un posible factor convencional
de i, como en el ejemplo anterior. La busqueda del dlgebra de Lie se reduce a la tarea
de identificar un subespacio (real) de matrices:

g={XeM,(F):exptX € Gparatodot e R}, (1.42)
en vista del siguiente resultado sobre exponenciales matriciales.

Lema 1.81. Si X,Y € M, (F) con F = R o C, entonces

1 d2

22 (exp tX exptY exp(—tX) exp(—tY)) = XY -YX. (1.43)

t=0
Demostracion. Se aprovecha la férmula de Campbell, Baker y Hausdorff:2

exptX exptY = exp(t(X +Y)+ %tz(XY -YX)+ O(t3)). (1.44)
Esta férmula viene del desarrollo de Taylor en ¢t = 0:
exptX exptY = (1+tX + 12X2+ O(F)) (1 + Y + 1t2Y2 + O(+))
=1+ HX +Y)+ 22(X* +2XY + Y?) + O(+)
=1+HX+Y)+ X +Y)? + 3A(XY - YX) + O(F)
=exp(HX +Y) + 1A(XY - YX) + O(+?)).
En el tltimo paso, se ha empleado la expansién logaritmica:
1+A=exp(A-3A2+1A%--.)

porque la serie al lado derecho converge en el caso de interés A = t(X + Y) si t es
suficientemente pequerio. Al aplicar (1.44) tres veces, se obtiene

exptX exptY exp(—tX) exp(—tY)
=exp(HX +Y) + LA(XY = YX) + O(F)) exp(—t(X + Y) + 32(XY = YX) + O(°))
= exp (XY = YX) + O(t%)).

Ahora, al derivar el lado derecho dos vecesent = 0, se obtiene la férmula deseada. O

20La notacién de Landau O(#?) indica alguna funcién F(t) tal que F(t)/t> permanece acotada al

dejar t — 0, y por ende puede despreciarse en comparacién con > cuando ¢ es pequefio.
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Observacion. En vista del Lema 1.81, sea G un grupo de Lie cualquiera, con algebra
de Lie g. Si X Y € gcon X = X1, Y = Y1 en T1G, la fé6rmula

f % f(exp Vs X exp VsY exp(—VsX) exp(—VsY))

s=0

define un vector tangente en 7;G. Al notar que

flexptX)

= d
Xf=Xf=~
t=0

puesto que t — exptX es una curva integral de X, el Lema 1.81 permite calcular
este vector tangente en el caso matricial. Basta observar que el cambio de parametro
t =+/s,s = t? conduce a

1d> d d? 1 d°

S +25 s = = — d
2412 ds ds? 2 dt?

ds s=0

t=0
y la férmula (1.43) da como resultado el conmutador matricial XY — YX en el caso de
que g < Mn([F) Por otro lado, los calculos de la demostracién del Lema 1.81, usando
la relacién X f = o 4 fexptX) y el desarrollo de Taylor de f hasta segundo orden,
muestran que

flexptX exptY) = f(exp(t(X +Y) + 3t*Z)) + O(¢)

donde Z = Z; y Z=XY-YXen X(G), lo cual implica que Z = [X,Y] en T1G. La
conclusién de los dos célculos — como era de esperar — es que

[X,Y]=[X,Y]i = XY -YX cuando g < My(F).

Definicién 1.82. Sea F = R o C. Un dlgebra de Lie matricial (real o complejo, segtin
el caso) es un subespacio F-vectorial g de M, (F), para algtin n € N, que es cerrado
bajo la formacién de conmutadores: si X, Y € g, entonces XY — YX € g. Su corchete
de Lie es el conmutador, [X,Y] := XY - YX.

Escribase gl(n, R) := M,(R) y gl(n, C) := M, (C), considerados como algebras de
Lie matriciales. Ellas son las dlgebras de Lie asociados a los grupos generales lineales
GL(n, R) y GL(n, C), respectivamente. O

Ejemplo 1.83. Cualquier matriz X € M, (F) verifica la identidad:
det(exp X) = X (1.45)

donde tr X denota la traza de la matriz X.
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Para comprobar (1.45), basta tomar [ = C. Fijese que exp(PXP~!) = P(exp X)P~!
al usar (1.41), asf que la semejanza X +— PXP~! deja sin cambio los dos lados de (1.45);
sin perder generalidad, entonces, se puede suponer que la matriz X es triangular?
con entradas diagonales (A1, ...,4,). Entonces exp X es una matriz triangular, con
entradas diagonales (e, ..., e"), de donde (1.45) es obvio.

En particular, la condicién det(exptX) = 1 para todo t € R es equivalente a la
condicién tr X = 0. Por lo tanto, el dlgebra de Lie de G = SL(n, ) es

slin,F)={XeM,[F):rX=0}.

Este resultado proporciona otra manera de calcular la dimensién de SL(n, R), al ob-
servar que dim SL(n, R) = dimg sl(, R) = n? — 1. O

Definicién 1.84. Sea d una forma bilineal simétrica no degenerada sobre R", es decir,
d(x,y) = d(y,x) para x,y € R"; con d(x,y) = 0 para todo x solo si y = 0. Por el
teorema de Sylvester, después de un cambio de base en R", d obtiene el formato:

d(x,y) = x1y1+ -+ XpYp = Xp+1Yp+1 = = XpaqgYpg, (1.46)

con rango p + g = n (pues d es no degenerada) y signatura p — 4. Definase el grupo
de simetria de d por

O(p,q) :={A e GL(n,R):d(Ax,Ay) = d(x,y) parax,y € R" }. (1.47)

Sig =0, la forma bilineal d es definida positiva y se escribe O(n) en vez de O(n, 0);
este coincide con el grupo ortogonal del Ejemplo 1.50; en este caso, d es el producto
escalar usual sobre R". Si en (1.47) se toma ¢ € SL(n,R), es decir, si se afiade la
condicién det ¢ = 1, se obtiene los subgrupos

SO(p, q) = O(p, ) NSL(p + q,R). 0

Definicién 1.85. Sea s una forma bilineal alternante no degenerada sobre R?", es decir,
s(x,y) = —s(y,x)parax,y € R";cons(x,y) = Oparatodo x solosiy = 0. Tales formas
alternantes no degeneradas existen solo si la dimensién es par, n = 2m. Después de
un cambio de base en R%", s obtiene el formato:

S(X,Y) = Xmaay1 + -+ XomYm — X1Ym+1 = — XmY2m-

?7Una matriz compleja es trigonalizable por un cambio de base ortonormal de C”; alternativamente,
posee una forma normal de Jordan, la cual es triangular. Estas técnicas no estdn disponibles en el caso

de matrices reales; por ejemplo, la matriz real (_q 10) no es trigonalizable sin usar escalares complejos.
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Escribase

J = (_(1)m 16”) € Mom(R). (1-48)

entoncesla formabilineal d;(x, y) := s(x, Jy) es simétrica y definida positiva. El grupo
simpléctico de R>" es el grupo de simetria de s, dado por

Sp(m,R) := { B € GL(2m,R) : s(Bx, By) = s(x, y) para x,y € R*" }. (1.49)

Si B +— B! denota la transpuesta de B con respecto a la forma simétrica dj, entonces
B € Sp(m, R) siy solo si dj(JBx, By) = dj(Jx,y) siy solosi BYJB = J.
Noétese que | € Sp(m, R) y que J? = =12, en Moy, (R). o

Definicién 1.86. Denétese por A* = [4;;] el conjugado hermiticode A = [a;;] € M, (C).
El grupo unitario
Un)={UeM,C):U'U=1,}

es un grupo de Lie. Este es el grupo de simetria del producto escalar usual en C", el
cual es una forma sesquilineal hermitica. Obsérvese que U(1) = T, el circulo unitario.
El grupo especial unitario es el subgrupo de Lie:

SU(n) :=U(n)NSL(n,C) ={U € U(n) : detU =1}. o

Definicién 1.87. Si V es un espacio R-vectorial, denétese por Ve :=Ver C =V &iV
su complexificacion, la cual es un espacio vectorial sobre C. Si {v1,...,v,} es una
base de V, los mismos vectores forman una base de V¢ como espacio C-vectorial,
mientras los vectores v; + ivy forman una base de V¢ como espacio vectorial real. Por
lo tanto, dim¢ Ve = dimg V = % dimp V. En particular, se ve que (R")c =~ C".

Una forma R-bilineal sobre V' se amplifica a una forma C-bilineal sobre V¢ asf:

d(u+iv,x+iy):=d(u,x)—dw,y)+idu,y)+id(v,x) € C.

En la clasificacién de formas bilineales simétricas sobre C", la signatura no cuenta
porque —1 = i? es un cuadrado. Si d es no degenerada sobre R”, el grupo de simetria
de la d amplificada sobre C" es

O(n,C):={CeGL(n,C):d(Cx,Cy) =d(x,y) parax,y € C" }.

De modo similar, se amplifica una forma bilineal alternante s sobre R2™ a otra so-
bre C?", dando lugar a su grupo de simetrfa complejo:

Sp(m,C) := {D € GL(2m,C) : s(Dx, Dy) = s(x, y) para x,y € C*" }.
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Ahora, Sp(m, C) y U(2m) son subgrupos de GL(2m, C). Su interseccién es:
Sp(m) := Sp(m, C) N U(2m). O
Proposicién 1.88. Los grupos de Lie O(n), SO(n), U(n), SU(n) y Sp(m) son compactos.

Demostracion. Los grupos SO(n), SU(n), Sp(m) son subgrupos cerrados de O(rn), U(n)
y U(2m), respectivamente. Basta mostrar, entonces, que O(n) y U(n) son compactos.
Sea d el producto escalar usual sobre R”. Una matriz A € M,(R), con columnas
ai,...,a, € R", es ortogonal si y solo si A'A = 1,; si y solo si d(a;, aj))=[i=jl;siy
solo si las columnas forman una base ortonormal de R". Esto implica que ||4;|| = 1 para
cada jy ||a1]|*> + - + ||ax||*> = n (por el teorema de Pitdgoras). Por lo tanto, el vector
en R" cuyas coordenadas son las entradas a;; de A tiene norma euclidiana yn. De
esta manera, se identifica O(1) con una parte cerrada de la esfera de radio v en R",
Por el teorema de Heine y Borel, este conjunto cerrado y acotado O(n) es compacto.
El mismo argumento se aplica a U(n), cambiando el producto escalar real d por
el producto escalar sesquilineal (w | z) := W1z1 + - -+ + Wy z, para w,z € C". Ahora,
U € M, (C) es unitaria si y solo si sus columnas forman una base ortonormal de C".
Luego, U(n) es una parte cerrada de la esfera de radio vn en C" ~ R¥”, m|

1.8 Espacios homogéneos

Definicién 1.89. Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo H < G que es también una
variedad diferencial se llama un subgrupo de Lie de G si la inclusién i: H < G es
una inmersioén inyectiva. (Un subgrupo de Lie no necesariamente es cerrado en G.)
Sin embargo, si H es un subgrupo de Lie cerrado, entonces cada coclase aizquierda
gH:={gh:h € H} = A¢(H) es un cerrado de G y el conjunto de coclases

G/H:={gH:3€G}
puede ser dotado de una estructura diferencial de tal manera que la aplicacion cociente
n:G—>G/H:g— gH

sea una sumersion sobreyectiva. En tal caso, dicese que G/H es la variedad cociente
de G por el subgrupo cerrado H.

Si el subgrupo H no es normal en G, entonces G/H generalmente no es un grupo.
En cambio, si H < G (subgrupo normal), entonces G/H es un grupo y 1 es un homo-
morfismo. Si H < G es cerrado en G, entonces G/H es un grupo de Lie.? o

281 as afirmaciones de esta Definicién estan demostradas en la seccién 10.16 del libro de Dieudonné.
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Ejemplo 1.90. El toro T? es un grupo de Lie compacto y abeliano. Seaa € R \ Q un
numero irracional; se define un homomorfismo p,: R — T2 por

pa(t) = (62711'1?’ eZm’at).

Entonces p, es una inmersién inyectiva (pero no un encaje), asi que H = p,(R) es un
subgrupo de Lie de T?. Resulta que p, no es sobreyectiva, pero H es denso en T?;
en particular, H es un subgrupo de Lie no cerrado. (La trayectoria de la curva p, es
un hilo que enrolla el toro, pasando infinitas veces por cada vecindario de cualquier
punto del toro.)

En cambio, si p/q es racional, con p, q € N, entonces p,,/,(kq) = (e2™%7, e27kp) =
(1,1) para todo k € Z. En este caso, el homomorfismo p,/; no es inyectivo, pero
H = p,/4(R) es un subgrupo cerrado de T2 que es difeomorfo al circulo T. ¢

» La formacion de una variedad cociente G/H es un caso particular de un procedi-
miento més general, que es el de una acciéon de un grupo de Lie G. En el contexto
actual, interesa solamente las acciones dadas por funciones suaves.

Definicién 1.91. Sean G un grupo de Lie y M una variedad diferencial. Una accién
(suave, a izquierda) de G sobre M es una aplicacién suave @: G x M — M tal que:

(@) D(g, D(h,p)) =D(gh,p)paratodo g, h € G, p € M;
(b) ©(1,p) = p para todo p € M.

Escribase g - p := ®(g, p); con esta notacion, las dos propiedades de una accién son:

g (h-p)=(gh)-p, L-p=p. (1.50)

Luego, cada @;: p + ¢ - p es un difeomorfismo de M, y por ende ¢ — @, es un
homomorfismo de G en el grupo Diff(M) de difeomorfismos de M en si mismo. ¢

Ejemplo 1.92. Un grupo de Lie G acttia sobre si mismo por las traslaciones a izquierda,
porque el producto ®(g, ) = m(g, h) := gh es suave, por definicién. La regla (1.50)
sigue de la asociatividad del producto; y @, coincide con la traslacion A, en este caso.

El grupo G también acttia sobre si mismo por las traslaciones a derecha; en cuyo caso,
la acci6n estd dada por g - i := hg™!, para cumplir con (1.50). Ahora ®g = Pe-1- €

29El grupo Diff(M) generalmente no es un grupo de Lie, porque tiene dimensién infinita; pero posee
algunos subgrupos que si son grupos de Lie.
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Ejemplo 1.93. Otra accién de un grupo de Lie G sobre si mismo viene de la conjugacion
en G, al definir ¢ - h := ghg™!. 0

Ejemplo 1.94. El circulo T acttia sobre la esfera S? por rotaciones alrededor de un
eje fijo. Si este eje es el didmetro entre los polos norte y sur, la accién estd dada en
coordenadas esféricas® por e'® - (0, ¢) := (6, ¢ + a). o

Ejemplo 1.95. El grupo SO(n) actiia sobre R" por rotaciones: se escribe A - x := Ax,
empleando el producto usual de matrices cuadradas por vectores columna.

La matriz diagonal R = diag[1,...,1, —1] € O(n) es la reflexion de R" en el hiper-
plano x" = 0. Es obvio que O(n) \ SO(n) = { AR : A € SO(n) }; se dice que O(n) acttia
sobre R" por rotaciones y reflexiones. o

Definicién 1.96. Si G un grupo de Lie que actta sobre una variedad M, sea p € M.
El subgrupo de isotropia G, < G y la 6rbita G - p C M se definen por:

Gp:={heG:h-p=p},
G-p={g-preM:geG}. (1.51)

Una accién es transitiva si consta de una sola 6rbita: G - p = M para todo p € M.
Una variedad diferencial que posee una accién transitiva de un grupo de Lie G se
llama un espacio homogéneo de G. ¢

Si el subgrupo de isotropia G, de una accién suave es un subgrupo de Lie cerrado y
sila 6rbita G - p es una subvariedad de M, esa 6rbita es un espacio homogéneo para G,
difeomorfo a la variedad cociente G/G, mediante la correspondencia g - p — ¢G,.
Dicha correspondencia esté bien definida, porque ¢ -p = h-psiysolosi g7th-p =
g (h-p)=gYg-p)=p;siysolosi g"'h € G,;siysolosi gG, = hGy.

Ejemplo 1.97. El grupo G = SO(n) acttia sobre M = R" por rotaciones. El subgrupo
de isotropia del vector e, = (0,...,0,1) es isomorfo a SO(n — 1). Por otro lado, la
6rbita de e, es la esfera unitaria S”7!, la cual es una subvariedad de R". Luego sn-1
es un espacio homogéneo, difeomorfo al cociente SO(1)/SO(n — 1). o

Ejemplo 1.98. Sea d;; la forma bilineal simétrica (1.46) sobre R", derangon = p + g
y signatura p —g. Cualquier forma bilineal simétrica sobre R" (degenerada o no) est4

3°Las coordenadas esféricas son coordenadas locales de una carta con dominio U = S?\ L, donde
L es un meridiano semicircular entre los polos norte y sur. La imagen de U en R? es el rectangulo
abierto 0 < 0 < 11, =1t < ¢ < 7; este O es el dngulo polar y ¢ es el dngulo acimutal de la cartografia.

(El convenio opuesto, con 8 <> ¢, es comtn en los libros de calculo integral.)
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dada por d(x,y) = x'Ry, donde R € Sim(n) es una matriz real simétrica n X n. Si
F es el conjunto de las formas bilineales simétricas, entonces el grupo de Lie GL(n, R)
acttia sobre &, o equivalentemente sobre Sim(n), por

A-d(x,y):=d(A'x,Aly), obien A-R:=A'RA™L

Referente a estas acciones, el grupo de Lie O(p, q) aparece como el subgrupo de
isotropia de la forma dj,, o bien de la matriz diagonal diag|[1,...,1,-1,...,-1]. ¢

Ejemplo 1.99. Si k € {1,...,n}, un k-marco en R” es un juego ordenado (uy, ..., ux)
de k vectores de norma 1 en R” ortogonales entre si. El juego (Auy, ..., Auyg) es otro
k-marco si A € O(n). Denétese por St(k, R") la totalidad de k-marcos. Obsérvese que
lareceta A-(uy, ..., ux) := (Auy, ..., Auy) define una accién, por (1.50). Si{e1, ..., e, }
denota la base ortonormal estindar de R"”, es obvio que A - (e1, ..., ex) = (e1, ..., ex)

siy solo si
1 0
A=
(v c)

donde C es una matriz ortogonal en O(n — k). Luego hay una correspondencia biyec-
tiva entre St(k, R") y la variedad cociente O(1n)/O(n — k). Se puede dotar St(k, R")
de un atlas tal que esta biyeccién sea un difeomorfismo; asi se define la variedad de
Stiefel de k-marcos en R". 0

Ejemplo 1.100. Denétese por Gr(k, R") la totalidad de subespacios de R" con dimen-
sionk. SiV < R" condimV = kysiA € O(n), entonces A(V) = { Ax : x € V } es otro
subespacio k-dimensional. Se identifica R con el subespacio lin{ey, ..., ex) < R".
Obsérvese que A(RF) = R* si y solo si

B 0
(o o)
con B € O(k) y C € O(n — k). En efecto, la relacion A(V) = V implica AY(V*) = V4,

donde V+* es el complemento ortogonal de V en R". Por lo tanto, hay una biyeccién

O(n)
O(k)xO(n — k)

Gr(k, R™)

Se puede dotar Gr(k, R") de un atlas tal que esta biyeccién sea un difeomorfismo; asi
se define la variedad de Grassmann de subespacios k-dimensionales de R".

En particular, Gr(1, R") es una variedad diferencial cuyos elementos son rectas que
pasan por el origen de R"; Luego, Gr(1,R") = RP""!, el espacio proyectivo real. ¢
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1.9 Fibrados

Definicién 1.101. Un fibrado o haz fibrado,® cuya fibra tipica es una variedad dife-

rencial F, es un juego (E, M, 7t; F), generalmente denotado por E SN M, compuesto
de otras dos variedades diferenciales E y M junto con una sumersién sobreyectiva
n: E — M, que satisfacen estas dos condiciones:

(a) Paracadap € M, lafibraE, := n~1({p}) es difeomorfa a F.
(b) Existe un cubrimiento abierto { U; : j € | } de M y un juego de difeomorfismos
i+ y unjueg
Y n_l(Uj) — U;jxF, paracada je€], (1.52)

tales que n(tp]._l(x,v)) =xparax € Uj, v €F.

La variedad E es el espacio total y M es la base del fibrado; la sumersién 7 se llama
la proyeccién del fibrado. Los 1; son trivializaciones locales; debido a su existencia,
dicese que el fibrado es localmente trivial. O

El espacio total E es la unién disjunta de las fibras E,, . Cada fibra es la preimagen
bajo una sumersién de un punto de M y por tanto la Proposicion 1.45 garantiza que
E, es una subvariedad de M, con dimensién dim E, = dim E — dim M. En un fibrado
con fibra F, entonces, dim E = dim M + dim F necesariamente.

Ejemplo 1.102. Considérese una variedad producto E = M X F y sea i := pr, la
proyeccién ordinaria sobre el primer factor, 7t(p,v) := p. Si U es un abierto de M,
entonces 7 1(U) = U X F y la trivializacién correspondiente es ¢ := 1yxr.
Supéngase que existe un difeomorfismo f: E — MXF;témese r := pr; of: E — M.
En este caso, dicese que E =5 M es un fibrado trivial. Si 2 = {Uj,¢j):je]}esun
atlas para M, entonces n‘l(U]-) = 5-1(u]- X F)y 1 es la restriccién de f a este abierto
de E. Alternativamente, se puede tomar U = M, n~(U) = E, de modo que ¢ = 8 es
una trivializacion global. ¢

Ejemplo 1.103. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo de Lie cerrado, entonces la
aplicacién cociente : G — G/H es continua (con respecto a topologia cociente sobre
G/H, la cual es de Hausdorff precisamente porque H es cerrado). Se puede dotar
G/H con una estructura diferencial para la cual 77 es una sumersién sobreyectiva. La

3'Los libros mexicanos lo llaman simplemente un haz. Sin embargo, el nombre haz (faisceau, en
francés; sheaf, en inglés) se refiere correctamente a un concepto diferente: en la geometria algebraica,
un haz generalmente no es localmente trivial.
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preimagen de cualquier elemento 1(g) € G/H es la coclase gH = A¢(H), la cual es
una subvariedad de G que es difeomorfo al subgrupo H mediante la traslacion A,.

Se puede comprobar que esta proyeccion 1 es localmente trivial, asi que G N /H
es un fibrado con fibra tipica H. O

El espacio cociente G/H proporciona un ejemplo de un fibrado principal. Este
es un fibrado (P, M, 0; H) en el cual la fibra tipica H es un grupo de Lie que acttia a
la derecha transitivamente sobre las fibras. De hecho, en el caso de (G, G/H,n; H) la
fibra que contiene el punto ¢ € G esla coclase gH = {gh : h € H }; la traslacién a
derecha py: gh — ghk permuta los elementos de esta coclase si y solo si k € H.

Mas generalmente, en un fibrado principal (P, M, o; H) no es obligatorio que el
espacio total P sea un grupo.

Definicién 1.104. Sea M una variedad diferencial. Su fibrado tangente T M M,
con fibra tipica R", se define asf:

TM:={(p,v):peM,veT,M}, (p,v) = p. (1.53)

El espacio total TM es (por su definicién) la unién disjunta de los espacios tangentes
individuales T, M (que, por la Proposicién 1.35, es isomorfo a R").

El fibrado tangente es localmente trivial. Sea A = { (U, ¢q) : @ € A} un atlas
de M. Si (x!,...,x™) son las coordenadas locales de la carta (U,, ¢,), definase la
trivializacién local 1, : (U,) — Uy x R" por

. d
Valp,v) := (p;0l,...,0") donde v=0v—|. (1.54)
axl|,
Con el atlas { (7' (Uy,), (g X 1) 0 y) : @ € A}, TM es una variedad diferencial
de dimensién 2n, y 7: TM — M es una sumersion sobreyectiva. Fijese que la fibra
1({p}) es el espacio tangente T, M. O

El fibrado tangente es un ejemplo de un fibrado vectorial, definido a continuacién.

Definicién 1.105. Un fibrado vectorial es un fibrado E — M cuya fibra tipica F y
cada fibra individual E, son espacios R-vectoriales de la misma dimension,3? tales
que las aplicaciones F — E, : v > l,b]._l(p, v) sean isomorfismos lineales.

La dimensién dim F de cada fibra es el rango del fibrado vectorial. o

32Los espacios R-vectoriales E, y F son difeomorfos, en particular son homeomorfos. Un teorema
de topologia garantiza que RF y R™ son homeomorfos si y solo si k = m.
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No hay pérdida de generalidad en suponer que el cubrimiento {U;} de la Defini-
cién 1.101 venga de los dominios de cartas de un atlas {(U;, ¢;)} para la base M. Si
dimF = kysi 6: F — R es un isomorfismo lineal fijo, se obtiene un atlas para el
espacio total E cuyas cartas son las (7'(‘1(1,[]-), (pj x 0) o ;).

Si (x!,...,x") son las coordenadas locales para la carta (U,, ¢,) de M, la carta
correspondiente de T M tiene coordenadas locales (x!,...,x";0!,..., 0"), en vista de
la relacién (1.54).

» Ciertas operaciones del dlgebra lineal sobre espacios vectoriales pueden elevarse
“punto por punto” a un fibrado vectorial. Dadas dos espacios R-vectoriales V' y W, se
puede formar el espacio dual V* de formas R-lineales sobre V, como también la suma
directa V@®W. Un caso importante que aplica la primera de esas operaciones al fibrado
tangente da lugar al llamado “fibrado cotangente”.

Definicién 1.106. Si M es una variedad diferencial y si p € M, denétese por T;M el
espacio R-vectorial dual de T, M. Sus elementos se llaman covectores en p y T;M es

el espacio cotangente en el punto p.

En una carta local (U, ¢) de M tal que p € U, cada vector tangente v € T, M es una

combinacién lineal de vectores tangentes basicos, v = al %|p. Paracadak=1,...,n,
k

la forma lineal v + a* es un covector en p que puede denotarse por dx*|,. Por su

d
proergm],} de M

definicién, ellos son linealmente independientes. A la base {%
le corresponde la base dual {alx1 lp, ..., dx" |p} de T/M.

Definase un fibrado vectorial T*M — M con fibra tipica R" por:
I'M:={(p,&):peM, €M},  nlp,&):=p. (1.55)

Dado un atlas % = {(Ua, ¢,)} un atlas de M, definase las trivializaciones locales
Xa: T Uy) — Uy, X R™ por

Xap, &)= (p;&1,..., &) donde &= &pdx|,. (1.56)

Con el atlas {(n"}(U,), (pa X 1,) © xa)}, T*M es una variedad de dimensién 21, y
n: T*"M — M es una sumersion sobreyectiva. Este fibrado vectorial es el fibrado
cotangente de la variedad M.

De (1.56), se ve que (xl, oo, x"&1,..., &) son coordenadas locales para T*M. ¢

Definicion 1.107. Una secciéon (suave) de un fibrado E =5 Mesuna aplicacién suave
s: M — E tal que 7 o s = 1y, es decir, s(p) € E, para todo p € M.
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Denoétese por I'(M, E) la totalidad de secciones suaves del fibrado E M. SiE
es un fibrado vectorial, este conjunto es también un espacio R-vectorial, al definir

s+t(p):=s(p) +t(p) €Ep,  As(p) := As(p) € Ep,
paras,t eI'(M,E),A e R,p € M. 0

. pT P
Ejemplo 1.108. Una seccién suave de un fibrado vectorial trivial M x F —s M esta
dada por una férmula s(p) = (p, f(p)) donde f: M — F es una funcién suave. En
particular, las funciones suaves en C*(M) estan en correspondencia biunivoca con

pr
las secciones suaves del fibrado vectorial trivial M X R —> M. 0

Ejemplo 1.109. Una seccién del fibrado tangente TM —> M es una funcién p X,
que lleva cada punto p € M a un vector tangente en T,M, de tal manera que su
expresion en coordenadas locales depende suavemente de p. En otras palabras, en
una carta local (U, ¢), esta funcion define combinaciones lineales X, = a/ (p)% Y

se requiere que las funciones coeficientes a/: U — R sean suaves. Al recordar la
. 2 _ n i 0 .z 2
relacion (1.24), esto es, X|u = 2.;_, 4/ 577, se concluye que una seccion suave del fibrado

tangente TM — M no es otra cosa que un campo vectorial X € X(M). o

Este tltimo ejemplo muestra que los campos vectoriales pueden visualizarse de
dos maneras distintas. Por un lado, cada campo vectorial X es un operador lineal
sobre C*(M) que cumple una regla de Leibniz, miembro del dlgebra de Lie X(M). Por
otro, cada X es una seccion p — X, del fibrado tangente; o sea, X(M) = ['(M, TM).

Hay un didlogo entre la estructura algebraica de X(M) y la del espacio de sec-
ciones I'(M, TM) que ilumina diversos aspectos computacionales de la teoria de las
variedades diferenciales.

1.10 Ejercicios sobre variedades diferenciales

En los ejercicios que siguen, M y N denotan dos variedades diferenciales.

Ejercicio 1.1. Sean 2 := {(Uy, ¢o) : @ € A}y B := {(Vp,¢p) : p € B} dos atlases
para M y N, respectivamente. Si dimM = m y dim N = n, definase la aplicacién
Ga X Pp: Uy X Vg — R™ X R" = R™*" por

(Pa X ¢ﬁ(x/ }/) = ((Pa(x)/ beﬁ(y))

Verificar que { (Ua X Vg, o X Pg) : @ € A, p € B} es un atlas sobre M x N. (Con
este atlas, se define la variedad producto M x N.) Demostrar que las proyecciones
pri: MXN — M:(x,y) = x, pr,: MXN — N :(x,y) — y, son suaves.
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Ejercicio 1.2. Deffnase un juego de 2n cartas locales { (V*,¢7) : k =1,...,n } sobre
la esfera S"~!, donde los Vkir son los hemisferios abiertos:

Vii={xe s"1.xk >0}, Vii={xe s"1:xk <0},
y las 1 son proyecciones de los V;* a los respectivos planos ecuatoriales:
Pi(x) = (b, xR e x) e RTL

Demostrar que estas cartas forman un atlas para S"-1. Determinar si este atlas es
compatible o no con el atlas de dos cartas del Ejemplo 1.13.

Ejercicio 1.3. Comprobar que las funciones biyectivas f: B" — R" y f~1: R" — B"
del Ejemplo 1.277 son suaves y calcular sus derivadas. Ellas son:

2x -1 y
TR () = :
e YT lyl12

Ejercicio 1.4. Sia < b en R, la funcién f: R — R dada por

fx) =

F(t) = e V0D 1 <+ < b))

es obviamente suave en los intervalos abiertos (-0, a), (a,b) y (b, +o0). Verificar que
las derivadas f")(a) y f")(b), para r € N, también existen y son todas iguales a 0.

Ejercicio 1.5. Una funcién suave y sobreyectiva f: M — N es una aplicacién re-
cubridora si para cada g € N, hay un vecindario abierto V' de g cuyo preimagen
f71(V) es una unién disjunta [+J; Uy de abiertos de M, donde cada f|y,: Uy — V es
un difeomorfismo. Demostrar que estas dos funciones son aplicaciones recubridoras:

fiR - Tt e, g T—-T:ze 22

Ejercicio 1.6. El grupo G = GL(n, R) de matrices invertibles reales n X 1 es un abierto

enR"™ y por ende es una variedad diferencial de dimensién n2. [ En efecto, fijese que
este grupo es la preimagen de R \ {0} bajo la funcién continua det: M,(R) — R. Las
n? entradas de una matriz son sus coordenadas locales. ]

Demostrar que la multiplicacién e inversion de matrices:

m:GxG— G: (A, B)— AB, 1:G—>G: A A7}
son aplicaciones suaves.
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Ejercicio 1.7. Una funcién suave f: M — N se llama una inmersién si en cada punto
p € M, la aplicacion tangente T, f : T,M — T,N es inyectiva.

(a) Comprobar que este sucede solo si dimM < dim N; en cuyo caso, f es una
inmersion si y solo si el rango de T, f es igual a dim M, para todo p € M.

(b) Sea h(t) := (t2,t3) € R? parat € R. Demostrar que la aplicacién t +— h(t) es
suave e inyectiva pero que no es una inmersién de R en R2.

Ejercicio 1.8. Sean (U, ¢) y (V, ¢) dos cartas locales de M tales que ¢(p) = ¢(p) =0
para un determinado punto p € U NV. Sean (x!,...,x"), (y!,...,y") sus sistemas
respectivas de coordenadas locales. Un vector tangente v € T,M se expresa® me-

diante dos combinaciones lineales, v = a/ % = bka;;k , con coeficientes a/, b* € R.

.. yk i . . .
Comprobar la relacién b* = %(O) al entre dichos coeficientes.

Ejercicio 1.9. Sea f: M — N una funcién de clase C! entre dos variedades diferen-
ciales. Sip € My v € T,M, sea y: I — M una curva suave tal que y(0) = p, y(0) = v.
emostrar que T, f (v) = ((0) donde C:= f oy : I — N.

Ejercicio 1.10. La hoja de Descartes es la curva x° + y> = 3xy en el plano R2.

(a) Verificar que la parametrizacién t +— (x(t), y(t)), dada por

3t 3t2

W YWE T

define una inmersién f: R \ {~1} — R? cuya imagen es la hoja de Descartes.
(b) Usar esta parametrizacion para dibujar la curva en R2,

(c) Un encaje g: M — N es una inmersién que es a su vez un homeomorfismo
entre M y g(M). Explicar por qué la inmersion f es inyectiva pero no un encaje.

Ejercicio 1.11. Si R es una subvariedad de una variedad diferencial M y si S es una
subvariedad de R, comprobar que S es una subvariedad de M.

Ejercicio 1.12. Si a es un valor regular de una funcién suave f: M - Ny S = f~1(a),
verificar que T,S =~ ker T, f paratodop € S.

33El convenio de Einstein (sumas sobre indices repetidas) estd en vigor.
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Ejercicio 1.13. Sea det: M,(R) — R la funcién que lleva cada matriz real n X n a
su determinante. Demostrar que 0 es el tinico valor critico de esta funcién: esto es,
un valor de det que no es un valor regular. [ Indicacién: para la unicidad, usar la
expansion de Laplace del determinante en una fila o columna. |

Concluir que SL(1, R) es una subvariedad de M, (R), de dimensién n? — 1.

Ejercicio 1.14. (a) Sill € R" esunabiertoy f: U — R esuna funcién suave, se dice
of

que p € U es un punto critico de f si 5 (p) = Oparaj =1,...,n. Demostrar
que p es un punto critico solo si f(p) es un valor critico de f.

2

(b) Si ¢ # 0, concluir que el hiperboloide x> + y* — z> = ¢ es una subvariedad de R>.

¢Qué puede decirse del cono x2 + yz —z2=0?

Ejercicio 1.15. Considérese la helicoide M := {(scost,ssent,t) € R® :s,t € R}.
Demostrar que M es una subvariedad de R>. Si se definen f, g: M — R? por

fyz)=0y), gy, 2)=(y,2)
determinar si f y ¢ son sumersiones o no.
Ejercicio 1.16. (a) Demostrar que esta superficie ctibica es una subvariedad de R>:
S:={(x,y,2) eR>: x> +y®+ 2% -3xyz=1}.
(b) Comprobar que la interseccién de S con el plano x + y + z = t es un circulo si
t > 0, pero es vacio si t < 0. Concluir que S es una superficie de revolucién.
Ejercicio 1.17. Sea Sim(n) ~ R("+1)/2 ]a totalidad de matrices simétricas reales 1 X .

(a) Definase f: M,(R) — Sim(n) por f(A) := A'A. Si B € M,(R), comprobar
que la matriz de la aplicacién tangente Tp f coincide con la derivada D f(B) €
L(M,(R),Sim(n)) y verificar que Df(B) : A — A'B + B'A.

(b) Mostrar que D f(B) es sobreyectiva si y solo si det B # 0; concluir que el grupo
ortogonal O(n) := {A € M,(R) : A'A = 1, } es una subvariedad de M,(R).
[ Indicacién: por un argumento de continuidad, basta suponer que B € M, (R)
es diagonalizable: que hay una matriz P con P~ = Pttal que PBP~! es diagonal. |

Ejercicio 1.18. (a) Si X = a/ %, Y = b % son las expresiones en coordenadas lo-
d

cales de dos campos vectoriales X,Y € X(M), ysi [X,Y] = ¢/ 57 con respecto a
la misma carta local, comprobar que las funciones ¢/ estdn dadas por
- 2l dal
o =aF — —pF —.
oxk dxk
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(b) Demostrar que los dos campos vectoriales

d d Jd d
_.2 9 30 _.372 1. 9
X=x dx3 : ox2’ Y=x dx1 : ox3

generan una subalgebra de Lie tridimensional de X(R3).

Ejercicio 1.19. Si X, Y € X(M) y f € C*(M), verificar la férmula:

Ejercicio 1.20. S5i X, Y € X(M) tienen flujos respectivos «, p definidos en todo R X M,
demostrar que [X, Y] = Osiysolosia(t, f(t,p)) = B(t, a(t,p)) paratodot € R, p € M.

Ejercicio 1.21. Considérese los dos campos vectoriales sobre R? definidos por

En el Ejemplo 1.65, se demostré que las curvas integrales de X son todos los circulos
t + (rcost,rsent), conradios r > 0.

(@) Determinar las curvas integrales del campo vectorial Y.

(b) Verificar que [X, Y] = 0 e interpretar esta conmutacién en términos de los flujos,
a la luz del Ejercicio 1.20.

Ejercicio 1.22. Si zg = ¢'* es un punto del circulo T = {z € C : |z| = 1}, se puede
definir un carta local (V,, ) de Tal tomar V,, := T\ {-z0} y Yo: Vo = (@ =7, a + 1)
dada por ¢,(e'?) := 6. Aqui 6 es la coordenada local para esta carta y determina
un campo vectorial local d/d0, restringido a V,,. Si z1 = e'P es otro punto de T, las
férmulas andlogas definen un campo vectorial local d/d0 en V. Mostrar que estos
dos campos vectoriales locales coinciden (es decir, tienen la misma restriccién) sobre
V. N Vlg.

Asi, se ha definido un campo vectorial X = d/d0 sobre todo T. Comprobar que X
es invariante bajo las rotaciones rigidas del circulo A : z — wz, paraw € T.

Ejercicio 1.23. Si G es un grupo de Lie y g, h € G, se identifica el espacio tangente
Ti4,1)(G X G) con la suma directa TG & T;; G. Demostrar que la aplicacion tangente de
m: GXG — G:(g,h)— gh satisface:

Tigmym(v, w) = Tgpp(v) + TyAg(w), paratodo v e T,G, w € T)G.
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Ejercicio 1.24. Los cuaterniones son los elementos de un espacio R-vectorial H, con
unabase {1, 1,7, k} (seidentificar € Rconr 1 € H), dotado con un producto R-bilineal
definido sobre los elementos de la base por:

i2:j2:k2:—1, ij:k:—ji, jk:i:—kj, kl:]:—lk

Entonces H es una R-algebra con elemento identidad 1. Sigq = qo+¢1i+4g2j + g3k € H,
se escribe G := go — q1i — g2 — g3k. Se define N(q) := g3 € R.

Comprobar que N(pq) = N(p) N(q) para p,q € H. Las cuaterniones unitarias
UH :={g € H: N(g) = 1} forman un grupo. Demostrar que este es un grupo de Lie
y encontrar un isomorfismo UH =~ SU(2).

Ejercicio 1.25. La exponencial matricial de una matriz cuadrada X € M, (F), donde
F = R o C, se define por exp X := 377 ,(1/k!) Xk, con X0 :=1,,.

(a) Verificar® que la curva yx: R — GL(n, F) dada por yx(t) := exp(tX) es suave
y que suderivadaent = 0es X € M, (F).

(b) Calcular exp tX; para los casos siguientes:

A0 01 0 1
wefou esloo eeB)
(c) Comprobar queexp(X+Y) =exp X expYsi[X, Y] = 0. Concluir que la funcién

t — exp tX es un homomorfismo de R en GL(n, ).

Ejercicio 1.26. Para el caso [ X, Y] # 0, obtener la férmula de Trotter y Kato:
exp(X +Y) = klim [exp %X exp %Y]k

a partir de la férmula de Campbell-Baker—-Hausdorff (1.44). Usar la férmula de CBH
también para verificar la relacion:

exptX exptY exp(~tX) = exp(tY + t*[X, Y] + O(#%)).

Ejercicio 1.27. Mostrar que el espacio vectorial su(2), el dlgebra de Lie del grupo SU(2),
tiene la siguiente base R-vectorial:

i (01 1(0 -1 i1 0
Xl'_§(1 o)’ XZ"E(l 0)’ X3'"§(0 —1)'

34Esto demuestra que la aplicacién exponencial de la Definicién 1.79 coincide con la exponencial
matricial si g < My (F).
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Verificar las relaciones de conmutacion:
[X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = Xo.

Calcular los subgrupos uniparamétricos {exptX; : t € R} paraj = 1,2,3y
demostrar que cualquier elemento U € SU(2) puede escribirse en la forma

U = (exp ¢ X3)(exp 0Xz)(exp P X3)

con0<O0<n-n<d<m-2n<y <2m.
[ Los angulos de Euler 0, ¢, i) parametrizan el grupo de Lie SU(2). ]|

Ejercicio 1.28. Mostrar que el espacio vectorial so(3), el dlgebra de Lie del grupo SO(3),
tiene la siguiente base R-vectorial:

0 0 O 0 0 -1 0 10
Yi:=(0 0 1, Y:=(0 0 O [, Y;:=(-1 0 0.
0 -1 0 10 O 0 0O

Con la notacién del Ejercicio 1.27, definase un homomorfismo p: SU(2) — SO(3) por
plexptX;) :==exptY; para j=1,2,3;teR.

Calcular p(exp ¢ X3 exp X exp 1P X3) y comprobar que el nticleo de p es el subgrupo
de dos elementos {15, —12} < SU(2). Demostrar que p es sobreyectivo.%

Ejercicio 1.29. Sin € {1,2,3,...}, se define el grupo de Heisenberg H, como sigue.
El conjunto Hy, es el espacio vectorial R” & R" & R ~ R?"*1, cuyo elemento tipico es
(q,p,t)congq,p € R", t € R. Se define el producto en H, por la férmula:

(g1, p1,11) * (g2, p2, t2) == (q1 + G2, p1 + P2, t1 + 2 + 3(q1 - p2 — g2 - 1))

donde g1 - p> denota el producto escalar usual en R". Comprobar que H,, es un grupo
de Lie no abeliano. Determinar el centro del grupo H,,.
Sea Hy, el mismo conjunto con un producto diferente:

(q1,p1,t1) o (g2, p2,t2) .= (g1 + g2, p1 + p2, 1 + b2+ q1 - p2).

Hallar un isomorfismo de grupos 0: H, — H, que sea a la vez un difeomorfismo.

35Dicese que el grupo de Lie SU(2) es un cubrimiento doble del grupo de Lie SO(3).
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Ejercicio 1.30. Sea G un grupo de Lie. Verificar que g - h := ghg™! define una accién
a izquierda de G sobre si mismo. ;Cudles son las 6rbitas de esta acciéon? Cual es el
subgrupo de isotropia de un elemento / € G bajo esta accién?

Ejercicio 1.31. Sea G un grupo de Lie que acttia sobre una variedad diferencial M. Si
dos 6rbitas coinciden: G -u = G - v, demostrar que los subgrupos de isotropia G, G,
son conjugados; esto es, que existe h € G tal que G, = { hgh™': g€ G, }.

Ejercicio 1.32. Demostrar que la siguiente férmula define una accién a izquierda de
SL(2, R) sobre C:

b
d

az+b
cz+d’

para A:(LCZ )ESL(Z,IR);ZEC, sea A-z:=

¢Cual es la 6rbita del punto i = V=17 y cudl es el subgrupo de isotropia de i ?
Ejercicio 1.33. El grupo de Lie SU(1, 1) consta de matrices en M>(C) de la forma

A= (g g) con |0z|2—|ﬁ|2:1.

Verificar que tales matrices forman un grupo, el cual acttia transitivamente sobre el
disco unitario D := {z € C: |z| <1} por

az+p
A-z:==
Bz +a

para z € D.

Dibujar las 6rbitas de cada uno de los subgrupos uniparamétricos con elementos:

el® 0 cosht sinht 1+is —is
k() = ( 0 e‘ig) ’ alt) := (sinht cosht) ’ nis) := ( is 1- is)'

Estos tres subgrupos generan SU(1, 1). Mostrar que el grupo de isotropia de 0 € D es
T:={k(0):-m <60 < n}; concluir que SU(1,1)/T es difeomorfo a D.

Ejercicio 1.34. Si {a1,...,a,} es una base cualquiera de R", el algoritmo de Gram y
Schmidt produce una base ortonormal {q1, ..., 7.} de R”, de tal manera que la base
parcial {q1,..., gk} depende solamente de {ay,...,ar}. Si Ay Q son las matrices
cuyas columnas son estas dos bases, comprobar que A = QR, donde r;; = 0sii > j;
y cada rj; > 0. [ Asi, R € T,(n,R) es una matriz triangular superior con entradas
diagonales positivas. ]| Usar las férmulas explicitas del algoritmo para demostrar que
la correspondencia QR +— (Q, R) es un difeomorfismo: GL(n,R) ~ O(n) X T4(n, R).
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Ejercicio 1.35. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. Para g € G, Y € g, definase

d _
Ad(Q)Y := I glexptY)g™.
- t=0

(a) Demostrar que (g,Y) — Ad(g)Y es una accién suave de G sobre g.
(b) Si G es un grupo de Lie lineal, es decir, G < GL(m, R) o bien G < GL(m, C) para

algin m € N, demostrar que esta accién adjunta esta dada por la conjugacién
de matrices: Ad(g)Y = gYg™L.

(c) Usar las férmulas del Ejercicio 1.26 para mostrar la relaciéon general

d

ds

Ad(expsX)Y =[X,Y] si X,Yegqg.
s=0

Ejercicio 1.36. Un morfismo de fibrados vectoriales entre E M yF > Nesun par
(®,¢), donde ®: E — F, ¢: M — N son aplicaciones suaves tales que 0 o @ = ¢ o 7:

E—2,rF
ﬂl lG

Mi)N

y todas las aplicaciones entre fibras @y : v > ®(v) : Ex — Fy(y) deben ser lineales.
Si f: M — N es suave, mostrar que la aplicacién tangente Tf: TM — TN dada
porTf(p,v) := (f(p), T, f(v)) essuavey queel par (T f, f) es un morfismo de fibrados.

Ejercicio 1.37. Si x - y := x'y! + x?y? + x3y® denota el producto escalar usual en R?,
considérese el conjunto

E::{(x,y)e[R3><[R3:||x||:1,x-y:O}CR6

con su topologia relativa; la proyeccién t: E — S?: (x, y) > x es continua. La esfera
S? tiene un cubrimiento abierto {Uj, Uy, Uz}, donde Uy := {x € S?: |[x¥| < 1} para
k =1,2,3. Definase tres funciones ;. : 7=1(Ug) — Uy x R? por

Y1(x,y) = (6 2%y° - 2%y, ),

Pa(x, y) = (5 %y —x'y?, ),

Y3(x,y) = (x;xly2 - xzyl, y3).

. . Tt
Demostrar que 11, {2, 13 son trivializaciones locales para un fibrado vectorial E — S?.
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Ejercicio 1.38. Un isomorfismo de fibrados vectoriales es un morfismo de fibrados
(D, ¢) invertible, es decir, las dos aplicaciones @ y ¢ son difeomorfismos.

Demostrar que el fibrado vectorial E L5 S2del Ejercicio 1.37 esisomorfo al fibrado
tangente TS? — S2.

Ejercicio 1.39. Comprobar que el fibrado tangente TS* — Sl es trivial,* al encontrar

pr
un isomorfismo explicito entre TS! — Sy S' x R —5 ST,

Ejercicio 1.40. Sea E —=5 M un fibrado vectorial con fibra tipica F y dos trivializaciones
locales 1;: n‘l(ll]-) — U; X F, i n~1(Ug) — Uy x F tales que U; N Uk # 0. Mostrar
que

Yol (U;NUg) X F— (UjNnUg) X F

es un isomorfismo de fibrados triviales sobre U; N Uy.
Entonces, al denotar por GL(F) el grupo de automorfismos lineales® del espacio
vectorial F, hay una tnica funcién suave gjx: U; N Uy — GL(F) determinado por la

féormula 1; o ¥ 1(x,v) = (x, gjx(x) v). Demostrar que estas funciones de transicién
i° Wk &8 q
gjk cumplen la relacién siguiente:

gik(x) gri(x) = gji(x) para x € U;NUrNU; (1.57)

toda vez que U; N Uy N U; # 0.
[ Inversamente, dada una familia de funciones {g;x} que cumplen la relacién ante-

. . . . . Tt . . . 2z
rior, es posible reconstruir un fibrado vectorial E— M cuyas funciones de transiciéon
son estas funciones dadas. ||

3Dicese que una variedad M es paralelizable si su fibrado tangente es trivial. Las esferas S y 3
son paralelizables porque son grupos de Lie: S! ~ U(1) y S® ~ SU(2) = Sp(1). En cambio, la esfera S?
no es paralelizable.

375i dimg F = m, la eleccién de una base vectorial de F determina un isomorfismo de grupos de Lie
GL(F) =~ GL(m, R).
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2 Formas diferenciales

The origins and motivations of differential geometry con-
cepts are largely submerged under a century of continuous
redefinition and rearrangement. The differential geometry
literature contains a plethora of mutually incomprehensi-
ble formalisms and notations.

— Alan Kennington®

En su libro sobre las formas diferenciales, Harley Flanders las define asi:
Estas son las cosas que ocurren bajo signos de integracion.

Sus ejemplos son “cosas” como
w=Adx+Bdy+Cdz, a=Pdydz+Qdzdx+Rdxdy, A=Hdxdydz,

que aparecen en integrales de linea, de superficie y triples en R3:

/Adx+de+Cdz, //dedz+dedx+Rdxdy, // Hdxdydz.

Los términos A, B, ..., H son funciones de (x, y, z).

Este capitulo se dedicara al concepto de forma diferencial; en el capitulo siguiente
se examinara su colocacién bajo signos de integraciéon. El manejo algebraico de las
formas diferenciales recibe el nombre de calculo de Cartan.

2.1 Formas diferenciales de primer grado

Sea M una variedad diferencial. Las funciones suaves f: M — R son los elementos
del R-dlgebra conmutativa C*(M).? Fijese que C*(M) no es un cuerpo porque con-
tiene divisores de cero: sip,q € M con p # q, hay vecindarios abiertos U dep y V de ¢q
tales que U NV = 0; existen dos funciones f,g € C®(M) con f(p) =1ysopf c U
mientras g(q) =1y sop g C V; en consecuencia, fg = 0 en C*(M).

Cabe recordar, por la Definicién 1.55, que los campos vectoriales sobre M forman
un modulo (a izquierda) X(M) del dlgebra C*(M).

*En el libro Differential Geometry Reconstructed, (http://www.geometry.org/tex/conc/dg.html).

2Serfa més correcta escribir C*(M, R) en vez de C*(M) para enfatizar que aqui solo se consideran
funciones con valores reales. Por ahora no es necesario considerar C*®(M, C), la totalidad de funciones
suaves g: M — C, la cual es una C-édlgebra conmutativa.
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Definiciéon 2.1. Una 1-forma diferencial sobre una variedad diferencial M es una
aplicacion C*(M)-lineal a: X(M) — C*(M). Esto significa que:

a(X+Y)=aX)+ a(Y),
a(fX) = fa(X),

Denoétese por A!(M) la totalidad de 1-formas diferenciales sobre M. Con las opera-
ciones “puntuales”:

a+BX) = alX)+ X0 falX) = fa(X); (2:1b)

} paratodo X,Y € X(M); f € C*(M). (2.1a)

el conjunto A!(M) es otro médulo a izquierda sobre C®(M). O

Proposicién 2.2. Sia € AY(M)y X € X(M), el valor de la funcion a(X) en p € M depende
solamente del vector tangente X, € T,(M). La correspondencia ap: X, — a(X)(p) define

una seccion suave p > ay, del fibrado cotangente T*M S M.

Demostracion. Témese X € X(M) tal que X, = 0; se debe mostrar que a(X)(p) = 0.
Sea (U, ¢) una carta local de M con p € U y ¢(p) = 0. Hay un abierto V ¢ M con V
compacto tal que p € V ¢ V c U. Por el Lema 1.29, hay una funcién g € C®°(M) de
soporte compacto con g() = 1 parag € V;0< g(q) < 1parage U\ V;ysopg c U.
Esto implica que

a(gX)(q) = ga(X)(q) = g(q) a(X)(q) = a(X)(q) para g€V,

y ademds a(gX)(q’) =0siqg’ ¢ U.

El campo vectorial gX € X(M) estd determinado por su restriccién a U. En efecto,
por el Lema 1.54, hay funciones suaves a', ...,a" en C®(U) tales que X|i = a/ % y
por ende X|y = (ga/)|y %. Definase Y € X(M) por Y|y := ga/ %, Y|mu = 0. Esta
claro que X|y = Y|y y ademas a(X)(p) = a(gX)(p) = a(Y)(p).

Nétese que a(Y) = a/ a(g %) por C*(M)-linealidad. La hipétesis X, = 0 implica
quea/(p) =0paraj=1,...,n. Por lo tanto, vale a(X)(p) = a(Y)(p) = 0.

Ahora, si X,Z € X(M) son dos campos vectoriales tales que X, = Z,, entonces
vale (X - Z), = X, - Z, = 0, asi que a(X — Z)(p) = 0y por ende a(X)(p) = a(Z)(p).
Luego la correspondencia X, — a(X)(p) esta bien definido y es obviamente R-lineal
sobre T, M; en otras palabras, esta correspondencia a, es un covector en T, M.

Sig € V, entonces a, = fi(q) dx¥|; con respecto a la base vectorial de 17 M intro-
ducida en la Definicién 1.106. Por lo tanto,

a(X)(q) = aq(Xq) = fr(q) dxqu(Xq) = fk(q)ak(q) para geV. (2.2)
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Al reemplazar X en esta igualdad por el campo vectorial g % en X(M), se obtiene
alg %)(q) = fi(9)g(q) = fi(q) para q € V. Ellado izquierdo de esta ecuacion es (por
la definicién de @) una funcién suave sobre V, asi que f]-|V es suave. Esto dice que la
expresion local fi dx* de la aplicacién g — a, tiene funciones coeficientes suaves en
un vecindario abierto de p. Como p € M es arbitrario, se obtiene de esta manera una

seccion suave p + ay, del fibrado T*M =5 M. O

Lema 2.3. Hay una biyeccion R-lineal entre las 1-formas diferenciales sobre una variedad M
y las secciones suaves del fibrado cotangente de M, es decir:

AY M) ~T(M, T*M). (2.3)
Demostracion. La Proposicién 2.2 asocia a cada a € Al(M) una tinica seccién p e ap

del fibrado T*M — M. De este modo, se ha definido una aplicacion R-lineal e inyec-
tiva 0: AY(M) — I'(M, T*M).

Por otro lado, sea p — B, € T)M es una seccién suave del fibrado cotangente. Si
X € X(M), la aplicacién X, — p,(Xp) : T,M — R es lineal para cada p. Al usar
expresiones locales X, = a/(q) %|q Y Bq = 8k(q) dxk |; en un vecindario abierto de p,
se ve que B4(X,) = gk(9) a*(q) para g en ese vecindario. Como la suma finita g a* es
una funcién suave alli, se concluye que la correspondencia p +— f,(X,) € R es una
funcién suave sobre todo M.

Llamese f(X) a este elemento de C*(M). Entonces X +— B(X) es una 1-forma
diferencial sobre M; y por su definicién, vale f(X)(p) = f,(X,) para todo p € M. Se
ha comprobado que la aplicacién O es sobreyectiva. O

» De hecho, las secciones suaves I'(M, E) de un fibrado vectorial cualquiera E M
constituyen un C*(M)-moédulo (a izquierda). La identificacién (2.3) de 1-formas con
secciones cotangentes resulta ser un isomorfismo de C*(M)-médulos.

Alaluz de las demostraciones anteriores, en cada carta local (U, ¢) de M se define
un juego de 1-formas locales dx!, ..., dx" € AY(U) por:

d d
k — ) = k — | = | =
<dx '8xf> = dx (Qxf) = [j =k]. (2.4)
Estas 1-formas sobre U definen secciones locales del fibrado cotangente, q + dx*|, en

I'(U, T*M). En vista de la férmula (2.2), la restriccién a U de una 1-forma a € AY(M)
es una combinacion lineal de estas 1-formas locales:

aly = frdx¥, con coeficientes  fi, ..., f, € C®(U). (2.5)

La demostracién de la Proposicién 2.2 muestra que a|y € A'(U) = T(U, T*M).
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2.2 Algebra tensorial y dlgebra exterior

La teoria de las formas diferenciales de grado superior se apoya en ciertos conceptos
de algebra multilineal, que conviene repasar.

Si E y F son dos espacios R-vectoriales, las aplicaciones bilineales h: E X F — R
conforman un espacio R-vectorial B(E, F). Dados dos vectores x € E, y € F, la eval-
uacién h — h(x,y) es una aplicacién lineal sobre B(E, F), es decir, un elemento del
espacio R-vectorial dual B(E, F)*. Se denota esta evaluacién por x ® y. En términos

de bases {e;} de E y {fx} de F, las combinaciones lineales® x = x/ ej,y = yk fk con-
llevan una expansioén h(x,y) = x/y¥ h(e;, fi) por la bilinealidad de h. Esto muestra
quex®y = xfyk(e]- ® fx). De este modo, {e; ® fx} es una base R-vectorial de B(E, F)".

Definicién 2.4. El producto tensorial de dos espacios R-vectoriales E y F es el espacio
R-vectorial E ® F := B(E, F)*. Sus elementos son sumas finitas de los tensores simples
x®y,conx € E, y € F, que cumplen las siguientes reglas de combinacién:

X1 +X02)QYy=x19y+x20Y,
X®W1+12)=xQ1+xQ1Y2,
tx®y)=tx®y=x®ty para teR.

Si E y F son finitodimensionales, entonces dimg(E ® F) = (dimp E) (dimg F). O

Hay isomorfismos lineales R® E ~ E ~ E® R, dadaspor 1 ® x <> x < x® 1 para
x € E. En adelante, se identificara estos tres espacios R-vectoriales.

Si E, F y G son tres espacios R-vectoriales, la evaluaciéon h +— h(x,y,z) de una
forma trilineal k: E X F X G — R se denota por

XQY®z:=x®Yy)®z=x8 (¥ ® z).
Asi, el espacio dual del espacio R-vectorial T(E, F, G) de tales I se denota por
E®QFRG~(EQRF)®G~EQ®(F®G).

Definicién 2.5. Sean Ey, ..., Ex y F unos espacios R-vectoriales. Una determinada
aplicacién g: E; X --- X Ex — F es k-lineal si paracadaj = 1,...,k la aplicacién
parcial E; — F : x; — g(x1,...,%j,...,Xk) es lineal.

El producto tensorial E; ® - - - ® Ex es un espacio dual correspondiente. Esta de-
terminado hasta isomorfismo por la siguiente propiedad universal: existe una apli-
cacién k-lineal canénica 0: E1X- - -XEx — E1®- - -®E} tal que a cada aplicacion k-lineal

3El convenio de Einstein sigue en vigor. Asi, las expresiones x/e; y y¥ fi son sumas finitas.
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g: E; X -+ X Ex — F le corresponde una tnica aplicacién lineal 3: E1 ® --- ® Ex — F
que satisface $o 0 = g:

Eq1X---XEg
\\\\\§\\\,L
GJ/ JF
--"7%
E1®---®Ex

Dados x1 € Eq, ..., xx € Ei, el simbolo x1 ® x, ® --- ® xx € E1 ® --- ® E; denota
la evaluacién h +— h(xq, x2,. .., xi) de formas k-lineales. Coléquese O(x1, ..., xk) :=
xX1®- - -Qxk; es evidente que O es lineal en cada variable. Basta definir J(x1®- - -®xy) :=
g(x1,...,xx)y extender esta receta por linealidad a sumas finitas de tensores simples.

Si{ejr, ..., ejm ].} es una base R-vectorial para cada E;, todos los tensores simples
ey, ® ey, ® - ® ek, concadar; € {1,...,m;}, forman una base para E1 ® - - - ® Ey.
Luego dimp(E1 ® - - ® Ex) = my -+ - my = H;{zl dimg E;. o

Definiciéon 2.6. Si f: E; X -+ X Ex - Ry g: Eg41 X -+ X Egy, — R son multilineales,
su producto tensorial es la forma (k + r)-lineal f ® g: E1 X - -- X Ex;, — R dada por

fogxt, ..., Xkr) = f(x1, .00, Xk) §(Xkt1s - -+ ) Xktr)- O

Definicién 2.7. Si E es un espacio R-vectorial, E¥ := E x - -+ X E (k veces) denota el
producto cartesiano de k copias de E. Una aplicacién k-lineal g: EF — F es alternante
(o antisimétrica) si cualquier permutacion o € Sy de sus argumentos multiplica sus
valores por el signo (-1)° = +1 de la permutacién:

§(Xs(1), -+ Xok)) = (=1)78(x1,...,xk) para x1,...,xx € E; 0 € 5.
Nota: h: E> — R es alternante si y solo si h(x,y) = —h(y, x) paratodo x,y € E. ¢

Definicién 2.8. Cada aplicacién k-lineal h: E¥ — F da lugar a una aplicacién k-lineal
alternante Ah: EX — F por antisimetrizacién:

1

Ah(x, ..., x0) = 7 Z (=1)7 h(Xo(1), - - - Xo(k))- (2.6)

0€Sy

El producto exterior de dos formas multilineales alternantes f: E¥ - Ry ¢: E' — R
es la forma (k + r)-lineal alternante f A ¢: EF*" — R que resulta de antisimetrizar su
producto tensorial, con un ajuste de normalizacién:

k+71)!
fAg:= ( x ') A(f ® g). (2.7)
Ir!
Cuando k = r =1, la dltima férmula sereducea: fAg=f®g-9® f. o
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Lema 2.9. (a) El producto exterior es asociativa y anticonmutativa: dadas tres formas
multilineales alternantes f EF 5 R, g:E" =R, h: E° = R, valen

(fAgANR=fA(gAh), (2.8a)
gAf=(D"fAg. (2.8b)
(b) Sif;: EKi — R es una forma alternante parai = 1, . .., m, su producto exterior obedece
P p
ki +-+ky)!
fineonfu= B A 0 ), @9)

Demostracion. El grupo S acttia sobre las formas k-lineales a: E¥ — R por

o - a(X1, ey Xk) = a(xa_1(1), ey xo—l(k)).

Al poner 7 := ¢}, la férmula (2.6) se simplifica en Ah := (1/k!) ¥ .(-1)77 - h.
De la Definicién 2.6 esta claro que el producto tensorial de formas es asociativo;
por lo tanto, vale

(k+7r+s)! (k+7r+s)(k+r)!

(f/\g)/\h:(k+—r)!s!A((f/\g)®h): k+risl kil AA(f @ g)®h)
_(k+7r+5s)! 1 1 Nl T
~ k!r!s! (k+r+s)!(k+r)!06; D)*=Do-(r-(feg)®h)
TESk+r

1 oT

=msz (~1)7(01) - (f@g®h)
TESk4r
1

= T SZ (~Dfp-(fog®h),

PESk+r+s

luego de identificar T € Sk, con la permutacién correspondiente en Si,+s que deja
tijos los tltimos s objetos, tomando p = o7. Con un calculo similar, se obtiene

fA(gAh)=ﬁ Z (-D)Pp-(f@g®h),

Pesk+r+s

lo cual establece la asociatividad (2.8a). De camino, se ha verificado el caso m = 3 de
la relacién (2.9); el caso general (b) sigue por induccién sobre m.

Enel caso k = r =1, la forma bilineal f A g estd dada por (2.7):

fAglx,y)=2A(f ®g)x,y) = f(x)gly) - f(y) g(x). (2.10)

De ahi, su anticonmutatividad es evidente: g A f = —f A g.

2-6
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En el caso general, sea k¥ € Si4, la permutacién que intercambia los bloques
{1,...,k}con{k+1,...,k+r}, esdecir,

) i+r sii<k,
k(i) :=
i—k sii>k.

Esta permutacion « es el producto de kr transposiciones de elementos consecutivos:
se requiere r transposiciones para llevar cada uno de los k elementos iniciales a su
posicién final. Asf, (-1)* = (-D)*. Si f = flA---Affyg =g A+~ A g con
f!, ¢/ € E*,1a anticonmutatividad (2.10) establece (2.8b) por induccién sobre k y 7.
Solo falta observar que el espacio vectorial de formas k-lineales alternantes sobre E
tiene una base de elementos {f! A --- A f¥}, donde f1,..., f¥ son miembros de una
base vectorial de E*. O

Lema 2.10. Si gl, e ,gk € E*yx1,...,xr € E, entonces
gEA- A gk(xl, .., Xg) = det [gi(x]-)]. (2.11)
Demostracion. La igualdad (2.10) es el caso k = 2 de esta férmula. En el caso general,
se obtiene de (2.9) y (2.6) la expansion de Leibniz del determinante:
(g1 A ---/\gk)(xl,...,xk) = k!ﬂk(g1 ®---®gk)(x1,...,xk)
= D Ve @ g M)xy,..., )

0€Sk

= > (-1)7gD(xy) ... g7M(xy) = det[g" (x))]. O

UESk

Definicién 2.11. Sea E un espacio R-vectorial con dimg E = n. Denétese por AFE* el
espacio R-vectorial de las formas k-lineales alternantes f: EF — R. Si {f!,..., f"}
es una base de E*, la base correspondiente de AFE* tiene elementos:

fr=frnfen-nf, con I={i,... ix} S{1,...,n}.

Debido a la anticonmutatividad f' A f/ = —fI A f!, se debe escribir las 1-formas f’ en
el orden estrictamente creciente, 1 < i1 < ip < --- < iy < n, para describir la k-forma
basica f!. La cardinalidad de esta base es

#{Ic{1,... n}:|I|=k}= (Z)

Una “forma 0-lineal” es una constante: A’E* := R y luego dimg A’E* = 1. Ademas,
AE* = E*yluego dimp A'E* = n. También, dimg A"E* = 1;yAkE* = {0} parak > n.
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La suma directa de estos espacios vectoriales de k-formas,

n
ANE :=(PDANE=ReEONE - ©A'E (2.12)
k=0

es una R-dlgebra graduada bajo el producto exterior de formas: si f € A*E*, ¢ € A’E?,
entonces f A ¢ € AMTE*. Esta A°L* es el dlgebra exterior asociada con el espacio
vectorial E*. Nétese que dimg A°E* = Y}, (7) = 2. 0

Definicién 2.12. SiF es un cuerpo cualquiera, una FF-algebra es un espacio [F-vectorial
A dotado de un producto asociativo F-bilineal. Esta A es una F-dlgebra graduada si
es la suma directa de subespacios F-vectoriales Ak, para k € Z, de tal manera que
Ar A C Agyq. Esto significaque x € Ay, y € Aj = xy € Agq1. O

Algunos de estos subespacios A pueden ser nulos: este es el caso de la R-algebra
graduada A*E* de (2.12), para la cual AFE* = {0} si k < 0 0si k > dimg E*.

Conviene escribir #x = v € Z cuando x € A,.

Si A = @y Ak es una F-algebra graduada, dicese que una aplicacion F-lineal
T: A — Aesunoperador de grado r € Z si T(Ax) € Ak, para todo k.

[ En particular, cada z € A, define dos operadores de grado r: la premultiplicacién
x > zx y la postmultiplicacion x +— xz. ]

SiS:A —- AyT: A — A son dos operadores de grados respectivos k y [, su
conmutador [S,T] := ST — TS es un operador de grado k + I. Igual sucede con su
anticonmutador [S, T]4 := ST + TS.

Definicién 2.13. Una derivacién par de una [F-dlgebra A es un operador [F-lineal
D: A — A que cumple una regla de Leibniz:

D(ab) = (Da)b +a(Db) paratodo a,b € A. (2.13a)

Una derivacién impar de A es otro operador [F-lineal E: A — A tal que
E(ab) = (Ea)b + (-1)*a (Eb) paratodo a €A, beA. (2.13b)
[ La férmula (2.13b) puede escribirse como E(ab) = (Ea)b + (—1)*a (Eb). | o

Si D’ es otra derivacion par, el conmutador [D, D’] := DD’ —D’D es una derivacién
par: el calculo (1.26) que demostré la Proposicion 1.56 se adapta al caso.

Es facil verificar lo siguiente: el conmutador [D, E] := DE — ED de una derivacién
par y una derivacion impar resulta ser una derivacién impar. En cambio, el anticon-
mutador [E, F], := EF + FE de dos derivaciones impares E y F es una derivacion par.
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2.3 Formas diferenciales de grado superior

Definicién 2.14. Sea M una variedad diferencial. Si p € N, un p-tensor covariante
sobre M es una aplicacion p-lineal R: X(M)P — C*(M) tal que cada aplicacion parcial
Xj— R(Xy,...,Xj,...,Xp)sea C*(M)-lineal. Dicho de otro modo, R cumple las dos
propiedades algebraicas:

R(X1,.., Xj+X],.., Xp) = R(Xa, .., X, Xp) + R(X, o, X, LX),
R(X1,..., fXj,...,Xp) = fRX1, ..., X}, ..., Xp),

para X, ... ,Xj,X]’., o, Xp € X(M), f € CP(M).

Un g-tensor contravariante es una aplicacién g-lineal S: A'(M)7 — C®(M) tal
que cada af i S(al,...,ak,..., a%) sea C*(M)-lineal.

Un 0-tensor sobre M (covariante o contravariante) es una funcién suave en C*°(M).

Una aplicacién (p + g)-lineal T: X(M)? x AY(M)1 — C*(M), cuyas aplicaciones
parciales Xj - T(Xy, ..., Xp,al,...,al) yak > T(Xy,...,X,,al, ..., a7 son todos
C*(M)-lineales, es un (p, q)-tensor mixto sobre M. O

Ejemplo 2.15. Un 1-tensor covariante es simplemente una 1-forma diferencial.

Un 1-tensor contravariante es una aplicacién C*(M)-lineal de 1-formas diferenciales
en R. Ahora, la evaluaciéon a — a(X) de 1-formas en un campo vectorial X € X(M) es
una aplicacién de A!'(M) en R, que de hecho es C*(M)-lineal:

f_a(X) = fa(X) paratodo fe€C®(M), ac A(M).

Por otro lado, sea S: AY(M) — C®(M) un 1-tensor contravariante. Al adaptar la
demostracion de la Proposicién 2.2 al presente caso, se puede comprobar que:

o el valor de S(a) en un punto p € M depende solamente del covector ay, € T;M;

¢ la funcién X, : ap — S(a)(p) es R-lineal, asi que X, € (TyM)* =~ T, M;

T
¢ la asignacién p — X, es una seccion suave del fibrado tangente TM — M;

o dicha seccién es un campo vectorial X € X(M), para el cual S(a) = a(X) para
todo o € AL(M).

En breve: cualquier 1-tensor contravariante es una evaluacién de 1-formas en un
campo vectorial. Al identificar la evaluacién a +— a(X) con el campo X mismo, se ve
que los 1-tensores contravariantes coinciden con los campos vectoriales sobre M. ¢

2-9
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Definicién 2.16. Una k-forma diferencial sobre una variedad diferencial M es una
aplicacion k-lineal alternante w: X(M)* — C*(M) tal que cada aplicacién parcial X;
w(X1,...,Xj,...,Xy) es C*(M)-lineal. En otras palabras, @ cumple estas tres pro-
piedades algebraicas:

(X1, X+ X, X) =X, X, X+ oK, X X,
w(Xy,..., fXj,...,Xp) = fw(Xy,...,Xj,...,Xx) cuando f e C(M),
w(Xo1y, - Xoy) = (=1)’w(X1, ..., Xk) paracada o€ Si. (2.14)
La totalidad de k-formas diferenciales sobre M serd denotado por M o

Definicion 2.17. Cada k-tensor covariante R sobre M determina una k-forma

1
AR(X1, .., Xi) = o Z(—l)" R(Xs(1), -+ 1 Xo(k))-

0€Sy

Si w € AK(M), n € A”(M), su producto tensorial es el (k + r)-tensor covariante:

w® T](X].I RN Xk+1’) = a)(Xll R Xk) n(Xk+1/ sy Xk+1’);

y su producto exterior w A 1 € A" (M) es la antisimetrizacion de w ® 1:
(k+7)!
k!r!

Con este producto exterior, la suma directa

W A1 =

A(w ®n). (2.15)

A*(M) = B AKM) = A°(M) @ AN (M) © - & A"(M) (2.16)
k=0

es una dlgebra graduada sobre R. Conviene usar la notacién A°(M) = C®(M): las
0-formas son las funciones suaves sobre M. Una forma diferencial, sin mencién
explicita de grado, es un elemento de este dlgebra A*(M). o

Las férmulas (2.14) implican que cada A*(M) [y también su suma directa A*(M)]
es un médulo sobre el R-algebra conmutativa C*(M).

Definicién 2.18. Sea M una variedad diferencial n-dimensional. Si k € {1,...,n}, se
puede definir un fibrado vectorial AKT*M M cuya fibra n!({p}) enp € M es la
“potencia exterior” A T;M. En efecto, sea

AT'M:={(p,0):peM, Ce A'T;M}, n(p, C) := p.

2-10
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Un atlas 2l = {(Uy, ¢4)} para M determina funciones 1, : n~1(U,) — U, X R () por

Ya(p, Q)= (p;Ciks - Cinn)on) 81 C= | Z Ciy...iy dx“|p A Ndxt]
i1<-<ig
Las cartas locales (1 (Uy), (pa X 1(2)) o 1,) forman un atlas sobre A*T*M, con la
cual A*T*M es una variedad de dimensién 7 + (}) y la proyeccién n: AFT*"M — M

’ . . 7 Ld n
es automaticamente una funcién suave. Por su construccion, AT*M — M es un
fibrado vectorial de rango (}). 0

Al adaptar la Proposicién 2.2 a este caso, el valor de la funcién w(Xjy, ..., Xk) en
cada p € M depende solamente de los vectores tangentes (X1),...,(Xx), € T,M.
También, la aplicacién (TpM)k - R (X1)p, ..., (Xk)p) = w(Xy,..., Xi)(p) es
k-lineal y alternante. Luego, hay un elemento w, € AkT; M = ANT,M)" tal que

wp(X1)p, ..., (Xi)p) = w(Xy,..., Xk)(p) paratodo p e M. (2.17)

La aplicacién p — wj entonces define una seccién del fibrado vectorial A¥T*M M.
En resumen: la férmula (2.17) constituye una identificacién de la k-forma @ con esta
seccién; de manera que AX(M) =~ T(M, AFT*M).

» Si (U, ¢) es una carta local para M, la restriccién w|y; € A¥(U) se define por una
generalizacion de la receta (2.5) para 1-formas locales. Esta carta determina un juego
basico de 1-formas locales dx!, ..., dx" en A}(U). Las reglas algebraicas de la Defini-
cién 2.17 conducen a las férmulas:

k k
l. 9 2\ NAs o
dx1®...®dxk(ﬁ,...,w) ._de (w)_ﬂ[zr_]r]]_ =71,

r= r=1

donde ], | son k-tuplas ordenadas de elementos distintosde {1, 2, ..., n}. Enseguida,
se define por antisimetrizacion:

dx A Adx™ = KTA(dx" @ - @ dx').

La expresion local de w € A¥(M) entonces tiene el aspecto siguiente:

wly = Z fiyig dXTA - Adx'c = Z ﬁdxi1 Ao Adx'c, (2.18)

i1 <-<ig |I|=k

En la segunda sumatoria, se sobreentiende que I = {i,...,ix} € {1,...,n} tiene sus
elementos desplegados en orden creciente.
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Proposicién 2.19. El producto exterior de formas diferenciales es asociativa y anticonmu-
tativa: si w € AX(M), n € A"(M), C € A%(M), entonces

(@APAC=wA(AQ), (2.192)
nAw=(=)"wAn. (2.19b)

Si Al es una kij-forma lineal, parai =1, ..., t, entonces
1

ki+---+ k)l
Al/\---/\)\tz(l ) AAl®---® Ah). (2.20)
ki!. .. k!
Demostracion. Basta observar que los valores de estas formas en cada punto p € M
satisfacen el Lema 2.9, con E = T, M. O

» Sobre el dlgebra graduada A®(M) de formas diferenciales, se definen diversos ope-
radores de grados +1 (estos son operadores que aumentan o disminuyen el grado de
sus argumentos en 1).

Definicién 2.20. Un operador sobre formas diferenciales T: A*(M) — A®*(M) se
llama de grado r si w € AY(M) = T(w) € AF"(M).

Si a € AY(M) es una 1-forma fija, la multiplicacién exterior Eat W aAwesun
operador R-lineal sobre A*(M) de grado +1: w € AX(M) = a A w € AF1(M).

Si X € X(M) es un campo vectorial fijo, la contraccién ix es un operador R-lineal
de grado —1. Si w € A¥(M), se define ixw € A*1(M) por:4

iX_a)(Yl,...,Yk_l) =wX,Y,...,Y1). (2.21)

Para f € A%(M) = C®(M), se define ix f := 0. Para a € A(M), la férmula (2.21) se
simplifica en ixa := a(X) € C®(M). o

Proposicién 2.21. Si a!,..., ak e AL (M) ysiX,Xq1,..., X € X(M); ysiw € AR(M),
n € A"(M), entonces las siguientes formulas son vilidas:

(@' A A )Xy, ..., Xk) = det [oci(X]-)]. (2.22a)
k

ix(al Ao A ak) = Z(—l)f_lai(X) (@' A A WA A a®).  (2.22b)
=1

]
ix(wAn) = ixa)/\17+(—1)ka) Aixm. (2.220)

La férmula (2.22c) dice que la contraccion ix es una derivacion impar de A°®(M).

4Algunos autores llaman producto interior a la contracciéon de X con w. Se escribe X 1 w = ixw, en
comparacién con el producto exterior a A w = £, 0.
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Demostracién. Ad (a): La férmula (2.22a) sigue el patrén del Lema 2.10:

(@' A AKX, ., X)) =K A@ @---a) (X, ..., Xk)
= Z -1)%(a°V® - ®a’W)(Xy,..., Xx)

o€Sy

- Z (-1)?a°D(Xy)...a"P(Xy) = det[a’(X;)].

g€Sk

Ad (b): Al desarrollar ese determinante con respecto a su primera columna,

ix,(a" A A adD Xy X)) = (@ A A dD (X, Xy

= det[a’(X;)] Z( 1)L/ (Xy) det[a’(Xs)] (conr #j,s > 2)
j=1

k
= Z(—l)j_laj(Xl) @A Aad A AN Ka. .., Xp)
j=1

Ad (c): Cada elemento de A®*(M) es una suma finita de productos exteriores de
1-formas; para comprobar la relacion (2.22c), cuyos dos lados dependen bilinealmente
de w yn, bastatomar w = a'A---Aa¥yn = gL A---AB" dondelas a' y p/ son 1-formas.
El resultado sigue del calculo:

ix(a' A Ad"ABLA - A

k
:Z(—l)"‘lai(X)al/\---/\ai/\---/\ak/\ﬁl/\--~/\/3r

+Zr:(—1)k+f‘1,8f(X)a1/\---/\ak/\ﬁl/\---/\ﬁAf/\---/\,B’

j=1
=ix(@' A AAYABIAABY+ (=DK@ A AR AN ix(BEA---AB). O

Definicién 2.22. Sea 7: M — N una aplicacién suave entre variedades diferenciales
y sea § € AY(N). El pullback (o la preimagen, o bien la imagen inversa) T*f € AY(M) se
define por o

(T*ﬁ)p(xp) = ﬁT(p)(TPT(XP))' (223)
Fijese que la aplicacion lineal T (v )N — T;M @ Brp) = (T°B)p es, por esta misma
definicion, la transpuesta de la aplicacién tangente T,7: T,M — T;(,)N.
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Si T es un difeomorfismo, se puede comparar esta imagen inversa con las imégenes
directas de campos vectoriales bajo 7; en efecto, de (1.29) se obtiene

Q(X) =p(t.X) o7, (2.24)

puesto que se recupera (2.23) al evaluar los dos lados de (2.24) en el punto p € M.
Mads generalmente, si w € A¥(N), se define su pullback bajo 7 por:

(@ p(X0)p ., (Xip) = @e(Tye(X)p, .., Ty(Xe)),
y en el caso de que 7 sea un difeomorfismo, la forma 7w € A¥(M) cumple
Tw(Xy, ..., X)) = w(t.Xq,...,7.Xk) o T.
Para ¢ € A°(N) = C®(N), se define simplemente T*_g '=goT. o

Proposicién 2.23. El producto exterior es equivariante bajo pullbacks: si 7: M — N es
una aplicacion suave, w € A*(N), n € A" (N), entonces en A**" (M) vale

T(wAN) =TwATT. (2.25)
Demostracion. Si Xy, ..., Xk4r € X(M)y p € M, entonces
(T"(w A T]))p((Xl)p; ceey (Xk+r)p) =(w A U)T(p)(TpT(Xl)p; ceey TpT(Xk+r)p)

k+r
= ( k ) A(C‘)T(p) ® nT(p))(TpT(Xl)p/ e /TpT(Xk+r)p)

_ (k Z r) A((T@)y ® (T0)) (XD, -, (Kier)p)

=(T'w ATN)p(XDp, -, Xksr)p)-
En el caso de un difeomorfismo 7, hay un argumento “no puntual” equivalente:

k+r

r%wAnxxhuqu»=( )

) Alw @ N)(1. X1, ..., TuXkr) O T

1
= Tl Z (-1)° (CU(T*Xa(l)/ eer, T*Xg(k)) T](T*Xg(k.l,_l), ey T*Xa(kﬂ))) oT
T OE€Sk4r
1 . "
= Z (DT (Xs), - - - Xo) TN Ko k1) - - - » Xo(ksr))
T 0€Sksr

k+r * * * *
:( r )A(Ta)®TT])(X1,...,Xk+r)=Ta)/\TT](Xl,...,Xk+r).

Como Xj, ..., Xksr son arbitrarios, la relaciéon (2.25) queda demostrada. ]
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2.4 Laderivada exterior

Definicién 2.24. Si f € C®(M), la evaluacién X +— Xf es una aplicacién C*(M)-
lineal de X(M) en C*(M), pues (X+Y)f = Xf+Yfy(gX)f = g(Xf) por la definicién
de ¢X. Por lo tanto, dicha evaluacién define una 1-forma diferencial que se denota
por df € A{(M):

o df(X) == Xf. (2.26)

En coordenadas locales, se ve que df (%) = df /dxJ; por lo tanto, la expresién local
de df esla suma finita
of

=9 gy
df = 5 do. 0

Definicién 2.25. Sea (U, ¢) una carta local para M y sea w € A*(U) una k-forma local
dada por (2.18): @ = X;=k frdx™ A --- A dx'* para algunas f; € C*(U). Definase la
forma local dw € A*1(U) por
do = ) dfi Adx"t A--o A dx
T]=k

n
of . ‘
- Z Za—fédxl Adx" A A dxtE, (2.27)
==

Las 1-formas dx” € A'(U) anticonmutan: dx" Adx® = —dx Adx", asi que los sumandos
con j € I al lado derecho de (2.27) se anulan. Se puede exigir j ¢ I al lado derecho sin
cambiar el resultado (aunque {j, i1, . . ., ix} no esté en orden creciente). ¢

Es evidente que d(sw1 + twy) = sdwy +t dwy si w1, wr € ARU) ys,t € R,asique
@ +— dw es R-lineal. Sean g € C¥(U)y 1 = Y=, gy dx' A--- Adx)r € A"(U). Las
derivadas exteriores de gw y w A1 obedecen ciertas reglas de Leibniz. En primer lugar,

d(gw) = Z %(gﬁ)dxf AdxT A A dx*
7

= — i+ o2 )dx) Adx" A Adx* =de Aw+ ¢dw.
g&xf 8 8
1j

Ademas,

dwAn) = d(figy) Adxt A-e- Adx' Adxl A~ A dc
7]

= > (dfi g + frdgy) Adx™ A-oe Adx™ Adxt A A d
L]
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En consecuencia,

dw An) =dw An+(=1)F ) frdx Aeee Adx's Adgy Adal A-ee A dxd
Iy
=dw A1+ (-1)*w A dn. (2.28)

Para la primera igualdad, se usé la anticonmutacion (2.19b) para pasar la 1-forma dg;
a la derecha de la k-forma dx™ A - - - A dx'*.
Se concluye que w +— dw es una derivacién impar del dlgebra graduada A*(U).

» Para pasar de las férmulas locales tales como (2.27) y (2.28) a reglas “globales”
sobre la variedad M, se requiere el lema siguiente.

Lema 2.26. Sea M una variedad diferencial y sea D : A®*(M) — A*(M) una derivacion (par
o impar). Si U es un abierto de M y si o € A®*(M) se anula sobre U, es decir, w|y = 0,
entonces (Dw)|y = 0 también.

Demostracion. Si p € U, el Lema 1.29 y la Definicién 1.53 muestran que es posible
hallar un vecindario V de p con V ¢ U y una funcién suave & € C®(M) tal que
sop h ¢ U mientras h(q) = 1parag € V.

Sea n = dim M. Entonces w es una suma w = },;_, wx donde cada wy € AK(M),
en vista de (2.16). La condicion w|y = 0 dice que w; = 0 en ATIM = @Z:O AkT;M
para cada g € U, asi que w|y = 0 en AF(U) para cada k. Sin perder generalidad,
entonces, se puede suponer que « tiene un solo sumando: w € A*(M) para algtn k.

La forma diferencial hw se anula en U (porque w|y = 0), y también en M \ (sop h);
luego hw = 0 en AX(M). La R-linealidad de D y la propiedad de derivacién entonces
implican que

0=D(0)=D(hw)=DhANw+hDw,

donde el signo + vale +1 o bien (1), segtin D sea par o impar. Al evaluar esta
igualdad en cualquier g € V, se obtiene 0 = (Dh)q A wq = h(q) (Dw)q en A*TyM. La
hipétesis w,; = 0y la condicién /(g) = 1 dan como resultado (Dw),; = 0. Se concluye
que (Dw)|ly = 0. En particular, se ve que (Dw), = 0 para p € U arbitrario, asi que
(Dw)|uy = 0. O

Teorema 2.27. Sea M una variedad diferencial. Existe una tinica derivacion impar d, de
grado +1, sobre el dlgebra graduada A®(M), tal que:

(@) d(f) = df para f € A%(M);
(b) d(dw) =0, para todo w € A*(M).
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Demostracion. Sea (U, ¢) una carta local de M. Si w,n € A*(M) cumplen w|y = 1lu,
asi que (w — n)lu = O, el Lema 2.26 muestra que Dw|y = Dnly para cualquier
derivaciéon D de A®*(M). Basta, entonces, determinar la correspondencia w|i; — dwly
para cada carta local de M.

Sea {x!,...,x"} el sistema de coordenadas locales para la carta (U, ). Témese
w € AK(U) para algtn k € {0,1,...,n}. Luego @ = Xy;=x frdx™ A -+ A dx', segtin
(2.18), para determinadas funciones f; € C*(U). Como d es R-lineal y una derivacién
impar, se calcula que

d(w) = Q(Z frdx A A dxi")

1=k

n
- Z (g(ﬁ) Adx Ao A daik + Z(—l)”f[ dx A - Ad(dx) A A dacit
1=k r=1
= > dfi ndxt A A dx' = do, (2.29)
1=k

al usar las hipétesis (a) y (b) y la férmula (2.27).

Es oportuno verificar la consistencia de las propiedades del enunciado, al com-
probar que d(df) = 0 para f € C*(U). En vista de (2.27), se obtiene

= _— ] = _ ! ]
d(df) d(; = dx) ; o dx' A dx

n 2
= _ (dx' @ dx/ — dx/ @ dx’
l,;&xl&xf( X X X xt)

o Pf 2 f . .
= —— - ———|dx' ®dx/ =0,
i]Zzll ( dxidx]  dxIdx! ) * *

por la igualdad de las derivadas mixtas de segundo orden de una funcién suave.
Si(V, ) esotra carta local tal que UNV # 0, con coordenadas locales {yl, o yt)
entonces

w'UﬂV = Zﬁdxll /\.../\dxik = Zg]dy]l /\.../\dyjk
1I|=k [J1=k

para algunas funciones g; € C*(V) - relacionados con las f; mediante férmulas de
cambio de variables. Es una consecuencia inmediata de (2.29) que

Z:dfl/\dxil A Adx'c = ng]/\dyjl Ao A dyk
1=k 7=k
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en AK1(U N V). (Se puede comprobar esta igualdad directamente por férmulas de
cambio de variables.) Al evaluar esta forma en cualquier punto p € UNV, se obtiene
un elemento (dw)|, € Ak”T; M que no depende de las cartas locales. Se ha construido
una tinica seccién suave p = (dw)|, enI'(M, AF1T*M), es decir, una forma diferencial
dw € AF1(M). Por su construccién, @ — dw es una derivacién impar que cumple
las propiedades (a) y (b) del enunciado. m|

Definicién 2.28. La aplicacién R-lineal d: A*(M) — A*(M) de grado +1 dada por el
Teorema 2.27 se llama la derivacién exterior sobre el dlgebra graduado A®*(M). Este
operador es una derivacion impar:

dlwAn)=do An+(=1)*w Adn. (2.30)

La forma diferencial dw es la derivada exterior de w. 0

» Una manera alternativa de construir la derivacién exterior no requiere el uso de
célculos locales. Es cuestion de exhibir las férmulas algebraicas que evaltian dw sobre
un juego de campos vectoriales. Si w € AX(M), dichas férmulas para dw deben ser
funciones (k + 1)-lineales alternantes de elementos de X(M).

Proposicién 2.29. Si a € AY(M), su derivada exterior cumple la formula:
da(X,Y)=Xa(Y)-Y a(X) - a([X,Y]). (2.31)

Demostracion. Esta claro que el lado derecho de (2.31) es R-bilineal y alternante como
funcién de (X, Y). Falta comprobar que sea bilineal sobre el anillo C*(M).

Alsustituir X — fX enellado derecho, se obtiene fX a(Y)-Y a(fX)-a([fX, Y]).
El campo vectorial [ f X, Y] obedece

[FX,Y](8) = (FX)(Y8) - Y(f Xg)
=fX(Yg) - (Y/)(Xg) - fY(Xg)
= fIX,Y1(g) = (Y/)(Xg),
y al eliminar g, se obtiene una férmula ttil:
[FX,Y]= f[X,Y]- (Y)X enX(M). (2.32)
Ahora se calcula:
FX a(Y) =Y a(fX) - a([fX, Y])
= fXa(¥) = Y(f a(X)) —a(f [X, Y] = (Yf) X)
= fXa(Y)=(Yf)aX) - fY a(X) - fa(X, Y]) + (Y f) a(X)
= f(XaY)-Y a(X) - a([X,Y])).
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De igual modo, se obtiene
Xa(gY) - gY a(X) - a(X,gY]) = g(X a(Y) - Y a(X) - a([X, Y])).

Esto verifica que el lado derecho de (2.31) es una 2-forma evaluada en (X, Y).

Para comprobar que esta 2-forma es igual a da (es decir, que ellas determinan el
mismo elemento de AZT;M para cada p € M), basta chequear que estas 2-formas
coinciden en el dominio de cada carta local. Para tal efecto, se puede suponer que M
posee una sola carta local en donde a = f; dx/. En particular,

N T R VIS
_ i j— LN P j
da 2 - dx' A dx) = léj 3 " D dx' Adx’. (2.33)

Por la C*(M)-bilinealidad, se puede suponer también que X, Y son campos bési-

. ) _ 93 . .
cos, es decir, X = Erl Y = R Fijese que los campos bisicos conmutan, porque

2 2
l%' %l(f) - 83(81' gxf - 8xaf gxl’ - (2:34)
La evaluacién de da en campos bésicos sale directamente de (2.33):
da(i i) = % - % = ict(i) = ioz(i)
oxt" dxl | odxt dxi  dxt \ax/] Ix/ \ox
Los dos lados de (2.31) coinciden en este caso especial, y por ende en general. O

Hay férmulas anédlogas para las derivadas exteriores de formas de grado superior,
las cuales se pueden comprobar al seguir el patrén de la tltima demostracién. Por
ejemplo, si € A%(M), entonces

dB(X,Y,Z) = X B(Y, Z) + Y B(Z, X) + Z B(X,Y)
_ﬁ([xl Y],Z)—ﬁ([Y, Z],X)—ﬁ([Z, X]/Y) (235)

La receta general “libre de coordenadas” para la derivada exterior de una k-forma es
la siguiente:

k+1

da)(Xll ceey Xk+1) = Z(_l)i+1 Xi a)(Xll R 551'/ ey Xk+1) (236)
i=1

+ Z(_l)i+j (U([Xi, X]]I Xl/ R 5(\1'/ e /5(71 R Xk+1)'

i<j
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Proposicién 2.30. La derivacion exterior es equivariante bajo preimdgenes; si t: M — N
es una aplicacion suave y si w € A®*(N), entonces

d(tT*w) = T (dw). (2.37)

Demostracién. Considérese primero el caso k = 0, w = ¢ € C®(N). Sip € My
Xy, € T,M, entonces por (2.23), (2.26) y la Definicién 1.38:

T*(dg)p(xp) = (dg)f(p)(TpT(Xp)) = TpT(Xp)(g)
= Xp(got)=Xp(T'g) =d(T°8)p(Xp),
ast que 7°(dg)(X) = d(t*¢)(X) para X € X(M); es decir, t°(dg) = d(t*g) en AL(M).

Si ahora @ € A¥(M) con k > 1, se debe mostrar que d(T*w), = 1(dw), para cada
p € M. En vista del Lema 2.26, basta comprobar la relacién (2.37) para k-formas en el
dominio de una carta local. Dadop € M, sea (V, 1) una cartalocalde N con 7(p) € V,
cuyas coordenadas locales son {y?, ..., y™}. Tomese w = Yy &7 Ayt A -+ A dy't
donde cada g; € C*(V). Entonces, por la Proposicién 2.23,

T*Cl) — Z(T*g]) T*(dyjl) A A T*(d]/jk) = Z(g] o) "L') dhh VANEIREIVAN dh]k
IJ|=k IJ1=k

al poner hir ;= ylr ot parar =1,..., k. Entonces

d(v'w)= Y d(go) Adi A~ Aditr

JI=k
= Z A(T°g) AdRIT A - A diE
I=k
= > Tg) ATy A AT (dy)
IJI=k
= T*(Z dgy Adylt A Adylh) = T (dw),
J|=k
en donde la tercera igualdad requiere el caso k = 0, ya comprobada. m|

Ejemplo 2.31. Sea 7: (0, 0) X (=7, 1) — R? la funcién
(x,y)=1(r,0):=(rcosO,rsenb),

que efecttia el cambio de coordenadas polares a cartesianas en R2. (Fijese que esta 1
no es sobreyectiva, porque su imagen omite el semieje x negativo.)
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Como consecuencia inmediata, se obtiene
T (dx) =d(x o1) =d(rcos6) =cosOdr —rsen6do,
' (dy) =d(yot) =d(rsen) =senOdr +rcos6do,

pues d es una derivacién impar.> La 2-forma de area dx A dy tiene la siguiente expre-
sién (archiconocida) en coordenadas polares:

T'(dx A dy) = T(dx) A T°(dy)
= (cosOdr —rsen6dO) A (senO dr +rcos 6 do)

=rcos?Odr AdO —rsen®0d6O A dr
=rdr ANdo,

porque dr Adr =0,d0 AdO =0y dO Adr = —dr A dO por antisimetria. o

Ejemplo 2.32. Sea i: S> — R? la inclusién de la esfera en R3 como subvariedad. La
imagen inversa de la forma de volumen dx A dy A dz en R es una 3-forma sobre S? y
por lo tanto es nula, porque 3 > dim S2. Se debe buscar, entonces, una 2-forma — en
coordenadas cartesianas (x, ¥, z) — sobre R cuya preimagen es la 2-forma conocida
de drea sen 0 dO A d¢ € A*(S?), expresada en las coordenadas esféricas usuales:

x=senflcos®, y=senOsen¢p, z =cosb.

Estas férmulas son abreviaturas para i*(x) := sen 0 cos ¢, etc.
Notese que

i"(dx Ady) = (cos O cospdO —senOsenp dp) A (cos Osen @ dO + sen 6 cos P do)
=cosOsen0dO A do.

Por célculos similares, se deduce que
i"(xdy ANdz) = (sen 0 cos ¢)(cos O sen ¢ dO + sen O cos p dp) A (—sen 0 dO)
= sen’ 0 cos® p dO A d,
i*(y dz A dx) = (sen O sen ¢)(—sen 0 dO) A (cos 0 cos ¢ dO — sen O sen ¢ dp)
=sen® @sen’ p dO A do,
i*(zdx A dy) = cos 0 i*(dx A dy) = cos* Osen 6 dO A do.

Al sumar estas tres expresiones, se obtiene el 4rea esférica en coordenadas cartesianas:

o=xdyANdz+ydzAdx+zdx Ndy = i'c =sen0dO ANd¢. ¢

5Se suele escribir estas férmulas y el resultado final sin mencién explicita de la funcién 7, asi:
dx =cosOdr —rsen0d0,dy =sen0dr +rcos0dO;yluegodx Ady =rdr AdO.
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2.5 Laderivada de Lie

Definicién 2.33. Sea X € X(M) un campo vectorial completo sobre una variedad
diferencial M; el flujo de X determina un grupo uniparamétrico {a; : t € R} de
difeomorfismos de M. Si w € A¥(M) es una k-forma diferencial sobre M, su derivada
de Lie con respecto a X es la k-forma £xw dada por:

£ ) e = lim 2O 8
X = tzoata) = lim ; (2.38a)
Sip € M, entonces
d
(Lx)p(X1)p, - -+, (Xp)p) = ar t_oa)at(p)(Tpat(Xl)p/ oo Tpar(Xi)p)- (2.38b)

La segunda férmula tiene sentido aun cuando Dx # RXM, pues en todo caso a; es un
difeomorfismo local en un vecindario de p, para —¢(p) < t < &(p); luego la derivada
de Lie L£x esta definido para cualquier X € X(M), no necesariamente completo. ¢

Para simplificar la exposicién, en estos apuntes se considerara £ x solo para cam-
pos vectoriales completos; por la Proposicién 1.62, esto no conlleva pérdida de gene-
ralidad cuando M es compacta.

Lema 2.34. Si f € A°(M) = C®(M), entonces Lx f = Xf.

Demostracion. Notese que ajf = f o a; para f € C*(M); luego, para cada p € M, la
Proposicion 1.67 muestra que

exf)= | aifw) =g S =xfo) :

Proposicién 2.35. Laderivada de Lie de formas diferenciales con respecto a un campo vectorial
X € X(M) cumple las siquientes identidades, para todo w,n € A*(M), f € C®(M):

(@) Lx(w+1n)=Lxw+Lxn;

(b) Lx(fw)=(Xflw+ f Lxw;

(© Lx(wAn)=LxwAn+wALxn;
(d) Lx(dw) = d(Lxw).

Demostracion. La aditividad (a) es obvia por las férmulas (2.38), porque aj(w + 1) =
ajw + a;n para cada t. La regla de Leibniz (b) es un caso particular de la identidad (c).
Notese que las propiedades (a) y (c) dicen que Lx es una derivacion par de A®*(M).
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La propiedad (c) es una versién derivada de la equivariancia bajo imagenes inver-
sas, dada por la Proposicion 2.23:

d % d * *
Lx(wAn) = I Oat(a)/\n) = O(ata)/\atn)
t= t=
= — (acza))/\n+a)/\i (ajn) = Lxw An+w A Lx1.
dt|,_ dt,_

La propiedad (d) es una versién derivada de la Proposicién 2.30:

d
Lx(dw) = T,

d(ajw) = d(i a:a)) =d(Lxw). O
t=0 t=0

o d
at(da)) = E i _

t=0

Ejemplo 2.36. Si M = R?, considérese la 2-forma w = (x> + y?)dx A dy y el campo
vectorial X = -y % +x % . Las reglas de la Proposicién 2.35 permiten calcular:

Lxw = X(x* +y?)dx Ady + (x* + y?) (Lx(dx) A dy + dx A Lx(dy))
= (=2yx +2xy) dx A dy + (x* + y?) (d(Xx) A dy + dx A d(Xy))
=0+ (x* + y?) (=dy A dy +dx A dx) = 0.

Ahora la condicién Lxw = 0 es una ecuacion diferencial, la cual, por la férmula (2.38),
es equivalente a la condicion: a;w = w parat € R. Por lo tanto, Lxw = 0 expresa la
invariancia de la forma w bajo el flujo de X. En el caso aqui ejemplificado, este flujo
es el grupo de rotaciones alrededor del origen de R?; es evidente por inspeccién que w

es invariante bajo rotaciones de las coordenadas cartesianas.® o

Hay una relacién notable entre las tres derivaciones del algebra graduada A®*(M)
consideradas hasta ahora: la derivada exterior d, de grado (+1); la contracciéon ix
con un campo vectorial X, de grado (—1); y ahora la derivada de Lie Lx, de grado 0.
(Obsérvese que las férmulas (2.38) conservan el grado de formas diferenciales.)

Proposicién 2.37. Las derivadas de Lie Lx cumplen la identidad de Cartan:
Lxw =ix(dw) +d(ixw) (2.39)
para todo X € X(M) y w € A*(M).

Demostracion. Se trata de comprobar (2.39) por induccién sobre el grado de w.
En primer lugar, si w = f € A%(M), entonces £Lxf = Xf por el Lema 2.34. Por
otro lado, vale ix(df) = df (X) = X f, mientras ix f = 0 por la Definicién 2.20.

®Este generador —y % +x % del grupo de rotaciones del plano es el operador de momento angular.
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En segundo lugar, si w = f € AY(M), témese Y € X(M); entonces, por (2.24):

Lxp) =+

aip) =+

BlarY)oa;. (2.40)
t=0 £=0

Ahora, si h € C*(M), se puede adaptar el Lema 1.19 de Hadamard para escribir
hoay=:h+tg paratodo teR,

donde la funcién t — g;(p) : R — M es suave, para cada p € M. En efecto, se define

1
gt(p) 2=/0 %h(ast(p))ds.

El teorema fundamental del calculo muestra que h(a(p)) — h(p) = t g+(p). Ademas,
la curva t — a;(p) es la curva integral del campo vectorial X que pasa por p, asi que

go(p) = limy 0 8¢(p) = 4|,y h(a:(p)) = Xh(p).

La Definicién 1.57 de la imagen directa a.Y y el Lema 2.34 implican que

d d J
dat tzoat*Y(h) =% tZOY(h oaj)oa_y = I t:O(Yh oa_;+tYgioay)
d .
== t:O(Yh o)+ }l_f)f(}(Ygt oa)

=L_x(Yh)+Y(Xh)=-X(Yh)+Y(Xh) =—[X,Y](h).
Por lo tanto, vale %| iool@nY) = =[X, Y]. Al enchufar esto en (2.40), se obtiene

L) = -BAX YD + 5 pO) 0w
t=0
= (X, YD) + X BY) = dB(X, Y) + Y B(X)
= dB(X,Y) + Y(ixp) = ix(@B)(¥) + dlixB)(Y), aa)

donde se ha empleado la férmula (2.31) para la 2-forma df. En consecuencia, se ve
que LxpB = ix(dpB) + d(ixp) en AL(M).

Por ultimo, supéngase que la proposicion es vélida para @ € A*(M) - para efectos
de induccién sobre k. Si g € A(M), las formas ixf, B, dB tienen grados respectivos
0,1y 2. Entonces las derivaciones impares d e ix cumplen las siguientes relaciones:

d(ixp Aw)=d(ixp) Nw+ixp Ndw,
dpAw)=dfAw-BAdo,
ix(BAw)=ixpAw—-PBANixw,
ix(dBAw)=ix(dB)Aw+dp Nixw.
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Como Lx es una derivacion pat, se obtiene:

Lx(BAw)=LxpAw+pALxw
= (ix(dB) + d(ixP)) A w + B A (ix(dw) + d(ixw))
=ix(dp ANw)—dp Nixw + B ANd(ixw)
+d(ixpAw)—ixpANdw + B Nix(dw)
= ix(dB A w)—d(B Aixw)+d(ixp A w)—ix(BAdw)
= ix(d(B A @)+ d(ix(B A @),

Cada elemento de A**1(M) es una suma finita de formas de tipo fAw. Entonces (2.39)
es véalida para elementos de A**1(M); la proposicién sigue por induccién sobre k. O

» La derivada de Lie £Lx define un operador, no solamente sobre formas, sino sobre
un tensor de cualquier especie, como la derivadaen t = 0 de una preimagen del tensor
bajo el flujo de X. Dicha derivada serd nula si (y solo si) el flujo de X deja el tensor
invariante. Toda vez que el campo vectorial X sea completo, se define £x como sigue.

En tensores covariantes cualesquiera se define la imagen inversa aj como en la
Definicién 2.22; en tensores contravariantes se reemplaza «a; por la imagen directa
(a—¢). bajo el flujo en reverso t — a_; generado por —X. El cambio de signo es nece-

sario pues las acciones de a} y a;. son contragredientes — véase la férmula (2.24).

Definicion 2.38. Sea X € X(M) un campo completo, con flujo { a; € Diff(M) : t e R }.
SiY € X(M) es otro campo vectorial, su derivada de Lie LxY € X(M) se define como

d
LxY = at

Lema 2.39. Si X,Y € X(M), entonces LxY =[X,Y].

(a—t)*Y . <>
=0

Demostracién. Para cada f € C*(M), las Definiciones 1.57 y 2.33 muestran que

LXY(F)= | Y(foas)om =Y (6 xf)+ Lx(YS)
t=0
= Y(=Xf) + X(Yf) = [X, YIf. o

En el desarrollo del calculo (2.41), se obtuvo otra férmula atil:

Xp(Y) = Lxp(Y) +B(X, Y]), (2.42)

para todo Y € X(M), B € A(M). Fijese que esta es otra especie de regla de Leibniz,
pues dice que Lx(B(Y)) = LxB(Y) + B(LxY).
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Proposicién 2.40. Si X, Y € X(M) y B € AL{(M), se verifica:

Lx(Lyp) — Ly(Lxp) = Lix,v1 B- (243)

Demostracion. Empleando laidentidad de Cartan (2.39), la férmula (2.31), laidentidad
de Jacobi (1.25b) y la férmula (2.42) varias veces, se calcula, para cada Z € X(M):

Lixy1B(Z) = ix y1dB)NZ) + d(ix viB)(Z) = dB([X, Y], Z) + Z(ijx yiB)
= [X,Y](B(2)) - Z B([X, Y] - B([X, Y], Z]) + Z B([X, Y])
= X(YB(2)) - Y(X B(2)) + B(lY, Z], X]) + B([[Z, X], Y])
= X (LyB(Z2) + B([Y, Z])) - Y (£xB(Z) + B([X, Z]))
- (X, LY, 21D + B(LY, [X, Z1])
= X(LyB(Z2)) + LxB([Y, Z]) - Y(LxB(Z2)) - LyB([X, Z])
= Lx(LyB)Z) — Ly (LxB)(Z). O

Corolario 2.41. 5i X,Y € X(M) y w € A*(M), se verifica:
Lx(Lyw) - Ly(Lxw) = Lix,y) w.

Demostracion. Otra consecuencia delaidentidad de Cartan (2.39) esla R-linealidad de
la correspondencia X +— Lxf5. Por lo tanto, se puede suponer sin perder generalidad
que w € A¥(M) para algtn k. El caso k = 0 es un resultado inmediato del Lema 2.34:
si f € C*(M), entonces

Lx(Lyf)=Ly(Lxf) =X(Yf)-Y(Xf)=[X,Y]f =Lixx f-
El caso k = 1 es la Proposicién 2.40 anterior.

Escribase [Lx, Ly] == Lx oLy —LyoLx.Sif € ALYM) ywE A¥(M), se obtiene
[,Cx,ﬁy](ﬁ A\ a)) = Lx(ﬁyﬁ N w +ﬁ A Lya)) — Ly(ﬁxﬁ Nw + ﬁ A an))

=LxLyfAw+LyBALxw+LxpALyw+fALxLyw

- LyLX‘B ANw — Lxﬁ ALyw — Lyﬁ A Lxw —ﬁ ANLyLxw
= Lxﬁyﬁ Nw — Lyﬁxﬁ ANw + ﬁ ANLxLyw —ﬁ ANLyLxw
= L[X,y]ﬁ ANV +ﬁ A [Lx,ﬁy] .

Si[£Lx, Ly]w = Lix yjw para w € A¥(M), el despliegue anterior implica que
[Lx, LY](B A w) = LixyiB Aw+BALixyiw=Lixy(fAw).

Cada elemento de A**!(M) es una suma finita de tales § A w. El resultado sigue por
induccién sobre k. m|
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Este corolario dice que la correspondencia R-lineal X +— Lx, que lleva X(M) en el
espacio Der"(A®*(M)) de derivaciones pares sobre formas diferenciales, es un homo-
morfismo de dlgebras de Lie. En efecto, el conmutador de dos derivaciones pares es otra
derivacion par (véase la demostracién de la Proposicién 1.56), asi que Der™ (A*(M))
es un algebra de Lie cuyo corchete es el conmutador. Por lo tanto, se puede abreviar
la conclusion del Corolario 2.41 como sigue:

[Lx,Ly]=Lixy; en Der"(A*(M)), paratodo X,Y € X(M).
Hay una férmula anédloga en Der™ (X(M)):
Lx(LyZ)—-Ly(LxZ) = L[X/y] Z, para todo X,Y,Z e X(M).

En vista del Lema 2.39, esto no es otra cosa que una reformulacién de la identidad de
Jacobi, ya notada en la férmula (1.27b).

2.6 Formas cerradas y exactas

Definicién 2.42. Sea M una variedad diferencial. Una forma w € A®*(M) es cerrada
sidw = 0. (En particular, si dim M = n, cualquier n-forma es cerrada.)
Dicese que w € A®*(M) es exacta si hay otra forma n € A*(M) tal que w = dn.
Una forma exacta es también cerrada, ya que d(dn) = 0 por el Teorema 2.27. ¢

Ejemplo 2.43. En algunas variedades, hay formas cerradas que no son exactas. Con-
sidérese la variedad bidimensional M = R?\ {(0,0)}, con la 1-forma

y
— dx + ——
x2 + y? * x2 + y?

a =

dy.

Los coeficientes de a son funciones singulares en el origen; no es posible extender a
a una forma diferencial sobre R2. Un célculo directo muestra que « es cerrada:

_d -y 0 X
da = 8y(x2+y2)dy/\dx+8x(x2+y2)dX/\dy

xZ_yZ yZ_XZ
=\ =gt s |dxrdy =0.
(x2+y2)*  (x*+y?)

Si hubiera una 0-forma f € C*(M) tal que @ = df = (df /dx)dx + (df /dy) dy, seria
df oy = x/(x? + y?), asi que f(x,y) = arctg(y/x) + c(x), al menos en el semiplano
x > 0, para alguna funcién suave c(x). Al derivar esta relacién con respecto a x, se
obtiene df /dx = —y/(x% +y?) +¢’(x), por lo cual ¢’ = 0 y por ende ¢ es una constante.
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La funcién f(x, y) = arctg(y/x) + c, definida inicialmente en el semiplano x > 0,
puede extenderse al plano cortado R?\ { (x,0) : x < 0}, en el cual la igualdad a = df
sigue vélida. Pero no es posible extender f continuamente a R?\ {(0, 0)}; por ejemplo,
lim, | f(=1, €) = ¢ + m pero lim,o f(—=1, ¢€) = ¢ — . Luego no hay f € C*(M) alguna
tal que o = df; la forma cerrada a no es exacta. ¢

La obstruccién a la exactitud de a en el Ejemplo 2.43 es topoldgica: la variedad
M tiene un “agujero” en el origen de R?, y la funcién de arcotangente toma valores
distintos en los extremos de un circuito circular que encierra el agujero. Para poder
afirmar que en una determinada variedad cada forma cerrada es exacta, se debe im-
poner una condicién topolégica que elimina tales agujeros.

Definicién 2.44. Una parte A C R" es convexa si para cada par de puntos x,y € A,
el conjunto A incluye el segmento [x, y] :={(1 —-t)x +ty: 0 <t <1}.

Dicese que otra parte B C R" es estelar desde z € B si paracaday € B\ {z}, el
conjunto B incluye el segmento [z, y]. Por ejemplo, el plano cortado del Ejemplo 2.43
es estelar desde z = (1,0); por otra parte, R? \ {(0,0)} no es estelar, ya que cada
segmento [x, —x] atraviesa el agujero en el origen. Fijese que A es convexo si y solo si
es estelar desde cualquiera de sus puntos. o

Definicién 2.45. Una variedad M es contractible si hay z € M y una funcién suave
F:[0,1]x M — M tal que F(0,p) =zy F(1,p) = p para todo p € M.

Al poner fi(p) := F(t,p), se define una familia de funciones suaves f;: M — M,
para0 <t <1, tales que f; = 1) mientras fp = c, es la funcién constante cuya imagen
es el punto z. Dicese que F es una homotopia (suave) entre las funciones c; e 1.

Si un abierto U C R" es estelar desde z € U, entonces U es contractible, porque
F(t,x):= (1 —t)z + tx define una homotopia suave entre c, e 1. O

Teorema 2.46 (Lema de Poincaré). Cada forma cerrada sobre R" es exacta. En particular,
siw e AFR™) cumple dw = 0, entonces existe ) € ALHR™) tal que w = dn.

Demostracion. Las coordenadas cartesianas de R"” son coordenadas locales para la sola
carta de R". Cualquier w € A¥(R™), no necesariamente cerrada, se escribe como

w= ) fidx" A---Adx’ dondecada fi € C*(R").
I|=k

Paracadal C {1,...,n} con |I| = k, definase una forma o; € A*1(R") por

k
o1 = Z(—l)r‘lx"r dx Ao Adxin A A dxE
r=1
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La derivada exterior de cada sumando es dx™* A --- A dx'*, asi que
doj = kdx™ A+ Adx*.

Sik e{1,...,n}, definase un operador R-lineal Ex_;: C*(R") — C*(R") por

1
Boot f(6):= [ #7100 . (2.49)

Este es un promedio ponderado de la funcién f a lo largo del segmento [0, x]. Ob-

19 0
J —Ej1 f(x) = /O tka—g(tx)dt:Ek(a—L)(x).

sérvese que

oxJ
Ahora se puede definir una forma diferencial hw € A*1(R") por la receta:
ho = )" (Ex1 fi) 0. (2.45)
T]=k

Su derivada exterior es

d(hw) = )" d(Ex1 fi) A o+ (Exa fi) doy
I|=k

= Z(ZEk(aﬂ)dx] Ao+ k(Ex_ 1f1)dx1/\ /\dxlk)

[I|=k *j=1
mientras

h(dw) = ( Z of dx] Adx A A dxlk)
[I|=k j
S e

ax])(x] dx" A - Adx't —dx) A gy),

=k j=1

Al sumar estas dos expresiones, se obtiene

d(hw) + h(dw) = Z(k(Ek . f1)+2x] Ek( of ))dx” A AdxE, (2.46)

1=k
Para f e C*(R")y ke {1,...,n},se calcula que

k(Ep_s f)(x)+Zx] Ek( of )(x) / (ktk‘lf(tx)+zn:thf%(tx)) dt
j=1

t=1

= f(x).

t=0

1
- /O %(tkf(tx)) dt = t* f(tx)
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Al enchufar esta evaluacién en (2.46), se obtiene la relacién fundamental:
d(hw) + h(dw) = w. (2.47)

La igualdad (2.47) no requiere que w sea cerrada, Ahora bien, en el caso dw = 0,
esta ecuacion se reduce a d(hw) = w, asi que basta tomar 1 := hw. m|

Corolario 2.47. Si U C R" es un abierto estelar, cada forma cerrada en A®*(U) es exacta.

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata de (2.47), una vez que se
construye un operador lineal i: A*(U) — A*(U), de grado (1), que la cumple.

SilU € R" es estelar desde 0, los integrandos en (2.44) para f € C*(U) estan bien
definidos, las integrales Ex_1 f existen, y la receta (2.45) define hw € ALU). La
demostracién anterior muestra que d(hw) + h(dw) = w para toda w € AR).

Mas generalmente, si U C R” es estelar desde z, sea 7(x) := x — z la traslacién
de R" que lleva z al origen. Sea V := {x —z : x € U }; fijese que V es estelar desde 0.
Si w € A*(U), témese 0 := (t7!)*w € A*(V), asi que w = 7*6. Entonces

0=dw=1'(d0) & dO0 =0 < 0 =d(paraalginC € ALV,
Por lo tanto, dw = 0 si y solo si w = dn para algtn 1 := 7°C € AFY(U). O

La esencia de la demostracién del Lema de Poincaré es la construccién de las apli-
caciones h de (2.45) — una para cada k = 1,2,...,n — que dan lugar a (2.47). Dada
una homotopia suave F: [0,1] X M — M, se puede modificar la demostracién para
obtener una receta para & tal que

d(hw) +h(dw) = ffo - fjw. (2.48)

Si fo es una funcién constante, vale fO* w = 0;ysifi =1y, entonces fw = w. Por lo
tanto, el Lema de Poincaré es vilido para toda variedad contractible.

» Considérese el campo vectorial de Euler
.0 "
Z =x) — e X(R"). (2.49)
oxJ

El flujo de Z es un grupo uniparamétrico { p; : t € R } de difeomorfismos de R", que
satisface la ecuacién de Euler:

d
T (fopt) =Z(f op:); po = 1rn.

2-30



MA-870: Geometria Diferencial 2.7. Ejercicios sobre formas diferenciales

Su solucidn tnica es
pi(x) = e'x. (2.50)

Para s > 0, la dilatacién pogs: x > sx cumple f(sx) = pfogs f(x). Entonces

1
iz(/o Plogs® ds) =

1 k
- Z/ (fI(SX)Z(_l)V—lxir A(sx)" A - Ad(sx) A -+ A d(sx)'| ds
r=1

1=k Y0

- Z (/1 sK1 fi(sx) ds) o1 = ho.

1=k \Y0

1
Z /0 fi(sx) iz(pi*ogs(dxi1 A Adx'®)) ds

\Il=k

Notese, de paso, que las formas o7 introducidas en la demostracion del Teorema 2.46
obedecen o] = iz(dx" A --- A dx'¥).
1
El resultado del calculo anterior puede abreviarse como h =iz o fo pi‘ ds. Con
ogs

Q:= fol pi*ogsa) ds,y luego dQ = /01 pfogs(da)) ds, la identidad de Cartan muestra que
d(hw) + h(dw) = d(izQ) +iz(dQ) = LzQ.

Por otro lado:

1 1
% d * *
LZQ:/O Lz(plogsa)) ds :/O a'tzo(ptplogsa))ds

1 1
d . ) )
= /0 T’E 1(plogrplogsa)) ds — /0' ra

1 d u=1
:/O E(pfogua))du:pfoguw

:a)l
u=0

(pi(-Og rs a)) dS
=1

r= 7

porque limy, g p1og»(x) = 0 por (2.50). Se concluye que d(hw) + h(dw) = w.
Este cdlculo muestra que /01 pi*ogs ds es la transformacién inversa de la derivada de
Lie £7. Como Z genera las dilataciones (2.50), este inverso es un operador integral que

toma un promedio de las dilataciones por factores de escala entre o y 1; luego, requiere
que la variedad sea un conjunto estelar donde tales dilataciones pueden actuar.

2.7 Ejercicios sobre formas diferenciales

En estos ejercicios, M es una variedad de dimensién 7; G es un grupo de Lie.

2-31



MA-870: Geometria Diferencial 2.7. Ejercicios sobre formas diferenciales

Ejercicio 2.1. Sea E un espacio R-vectorial con dimpr E =nyseac: EXE — R una
forma bilineal alternante. Demostrar que hay g1,..., g2, € E*, linealmente indepen-
dientes, tales que

0=81ANQ+8 A&+ "+ 83-1ANg2.
[ Indicacién: Si o # 0, hay vectores v1, v, € E tales que 0(v1,v2) # 0. Demostrar que
hay g1, ¢> € E* con g1(v1) = g2(v2) = 1, g1(v2) = g2(v1) = 0. ]
Calcular 6"\ := g A -+ A 0 (r veces) y verificar que 0" # 0, c""+1 = 0.
Dicese que ¢ es no degenerada si 6(u,v) = 0 para todo v € E implica que u = 0.
Comprobar que esto ocurre solo si 1 es pary 2r = n.

Ejercicio 2.2. (a) Si w € A¥ (M) tiene grado impar, mostrar que w A w = 0.
(b) Sin =dx' Adx?—dx? Adx3 +dx® A dx* € A?(R*), calcular n A 7.
Ejercicio 2.3. Si M = R?", demostrar que la 2-forma
w :=dxt Adx? +dx® Adxt + -+ dxPA dx?

es no degenerada: estoes, si w(X,Y) =0 paratodoY € X(R?™), entonces X = 0.
Calcular la 2m-forma w™™ := w A - - - Aw (m veces) en las coordenadas x!, ..., x?".

Ejercicio 2.4. Una matriz A := [a!] con entradas en C®(R") determina un juego de
1-formas a' := a£ dx",parai =1,...,n. Sil := {iy,...,ix} C {1,...,n}, listado en
orden creciente, demostrar que

A A Atk = Z|]|—k mpy dx A - A dxk,

donde mj; = det Aj; es el menor de la submatriz k X k de A con filas I y columnas .
Concluir que

al A Aa” = (detA)dxt Ao Adx™.
Ejercicio 2.5. Enla esfera S"!, las cartas locales (V %, ¥) del Ejercicio 1.2 determinan

coordenadas locales (x!,...,xk, ..., x"). La férmula siguiente:

n
o= (-1yxdx' A-- AdxI A A dXT,
=1

determina una forma diferencial o € A"~1(S"1) en las coordenadas cartesianas de R".
Calcular la expresion local de ¢ en cada Vi y comprobar que o, # 0 para g € S".
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Ejercicio 2.6. Si X, Y € X(M), demostrar que ix oiy = —iy oix como operadores sobre
A*(M). [ En particular, esto significa que ix o ix = 0. ]

Ejercicio 2.7. Si7: M — N y 0: N — R son aplicaciones suaves entre variedades
diferenciales, demostrar que t*(c"n) = (0 o 7)'n para todo 1 € A*(R).

Ejercicio 2.8. Sinp = gdx! Adx* A--- Adx" en A"(R") y si T: R” — R" es un difeo-
morfismo, demostrar que

T =(gon1) det[a—f‘l dxt Adx® A Adx™
Ejercicio 2.9. Si F: R* — R3y ¢: R3 — R son suaves, definase tres formas diferen-
ciales az € ALR3), Bz € A%(R3), Vg € A3(R3) por:

ap = Fldx + F?dy + F3dz,

Br = Fldy Adz + F?dz Adx + Fdx A dy,
Vg = gdx Ndy Adz.

Con las notaciones usuales: V f =gradf, VxF =rotF , V.[ =div F, verificar que
Ogradf = df, Py =dap,  Vgp = PE-

Comprobar que las identidades conocidas VXV f=0y V- (VX E) = 0 son casos
particulares de la nilpotencia d*> = 0 de la derivada exterior.

Ejercicio 2.10. Si f € A?(M), verificar la férmula:
dp(X,Y,Z) = X(B(Y, 2)) + Y(B(Z, X)) + Z(B(X,Y))
- ﬁ([X/ Y]/ Z) - ﬁ([Y/ Z]/ X) - ﬁ([zl X]/ Y)

[ Indicacién: comprobar que el lado derecho es trilineal y alternante en (X, Y, Z); y
que la sustituciéon X — fX multiplica el lado derecho por f € C*(M). Concluir que
es suficiente verificar la igualdad en una carta local con campos vectoriales bésicos. |

Ejercicio 2.11. Si w € A¥(M), verificar la férmula algebraica general para la derivada
exterior:

k+1
do(X, ..., Xe) = ) DX (@K, -, X, Xisa))
j=1
+ Z(_l)i+jw([Xil X]]/ Xl/ R 551'1 <o /5(7/ sy Xk+1))'

i<j
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Ejercicio 2.12. Verificar la siguiente férmula algebraica para la derivada de Lie. Para
todo w € AK(M)y X € X(M):

k
Lxo(Xq, ..., X)) = X(w(Xq, ..., X)) - Z 0(X1, .., [X, X, .., Xp)).
j=1

Ejercicio 2.13. Las férmulas de los Ejercicios 2.11 y 2.12 pueden considerarse como
definiciones alternativas de las derivadas exterior y de Lie. Con base en estas férmulas
tinicamente, comprobar las identidades algebraicas:

d(da)):O; LX:dOix+iXOd,' LXOLy—LyOLX:L[X,y].
Ejercicio 2.14. Siw € A*(M), X € X(M) y f € C*(M), comprobar las férmulas:

ifXa) :fixa),
Lixw = fLxw +df A (ixw).

[ Indicacién: usar induccién sobre el grado de w. ||

Ejercicio 2.15. Si 7: M — N es un difeomorfismo, si X € X(M) y si v € A*(N),
demostrar las identidades:

ix(T'w) = T (ir.xw).
Lx(Tw) = T'(Lexw).
Ejercicio 2.16. Sin = f dx! A--- A dx" en A"(R"), verificar la férmula:
Lxn=(Xf+fdivX)dxl A--- Adx",
= dg/ 0

donde div X := —2_ es la divergencia del campo vectorial X = ¢/ —.
aiv A %) g P 8 B
=1

Ejercicio 2.17. Siw € A*(M) ysi X,Y € X(M), verificar la férmula:
ix,y|w = Lx(iyw) —iy(Lxw).

Concluir que Lx(ixw) = ix(Lxw).

. d
Ejercicio 2.18. Si X = a/ g Ya= bi dx* en el dominio de una carta local de M,
x

comprobar que en ese dominio:

abk Qa] k
LXQZ (ﬂjy‘Fbjw)dx .
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Ejercicio 2.19. Una forma diferencial n € A°*(G) se llama invariante (a izquierda)
si Ayn = 1 para todo ¢ € G; en cuyo caso, 1] estd determinada por 11 € A'(Tl*G~).
Demostrar que « € AY(G) es invariante si y solo si, para todo X € g, la funcién a(X)
es constante de valor a1(X). [ Este X es el campo vectorial invariante tal que X; = X. ]|
Concluir que da es una 2-forma invariante, que cumple da(X,Y) = —a1([X, Y]).

Ejercicio 2.20. Si {Xj, ..., X} es una base para el 4lgebra de Lie g = T1G, el corchete
de g estd determinado por las combinaciones lineales:

[Xi, Xi] = cfs X

cuyas coeficientes cf.‘j (parai,j, k =1,...,n)sonlas constantes de estructura de g. Se
identifica el espacio vectorial de 1-formas invariantes con el espacio R-vectorial dual
g :=T7G. Si al,...,a" son las 1-formas invariantes tales que {(a')1,...,(a");} esla
base dual de g*, comprobar las ecuaciones de Maurer y Cartan:
da = -3 cl'.‘jozi Aal.

Ejercicio 2.21. Definase una matriz de 1-formas sobre GL(m, R), cuyos elementos son
matrices [ g]lf] por la receta Q:= g7 dg. Verificar que las entradas ( g‘l);( d g]]f de esta
matriz son 1-formas invariantes sobre G.

Comprobar que d(g7!) = —¢7' dg ¢7! para ¢ € GL(m, R) y obtener asf una expre-
siéon matricial para d(). ;Como se expresan las ecuaciones de Maurer y Cartan (del
Ejercicio 2.20) para este grupo de Lie?

Ejercicio 2.22. Una forma simpléctica sobre M es una 2-forma cerrada no degenerada:
w € A2(M) con dw = 0; y w(X,Y) = 0 para todo Y € X(M) solo si X = 0. Mostrar
que dim M es necesariamente par. [ Indicacién: si p € M, usar el Ejercicio 2.1 para
comprobar que dimp T;M es par. | Demostrar que X <> ixw es una biyeccion lineal
entre los espacios vectoriales X(M) y A(M).

Ejercicio 2.23. Dada una forma simpléctica w € A%(M), escribase X' = ixw € AHM)
para cualquier X € X(M). Denétese por a — at s AN M) = X(M) la biyeccién
inversa a la biyeccién X +— X". Para f € C®(M), el campo vectorial X r=(df LIS
X(M) se llama el campo vectorial hamiltoniano asociado a la funcién f. Comprobar
que

w(Xf,Y)=Yf paratodo Y € X(M).

Demostrar que £x,w = 0; concluir que w es invariante bajo el flujo del campo Xy.
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Ejercicio 2.24. Si dim M es par y w € A%(M) es una forma simpléctica, dicese que
(M, w) es una variedad simpléctica.

Denotando por (ql, ...,q") las coordenadas cartesianas de R", se suele escribir
(ql, ...,q";p1,...,pn) para denotar las coordenadas cartesianas de T*R" = R2 Al
definir

w:=dg A dp; € AX(T'R"Y),

comprobar que (T*R", w) es una variedad simpléctica.”

Ejercicio 2.25. Verificar que el campo vectorial hamiltoniano Xy de f € C*(T*R")
estd dado por

El corchete de Poisson es la forma R-bilineal sobre C*(M) dado por

{f, 8} = w(Xp, Xy).

Para M = T*R", comprobar la férmula clésica:

Ejercicio 2.26. Si f, g, h € C®(R?), considérese el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales:

dr dq dp or dqg  dp _

el mTmTy

Demostrar que esta ecuacién tiene una solucién — dada por p,q,r € C*(R3) -siy
solo si of ¢ on

Pl % t5. =
[ Indicacién: colocar w := f dy Adz+ gdz Adx + hdx Ady y usar el lema de Poincaré
en R3.]

0.

7Un teorema de Darboux asegura cualquier variedad simpléctica tiene un atlas para el cual w posee
esta misma expresion en cada carta local. Si Q es una variedad diferencial cualquiera, el espacio total
M =T"Q de su fibrado cotangente es una variedad simpléctica.
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2.8 Suplemento: cdlculo de Cartan

Lo que sigue es una transcripcion de la Tabla 2.4-1 del libro: Ralph Abraham & Jer-
rold Marsden, Foundations of Mechanics, Benjamin/Cummings, Reading, MA, 1978.
Se trata de un resumen ejecutivo del llamado Célculo de Cartan.

Aqui M es una variedad diferencial; X,Y,Z € X(M) son campos vectoriales; y
w,n € A*(M) son formas diferenciales.

1. Los campos vectoriales sobre M con el corchete [X, Y] forman un algebra de
Lie; esto es, [ X, Y] es R-bilineal, antisimétrica, y cumple la identidad de Jacobi:

[[X,Y],Z]+1[[Z,X],Y]+[lY,Z],X] =0.

2. Para un difeomorfismo 7, 7.[X, Y] = [t.X, ©.Y] y (T 0 0).X = 7.0.X.

3. Las formas A°®(M) son un dlgebra asociativa real con A como su multiplicacién.
Ademads, w A = (—1)kln A @ para w € AR(M), ne ALM).

4. Si 7 es una aplicacién suave, T'(w A1) = T'W ATy (T00)'w = 0'T'w.
5. d es R-lineal sobre formas y se cumple:

d(dw) =0, dlwAn) =doAn+ (-Dfw A dn para @ una k-forma.

6. Para w € AX(M) y campos vectoriales Xy, ..., Xj:

k
dw(Xo, ..., Xe) = Z(—l)ij(a)(Xo, X XR)
j=0

+ Z(_l)i+jw([Xi’ X]]/ XO/ ceey 551'1 e /Z/ ey Xk))

i<j
7. Para T una aplicacién suave, " (dw) = d(7*w).

8. (Lema de Poincaré): si dw = 0, entonces w es localmente exacta; esto es, hay un
vecindario U de cada punto en el cual w = dn.

9. ixw es R-bilineal en X, w y para f: M — R, vale irxw = fixw = ix(fw).
También, ixixw =0y

ix(w A 1]) =ixw A1+ (—1)ka) Aix1.
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10. Para un difeomorfismo 7, T(ixw) = i x(T*w).
[ Aqui se denota 7°X = (771).X. ]

11. Lxw =dixw + ixdw.

12. L,w es R-bilinealen X, w y Lx(w An) = Lxw An+w A Lxn.

13. Para un difeomorfismo 7, T*(Lxw) = Lox (T w).

14. Lxw (X1, ..., Xp) = X(0(X1, ..., X)) = Ty o(Xy, .., [X, X)L X)),

15. Localmente, vale
k
(Lx@)p(01,...,08) = Dy - X,(v1, . .., 05) + Z wp(v1,...,DX, - vj,...,01)
j=1

16. Las siguientes identidades son validas:

Lixw = fLxw +df Nixw,
Lixyjw =LxLyw — LyLlxw,
iix,y)w = Lxiyw —iyLxw,

Lx(dw) = d(Lxw),

ﬁxixa) = ixﬁxa).
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3 Integracion en variedades

Ome of the secrets of analysis consists in the characteristic,
that is, in the art of skilful employment of the available
Signs.

— Gottfried Wilhelm Leibniz*

Una variedad diferencial proporciona un contexto para generalizar el calculo di-
ferencial sobre abiertos de R”, dando lugar a las formas diferenciales del capitulo
anterior. En este ambito el calculo integral también se hace presente y conduce a un
teorema que abarca las proposiciones mds notables del llamado “analisis vectorial”,
a saber, los teoremas clasicos de Green, Gauss y Stokes. Estos, en el fondo, son gen-
eralizaciones del teorema fundamental del célculo.

Un aspecto notable del cdlculo integral, ya en dimensién 1, es la conocida férmula

a b
/b (b dt = - / £(b)dt, (3.1

que expresa la integral de una funcién f sobre un intervalo compacto [a,b] C R. Esto
indica que el dominio de integracion es ese intervalo dotado de una direccién, sea de a
abobiendeb aa. Se habla, pues, de un intervalo orientado; un cambio de orientacién
del dominio conlleva un cambio de signo en la integral.

Un aspecto novedoso de la teoria, entonces, impuesto por la necesidad de formular
y calcular integrales, es la posibilidad (o no) de asignar una direccionalidad a una
determinada variedad diferencial de manera consistente.

3.1 Variedades orientables

En el calculo del volumen de un abierto V' C R", se suele repartir V en una coleccién
de cubos pequefios que no traslapan —los “elementos de volumen” — para luego sumar
los volimenes individuales de los cubos. El volumen de un cubo o paralelepipedo
rectangular (un producto cartesiano de intervalos) se define como el producto de las
longitudes de los lados.

En vista dela férmula (3.1), se puede adjudicar un signo al volumen de un determinado
cubo. Por ejemplo, sia < b en R, se asigna la longitud (b — a) al intervalo [a, b]. (El
intervalo degenerado [a,a] = {a} tendra longitud 0.) En el caso a > b, se puede
adoptar la notacién [a, b] para designar el conjunto [b,a] = {t e R : b <t < a}
dotado de una longitud negativa b —a = —(a — b).

*En una carta al Marquis de 1"'Hopital, 1693.



MA-870: Geometria Diferencial 3.1. Variedades orientables

Al tomar productos cartesianos de intervalos, se puede asignar voliimenes posi-
tivos o negativos a paralelepipedos de la misma manera. Este proceso se vuelve
engorroso al unir juegos de paralelepipedos para formar el “volumen” de V. Sin
embargo, en una variedad diferencial hay un artificio que simplifica el proceso de
asignar voliimenes con signo.

Definicién 3.1. Una variedad diferencial M de dimensién n es orientable si existe
una forma diferencial de grado méximo v € A"(M) tal que vy, # 0 en A"T;M para
todo p € M. Se dice que la n-forma v no se anula.?

Si una tal n-forma v existe, el par (M, v) se llama una variedad orientada; y esa
n-forma v es su forma de volumen. 0

Ejemplo 3.2. La variedad diferencial R", con la n-forma v := dx* Adx?A---Adx", es
una variedad orientada. Noétese que v es el “elemento de volumen” usual en integrales
multiples. ¢

» Para entender mejor el concepto de orientacion, conviene reexpresar la definiciéon
anterior en el lenguaje de fibrados. Nétese que dimp A"T)M = 1sin = dim M, asi

que el fibrado vectorial A"T*M 5 M tiene rango 1, es decir, cada fibra es una recta
real. Se puede considerar M como una subvariedad de A"T*M, al identificarla cada
punto p € M con la imagen de la seccién cero p — 0 € A"T;M. Al restringir la
proyeccién 7 a la variedad A"T*M \ M, se obtiene un fibrado (A"T*M \ M) N M,
cuyas fibras son las “rectas perforadas” A"T;M \ {0}; su fibra tipica es R \ {0}. Fijese
bien que esta fibra tipica tiene dos componentes conexos, los intervalos abiertos (—oo, 0)
y (0, ).

Una n-forma v € A"(M) que no se anula es precisamente una seccién suave del
fibrado (A"T*M \ M) — M.

Proposicion 3.3. Una variedad orientada (M, v) posee un atlas A = { (Uy, Po) : 0 € A}
donde toda funcion de transicion ¢g o d3': da(Ua N Up) — Pp(Us N Up) tiene jacobiano
positivo.

Demostracion. El jacobiano de una funcién de transicion,

RN kA
Iy op) = det[ﬁl’

?La n-forma v € A"(M) = I'(M, A"T*M) es una seccién del fibrado de rango uno A"T*M M.
Decir que v no se anula es afirmar que v es disjunta de la seccién cero p + 0.
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entre dos cartas locales (U, ¢) y (V,¢) de M tales que UNV # 0, es una funcién suave
que no se anula en ¢(U N V). (Véase la discusién antes del Ejemplo 1.31.) En cada
componente conexo de ¢(U N V), el jacobiano toma valores positivos exclusivamente,
o bien toma valores negativos solamente.

Sea (U, ¢) una carta local de M tal que U es conexo, con coordenadas locales
(x!,...,x"). Como vy # 0 para cada p € U, la n-forma local v|; se escribe como

vy = fdxt A--- Adx®,

donde la funcién f € C*(U) no se anula. Como U es conexo, vale f(g) > 0 para todo
g € U, obien f(gq) < 0 para todo g € U. Sea (U, 0) la carta local de M con el mismo
dominio U pero con 6 = (z},...,z") dado por

{(xl,xZ,...,x”), sif>0enl,

(z',2%,...,2") =

(-x1,x2,...,x"), sif<0Oenl.

Notese que dzF = dx* para k = 2,...,n; dz! = +dx! con signo negativo si y solo si
f < 0; esto implica que

vju=gdz' A---Adz", con g=|f|>0enl.

Ahora 6 = ¢ obien 0 = p o ¢, donde p es una reflexion (lineal e invertible) de R".
Dado un atlas {(Uy, ¢u)}aea de M con cada U, conexo (sin perder generalidad),® las
cartas correspondientes (U,, 0,) forman un nuevo atlas, compatible con el original.

Si (V,¢), con¢ = (y!,...,y"), es otra carta del atlas modificado {(Uy,, O4)}aea
con U NV # 0, hay un cambio de variable:

ayt . ay" .
1 .« o n:_ ]1 PR ]W
dy* A--- ANdy Ew dz" A /\8 - dz
3 W W ’ W] ;
_m:ng]azflmazfﬂ Az A--- Adz" = det 57 dz" N---Ndz
=J( o0 ydz A+ A dZ", (3-2)

donde ¢; = Osilalista (ji, . . ., ju) tiene repeticiones — por cancelacién de dz/ Adz/ = 0;
y sino, ¢; es el signo de la permutacién (1,...,7n) = (j1,...,j»). EnU NV, vale

Vluavy = hdyt A - Ady" = gdzt A A dZ",
asique J(YoO ) =¢g/h>0enlUNV. O

35i U no es conexo, sea U = [ J; V; su expresién como union de componentes conexos (los cuales
son abiertos de M porque ¢(U) C R" es un espacio topolégico localmente conexo). Luego, se puede
reemplazar la carta local (U, ¢) por el juego de cartas locales (V;, ¢|v;); de esta manera se obtiene otro
atlas, compatible con el original, en el cual cada dominio de carta es conexo.
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En la demostracion anterior, el cambio de atlas se rige por las alternativas 0, = ¢,
o bien 0, = p o @,; en cada carta se elige uno u otro segtin el signo del coeficiente
fa € C®(U,) de la 1-forma local v|y,. Sin embargo, en la ausencia de una n-forma
que no se anula, no siempre es posible elegir estas opciones de manera consistente.

Ejemplo 3.4. Considérese el plano proyectivo RP? con el atlas del Ejemplo 1.14. Hay
tres cartas (U;, ¢;) y el jacobiano de una de las funciones de transicién fue calculado
en el Ejemplo 1.31:

J(p2o ') =—(y")2#0 para y'#0.

En este caso, los dominios de cartas U; son conexos pero las intersecciones U; N U son
disconexos: ¢1(U; N Uy) es la unién de dos semiplanos abiertos {y! > 0} y {y! < 0};
para otro par de cartas, el cambio podria darjacobiano —(y2)~> en semiplanos {y* > 0}
y {y? < 0}. En todo caso, con o sin la reflexion p: (y!, y?) — (-y!,y?), el jacobiano
siempre tomara valores positivos en un semiplano y negativos en el otro.

Se concluye que no es posible modificar este atlas por reflexiones para obtener
jacobianos positivos de las funciones de transiciéon. En vista de la demostracién an-
terior, no puede existir una 2-forma sobre RP2 que no se anula: se concluye que la
variedad diferencial RP? no es orientable. o

La Proposicién 3.3 tiene una inversa: un atlas de M para el cual todos los jaco-
bianos son positivos establece la orientabilidad de M. La construccién de la n-forma
v depende del siguiente concepto topoldgico.

Definicién 3.5. Sea X un espacio topolégico metrizable y separable. Una particién
de la unidad es un juego de funciones continuas h,: X — [0, 1], tales que:

(@) siVy:={x € M : hy(x) > 0}, los abiertos V, forman un cubrimiento local-
mente finito de X: cada x € X posee un vecindario abierto W tal que WNV,, # 0
solo para un ntimero finito de indices «;

(b) >4 ha(x) =1 para todo x € X.4

Una particién de la unidad de una variedad diferencial M se llama suave si cada fun-
cion h, es suave. o

Un espacio metrizable y separable siempre posee una particién de la unidad con-
tinua, con conjunto indice numerable.

4La finitud local (a) implica que la suma en (b) es una suma finita en cada x € X: se puede escribir
2a ha(x) = 1 sin problemas de convergencia.
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Si M es una variedad diferencial, los V,, pueden elegirse como los dominios de
cartas de un atlas de M; y se puede tomar cada h, € C*(M), a la luz de la discusién
que sigue al Ejemplo 1.28. En resumen: cada variedad diferencial M posee una particién
de la unidad suave, subordinada a un atlas de M.

Proposicién 3.6. Si una variedad diferencial M posee un atlas tal que todas sus funciones
de transicion tienen jacobianos positivos, entonces M es orientable.

Demostracion. Sea? = {(Ua, ¢a)}aea unatlasde M con J(¢pgod;l) > 0en (U NUp)
toda vez que Uy, NUg # 0. Sea { h, : @ € A} C C*(M) una particién de la unidad
suave con sop(h,) C U, para todo a. Definase una n-formas v(,) € A"(M), una para
cada indice a, por

Vlu, = hadxi Ao AdXE; v, = 0.

Notese que v (,) estdn bien definida porque , = 0 en un vecindario abierto de M\ U,,.

La siguiente suma:
V= Z V(a)

a€A
es localmente finito (es decir, la restriccién del lado derecho a algtin vecindario V de
cualquier p € M es una suma finita) y por ende define una seccién suave p — v, del

fibrado vectorial A"T*M — M. Esto demuestra que v € A" (M).
La expresion local de v en U, tiene el siguiente aspecto:

v|u, :(ha + Z hg J(¢p o ¢>;1)) dxl Ao Adx?,
p*a

al usar la férmula (3.2) para efectuar los cambios de coordenadas. Esta sumatoria es
localmente finita, y por lo tanto la expresién entre paréntesis converge a una funcioén
suave f, € C¥(U,). Como 0 < hy < 1ycada0 < hg < 1,y por hipétesis

J(pgodp')>0 en {gely:hgg)>0}CUsn U,

se concluye que la suma cumple f, > 0 en U,.
Ademas, si g € U,, entonces

fa(q) =0 = ha(q) =0 y hg(q) =0 paracadaf,

lo cual es imposible pues ha(q) + Xp4q hp(q) = 1. Se concluye que fo > 0 en Uy,
para cualquier @« € A. En consecuencia, la n-forma v no se anula en U,. Como los
dominios U, recubren M, se ve que v no se anula en todo M.

Por lo tanto, (M, v) es una variedad orientada. O
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Corolario 3.7. Sea M una variedad orientable y sean u,v € A"(M) dos n-formas sobre M
que no se anulan. Entonces hay una funcion h € C*(M) tal que p = hv, con h(p) # 0 para
todo p € M. El signo de la funcién h es constante en cada componente conexo de M.

Demostracion. Para carta local (U, ¢) de M, hay funciones fi1, gu € C*(U) tales que
v|u:fudx1/\---/\dx”, ylu:gudxl/\-~-/\dx”.

con f #0, ¢ # 0en U. Coloquese hy := gu/fu € C=(U).

Si (V, 1) es otra carta local, entonces fy = fiyJ(Wo ¢y gv = quJ(@ o p~!) en
UNV,asique hy = gv/fy = hy en U N V. Por lo tanto, hay una funcién suave
h € C®(M) tal que h|y = hy para cada carta (U, ¢). Como ningtin hy; se anula en U,
la funcién global /1 no toma el valor 0 en punto alguno de M.

Sin perder generalidad, se puede suponer que cada dominio de carta U es conexo.
Luego fu1, gu y por ende hy no cambian de signo en U. Como los U recubren M, cada
punto p € M posee una vecindario V para el cual signo(h)|y es constante. En otras
palabras, signo hi: M — {-1,+1} es una funcién continua localmente constante.

En particular, {p € M : h(p) > 0} = (signo h)~!(+1) es una unién de componentes
conexos de M. O

Corolario 3.8. Sea M una variedad orientable y conexo. Si i, v € A"(M) son n-formas
que no se anulan, entonces u = hv, con h > 0en M o bien h < 0 en M. =|

Definicién 3.9. Si M es una variedad orientable, dos n-formas u,v € A"(M) que no
se anulan se declaran equivalentes, ;1 ~ v, si p = hv para algin h € C*(M) con h > 0
sobre M. Si M es también conexo, solo hay dos clases de equivalencia: u ~ v o bien
u ~ —v, por el Corolario 3.8. Si M es disconexo, con k componentes conexos, entonces
hay 2k clases de equivalencia. Cada clase de equivalencia [v] se llama una orientacién
sobre M. ¢

Ejemplo 3.10. Cada permutacién o € S, reordena las coordenadas cartesianas de R".
En vista de la relacion:

dx"D Ao A dx®™ = (=17 dxt A Adx?,
la accién de o preserva o cambia la orientacién usual de R" segtn o sea par o impar. ¢

Lema 3.11. Sea (M, v) una variedad orientada n-dimensional y sea N una subvariedad de M
de codimension 1, es decir, dim N = n — 1; dendtese por j: N — M la inclusion. Si hay un
campo vectorial X € X(M) tal que X, ¢ T,j(T,N) para todo p € N, entonces N es orientable
y j*(ixVv) es una forma de volumen sobre N.
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Demostracion. Nétese que ixv € A"71(M); en consecuencia, j*(ixv) € A" 1(N) es
una forma diferencial de grado maximo sobre N. Sip € N, sea {v1,...,Uy-1} una
base de T,N y escribase wy := T,j(v). Los vectores wr,...,wy-1 € T,j(T,N) son
linealmente independientes porque T,j es inyectivo (la inclusion de la subvariedad
j: N — M es una inmersién). Luego {X,, w1, ..., w,-1} es una base de T,M. Ahora

(G (@xv)p(01, ..., vp-1) = (ixV)p(w1, ..., wy-1) = vp(Xp, w1, ..., wy-1) #0,

pues vy # 0 en A"T7M. Se concluye que (j*(ixv)), # 0 en A”‘lTp*N paratodop € N,
es decir, la (n — 1)-forma j*(ixVv) no se anula sobre N. O

Para una superficie bidimensional N ¢ R3, el espacio vectorial T, j(T,N) puede vi-
sualizarse como el plano tangente a N en el punto p; el vector X, corresponde con una
direccién en R3 que sale de ese plano. Si esta direccién es perpendicular al plano tan-
genteencadap € N, sedescribe { X, : p € N } como un “campo de vectores normales
no ceros” sobre N. Hay superficies no orientables, como la franja de Mobius, para
los cuales esto es imposible: cualquier campo de vectores normales debe anularse en
algtn punto de la superficie.

Ejemplo 3.12. La esfera S"~! es una subvariedad de R" \ {0}, de codimensién 1; el
campo de Euler Z := xk% definido en (2.49) no se anula en R" \ {0}. Obsérvese que

n
izv =iz(dx' A--- Adx") = Z(—nk—lxk dxt A Adxk A Adx™, (3.3)
k=1

La esfera estd dada por S"~! = f~1({1}), dondela funcién f € C*(R") es el polinomio

fx):= @)+ + (") Sip e S" 1y Y, € T,j(T,S" ), entonces Y, f = Y,(1) = 0.
Pero Zf = 2f, por ser f un polinomio cuadratico, asi que Z, f =2 parap € S"L.

Esto implica que Z, ¢ T,j(T,S"~!). Entonces, por el Lema 3.11, la forma diferencial

0= ji(izv) € ATHS™ T

es una forma de volumen sobre S"~!. En particular, la esfera S"~! es orientable.

El lado derecho de (3.3) expresa o en las coordenadas cartesianas del espacio am-
biente R". El pullback de izv bajo j* cambia la interpretacién de (x!,...,x") en un
juego de coordenadas locales para la esfera, con la salvedad de que en cada carta local
de §" hay una coordenada que sobra; y esa coordenada extra debe expresarse como
una funcién de las otras mediante la ecuacioén f(x) = 1. o
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3.2 Integrales de n-formas

Definicién 3.13. Sea wp = f dx! A--- A dx" una n-forma sobre un abierto V. C R". Su
integral sobre V es el ntimero real

/Va)oz/---/Vf(xl,...,x”)dxl/\n-/\dx” (3-4)

obtenido por el proceso iterativo usual. En otras palabras, sea V1 := pr,(V) la proyec-
cién de V sobre el eje x!; y sea

v .= {(x%,...,x")eR":(x,x?,...,x") eV para algan xteVi}

la proyeccién de V sobre el complemento ortogonal (Re;)*. Definase fi: V() — R
por la integral de Lebesgue:®

J L) ::/Vf(xl,...,x")dxl,

Si Vip = prZ(V(l)), definase de modo similar:
flz(x3, co,x) = / fl(xz, o, x™M) dx?,
Viz

y asi sucesivamente. En resumen, se calcula la integral de f(x!,..., x") respecto de
las variables x1, ..., x" en sucesién; en cada paso, al integrar respecto de x/, se dejan
fijas las variables subsiguientes. La integral resultante (3.4) esta bien definida si las
integraciones intermedias todas convergen, y su valor no depende del orden de las
variables de integracion. O

Definicion 3.14. Sea (M, v) una variedad orientada con dim M = n y sea w € A"(M).
Si (U, ¢) es una carta local de M, sea w|y = f dx! A--- Adx™ la expresién local de w en
esta carta. Entonces w|y = ¢*wp, donde wy es la n-forma en ¢(U) que posee la misma
expresion local — conviene recordar que (x, . .., x") son las coordenadas cartesianas en
el abierto ¢(U) € R". Definase la integral de w sobre U por la férmula:

/60:/(]5*600::/ wo = f(xlz---,xn)dxl/\"'/\dxn (3-5)
u u o(U) P(U)

cuyo lado derecho estd dado por la integral multiple ordinaria (3.4). o

5Como f es suave, la integral de Lebesgue coincide con la integral de Riemann, quizas impropia,
sobre el abierto V; C R, si el valor absoluto del integrando tiene integral finita.
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No es obvio si fu w estd bien definida, porque el lado derecho de (3.4) depende de
la carta (U, ¢). Considérese entonces otra carta (V, 1) para M, con U NV # B, donde

0| oy = FEE L x At A A" =gyt Y dyt A A dy”

son las dos expresiones locales para w en U NV. Para que /u y @ sea independiente
de las cartas, hace falta comprobar que:

/ f(xl,...,x”)dxl/\---/\dx”:/ g, ..,y dyt A Ady". (3.6)
HUNV) p(unv)

El jacobiano de la funcién de transicién J(1 o ¢p™1) no se anula en ¢p(U N V), asi que
¢(y) = g¢( o 71(x)) alli; en vista de (3.2), se obtiene

gyt A Ady" = g(Wo ¢ Hx)) J(W o ¢ H(x)dx A+ Adx".
Esto implica que
fx)=g@Wo qJ_l(x))](l[J o q)_l)(x) paratodo x € p(UNYV).

Basta entonces comprobar, para g suave pero arbitraria, que:

/ gy)dy' A~ Ady" =/ o™ (X)) JWop ) (x)dx A+ Adx". (3.7)
punv) HUNY)

Esta férmula coincide con la regla usual de cambio de variable en integrales multiples
salvo el detalle de que el jacobiano debe aparecer a la derecha en valor absoluto. Al ser (M, v)
una variedad orientada, es necesario y suficiente exigir que su atlas sea compatible
con la orientacion, de tal manera que todos los jacobianos son positivos. En efecto, por
las Proposiciones 3.3 y 3.6, se puede suponer que J (¢ o ¢~ 1)(x) > 0 en (3.7), sin perder
generalidad. En sintesis: el contexto apropiado para definir integrales de n-formas
es el de una variedad orientada (M, v).

Definicién 3.15. Sea (M, v) una variedad orientada. Sea 2l = {(Uqa, ¢a)}aca un atlas
de M cuyas funciones de transicién tienen jacobianos positivos, y que ademas cumple
v|u, = fadx!A---Adx" con f, > 0en C*(U,) para cada carta local. Sea { h, : a € A}
una particiéon de la unidad suave y localmente finita con sop(h,) € U, para cada
a € A. Siw € A*(M), entonces w = 3, hyw. No es dificil comprobar que la suma
2 fua(h“a)) no depende de la particién de la unidad empleada. Entonces se define
la integral de la n-forma w sobre M (relativa a la orientacién dada) por

Q = ; ua(haa)). O
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Proposicion 3.16 (Cambio de variables). Sean (M, v) y (N, p) dos variedades orientadas
de la misma dimension n y sea t: M — N un difeomorfismo que preserva la orientacion:
es decir, T"p ~ v en el sentido de la Definicion 3.9. La integral sobre M del pullback de una
n-forma coincide con su integral original sobre N:

/T*n:/n para todo 1 € A"(N). (3.8)
M N

Demostracion. Si(V, 1) es una carta local para N, sea (U, ¢) una carta local para M tal
que T(U) = V; escribase 0 :=poto¢p~t: ¢p(U) — (V). Laigualdad °p ~ v implica
que es posible elegir estas cartas — en atlases apropiados para M y N — de tal manera
que el jacobiano |6 sea positivo.

Sea 1|y = g(y) dy' A --- A dy™ la expresion local de 1 en V. Entonces la expresién
local de T en U es g(0(x))JO(x) dx! A - A dx", donde x = 0~'(y). Ahora

/UZ/ g(y)dyt A - A dy” :/ g(B(x)JO(x)dx A -+ A dx" :/T*W/
v P(v) o(U) :

por la regla (3.7) de cambio de variable en integrales multiples. El resultado sigue
de la Definicién 3.15, al emplear una particién de la unidad {14 }yeca sobre N y su
preimagen {h, o T},ca la cual es otra particién de la unidad sobre M. O

Fijese bien que la “férmula de cambio de variables” (3.8) es concordante con la
férmula (3.5) que define la integral en una carta local. En efecto, sivg = dx! A--- Adx"
es la orientacion usual de R”, entonces ¢p: U — ¢(U) es un difeomorfismo tal que
viu ~ ¢_1(V0|¢(u)) en la situacion de la Definicion 3.14. En otras palabras, (3.5) es un
caso particular de la férmula general (3.8).

3.3 Simplices y cadenas

El célculo de integrales miiltiples en abiertos de algtin R" fue generalizado a una varie-
dad orientada n-dimensional M por la Definicién 3.14 a la integracion de n-formas
sobre una abierto U de M. Se debe tomar nota particularmente de la férmula (3.7)
de cambio de variable, que muestra que la integral no depende de la parametrizacién
usada, toda vez que esta sea compatible con la orientacién de M.

En cambio, para las integrales de linea y las integrales de superficie, generalizadas a
casos de n variables, los integrandos son k-formas con k < n. Por consiguiente, sus
regiones de integracion deben ser también k-dimensionales. No es necesario que estas
sean subvariedades de la variedad M dada. ;Cuadl, entonces, es la naturaleza de tales
regiones de integracion?
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» Conviene empezar con regiones poligonales en R", para luego generalizarlas me-
diante cambios de parametrizacion.

Definicién 3.17. Un conjunto finito {po, p1,...,px} de puntos en R" es afinmente
independiente si las diferencias p1 — po, p2 — po, ..., Px — po son vectores linealmente
independientes. (Aqui k < n necesariamente.) Esto dice que en una suma

k
Ztipi =topo+tip1 +---+tkpx con to,..., tr €R,
i=0

ningdn término es redundante salvo si t; = 0. Una combinacién afin de los puntos p;
es una suma de la forma

k
Ztipi:t0p0+tlpl+"'+tkpk con to+t;+---+t=1.
i=0

Una combinacién convexa de los puntos p; es una combinacién afin con coeficientes
no negativos:

k k
Z tipi = topo + tip1 + -+ + tkpr, con Z ti=1, y cada t; > 0. (3.9)
i=0 i=0

Una parte C C R" es convexa si incluye el segmento
[x,y]={(Q-t)x+ty:0<t <1}

que une cualquier par de sus puntos: x,y € C = [x,y] € C. La totalidad de com-
binaciones convexas (3.9) de los puntos {po, p1, ..., Pk} es obviamente un conjunto
convexo; esta es su envoltura convexa [po, p1, - - ., Pkl- O

Definicién 3.18. Los juegos ordenados de (k + 1) puntos afinmente independientes
en R" (con n > k) admiten la siguiente relacién de equivalencia:

(pO/ pPi,---, pk) ~ (pﬂ(O)/ Pr@)r--- pT((k)) si me Sk+1 con (_1)7'( = +1/ (3’10)

es decir, uno de los juegos es una permutacién par del otro.

Si {po, ..., px} es afinmente independiente, se puede dotarlo con un signo +1, como
sigue. La matriz en M(R) con columnas p1 — po, ..., px — po es invertible, con de-
terminante no cero; sea ¢ € {+1,—1} el signo de ese determinante. El k-simplice
A(po, - - ., pr) es la envoltura convexa de los vértices p;, dotado con ese signo ¢.
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El signo depende solamente de la clase de equivalencia (3.10) de los vértices:

AP r©), Pr(tys - -+ Prk) = (F1)™ Apo, ..., px) para m € Spyq. (3.11)

El k-simplice estindar en R" es A* := A0, e1,...,ex), donde ey, ..., ex son los
primeros k vectores de la base estandar de R". o

Se identifica R” con el subespacio lin{ey, ..., e,) de R+ para remover la ambi-
giiedad parente de la notacién A¥. (Asi, no depende del espacio ambiente R" siempre
y cuando n > k.)

Elsigno de un k-simplice® tiene una interpretaciéon geométrica. Es posible cambiar
el orden de los vértices mediante un ntiimero finito de reflexiones de R" que intercam-
bian dos vértices mientras dejan fijos los demads. Sea 7t € Sy el producto correspon-
diente de transposiciones de los vértices. El producto de las reflexiones modifica la
forma de volumen v de R" en (—1)™v. Por lo tanto, el signo en (3.11) es +1 si y solo si
la renumeracién de los vértices preserva la orientacion dada de R™.

Definicién 3.19. Una k-cadena simplicial en R"” es una suma formal de k-simplices
con coeficientes enteros: C = 4101 + --- + a,0, donde o071, ..., 0, son k-simplices con
ai,...,a, € Z. Denoétese por Sx(R") la totalidad de k-cadenas simpliciales en R".
Habida cuenta de la relacion (3.11), Sx(R") es el Z-médulo (o grupo abeliano libre)
generado por todos los k-simplices en R".

Elborde de un k-simplice 6 = A(po, . . ., px) esla (k—1)-cadena simplicial siguiente:

k
00 = Z(—l)j A(po,. ..,f?\]',.. .,pk). (3.12)
=0

Se extiende d por Z-linealidad, d(a01+: - -+a,0,) := a;do1+- - -+a,do,, alas k-cadenas.
De esta manera, d: Sx(R") — Si-1(R") es un homomorfismo de grupos abelianos.
En el caso k = 0, se define dA(po) := 0, el cero del grupo trivial S_1(R") := {0}. o

Ejemplo 3.20. Un 0-simplice A(po) es un punto dotado con un signo.

Un 1-simplice A(po, p1) es el segmento [po, p1] con sus vértices en orden; es decir,
A(p1, po) = =Alpo, p1)-

El borde de un segmento, dA(po, p1) = A(p1) — A(po), es el vértice final menos el
vértice inicial. o

® Algunos libros usan la palabra simplex (de Nuevo Latin; su plural es simplicia) en vez de “simplice”.
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p2
— +
L —
Po p1 Po p1

Figura 3.1: Un 1-simplice y un 2-simplice con sus bordes

Ejemplo 3.21. En el caso k = 2, vale

IdA(po, p1,p2) = A(p1, p2) = Alpo, p2) + A(po, p1)
= A(p1, p2) + A(p2, po) + A(po, p1)-

El borde de un tridngulo es entonces la suma formal de sus tres lados, recorridos en
el sentido determinado por la orientacién inicial de sus vértices. o

Ejemplo 3.22. El borde del k-simplice estdandar A* es

k-1
IN* = Aer,..., ex) + ) (-1 A0, e1,..., ... e0) + (-1 A, (3.13)
=1
En particular, IA! = A(er) — AY; y ademads A% = Aler, e2) — A0, e0) + AL O

Lema 3.23. Si C € Sx(R") es una k-cadena simplicial, entonces d(dC) = 0 en Sx_»(R").

Demostracion. Basta comprobar que d(do) = 0 para un k-simplice o = A(po, . .., pr):

k
9(do) = Z(—l)j8A(po, D PR

=0
- Z(_l)i+fA(p0,,_,,;7,-,...,[9\]',...,pk)+Z(_l)i—lﬂA(pO,__.,r’,‘].,_._,]}‘i,___,pk)
i<j i>j
= Z((—l)i+j + (-1 Alpo, ..., Pi,---,Pj,---,pk) =0 por cancelacion.

i<j

En la primera sumatoria del segundo renglén, hay i vértices antes de p;, mientras que
en la segunda hay (i — 1) vértices antes de p;. Entre las dos sumatorias, se repiten los
términos con signos opuestos. O
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Es evidente que todos los k-simplices corresponden bajo transformaciones afines”
de R¥. En efecto, si py, . . ., px son afinmente independientes, hay una tnica transfor-
macion afin s de R tal que s(ej) = pjparaj=0,..., k. Enconsecuencia,

s(A%) = A(po, ..., pr)-

En otras palabras, la imagen del A* bajo s es el conjunto convexo [po, ..., pkl; y si
s(x) = Ax + v, el signo =1 de A(po, . .., pk) es el signo de (det A).
La férmula (3.13) para el borde del k-simplice estdndar se puede escribir como

k

INF = (-1) sk(ak ), (3-142)
j=0

donde las aplicaciones faciales s ]k RF — RF, paraj=0,...,k, son las aplicaciones
afines determinadas por los vértices:

0 sij>0, e; sii <7,
S]].‘(O) = J 1 J

sh(e) = (314)

e; sij=0, eiy1 Sii>j.

Notese que s Il: = 14 es la aplicacién identidad sobre RF.

» Los dominios de integracién de k-formas sobre una variedad generalmente no
son cadenas simpliciales, pero comparten la estructura combinatoria de esas cadenas.
Una generalizacion apropiada de las cadenas simpliciales consiste en reemplazar las
imagenes afines de los AF por imagenes bajo funciones suaves.®

Definicién 3.24. Sea M una variedad diferencial. Si k € N, un k-simplice singular
(suave) es una funcién suave o : AF — M cualquiera. (Por funcién suave con dominio
AF se entiende la restriccién a A¥ de una funcién suave : V. — M cuyo dominio es
un abierto V con A¥ ¢ V C Rk))

Una k-cadena singular (suave) en M, con coeficientes reales, es una suma finita
formal ¢ = }}/_; 4,04, con a; € R, donde los g; son k-simplices singulares (suaves)
en M. La totalidad de k-cadenas singulares en M se denotard por Sx(M, R); este es
el espacio R-vectorial generado por los k-simplices singulares. ¢

7Una transformacion afin de R¥ es una biyeccién que lleva rectas en rectas; como tal, es la composi-
cién de una aplicacion lineal invertible y una traslacién, x — Ax + v con A € GL(k,R), v € Rk,

8Serfa més correcta usar imégenes continuas de los A¥ en vez de imagenes suaves solamente. Eso
permitiria considerar dominios de integraciéon menos regulares, si fuera necesario.
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Definicién 3.25. El borde de un k-simplice singular o: A¥ — M es la (k — 1)-cadena
singular definido por

k
do:= ) (1Y gosk, (3.15)
j=0

donde las aplicaciones faciales (3.14b) se interpretan como funciones s¥: A¥1 — A,
Al extender (3.15) por linealidad, se obtiene el borde de una k-cadena singular:

r r
Cc =

a;0; — @I: Zaiaai.

i=1 i=1

La férmula (3.15) entonces define una aplicacién R-lineal d: Sx(M, R) — Sx_1(M, R).

Un 0-simplice singular es un punto de M: si p € M, se identifica p con la tinica
funcién o: A — M tal que 6(A%) = p. Como dA” = 0 por regla, se declara que
S5_1(M, R) := {0} y se pone dc := 0 para ¢ € So(M, R). O

Lema 3.26. Sic € Sx(M, R) es una k-cadena singular, entonces
d(dc) =0 en Sy_r(M,R).

Demostracion. A partir de las férmulas (3.14) y (3.15), la demostracién del Lema 3.23 se
traduce directamente en un calculo que da d(do) = 0 por cancelacién. Por linealidad,
se obtiene d(dc) = 0 para una k-cadena c cualquiera. O

Definicién 3.27. Un k-ciclo singular es una k-cadena singular c tal que dc = 0. La
totalidad de k-ciclos es un subespacio R-vectorial de Sx(M, R), denotado por

Ze(M,R) := {c € Sg(M,R) : dc = 0}.

En particular, se ve que Zo(M, R) = So(M, R).
Un k-borde singular es el borde de una (k + 1)-cadena singular; el subespacio

Bi(M,R) := {db: b € Sgs1(M,R)}

de los k-bordes cumple Bx(M,R) € Zx(M, R) para todo k, por la relacién d(dc) = 0.
El espacio R-vectorial cociente

Zr(M,R)
Hi(M,R) := ———=
B R) =3 M, R)
es el k-ésimo espacio® de homologia singular real de la variedad M. ¢

9Se habla a menudo de grupos (abelianos) de homologia, en vez de “espacios vectoriales”.
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Los Sk(M, R) forman un complejo, es decir, una sucesién de espacios vectoriales
ligados por aplicaciones lineales d tales que d o d = 0 en cada caso:

J J J
L S (M, R) =2 Su(M, R) -5 S (M, R) — - - =25 So(M, R) -5 0. (3.16)

[ M&s generalmente, para un anillo conmutativo R cualquiera, se puede definir
un complejo Co = { Cx : k € Z } de R-médulos, con R-homomorfismos d: Cx — Cg_1
tales que d 0 d = 0 : Cx — Cy— en cada caso. Se escribe Zy := ker(d: Cx — Ck-1)y
By :=im(d: Ck41 — Ck), de modo que By € Zk. Los R-médulos Hy := Zi /By forman
la homologia del complejo C.,.

En particular, se puede replantear las cadenas singulares con coeficientes en Z
en vez de R; tales cadenas forman un complejo de grupos abelianos (Z-médulos).
Los grupos abelianos Hy(M, Z), para k € N, forman la homologia singular de M (sin
adjetivo calificativo); ellos podrian tener subgrupos de torsion. ||

</

Figura 3.2: Una triangulacién de la esfera S2

Ejemplo 3.28. Considérese la 2-cadena singular ¢ = ?:1 gien S?, cuyos o; son los

tridngulos esféricos formados por las intersecciones de S? con los octantes x/ = 0
de R3, con sus vértices recorridos contrario a reloj desde el punto de vista de un
observador ubicado en el punto diagonal (+1, +1, +1) del octante correspondiente
(véase la Figura 3.2). El borde dc es una suma de arcos orientados, de un cuarto de
gran circulo cada uno, sobre los gran circulos x! = 0, x? = 0y x> = 0. Es f4cil verificar
que estos arcos orientados se cancelan en pares. Luego ¢ € Z5(S?, R). Nétese que la
unién de los tridngulos es todo S2. Se puede mostrar que B2(S?,R) = {0}, asf que
[c] #0en HQ(SZ, R).

Resulta que Hp(S?, R) = Hyp(S?,R) = Ry que Hg(S?,R) =0parak =10k > 3.

La igualdad Ho(S?, R) = R dice que S? es conexo por arcos. Sip,q € S?, la
diferencia p — g es el borde de un arco y € $1(S?, R) que va desde g a p y por ende
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p —q = dy € Bo(S?, R); pero el solo punto p no es el borde de un arco. Entonces p
representa un elemento no cero Hy(S?, R), mientras p — g representa el cero de este
espacio cociente. En resumen, Hy(S?,R) = R [p] = R.

En general, si M es una variedad diferencial con m componentes conexos (por
arcos), entonces Hyo(M, R) ~ R™, o

» Después de estos prolegémenos, se puede plantear la integral de una k-forma sobre
la “region de integracién” dada por una k-cadena singular.

Definicién 3.29. Sea 0: Ak — M un k-simplice singular en una variedad diferen-
cial Myseaw € AX(M) una k-forma, donde k < dim M. Hay un abierto V de R¥ con
AF c V al cual o se extiende como aplicaciénsuaveo: V — M. Entonces 0*w € Ak(V)
posee una integral dada por la Definicién 3.13. La integral de w sobre o se define por

/Ua) = Ak ow. (3.17a)

Sio'w =g(x!,..., x5 dx* A--- AdxF € A¥(V), el lado derecho es una integral iterada:

k

1 1-xk 1-x2——x
/ 0w = / / / g(xt, ... L xEydxl A AddRTE A dxE (3.0b)
Ak 0o Jo 0

Es importante notar que el lado derecho de (3.17a) no depende de la extension
de o al abierto V que incluye A¥. En efecto, si 7: V/ — V es un difeomorfismo de V
en otro abierto que incluye A, tal que 7(x) = x para todo x € A¥, entonces

(OOT)*a)=/ T*(a*a)):/ 0w
Ak Ak Ak

por la Proposicién 3.16, porque la restriccién a A* del difeomorfismo : V' — Vesla
identidad 1,¢: AF — AK.

Sic = )_;a;0; es una k-cadena singular en M, se define /C @ de tal manera que
cH> fc w sea un funcional lineal sobre Sx(M, R):

T
w = a; w . ¥
fo=2a ]

Observacion. Una triangulacién de la variedad orientable M es un n-ciclo ¢ = }}; +0;
sobre M tal que M = |J; 0i(A") y las expresiones locales ¢, o ¢; con respecto a un
atlas compatible con la orientacién tengan jacobianos positivos. Un teorema no trivial
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de la topologia algebraica asegura que cada variedad orientable compacta admite una
triangulacion.!® También es posible, mediante un proceso llamado subdivision baricén-
trica, garantizar que cada simplice de esa triangulacién esté incluido en el dominio
de alguna carta local de M. (Esta subdivisiéon conserva la homologia singular de M.)
De esta manera, la integral fc @ de una n-forma w puede evaluarse por calculos son
coordenadas locales.

3.4 El teorema de Stokes

Las formas diferenciales y cadenas singulares permiten unificar diversas teoremas
del “analisis vectorial” en un solo enunciado: el teorema de Stokes. El paso esen-
cial en su prueba es la invocacion del teorema fundamental del cdlculo unidimensional:
fab F’(t)dt = F(b) — F(a). A la vez, el lenguaje de formas y cadenas sefiala que el
teorema de Stokes es esencialmente un teorema de dualidad.

Teorema 3.30 (Stokes). Sea M una variedad diferencial de dimension n; sea ¢ € Sx(M, R)
una k-cadena singular suave sobre M con k € {1,...,n}; y sea n € A*"1(M) una forma
diferencial sobre M de grado (k — 1). Entonces la siguiente igualdad es vilida:

/acn = /cdn- (3.18)

Demostracion. Nétese primero que los dos lados de (3.18) son lineales en c, asi que
basta comprobar esta ecuacién cuando ¢ = ¢ es un k-simplice singular suave. Se

debe mostrar que
[ o= [ oan= [ aon (319)
A Ax A

para todo n € AF1(M). Aqui 0*n es una (k — 1)-forma diferencial definido en un
abierto V con AF ¢ V ¢ R, que tiene la siguiente expresién en las coordenadas
cartesianas de R (con una suma implicita sobre j, como de costumbre):

o= ‘(xll--.,xk)dxl/\~--/\d/x\]'/\.../\dxk.
n=gj

Por la linealidad en ) de los tres términos en (3.19), basta considerar el caso de un solo
sumando al lado derecho; se puede suponer que

o'n = g(xl, ... ,xk) dxl A+ A dxk T, (3-20)

'°En la categoria mas amplia de variedades diferenciales con borde, las triangulaciones son cadenas
pero no necesariamente son ciclos.
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Los otros sumandos son andlogos después de una permutacion ciclica de las varia-
bles x/ y un cambio de la funcién coeficiente.
La derivada exterior de (3.20) es

0
o'(dn)=d(o'n) = a—gk(xl, co, Xy AR A dxt A A dxRT
X
k-198 1 ky 7.1 k-1 k
= (-1 " ==(x",...,x)dx" A Adx"T" Adx".
dxk

Por otro lado, el borde dAF, segtn la férmula (3.13), es una suma de (k+1) simplices
de dimensién (k — 1); la primera de estas facetas es

Aet, ... ex)={ (... x*1 1~ zjf;} Oy ) e AR,

obtenida al proyectar el hiperplano x! + - - - + x* = 1 sobre el hiperplano x* = 0. La

Gltima faceta es A(eq, ..., ex-1,0) = (=1)¥"1Ay_;. También hay facetas intermedias

o =A0,ey,..., é}-, ...,eg)paraj € {1,...,k—1}; o; es parte del hiperplano x/ =0.
Al invocar las férmulas (3.17), se obtiene

d
/ a*(dn) = &—gk(xl, co, X AR A dxt A A dxRT
Ay Ag X

1 pl-x! T—xl——x

9 [ (gt - i gl 0) A n
Ak-1

k-1
d

a—gk(xl, co, XA A dxt A A dxk D
X

@/ g(xl,...,xk)alx1 A-ee Adxkt
Aleq,...,ex)

(:C)/ g(xl,...,xk)dxl/\---/\dxk_l:/ a'n.
aAk,l aAkfl

En este cdlculo, la igualdad (a) viene del teorema fundamental del célculo en una

dimensién. En la igualdad (b), las regiones de integraciéon son las facetas primera y

tltima de dAX. Sobre cada otra faceta 0}, la integral fg g(xl, o xS dxt A A dxRT
]

— (=1)k1 / gxt, ..., XY dxb Ao A dxFT
k-1

vale 0 porque la coordenada x/ es constante y por ende dx/ = 0 a lo largo de gj; la
igualdad (c) queda establecida. O

3-19



MA-870: Geometria Diferencial 3.4. El teorema de Stokes

Ejemplo 3.31. El teorema de Stokes generaliza varios resultados cldsicos del “analisis
vectorial”. Por ejemplo, si y: [4,b] — R" es una curva suave y si F: V — R” es una
funcién de clase C! definido en un abierto V con y([a,b]) ¢ V C R", la integral de
linea de F sobre la curva y es igual a

/y Fdr= /V Fydxl = /[ RAGTIE [ Eeoerod= [Eo: o

La curva y es un 1-simplice singular. Si existe una funcién potencial v: R" — R tal
que F = Vo (es decir, F; = dv/dx/ para cada j), entonces

/yl—" cdr= | — dx] /dv = / v =0v(y(b)) —v(y(a)).

porque el borde de y es la 0-cadena singular dy := +y(b) — y(a). La parametrizacién
de la curva exhibe este caso del teorema de Stokes como una instancia del teorema
fundamental del cilculo unidimensional:

b
/ % [o(r(t))] dt = v(y()) - v(y(a)). 0

Ejemplo 3.32 (Teorema de Green). Sea R una regién abierta del plano R? cuya frontera
C es suave por trozos. SiP,Q:V — R son dos funciones de clase C! definidos en un
abierto V tal que R C V C R?, entonces

%de+Qdy //(8_Q_8_) dx A dy. (3.21)

En efecto, si a := P dx + Q dy € A}(V), entonces

3 d _(0Q JP
da——dy/\dx+—dx/\dy—(8x 8y)dXAdy’

asi que el lado derecho de (3.21) es fR da.

Ahora bien, la clausura R admite una triangulacion: R = 01(A%) U -+~ U g,(A?) es
una union finita de conjuntos difeomorfos a tridngulos planos que no traslapan (una
interseccién no vacia de dos de ellos debe ser parte de su frontera comtin). La 2-cadena
singular ¢ = 01 + - -+ + 0, tiene borde dc = doj + - -+ + do, que cumple dc(A) = C
Esto dice que en la suma orientada de los dg;(Al), hay arcos de “fronteras internas”
que se cancelan en pares mientras los restantes arcos constituyen la frontera C de R
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Figura 3.3: Triangulaciones de regiones del plano

con recorrido positivo. El lado izquierdo de (3.21) entonces es fac a y laigualdad de los
dos lados es un caso del teorema de Stokes. Nétese que el 1-borde dc es también un
1-ciclo singular: su imagen dc(A!) = C es la unién de una o varias curvas cerradas
en V. Véase la Figura 3.3. O

» El complejo (So(M, R), d) de (3.16), determinado por las cadenas singulares reales
y su operacién de borde, puede compararse con el siguiente complejo, determinado
por las formas diferenciales sobre M y la derivada exterior:

0-% A0M) -5 At () -5 - L Ak vy <L AR v -5 AR (M) - - (322)

en vista de la propiedad d o d = 0 del Teorema 2.27. Desde luego, este complejo es
finito, pues AK(M) = {0} para k > dim M.

Definicién 3.33. Conviene introducir estas notaciones para las k-formas cerradas y
exactas, respectivamente:!!

zE M) ={weA"M):do =0},  BL.(M):={dn:ne A (M)}

La relacién d(dn) = 0 dice que B(’;R(M) es un subespacio R-vectorial de ZSR(M). Los
espacios vectoriales cocientes:

HE (M) := ZQR(M) ara k=0,1 dim M (3.23)
IR : BER(M) p 1., 3.23
son los “grupos” de la cohomologia de de Rham de la variedad M. ¢

"*El subindice ‘dR’ hace referencia al matemaético suizo Georges de Rham.
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Ejemplo 3.34. El lema de Poincaré (Teorema 2.46) muestra que H SR(R”) = 0 para
todo k > 1. En cambio, ZgR(R”) ={f € C®(R") : df = 0} consta de las funciones
constantes (porque R" es conexo), asi que ZgR(R”) ~ R. Como BgR(R”) = {0} por
definicién, se obtiene
koo JROsik=0,
Hap(RY) = {{0} sik > 0. ¢

El contexto algebraico general es el siguiente. Dado un anillo conmutativo R, un
juego de R-médulos C* = {CF : k € Z } junto con R-homomorfismos d: CK — Ck+1
tales que dod = 0 : CK — C¥*2 se llama un complejo de cocadenas. Sus cociclos son
7k := ker(d: Ck — C**1) y sus cobordes son B := im(d: C*"! — C¥), de modo que
B¥ ¢ ZF. Los R-médulos H* := Z*/B¥ forman la cohomologia del complejo C*.

Por ejemplo, definase S¥(M, R) := S(M, R)*, el espacio R-vectorial dual del es-
pacio de k-cadenas singulares reales. Sea d: SK(M, R) — S¥1(M, R) la transpuesta
de la aplicacién lineal d: Sgi1(M, R) — Sk(M, R). Entonces (S*(M, R), d) es un com-
plejo de cocadenas, cuya cohomologia es la cohomologia singular real de M. Resulta
que esta cohomologia es isomorfo a la cohomologia de de Rham de M.

Definicién 3.35. Sea M una variedad diferencial orientable. La integracién sobre
cadenas singulares define una forma R-bilineal

(c, ) /a) : Sk(M, R) x AK(M) — R.
Cc
El teorema de Stokes demuestra que el resultado es cero en estos dos casos:
(a) Siw € ZSR(M), entonces/ w = /dw = 0, para todo b € Si+1(M,R). Por
ab b

€s00, fc @ = 0toda vez que w € ZﬁR(M) y ¢ € Bx(M, R).

(b) Sic € Zx(M, R), entonces /dn = / n =0paratodon € AX=1(M). Por lo tanto,
c dc
/C @ = 0toda vez que w € BSR(M) yc € Zr(M,R).

En consecuencia, si (¢, w) € Zx(M, R) X ZSR(M), el valor /C w depende solamente de
las clases [c] € Hi(M,R) y [w] € H §R(M). Esto define bien una forma bilineal:

([c], [w]) = /a) : Hy(M,R) x H§R(M) — R. (3.24)

El teorema de de Rham asegura que esta forma bilineal es no degenerada. Por lo
tanto, induce un isomorfismo lineal entre H gR(M) y el espacio dual Hx(M, R)*, para
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cada k € {0,1,...,dimM}. En particular, vale dimp HSR(M) = dimp Hy(M, R)*
para cada k y ademéds H,(M, R) = {0} para r > dim M. O

Ejemplo 3.36. El circulo S! = {(x,y) € R?: x? + y? = 1} tiene dimensi6n 1, asi que
H*.(S') = {0} para k > 2.

Notese que HgR(Sl) = ZgR(Sl) porque BgR(Sl) = {0}. Una O-forma cerrada es una
funcién suave f: S! — R tal que df = 0; en una carta local (U, ¢) con coordenada
local 6, vale df |y = f'(0)d0 = 0, asi que f'(0) = 0 para 0 € ¢(U). Se deduce que la
funcién f es localmente constante; y de hecho, por ser S! conexo, f es una funcién
constante: f = c para algtin ¢ € R. Se deduce que H}(S') ~ R.

Por otro lado, S! es orientable y posee una 1-forma que no se anula. En efecto, si
U:i={(x,y) €S':x 20}y V:={(x,y) € S': y # 0}, definase a € A!(S?) por

1 1
aly = ;dy, aly = —? dx,

al notar que dy/x + dx/y = d(x* + y?)/(2xy) = 0 en U N V. Esto dice que a|yny no
es ambiguo; y o € A(S') = Z1 (S') no se anula. Por otro lado, cualquier 1-forma
exacta si se anula: cada funcién suave ¢ € C*(S!) alcanza un valor maximo en algin
punto p € S!, porque el circulo es compacto, lo cual implica que dg, = 0. Luego a no
puede ser exacta, asi que [a] # 0 en H[,(S").

En las dos cartas locales del Ejemplo 1.12, se puede escribir (x, y) = (cos 6, sen 0)
y se ve que o = d0 en ambas cartas. Sin embargo, esta 1-forma d0 no es exacta, por
cuanto 0 no es una funcién bien definida de S! en R. [[ Una funcién h € C®(R) define
un elemento de C®(S!) si y solo si h es periédica: h(t +2m) = h(t). ] SiW = S\ {-1},
entonces 0: W — (—m, 1) C R si estd definida como coordenada local, y cualquier
B € AY(SY) cumple Bl = ¢(6) d6 para alguna funcién suave g. Como d6 no se anula
en S!, se obtiene § = ¢(0) d0 donde ¢ € C*(R) es suave y periédica, con periodo 27.

Una integral sobre S! no cambia si se quita un punto de su dominio, asf que

/az/d@z/d@z/@"(dt)z/ dt = 2m.
St St W W -7

Luego, la aplicacién R-lineal I: Z ,(S') - R : p fSl p es sobreyectiva. Sip € ker |,
entonces = g(0) dO donde f_ 7; 2(0)d6 = 0. Considérese la integral indefinida de g,

0
fO):= [ gt)dt,
—Tt
"?Estos isomorfismos (y su expresion mediante el teorema de Stokes) fueron demostrados en la tesis

doctoral de de Rham en 1933. Para los detalles de este teorema y su prueba, constltese el capitulo 8
del libro de Conlon.
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la cual es otra funcién periédica:

T 0+271 0
£(0 +2m) = [ Q(t)dt + / Q(t)dt =0+ [ o(t)dt = £(0),

de modo que B = f'(0)d0 = df con f € C®(S!). Se ha comprobado que kerI =
Bl (S'). Al pasar al cociente, se obtiene un isomorfismo R-lineal I: H.(S') — R.
Esto muestra que HéR(Sl) ~ R, y el isomorfismo (3.24) esta dado por un 1-ciclo c tal
que c(A!) = S!. En resumen:

HY(SY) = Hip(SH =R,  HAi(S')={0} para k>2. 0

» La version clasica del teorema de Stokes no hace referencia directa a integrales
sobre cadenas o ciclos, sino que relaciona la integral de una forma diferencial sobre
una porcién de una superficie en R® con otra integral sobre su curva de frontera. Para
plantear esta version en un contexto mas general, conviene ampliar la definicién del
concepto de variedad diferencial.

Definicién 3.37. El conjunto siguiente es un semiplano cerrado en R":
H" == {x=(x',...,x") eR": x" > 0}.

La topologia de H" es su topologia relativa como parte de R". Se identifica R"~! con
el hiperplano { x € R" : x" =0}, la frontera de H" en R".

Una variedad diferencial con borde de dimensién 7 es un espacio topolégico M,
junto con un atlas de cartas locales 2 = {(Uq, ¢o) : @ € A} que cumple las Defini-
ciones 1.6 y 1.7 de un atlas, con las siguientes dos modificaciones:

¢ cada ¢,(U,) es un abierto de H";
¢ cada ¢,(U, N Upg) es un abierto de H".

Si Ay B son abiertos en H", hay abiertos U, V en R” talesque A = UNH", B = VNH".
Una aplicacién f: A — B es suave si es posible elegir U y V tales que f = f|4 para
alguna funcién suave f: U — V. La modificacién apropiada de la Definicién 1.25
define el concepto de aplicacion suave entre dos variedades con borde.

Témese g € M con q € U, N Ug tal que ¢po(q) € R"}; entonces ¢p(q) € R"
también, porque el difeomorfismo ¢g o ¢, ! lleva el abierto ¢, (U, N Up) \ R de R”
en el interior de (U, NUp), y vice versa. Luego, la condicién de que ¢o(q) € R"I no
depende de la carta local (U, ¢.); la totalidad de tales puntos g constituye el borde
de M, el cual se denota por dM.
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Ahora ¢, (U, \ IM) = ¢o(U,) \ R es abierto en ¢, (U,) paracada a € A, y por
tanto M \ dM es abierto en M; Luego, dM es cerrado en M. El abierto M \ JM es
una variedad diferencial n-dimensional del tipo original; y el borde dM, dotado con
el atlas A" = { (Uy N IM, ulu,nom) : @ € A}, es una variedad diferencial (ordinaria,
sin borde) de dimensién (n — 1). O

Ejemplo 3.38. La bola unitaria cerrada B" := {x € R" : ||x|| < 1} es una variedad
con borde, cuyo borde es dB" = S"71. O

Definicién 3.39. Una variedad con borde M es orientable si M posee un atlas cuyas
funciones de transicién (entre dos abiertos de H") tienen jacobianos positivos. (Tales
jacobianos no se anulan en la interseccién de sus dominios con R""1.) o

Proposicion 3.40. Si M es una variedad con borde orientable, entonces dM es también ori-
entable; y la orientacion de M induce una orientacién en la variedad ordinaria IM.

Demostraciéon. Témese dos cartas de M: (U, ¢) con coordenadas locales (x!,...,x")
y (V,¢) con coordenadas locales (y!,...,y"), donde el jacobiano de transicién es

positivoen U N V:
oy’
-1
= det| —
JWo¢™)=de [(93(]
SiUNV NIM # 0, laaplicacion i o g~ lleva p(UNV)NR"™ L en (U NV)NR" L.
Esto implica que y"(x!,...,x"!,0) = 0. La derivada de ¢ o ¢! entonces tiene la
matriz

> 0.

ayl (9]/”_1
E R~ e
4 : R :
Do) = ay! dy1 . (3-25)
dxn-1 T oxn-1 0
ayl (9]/"71 ayn
oxt T Toxt oxn

cuya ultima entrada obedece

o ", ) -y, a0
%(Xl,...,x”‘l,o):lﬁgy (x * )h]/ (x X )2

0,

porque y"(x1,...,x,-1,h) > 0 para h > 0, por hipétesis. Esta derivada parcial no
puede anularse, porque también se anularia el determinante de la matriz (3.25). Re-
sulta entonces que 3Z : (x1,...,x4-1,0) > 0. La submatriz de las primeras (n — 1) filas
y columnas es entonces

ay"
dx"

J@o ¢_1)|¢(U0V)0Rn71 =J(pog¢p™) / > 0.
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Este es el jacobiano de una funcién de transiciéon del atlas 2" de JM cuyas cartas
locales son (U, N IM, ¢ulu,nom), obtenido por restriccion del atlas orientado de M.
Se concluye que dM tiene un atlas con todos sus jacobiano de transicién positivos; y
la Proposicién 3.6 asegura que dM es orientable. |

Para evitar ciertos problemas de signo en el teorema de Stokes, conviene modificar
la orientacién sobre el borde M de la siguiente manera.

Definicién 3.41. Sea M una variedad con borde orientable. Un atlas 2 sobre M con
jacobianos de transicién positivos determina una orientacién sobre M. Si dim M =
2m es par, la orientacién inducida sobre dM es la que esta determinada por el atlas
restringido 2’. En cambio, si dim M = 2m + 1 es impar, la orientacién inducida sobre
JdM es la opuesta a aquella dada por el atlas restringido 2. o

Los conceptos de vectores tangentes, campos vectoriales y formas diferenciales se extien-
den a las variedades con borde. Si (x!, ..., x") es un sistema de coordenadas locales
en un vecindario de p € JdM, el vector tangente aﬁn , Se define como antes, asi que

T, M esun espacio vectorial 7-dimensional. Un campo vectorial puede definirse como

una seccién suave del fibrado vectorial TM — M; el espacio total T M es también una
variedad con borde. Una k-forma diferencial puede definirse como una seccién suave
del fibrado vectorial AFT*M — M. Si j: IM — M es la inclusién, y sin € AK(M),
el pullback j*; estd definido y resulta ser una k-forma diferencial (ordinaria) sobre el
borde JM.

Ejemplo 3.42. La variedad con borde H" tiene un atlas de una sola carta: sus coor-
denadas locales son las coordenadas cartesianas (x!,...,x") de R". Su orientacién
usual, heredada de R", estd dada por la forma de volumen v = dxt A - A dx™.
Su borde es R"~!, con la sola carta de coordenadas cartesianas (x!,...,x"1). Porla
regla de la Definicién 3.41, la forma de volumen que da la orientacién inducida es
vo = (=1)"dxt Ao AdxL O

Si M es una variedad con borde orientada, de dimensién 1, se puede definir la in-
tegral fM @ de una n-forma w como en la Definicién 3.15, con el uso de una particién
de la unidad apropiada. Si (U, ¢) es una carta local de M, la férmula local (3.5) que
se lee: fu ¢ wp = f¢ () @o sigue vélida para variedades con borde, con la tinica mod-
ificacién de que la regién de integracion multiple ¢(U) es ahora un abierto en H". La
positividad de los jacobianos de transicién garantiza que esta definicién no depende
de la carta elegida.
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Teorema 3.43 (Stokes, bis). Sea M una variedad con borde, orientada y compacta; tomese la
orientacion inducida sobre el borde IM. Si w € A" Y (M) ysi j: IM — M es la inclusion,

entonces
/ j*a):/ dw. (3.26)
oM M

Demostracion (bosquejo). Con el uso de una particién de la unidad si fuera necesario,
se puede suponer que w se anula fuera del dominio U de una carta local (U, ¢) del
atlas que determina la orientacién de M.
Entonces se puede suponer que M = V NH" y M = V N R""! para algtin abierto
V de R"; y que hay un compacto K con K ¢ V N H" tal que w se anula fuera de K.
Resulta posible cubrir el compacto K con una cantidad finita de imagenes de unos
n-simplices singulares suaves o1, . .., 0, con las siguientes propiedades:

(a) Sioi(A")Noj(A") # 0, esta interseccion es una faceta comtn de o; y 0;:
0i(A") N 0(A") = oi(sh (A1) = oy(FsIA") = py(a" ).
(b) Esta p;;(A"!) no es una faceta de otro o) y ocurre con signos opuestos en las
cadenas singulares do; y do;.

c) Sic:= 01+ -+ 0, los simplices de dc que no se cancelan en la suma tienen
P q
sus imégenes en V N R"~!, o bien en la parte de V N H" donde w se anula.

Entonces las integrales del enunciado se reducen a

/j*a)z/a) y /da)z/da).
oM dc M c

Por lo tanto, la igualdad (3.26) sigue del Teorema 3.30. m|

Corolario 3.44. Sea M una variedad orientada y compacta (sin borde). Si w € A" (M),
entonces fM dw = 0. =|

3.5 Ejercicios sobre integracién en variedades

Ejercicio 3.1. Sea G un grupo de Lie. Demostrar que la variedad diferencial G es
orientable. [ Indicacién: si n = dim G, téomese & # 0 en A”Tl*G. Mostrar que existe
veA"(G) talque vy = £y ALy = v paratodo g € G. ]

Ejercicio 3.2. Si TM 5 M es el fibrado tangente de una variedad diferenciable M,
demostrar que el espacio total TM es orientable (sea M orientable o0 no).
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Ejercicio 3.3. El espacio proyectivo real RP""! es el cociente’ de la esfera S"! bajo
la identificacién de puntos antipodales: x ~ y siy solosi x = +y en R".

Sea p: S"1 — S"!la simetria x — —x; y sean: S"! — RP"! la aplicacién
cociente x — {x,—x}. Si @ € A""Y(RP"~!), comprobar que p*n*w = n*w.

Sea o la forma de volumen sobre S"7}, asf que 1w = fo paraalgtn f € C*(S"™).
Demostrar que p*o = (=1)"c y que f(-p) = (=1)"f(p) para todo p € S"~!. Concluir
que RP"~! es orientable si y solo si (n — 1) es impar.

Ejercicio 3.4. Sea (M, v) una variedad compacta orientada de dimensién n y sea w €
A™"(M). Dicese que una particiéon de launidad { /i, : @ € A } estd subordinada al atlas
A={(Us, o) :a € Ayde Msisop h, C U, paracadaa € A. Si{kg:p € B}esotra
particién de la unidad subordinada a otro atlas B = {(V},{g) : p € B } compatible
con 2, entonces w = ), hyw = 2, g kgw. Demostrar que

Z/MWFZAWM
4 Ju, iy,

para poder concluir que la integral fM w de la Definicién 3.15 esta bien definida.

Ejercicio 3.5. Sea (M, v) una variedad orientada y conexa. Escrfbase —M para denotar
la misma variedad con la orientacién opuesta, es decir, =M := (M, —v). Siw € A"(M)

con n = dim M, comprobar que
[ o--]w
-M M

Un difeomorfismo p: M — M preserva o revierte la orientacién segtn sea p*v ~ v
o bien p*v ~ —v. En el caso de que p revierta la orientacion, verificar la igualdad
fM prw=— /M w para todo w € A"(M).

Ejercicio 3.6. Sea R una region de R?, esto es, un conjunto abierto y conexo. Supén-
gase que R es acotada y que su frontera dR es una curva suave, cerrada y simple (es
decir, sin autointersecciones).

(@) Si f,g: V — R son funciones suaves, definidas en un abierto V de R? tal que
R WJR C V, verificar que la siguiente férmula de Green es un corolario del
teorema de Stokes:

jzf fdx +gdy = //(a—g—a—f)dx/\dy.

13La esfera S"~! estd cubierta por n pares antipodales de hemisferios abiertos Vi, véase el Ejerci-
cio 1.2. Al pasar al cociente, RP"~! posee un atlas de n cartas locales (Vi, ¢x), donde Vi := n(V}*).
Luego RP"~! es una variedad diferencial compacta de dimensién (n — 1).

3-28



MA-870: Geometria Diferencial 3.5. Ejercicios sobre integracién en variedades

(b) Concluir que el 4rea de la region plana rodeada por una curva suave cerrada
y simple C (recorrida una vez contrario a reloj) estd dada por la férmula A =

3 $oxdy — ydx.
(c) Usar esta tultima férmula para hallar el drea de una elipse de semiejes a y b.

Ejercicio 3.7. Sea R una regién acotada de R? cuya frontera dR es una curva suave
cerrada y simple. Sea f € C®(R?) una funcién suave tal que f(x,y) = 0 para todo
(x,y) € dR. Usar el teorema de Stokes para verificar esta férmula:

S22t == [[{() + () it

A’ f 9
Si— + —f = 0 en R, concluir que f se anula idénticamente en R.

ax?2  dy?

Ejercicio 3.8. Sea ), := fSH o lamedida dela esfera S"~1, donde o esla (1 —1)-forma
del Ejercicio 2.5. Sea V), el volumen de la bola unitaria B" := { x € R" : [[x]| < 1}.

(a) Usar el teorema de Stokes para verificar que V, = Q,/n.

%
(b) Comprobar que W: = f_ 11(1 — t2)"=1/2 4t [ Indicacién: integrar por partes. |
Deducir los valores de Q1 = #(SY), Q, = ¢(S'), Q3 = Area(S?), Q4 = Vol(S®).

(c) Demostrar por induccién las siguientes férmulas para V,, y Q,,, donde I es la
funcién gamma de Euler: T(n + 1) = n!sin € N; yI(3) = Y

2n™"

27"/2 a _2n? | (m-1)! sin = 2m,
n= o N n om+l m
nT(zn) F(zn) (zm—_nl)” sin =2m+1.
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4 Conexiones y Curvatura

Galileo’s principle of inertia is sufficient in itself to prove
conclusively that the world is affine in character.
— Hermann Weyl

As parallel transport, in general, is not given in a canonical
way, an explicit rule is necessary.
— Florian Scheck®

Se puede concebir un campo vectorial f +— X f como una derivada direccional de
funciones en C®°(M). En el caso M = R", con X = a/ d/dx/ en coordenadas locales,
se obtiene X f = a/ df /dx/, esto es, la receta conocida para una derivada direccional
“en la direccién del campo vectorial X”.

Ahora bien, ;qué deberia ser la derivada direccional de otro campo vectorial Y en
la direccién de X? En R", con Y = b¥ 9/9x*, se puede ensayar la receta:

ok @ bk 9
DxY := X(b )W_”]ﬁﬁ' (4.1)
Este es un ejemplo de una derivada covariante (de un campo vectorial Y en la direccién
de otro campo X). Es obvio que esta receta es aditiva tanto en X como en Y. Pero el
efecto de multiplicar por una funcién suave f marca una diferencia:

Dfxy = fDXy pero Dx(fY) = (Xf)Y + f DxY.

Entonces X +— DxY es C*(M)-lineal, peroY + DxY noloes: enlasegundaigualdad
hay un término “extra” (X f)Y. En consecuencia, (X,Y) — DxY no es un tensor. Por
eso, la prescripcion (4.1) no es independiente del sistema de coordenadas locales.

4.1 Transporte paralelo y derivadas covariantes

Para derivar un campo vectorial Y, es necesario comparar su valor Y, en un punto
p € M con su valor Y; en otro punto cercano g; pero no hay una manera canénica de
identificar los espacios vectoriales T, M y T; M. (Esta dificultad queda oculta cuando
M = R" porque cada espacio tangente se identifica con el propio R" mediante el uso
de coordenadas cartesianas.) Sin embargo, siempre es posible imponer esa identifi-
cacion, como sigue.

*En el libro Mechanics, 5th edition, Springer, Berlin, 2010.
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Definicién 4.1. Sea y: I — M una curva suave. Una regla de transporte paralelo
sobre y es una familia de aplicaciones lineales invertibles

{VYyp: TM—>T,M:p,q€yl)}

tales que
W, p=W,,0¥,, paratodo p,q,r€y(I).

En particular, W, , = 1 sobre T, M; y W ; = \‘y;’lp .
Un campo vectorial X € X(M) se dice paralelo a lo largo de y si X; = ¥, ,(X})
para todo p, g € y(I). ¢

X(H)  X(t+h) X(t+h)

(1) y(t+h

Figura 4.1: Transporte paralelo de vectores

Definicién 4.2. Sea W una regla de transporte paralelo a lo largo de y: I — M. Si
X eX(M)yt,t+h el escribase X(t) := X, ;) € T);yM y sea X(t + h)| € T,(;\M el
traslado de X(t + h) al primer espacio tangente T,,;)M, esto es:

X(t+ h)” = \Py(t),y(t+h)(X(t + h)).

La derivada absoluta de la funcién f — X(t) en el punto y(t) se define asi:

DX o1 d

E(t) = }IZILI}) Z(X(t + h)” - X(t)) = s S:t\yy(t)'y(s)(X(S)) € Ty(t)M. (4.2)
Fijese que la diferencia X(t + h) — X(t) no esta definida, porque los vectores X (t + h)y
X (t) pertenecen a espacios vectoriales disjuntos (en el espacio total TM). Es necesario
transportar el vector X (t+) al espacio T, ;)M antes de calcular el limite de diferencias
de vectores. Véase la Figura 4.1. O

Lema 4.3. Si DX /Dt = 0 en el intervalo I, entonces el campo vectorial X es paralelo a lo
largo de la curva .
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Demostracion. Se puede suponer que I = (-a,a) € R. Si p = y(0), entonces

d DX
—| Y, (X(6) =Yo7 Yyi)5)(X(s) =W ,/(t)(_(t))-
Ts py(s prOgs| YOG 22015y

s=t

Luego, si DX/Dt(t) = O para t € I, entonces la funcién t — W, ,,;)(X(t)) es constante
en T,M, con ¥V, ,)(X(t)) = X,. Esto dice que X es paralelo a lo largo de y. O

» La transpuesta de la aplicacion lineal W, ,: T,M — T;M es ‘I’fw: ;M — T)M.
La aplicacién lineal contragrediente W', = W), .2 TyM — T;M define el transporte

paralelo de covectores sobre ). Notese que
(ap, Xp) = (ap, Wp,gWqpXp) = (V) gap, Vo, Xp) = (W ap, Wy pXp).

Bajo estas reglas, el transporte paralelo conserva la evaluacién de covectores sobre
vectores.

» Esta nocién de paralelismo es abstracto; se busca una receta concreta para W, que
debe cumplir dos requisitos. Primero, el vector (DY /Dt)|, € T,M deberia depender
solamente del vector inicial Y, y no de la curva y; y segundo, la correspondencia
Y, = (DY/Dt)|, deberia ser un operador lineal sobre T, M.

Entonces, dado X, € T,M, la derivada absoluta Vx,Y := (DY/Dt)(0) € T,M
debe ser el mismo para cualquier curva y tal que y(0) = py y(0) = X,. De este
modo se quiere determinar un nuevo campo vectorial VxY sobre la variedad M. Estas
consideraciones conducen a la definicién siguiente.

Definicién 4.4. Una conexién afin sobre una variedad diferencial M es una aplicacién
R-bilineal
V:X(M)XX(M) - X(M) : (X,Y) > VxY

que es C*(M)-lineal en X y cumple una regla de Leibniz en Y:

foy = f VxY, (4.3&)
Vx(fY) = (Xf)Y + f VxY, (4-3b)

para todo f € C*(M).
El operador R-lineal Vx : Y - VxY sobre X(M) se llama la derivacién covariante
con respecto a X determinada por la conexién afin V. o

La naturaleza tensorial de (4.3a) implica que el valor (VxY), € T,M, para un
campo vectorial fijo Y € X(M), depende solo del vector X, € T,M. De este modo se
puede escribir Vx, Y = (VxY), en cada punto p € M.
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Definicién 4.5. Dada una conexién afin V sobre M y una curva suave y: I — M, la
derivada covariante de una campo vectorial X € X(M) a lo largo de y es

DX
E(t) = V)/(t) X.

Si el campo restringido y € X(M)|, ;) es paralelo a lo largo de la propia y, se dice que
la curva y es una geodésica con respectoa V. O

» Para obtener la existencia de conexiones afines, conviene empezar con sus expre-
siones locales. Sean (U, ¢) y (V, ) dos cartas locales de M, con coordenadas locales
respectivas (x!,...,x")en U y (y!,...,y") en V. Las abreviaturas
d = 1%
07] = @ , 8r ayr
alivian los calculos que siguen. Aqui {d1,...,0,} es una base del C*(U)-md6dulo
X(M)|u; y similarmente {d1, ..., d,} es una base de X(M)|y.

Por las propiedades (4.3), basta considerar el caso en donde X,Y € {d1,...,d}.
Entonces

V5,0; = rﬁfj o (,j=1,...,n) (4.4)

para ciertos funciones suaves l"f.‘]. € C®(U): estos son simbolos de Christoffel de la
conexién afin V.
En C*(V), hay otros simbolos de Christoffel I'.; dados por

Vér és = F].:f,s ét
y es facil verificar la siguiente regla de cambio de variables:
= _ 9x' 9x y' . ?*xb dyt
rs ayr 8]/5 oxk i ayrys oxl’
La presencia de derivadas de segundo orden en el segundo sumando indica que los

Ffj no son componentes de un tensor.

Una conexién affn est4 determinada por juegos de n® funciones 1"5.‘. definidas en
cada carta local, si ellas cumplen la regla de cambio (4.5) en las intersecciones de
cartas. Ahora bien: si V' es otra conexion afin sobre M con simbolos de Christoffel
F:;‘ e C*(U), las diferencias C lk] = Fi.‘]. - FZ‘ obedecen una regla de cambio mads sencilla:

(4-5)

Ct = ox' oxJ Iy k
"9y dyt oxk U

lo cual implica que V — V’ es un tensor mixto, de bigrado (2, 1).
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De hecho, si S(X, Y, a) := (a,VxY - V| Y) para a € Al(M), es una consecuencia
directa de la Definicién 4.4 que S es C*(M)-trilineal.

Basta, entonces, hallar una sola conexion V' sobre una determinada variedad M; las
otras V difieren de la primera por ciertos tensores.

Proposicién 4.6. Dada una conexion afin sobre M, una curva suave y: 1 — M resulta ser
una geodésica con respecto a V si y solo si sus componentes y* := x* o y en cada carta local
cumplen el siquiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de sequndo orden:
d2yk d)/i d)/ j
k
—5 tj— ——=0. (4.6)
dt Jodt dt

En consecuencia, para cada punto inicial p = y(0) y velocidad inicial v = y(0), existe una
Unica geodésica con respecto a V, definida en un intervalo (—¢, €) C I.

Demostracion. Una solucion de las ecuaciones diferenciales (4.6) determina un arco
de curva en un vecindario del punto p. Basta, entonces, examinar la cuestién en una
carta local (U, ¢) con ¢(p) = 0; equivalentemente, se puede suponer que M posee
una sola carta local. Para f € C*(M), vale

of d i .
), fy=(foy)(t) = 8_3]; CZ (t), asique y(t)=7y'(t) %

En vista de (4.4), esto implica que

Vi 95 = 7' (1) V3,05 = P (O Ty (1) I

Denotando por y € X(M)|,j) la funcién t — 7(t), se obtiene
(V3 7)) = Vo (3 (1) 9)) =y (1), ¥7) 9 + Y/ (1) V5.9;
d, .  Toen o d,. PR,
= (N0 9 + 7 (O 7 (O TH(E) D = —-(P)E) I + T(6) (1) Y () I
= (75 +T5 7 7) (8) 0k .
El coeficiente de Jdi es el lado izquierdo de la ecuacién de (4.6).
Por la Definicién 4.5, la curva y es una geodésica con respecto a V si y solo si
V; 7 =0,siysolosijk + Fi.‘]. Yyl = 0 para cada k.
Las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (4.6) poseen solucién
Unica — definida en algtn intervalo abierto (—¢, €) centrado en t = 0 - si las condi-

ciones iniciales para los y/(0) y sus derivadas 7/(0) estan dadas; en otras palabras, si
se asignan el punto p = y(0) € M y el vector tangente y(0) € T, M. O
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» Sedebe recordar que campos vectoriales en X(M) son las secciones suaves del fibra-

do tangente TM —5 M; o sea, X(M) =T (M, TM) como C*(M)-mébdulos. Entonces
el concepto de conexién afin admite la siguiente generalizacion.

‘. . ., 7-[ . . ., .
Definicién 4.7. Sea E— M un fibrado vectorial. Una conexién de Koszul (o sim-
plemente, una conexién)? sobre E es una aplicacién R-bilineal

V: X(M)xT(M,E) > T(M,E): (X,s) — Vxs
que es C*(M)-lineal en X y cumple una regla de Leibniz en s:

Vixs = f Vxs, (4.7a)
Vx(fs) = (Xf)s + f Vxs, (4.7b)

para todo f € C®(M), X € X(M), s e I'(M, E).
En consonancia con (4.3), se dice que el operador R-lineal Vx : s > Vxs sobre
I'(M, E) es la derivacién covariante con respecto a X. o

Ejemplo 4.8. Dada una conexién afin V sobre M, se puede definir su conexién dual

V' en el fibrado cotangente T*M > M. Esta es una aplicacion R-bilineal
V' X(M) x AH M) — AYM)
que se define simplemente al demandar esta regla de Leibniz sobre evaluaciones:
X({a,Y)) = (Via,Y) +(a, VxY). (4.8)

En una carta local de M, la férmula local (4.4) para V implica una férmula local co-
rrespondiente para V’:

\Z) dx* = —Fi.‘]. dx’ para i,k=1,...,n. (4.9)
debido a la igualdad (dxk,8j) = [/ = k1. O

» A veces es ttil “eliminar la X” de las férmulas (4.7), con el siguiente truco de no-

tacion. Si E —s M es un fibrado vectorial, se denota?
A¥M, E) = AKM) ®cey T(M, E).

Este es un C*(M)-médulo cuyos elementos se llaman k-formas con valores en E.

?Las conexiones en fibrados vectoriales vienen de la tesis doctoral: Jean-Louis Koszul, “Homologie
et cohomologie des algebres de Lie”, Bulletin de la Société Mathématique de France 78 (1950), 65—127.
3La notacién ®ce(yr) indica que fw ® s = @ ® fs para todo f € C*(M).
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Si V es una conexién sobre E y si s € I'(M, E), se define Vs € AYM,E) por la
relacion (Vs, X) = Vxs para X € X(M). Asi se obtiene una aplicacién R-lineal

V:T(M,E) — A (M,E): s+ Vs. (4.10)
La regla de Leibniz para V toma el siguiente aspecto:

V(fs)=fVs+df ®s paratodo fe€C®M), seI'(M,E).

4.2 Meétricas riemannianas

La palabra métrica, en contextos de andlisis y topologia, denota una funcién simétrica
y positiva de dos variables que cumple la desigualdad triangular. Sin embargo, en
geometria diferencial tiene una segunda acepcién, explicada a continuacién; por lo
que es preferible llamar distancia al concepto topoldgico, para evitar ambigiiedades.

Definicién 4.9. Una métrica riemanniana sobre una variedad diferencial M es un
2-tensor covariante
g X(M) X X(M) — C™(M)

que es simétrica y definida positiva:
(X, Y)=¢g(,X), con g(X,X)>0paraX € X(M)

donde g(X, X) = 0 como funcién en C*(M) solo si X = 0 es el campo vectorial nulo.
En consonancia con la Proposicién 2.2, el valor ¢(X, Y)(p) depende solamente de los
vectores X, Y, € T, M; y las evaluaciones

8 (Xp, Yp) = 8(X, Y)(p) (4.11)

definen formas R-bilineales simétricas positivas g, sobre cada espacio tangente T, M.
Esto dice que cada g, es un producto escalar real sobre T, M, que depende suavemente
del punto p. ¢

Es oportuno recordar que un producto escalar (- | —) sobre un espacio vectorial E
(de dimensién finita) define un par de isomorfismos entre E y su espacio vectorial
dual E*. Siu € E, & € E*, se identifica u con la forma lineal v +— (1 | v) en E*; y se
identifica & con el vector x € E tal que £(v) = (x | v). De esta manera, una métrica
riemanniana define isomorfismos T, M =~ T,;M para cada p € M; su efecto sobre las
secciones de los fibrados vectoriales TM y T*M permite asociar campos vectoriales
con 1-formas y viceversa, como sigue.

4-7
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Definicién 4.10. Una variedad riemanniana es un par (M, g) formado por una va-
riedad diferencial M y una métrica riemanniana g sobre M. Se define un par de
isomorfismos musicales de C®°(M)-médulos: X(M) — AYM) : X — X" e inversa-
mente A'(M) — X(M) : a — o, dados por:

X()=g(X,Y), gahy)=a). (4.12)
Entonces se puede expresar la métrica como un apareamiento de 1-formas, asi:
g Y a,p) = g(aﬁ,ﬁﬁ), para todo a,p € A{(M). ¢

En términos de coordenadas locales en una carta (U, ¢) de M, se puede identificar
glu conla matriz invertible de funciones [g;;] € M, (C*(U))y ¢ !y con sumatriz inversa
[¢"®], cuyas entradas se definen por

8ij = 8(9i,9j); g" == g N dx", dx®). (4.13)

De este modo, si X,Y € X(M)y aby € AY(M) tienen las siguientes restricciones:
Xlu = fi i, Ylu = W dj, aly = a,dx’, Blu = bs dx®, entonces las siguientes expre-
siones locales son validas en C*(U):

gX,Y)=gii f'W y g N, p)=g" arbs.

Definicién 4.11. Una isometria entre dos variedades riemannianas (M, g) y (N, h)
es un difeomorfismo 7: M — N tal que t°h = g. Esto es equivalente a la condicién
h(t.X,t.Y) = g(X,Y) para todo X, Y € X(M). O

Definicién 4.12. Una conexién afin V sobre M es compatible con la métrica g si su
transporte paralelo es isométrico, es decir,

80(Wa,pXp, WopYp) = 8p(Xp, Yp)
para cada par de puntos p, g € M conectadas por una curva en M. o

Esto ocurre si y solo si % g(X,Y)(y(t)) = 0 toda vez que X y Y son paralelos a lo
largo de una curva y en M. Con la ayuda de la férmula (4.2) se obtiene la condicién

%g(X, Y)= g(% ,Y) + g(X, %) alo largo de y;

o bien

%g(X,Y)(y(t)) =8V X, V)(y(t) + §(X, Vi Y)(y(t)) parat € 1.

4-8
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El lado izquierdo es y(t)f para la funcién f := g(X,Y). La condicién de compatibil-
idad entre V y g se puede resumir en la siguiente regla de Leibniz: si Z es un campo
vectorial cuya restriccién a y(I) es y, entonces

Zg(X,Y)=g(VzX,Y)+g(X,VzY) paratodo X,Y,Z e X(M). (4.14a)
Alternativamente, en términos del operador V de (4.10):
d(g(X,Y)) = g(VX,Y) + (X, VY). (4-14b)
Lema 4.13. Sea V una conexion sobre una variedad diferencial M. La receta
Tv(X,Y):=VxY -Vy X —[X,Y] (4.15)

define un 2-tensor Ty : X(M) X X(M) — X(M), llamado la torsién de la conexion V. En
otros términos, (X, Y, a) = (a, Ty(X,Y)) es un tensor de bigrado (2,1) sobre M.

Demostracién. Se debe mostrar que Ty es C*(M)-bilineal. Como Ty es R-bilineal y
antisimétrico en sus argumentos, basta verificar que Ty(f X, Y) = f Tv(X, Y) para todo
feC®M).
Al recordar la férmula (2.32), que dice que [f X, Y] = f [X, Y] = (Y f)X, se obtiene
To(fX,Y)=VexY = Vy(fX) - [fX,Y]
=fVxY-(YHX-fVy X-f[X, Y]+ (Yf)X
= fTv(X,Y). O

En coordenadas locales, la torsién queda determinada por
To(9;,9)) =V, 9; = Vo, 9; = [0i, 9] = (U5, =T ok .
Luego Ty = 0 (o sea: V es libre de torsién) si y solo si los simbolos de Christoffel FZ.‘].
de cada carta local son simétricos en los indices inferiores 7, j; es decir, l“fj = 1“;.‘1. .

Proposicion 4.14. Sobre una variedad riemanniana (M, g), existe una tinica conexion afin
V& que es compatible con la métrica g y libre de torsion: eseo es, cumple (4.14) y ademds
satisface Vf(Y - Vf, X =[X,Y] para todo X,Y € X(M).

Demostracion. Para comprobar la unicidad, nétese que una conexién V& compatible
con la métrica ¢ debe cumplir, por (4.14):

Zg(X,Y)=g(VEX,Y)+g(X,V3Y),
Yg(Z,X)=g(ViZ,X) + g(Z, V5 X),
Xg(Y,Z)=g(V3Y,Z)+g(Y, V3 2).
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Si ademas V¢ es libre de torsién, se obtiene

Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)-Zg(X,Y)
=g(VSZ -V3Y,X)+ g(V3Z - V5 X,Y) + g(V}Y + Vi X, Z)
= g(lY, 21, X) + (X, Z],Y) - g(IX, Y], Z) + 2g(V}Y, Z). (4.16)
En consecuencia, la cantidad g(ViY, Z) estd determinada por la métrica y el corchete
de X(M). Como g es definida positiva (asi que cada forma bilineal g, es definida
positiva, por ende no degenerada, sobre T, M), el campo vectorial Vf(Y queda deter-

minado para todo X, Y € X(M). Se ha comprobado la unicidad de la conexién V3.
Para su existencia, es obligatorio usar la receta sugerida por (4.16):

g(V3Y,Z) = %{X g(Y,2)+Yg(Z,X)-Z g(X,Y)

—8([Yz Z]zX)—g([X/ Z]/Y)"‘g([X/ Y],Z)} (417)
Es facil comprobar que el lado derecho de (4.17) es C*(M)-lineal en X y en Z. Por
eso, define una aplicacién R-bilineal (X,Y) — V‘;’){Y que es C*(M)-lineal en X. Es
también facil comprobar que esta operacién cumple la regla de Leibniz en Y; por lo
tanto, V& es una conexioén afin. En vista de (4.16), un célculo rutinario comprueba
que V¢ es efectivamente compatible con g y libre de torsion. O

Definicién 4.15. La conexion afin V& sobre (M, g) determinada por (4.17) se llama la
conexion de Levi-Civita sobre M asociada con la métrica g. o

Lema 4.16. En una carta local de una variedad riemanniana (M, g), los simbolos de Chris-
toffel de la conexion de Levi-Civita estin dados por:

l"f-cj = 1¢"(9igj1 + 911 — 9184)). (418)
Demostracion. Si(U, ¢) es una carta local de M, la restriccién g|i; es una métrica sobre

la subvariedad U. La condicién de compatibilidad (4.14a), aplicada a los campos
locales X |y = d;, Y|u = 9, Z|u = J; dala férmula

81gij = g]ml‘?f + gzml—?;

Como los campos locales d;, d;j, d; conmutan (es decir, el corchete de dos de ellos es
cero) la férmula (4.16) se reduce a

digj1 +9;gi1 — di18ij = Zglmr?;-
Para i, fijos, esta es una igualdad entre dos vectores de columna con indice /. Al

multiplicar ambos lados por la matriz %[ ¢"®]y al notar que gkl Sim = 6,’;1 = [k=m]], se
obtiene la igualdad deseada (4.18). O
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Ejemplo 4.17. Considérese la esfera S? con el atlas de dos cartas locales definido en
el Bjemplo 1.13: U := S?\ {e3} y V := S$?\ {—e3}. Se puede usar las coordenadas
locales*

1 2 1 2

X —x
1-x3"1-2x8

X X
1+x3"1+x8

(x,y):= ( ) enlU, (u,v):= ( ) enV.
Si se introduce coordenadas complejas® z = x +iy, de modo que z = (x! —ix?)/(1-x3)
enU;yw:=u+iv,conw = (x! +ix?)/(1+ x%) en V; su relacién con las coordenadas
esféricas usuales es: z = e~/ ctg% en U, mientras w = e*'¢ tg% en V. Notese que
w=1/zenUNV.

La métrica redonda (llamada asi porque es invariante bajo el grupo SO(3) de rota-

ciones de la esfera) se define como el siguiente 2-tensor covariante simétrica:

4(dx?+dy?)  4(du? + dv?)
§ =d0" +sen”0dg 1+x2+y2)? (Q+u?+02)?

(4.19)

(Estas féormulas son singulares en los polos +e3, pero se puede usar la invariancia
rotacional para extender el dominio de g para incluirlos.)
Escribase g := 1+ x2 + y?, de modo que ¢ = 4 g7?(dx? + dy®). Los componentes

de gen U son g;; =4 q‘z 0ij; la matriz inversa tiene componentes gkl = %qz okl

Al redefinir (x!,x?) = (x,y) como coordenadas locales (en vez de coordenadas
cartesianas en R®), se calcula enseguida que 9;gi; = —16x'q™36;;. Los simbolos de
Christoffel en U son

2 . .
Fi.‘]. = — (x! 6;‘ + x/ (Sf — xk 0ijf). (4.20)
como consecuencia directa de (4.18). O

» Unamétricariemanniana g sobre una variedad M define productos escalares reales
gpenT,My g, len T;M, para cada p € M. Dos vectores u,v € T, M son ortogonales
si gp(u,v) = 0; dos covectores &, 1 € Ty M son ortogonales si g, (&, 1) = 0. En gene-
ral, no es posible “globalizar” estos conceptos a toda la variedad M, pero si definen
estructuras euclidianas en cada carta local.

Definicién 4.18. Dos campos vectoriales X, Y sobre una variedad riemanniana (M, g)
se dicen ortogonales si g(X,Y) = 0; el campo X esta normalizado si g(X, X) = 1.

4Los signos de x? estan elegidos para que el jacobiano de transicién sea positivoen U N V.

5Al considerar el codominio R? de las cartas locales como el plano complejo C, se puede considerar
$? como la esfera de Riemann Co, = C & {00}, la compactificacién de un punto del plano complejo.
El punto fuera del dominio de la carta local es z = oo para U, w = co para V.
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En un carta local (U, ¢) de M, una base ortonormal local (o vielbein)® de campos
vectoriales es una familia {Ej,...,E,} (donde n = dim M) de campos vectoriales
locales en X(U) tales que ¢(E,, E,) = 6, para u,v =1,...,n. De igual manera, una
base ortonormal local de 1-formas es otra familia {6%,...,0"} de 1-formas locales
en AL(U) tales que g~1(0#,0V) = 6¥ para u, v =1,...,n.

Para la existencia de estas familias, es suficiente factorizar la matriz G = [g;;],
la cual es una funcién suave G: U — M,,(R) cuyos valores son matrices definidas
positivas, en la forma G = H'H donde H = [hf ] es otra funcién matricial suave.” Sea

H™! = [h!] sumatriz inversa; las ecuaciones H'H = Gy H"'H™t = G™! se expresan
por las férmulas:

he Saphll = gip, RGO = g
e inversamente, H 'GH™! = 1y HG'H' = 1 se expresan por:
ﬁLgi]' ]’;1], =6HV’ hilgrs I’l;/ = oM.
Las bases ortonormales locales entonces se definen por

& = EL di, 0" = h} dx®, (4.21)

ya que g(Ey, Ey) = It} (01, 9)) ], = 6,05 71 (0¥, 0¥) = hf! g7M(dx", dx®) hY = 6+Y. 0

Ejemplo 4.19. En el dominio de carta U := S? \ {e3} de la esfera S?, la matriz de g

es diagonal, g;; = 4472 ;, por (4.19); tiene raiz cuadrada diagonal positiva dada por

h;l i=2g"1 6;.1 , con inverso EL = 1q 0, Entonces las bases ortonormales locales son:

i; o' ::%dx, 02 ::%dy. O

Eq:=
' dy q q

NS
NS

)
—, Ey:=
ox 2
Si M es orientable, tiene una forma de volumen v, dada localmente por

Velu=60"AO*A--- A O".

6Por convenio, los campos y las 1-formas locales llevan indices latinos: d;, dx*, etc., y los vielbein
se denotan con indices griegos: E,, 0", etc. La palabra alemana vielbein (plural vielbeine) significa
“muchas patas”; si n = 4 se habla de vierbein; y si n = 2, de zweibein.

7Siempre hay una solucién continua de la ecuacién H'H = G, porque una matriz definida positiva
Go posee una tnica “raiz cuadrada” Hy = Hj que es también definida positiva, y lareceta Go > Hy esta

dada por un limite p,,(Go) — Hp donde los p, son polinomios tales que p,(t) — V't uniformemente
sobre un intervalo [0, fo]. Una solucién suave no estd garantizada, pero existe en muchos casos.
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Esta forma de volumen cumple v¢(E1, E, ..., E;) = 1 en U toda vez que el orden
de (Ey, ..., E;) sea compatible con la orientacién. Como det ¢ = det[g;;] > 0, puesto
que la matriz [g;i(p)] es definida positiva en cada punto p € M, la expresion local
para la forma de volumen riemanniana v, obtenida de (4.21) es

velu = det[h!]dx' A -+ Adx" = /detgdx' A+ Adx". (4.22)
En particular, la forma de drea sobre S2?, en coordenadas locales o esféricas, es:

c=0'A0%=4g"2dx Ndy =sen0dO Adp.

4.3 Tensores de curvatura

Dada una conexién afin sobre una variedad diferencial M y tres campos vectoriales
X,Y,Z € X(M), la derivada covariante VyZ es otro campo vectorial y admite una se-
gunda derivada covariante VxVyZ € X(M). La expresion local de esta tiltima incluye
derivadas parciales de segundo orden; de donde es evidente que este proceso no rep-
resenta un tensor. Sin embargo, es posible formar un tensor con una modificacién
astuta de esta segunda derivada, como se verd en seguida.

Definicion 4.20. Sea E 5 M un fibrado vectorial. Sea End E — M el fibrado vec-
torial cuya fibra en x € M es la R-dlgebra (End E), := Endr(Ey) de endomorfismos
R-lineales del espacio vectorial E. Si la fibra tipica de E es F ~ R¥, entonces la fibra
tipica de End E es Endgr F ~ M(R). A cada trivializacién local ¢: 7=1(U) — U x Rk
del fibrado E —— M, le corresponde una trivializacién local W': TT-}(U) — U x M (R)

de End E l M, dada por:
W l(x, A) [y~ (x,0)]| =7 (x, Av).
El élgebra de secciones suaves I'(M, End E) actta fibra por fibra sobre I'(M, E), las

secciones suaves de E —s M. Es decir, si A € I'(M,EndE) y s € I'(M, E), entonces
As € I'(M, E) se define por (A s)y := Ax(sx).

En particular, Endce(p)(X(M)) = I'(M, End TM) es el dlgebra de los operadores
C*(M)-lineales sobre los campos vectoriales X(M) = I'(M, TM). O

Definicién 4.21. Sea V una conexién afin sobre una variedad M. Definase una apli-
cacién R-bilineal R = Ry: X(M) X X(M) — Endce)(X(M)) por la férmula:

R(X,Y)Z := VxVyZ = VyVxZ - Vix | Z (4.23)

para X,Y,Z € X(M). Este R es el operador de curvatura de la conexién V. O
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Lema 4.22. La expresion R(X,Y) Z es C*(M)-lineal en las tres variables X,Y, Z.

Demostracion. Es evidente que R(Y, X)Z = —R(X,Y)Z; por lo tanto, basta verificar la
C*(M)-linealidad en X yen Z. Si f, h € C*(M), se obtiene:

R(fX,Y)Z = fVxVyZ - Vy(f VxZ) = Visx v|Z

= fVXVYZ = Y(f)VxZ - f VYyVxZ = Viix v1Z + Vy(5)xZ
= fVXxVyZ = Y(f)VxZ — f VY VxZ - f Vix 11Z + Y(f) VxZ
= fR(X,Y)Z;

R(X,Y)(hZ)=Vx((Yh)Z + hVyZ) = Vy((Xh) Z + hVxZ) = [X,Y](h) Z = h Vix y|Z
=X(Y(h)Z +(Yh)VxZ + (Xh)VyZ + hVxVyZ - [X,Y](h) Z

~Y(X(h) Z = (Xh)VyZ = (Yh) VxZ = hVyVxZ — h Vix y|Z

= hVxVyZ — hVyVxZ = hVx y1Z + {X(Y(h)) = Y(X(h)) - [X, Y](h)}Z
=hR(X,Y)Z. O

Corolario 4.23. Para X,Y,Z € X(M) y a € A (M), la correspondencia
(X,Y,Z,a) = {a,R(X,Y) Z) (4.24)
es un tensor mixto de bigrado (3, 1), llamado el tensor de curvatura de la conexion V. B

Para conexiones mds generales sobre fibrados E —5 M (no necesariamente el fi-
brado tangente) se puede definir un operador de curvatura de V, con valores en
I'(M,EndE), por la generalizacién directa de (4.23):

R(X,Y)s:=VxVys—-VyVxs—V[xys para se€Il(M,E). (4.25)

La demostraciéon del Lema 4.22, con la tinica modificacién Z +— s, comprueba la
formula R(X, Y)(hs) = h R(X,Y)s para todo h € C*(M), asi que R(X,Y) es un ope-
rador C*°(M)-lineal sobre I'(M, E). La antisimetria y la C*°(M)-bilinealidad en (X, Y)
muestran que R es una 2-forma con valores en End E, o sea: R € A*(M,End E).

» El tensor (4.24) es antisimétrica en X < Y, peronoen X < ZnienY < Z.
Entonces este tensor 1o es una 3-forma con valores en T M. Sin embargo, el caso especial
dela conexién de Levi-Civita para una métrica si posee una amplia gama de simetrias.

Definicién 4.24. La curvatura de la conexién de Levi-Civita V& de una variedad rie-
manniana (M, g), que es una 2-forma con valores matriciales, R € A%(M,End TM),
se llama la curvatura riemanniana de (M, g). o
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Proposicion 4.25. La curvatura riemanniana de una variedad riemanniana (M, g) cumple
las cuatro relaciones de simetria siguientes: si X,Y,Z, W € X(M), entonces

@) R(X,Y)Z+R(Y,X)Z =0;

(b) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = 0: esta es la identidad de Bianchi;
(© g(R(X,Y)Z,W) = ~g(R(X, V)W, Z2);

(d) g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z, W)X, Y).

Demostracion. Ad (a): Estala mencionada antisimetriaen X < Y, evidente de (4.23).
Ad (b): Laidentidad de Bianchi es vélida para cualquier conexion libre de torsion.
En efecto, nétese que

VxVyZ - VxVzY - Vx|Y,Z] = Vx(Ty(Y, Z2)) = 0.
Al permutar X, Y, Z ciclicamente, se obtiene
VxVyZ +VyVzX +VzVxY - VxV;Y - VyVxZ - V;VyX
-Vx[Y,Z]-Vy[Z,X]-Vz[X,Y]=0.
Al usar (4.23), esto queda reformulada asi:
R(X,Y)Z+Vixy|Z+R(Y,Z)X +Vy, 21X +R(Z,X)Y +V|zx)Y
-Vx[Y,Z]-Vy[Z,X]-Vz[X,Y]=0.

La libertad de torsiéon Ty = 0 da V(x,yjZ — Vz [X, Y] = [[X, Y], Z] y otras dos expre-
siones similares; el despliegue anterior se simplifica en:

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z, X)Y +[[X, Y], Z] +[[Y, Z], X] + [[Z,X], Y] = O,
y la identidad de Jacobi cancela los tltimos tres términos al lado izquierdo.

Ad(c): Basta mostrar que g(R(X,Y)Z,Z) = 0 en general; la identidad (c) es
obtenida al polarizar ésta con las sustituciones Z +- Z + Wy Z + Z — W. Escribase
h:=g(Z,Z) € C*(M); la compatibilidad de V8 con g y la férmula (4.17) implican

29(V8Z,Z) =X g(Z,Z) = Xh.
La compatibilidad con g también muestra que
SR(X,Y)Z,Z)=g(V¥V3Z,7) - g(V3V5Z,Z) - g(V[gX,Y]Z,Z)
=Xg(V3Z,2) - g(VSZ,N3Z) - Y g(VSZ, Z) + g(VSZ,VEZ) - [X, Y](h)
=Xg(V8Z,2)-Y g(V§Z,Z) - 3[X,Y](h)
= 1X(Yh) = 1Y (Xh) - 3[X, Y](h) = 0.
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Ad(d): SiW € X(M), entonces g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(Y, X)Z, W) por (a) y (c).
Ademads, se verifican las siguientes identidades:

SR(X,Y)Z, W)+ gR(Y,Z)X, W)+ g(R(Z,X)Y,W) =0,
SRW,Y)Z,X)+ g(R(Y,Z)W,X) + g(R(Z, W)Y, X) =0,
SRX,W)Z,Y)+ g(R(W,2)X,Y)+ g(R(Z,X)W,Y) =0,
SRX, Y)W, Z)+ g(R(Y, W)X, Z) + g(R(W, X)Y,Z) =0. (4.26)
En efecto, la primera de estas ecuaciones es una consecuencia directa de la parte (b).
Las otras se obtienen al intercambiar W con X, Y, Z respectivamente.
Al sumar los cuatro lados izquierdos de (4.26), la condicién (c) implica que tres

pares de términos se cancelan. Los otros términos forman tres pares repetidos: por
ejemplo, g(R(Z, W)Y, X) = g(R(W, Z)X,Y) por (a) y (c). De ahi resulta que

g(RW,Y)Z,X) +g(RW,Z2)X,Y) + g(RW, X)Y,Z) = 0. (4-27a)
Entonces, al aplicar las condiciones (b) y luego (a) y (c) se obtiene:

S(R(X, Y)W, Z) = —g(RW, X)Y, Z) — g(R(Y, W)X, Z)
= —g(R(W, X)Y, Z) - ¢(R(W, Y)Z, X). (4.27b)

De (4.27a) y (4.27b) se deduce que g(R(X, Y)W, Z) = g(R(W, Z)X,Y), la cual es equi-
valente a la condicion (d). O

» En coordenadas locales de una carta (U, ¢) de M, el tensor de curvatura tiene las
componentes
R;.kl := (dx', R(dx, 1) 9;). (4.28)

Entonces, por (4.23):
, 3 _ v8 v8 38

En vista de (4.4), la curvatura de V3 estd determinada por los simbolos de Christoffel
y sus derivadas, mediante la férmula:

Riyy = (dx', V5, (Tji9m)) = (dx", V3 (T, 9m))
= (dx', (kL) O + T}IT,  Or) = {dx’, (AUT) O + TR 0r)

= okT}; — Ty + T, — TR, ;. (4-29)
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Al usar la métrica g en lugar de la dualidad en (4.28), se obtiene una expresién
alternativa de R como un 4-tensor covariante:

%:: g(&z;R(ak/al)a]) = gsz;;;(l (430)
En términos de estos componentes, las simetrias de la Proposicién 4.25 son:
Rijki = =Rjiki = —Rijik; Rijk1 + Ritjk + Rix1j = 0; Rijki = Rkiij- (4.31)

Definicién 4.26. La curvatura riemanniana R sobre (M, g) da lugar a otros tensores,
por contraccion de indices. El tensor de Ricci es la traza de la aplicacién C*(M)-lineal
Y — R(—,Y), la cual es un 2-tensor covariante Ric, con componentes locales:

ﬁ = Ricj; := tr(R]'..l) = R;.‘kl . (4.32)
En vista de las simetrias de R, el tensor de Ricci es simétrico:

_ pm _ _mk _ km _ pk _
Rij =Ry, = 8" Riimj = & Rumjk1 = Rjy = Rjr.

La contraccién total del tensor de Ricci con la métrica inversa g~!, dada por
S:=g/'Rj e C¥(M) (4.33)
es la curvatura escalar S de la variedad riemanniana (M, g). o

En una variedad riemanniana (M, ¢) de dimension 2, los componentes locales Rijki
del tensor de curvatura obedecen las relaciones de simetria (4.31), donde i,j,k,I =
1,2. De las primeras dos relaciones, se ve que R;jx; = 0sii = j o bien k = [. Los
otros coeficientes son Ri212 = —R2112 = —R1221 = Ro121; y para ellos, la tercera (de
Bianchi) y la cuarta relaciones son automaticas. Por lo tanto, R queda determinado
por el coeficiente Ryz12 solamente.

[Si dim M = 4, las relaciones de simetria reducen las 256 componentes de R a
unos 20 componentes independientes. En dimensién 7, el niimero de componentes
independientes es n%(n? — 1)/12.

Proposicién 4.27. La esfera S? tiene curvatura escalar constante S = 2.

Demostracion. En el caso de la esfera S2, basta hacer el cilculo en el dominio de carta
local U = $?\ {e3}; hay un calculo anélogo en V = S?\ {—e3}. (Como U NV # 0, los
valores constantes de S en U y en V deben ser iguales.)
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Conlanotacién del Ejemplo 4.17, se usa coordenadas locales (x, y) en U y se escribe
g := 1+ x2 + y2. Los simbolos de Christoffel fueron calculados en (4.20):

2x 2 2x
1 _ 1 1 __“4Y 1 _ <X
== 1“12—1"21——7, rzz—"'q'
2y 2x 2y
2 _ 2 12 _ 2 _
=+ Te=sly=- dp=-Tr
Como las matrices [g;j] y [¢"°] son diagonales, las sumatorias en (4.30) tienen un

solo término cada uno; por ejemplo, Ri212 = g11R},, ¥ luego R}, = ¢ R1z1.

Ahora se calcula, a partir de (4.28):
Ryyp = 1Ty = oLy, + T30 =TT

0 (Zx) 0 ( 2y>_4x2 +4y2 4y +4x2

R A A A A
2 —4x? 2q-4y* 4
R
y en consecuencia
4.4 16

1
Ri212 = gn1Ryq5 =

72 ' PR
Los componentes del tensor de Ricci son:
4
Ry = R%lz + Rgzz = R%u + 822R2222 = R%u = ? ,
2
16 4
Ri1 = Ry + R3, = ¢ R + 2 Ro1o1 = §2Ripnn = qz : ? = ? ,

y de modo similar Rjp = Ry; = 0. Luego las matrices [¢"*] y [R]-Z] son diagonales en
este caso; la curvatura escalar es una suma de dos términos:

2 2
; 4 q° 4
S=gllRy=g"Riy+¢PRp="1.2 4,9 %o
FRjI=8 ‘uuTg& K=" 24 g
Un célculo similar muestra que S = 2 en V; luego vale S = 2 en todo S2. |

La métrica estaindar en M = R" es constante: gij = 0ij, cuya curvatura escalar es
S = 0. Existen otras superficies de curvatura constante negativa, llamadas seudoesferas.
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4.4 Formas de conexién y fibrados principales

La teoria de conexiones y curvatura puede ser reformulado en términos de ciertas
formas diferenciales locales.

Definicion 4.28. Sea M es una variedad diferencial de dimensién 1, sea FM 5 Mel
fibrado cuya fibra 3, M es la totalidad de bases {v1, ..., v, } del espacio tangente T, M.

Elegir una base es equivalente a definir un isomorfismo lineal® u: R" — T, M; el con-
junto F, M es la totalidad de tales u. El grupo de Lie G = GL(n, R) — los automorfis-
mos lineales de R" —acttia sobre 3, M por composicion: u - uoA: R" — R" — T, M.

Si {(U, ¢)} es una carta del atlas que trivializa el fibrado tangente TM M, se
puede hallar un marco local {Xj, ..., X, } en X(M)|y cuyos (X;), forman una base de
T,M, parap € U;. (Elmarcolocal {d/dx,...,d/9x"} es un ejemplo de eso.) Entonces

Upeu]- F,M = 071 (Uj) = U; x G. Asi se define un fibrado ¥M —5 M, el fibrado de
marcos de M, cuya fibra tipica es el grupo G = GL(n, R). O

Eluso de un marco local da lugar a una manera alternativa de estudiar conexiones
afines, que generaliza los simbolos de Christoffel. Este punto de vista fue introducido
por Elie Cartan con su método del marco mévil.®

Definicién 4.29. Sea (U, ¢) una carta local de una variedad diferencial M, que trivia-

liza el fibrado tangente TM 5 M. Sea {X1,..., X, } unmarco local de X(M)|;;. Cada
X € X(M) tiene la siguiente expansioén sobre U:

X|lu=:0(X)X; con 6',...,0" e A'U). (4.34a)
Si V es una conexion afin sobre M, cada Vx(X;) posee una expansion similar:

Vx(X;) = a);(X) X; con cada a);. e ANU). (4.34b)

Los coeficientes 0(X) y a)]l:(X ) dependen R-linealmente de X. Los lados izquierdos de

estas ecuaciones dependen tensorialmente de X, asi que los 6’ y a);. son 1-formas. ¢

8El isomorfismo lineal u queda determinado por sus valores en la base estandar de R", u(e;) := v;,
que deben ser linealmente independientes.

9E1 método de la repére mobile (marco mévil) fue expuesto en el libro: Elie Cartan, La Méthode
du Repére Mobile, La Théorie Des Groupes Continus, et Les Espaces Généralisés, Actualités Scientifiques et
Industrielles 194, Hermann, Paris, 1935.
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Definicién 4.30. La torsién Ty y la curvatura Ry de una conexién V, definidas por las
férmulas respectivas (4.15) y (4.23), permiten introducen ciertas 2-formas locales en
términos de un marco local {Xj, ..., X,,} sobre U:

Tv(X,Y)=7(X,Y)X; con t!,...,7" e A*(U), (4-35a)
Rv(X,Y)X; =: Q;.(X, Y) X; con cada Q; e A2(U). (4.35b)

Cabe recordar que Ty(X,Y) y Rv(X, Y) son antisimétricos y tensoriales en X, Y, asi
queestas ' y Q; son efectivamente 2-formas sobre U. 0

Estas 1-formas y 2-formas locales no son independientes, sino que estan ligadas
por las ecuaciones estructurales de Cartan, como demuestra el teorema siguiente.

Teorema 4.31 (Cartan). Dado un marco local {X, ..., Xy} de X(M)|u, las formas locales
(4-34) v (4.35) obedecen estas ecuaciones de estructura:

' =de' + a); A6, (4.36a)
Qf = dw! + wj A w;f . (4.36b)
Demostracion. Ad (a): De la definicién de torsion, en X(M)|; se obtiene:
(X,Y)X; = VxY = VyX = [X, Y]
= Vx(0/(Y) X)) = Vv (6/(X) X;j) — 0/([X, Y]) X;
= (X(O/(Y)) = Y(6/(X)) - 01(X, Y]) X; + 0 (Y) Vx(X;) - 0/(X) V(X))
=do/(X,Y) X; + 6/(Y) w]li(X) X; — 0/(X) a)]f.(y) X;
= (dO'(X,Y) + a);i(X) 0/(Y) - a)]i.(Y) 0/(X)) X;
= (d0'(X,Y) + wj A O(X,Y)) X
al usar la férmula a);. INCIE a);. ®0 -0/ ® a);. y la independencia lineal de los X;.
Ad (b): De manera similar, de la definicién de curvatura se obtiene:
Q](X Y)Xj = (VxVy - VyVx = Vix v]) X;
= Vx(wj(Y) Xy) = Vy(0j(X) X;) = 0i([X, Y]) X;
= (X(@j(0) = Y(@](X)) = 0{(IX, YD) Xi + @j (V) Vx(Xi) = @ (X)Vy(X)
= dol(X,Y) X; + wj(X) wjf(y) Xi — @i (Y) w;f(X) X;
= (dwi(X,Y) + wj A wj.‘(x, Y)) X;
asi que Q;(X, Y)= (da)]l: + a);( A a);.‘)(X, Y) para todo X, Y € X(M)|u - O
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Es posible escribir las ecuaciones estructurales de Cartan en una forma més com-
pacta al notar que los productos cufia en (4.36) aparecen en el formato de produc-
tos matriciales (habida cuenta del convenio de Einstein). Conviene introducir vec-
tores columna 60 := [0'] € AY(U;R"), 1 := [7'] € A%(U;R"); y matrices cuadradas
w = [w;] c AY(U;g), Q:= [Q;.] € A%(U; g), donde g = M, (R) es el dlgebra de Lie de
G = GL(n, R). Se definen los “productos cufia matriciales” @ A 0 y @ A w entrada
por entrada. Entonces las ecuaciones de estructura se resumen en estas férmulas:

T=d0+w A0, Q=dw+w A w. (4.36¢)

» Para obtener una versién global de estas formas 0’ y cu]l: se debe recordar el concepto
de fibrado principal, mencionado de paso en la seccién 1.9.

Definicién 4.32. Un fibrado principal (P, M, g; G), también denotado por P 7, M,
es un fibrado cuya fibra tipica es un grupo de Lie G, que actta libre y transitivamente°
a la derecha sobre cada fibra P,. Asi, hay una funcién suave R: P X G — P denotado
por u < g := R(u, g) de tal manera que — en contraste con la accién a izquierda (1.50):

(u<g)<h=u<(gh), u<l=u paratodo ue€P; g heGC.
El fibrado y la accién de grupo deben ser compatibles, de esta manera:

(a) Se requiere que o( <g) = o(u) yque G — P, : ¢ — u < g sea biyectiva. Por
eso, las fibras P,, son las 6rbitas de la accién de G.)

(b) Las trivializaciones locales 1;: n‘l(u]-) — U;XG de (1.52) son equivariantes para
las acciones de G sobre P y sobre M x G mediante (p, g) <h := (p, gh). Esto es,
Yi(u<h)=vyj(u)<hparau €U h €G. O

Ya se ha notado en la seccién 1.9 que la aplicacién cociente G SN /H, donde G es
un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado, constituye un fibrado principal. El fibrado

de marcos FM — M de la Definicién 4.28 es otro fibrado principal, cuyo grupo de
estructura es G = GL(n, R).

Definicién 4.33. Sea E — M un fibrado vectorial de rango k. Definase un fibrado
principal F(M) 25 M como sigue. Para p € M, sea J(E,) la totalidad de isomorfismos
lineales u,: R¥ — E,. El espacio total es la uni6n disjunta de estos conjuntos:

FM):={u=(p,up):peM, u, € F(Ep) }, o(u):=p.

*°Una accién del grupo G es libre si solamente el elemento 1 € G acttia como el operador identidad.
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Si : n~(U) — U x R¥ es una trivializacién local de E M, u pry(i(u)) es
un isomorfismo lineal 1,: E, — R¥; y cada ¢, o u, € GL(k,R). De esta manera
se obtiene unos isomorfismos de grupos g@p: F(Ep) — GL(k,R) que se combinan
en una trivializacién local g@: o1 (U) — U x GL(k,R). El fibrado asi definido es el
fibrado de marcos de E, en donde GL(k, R) actta a la derecha sobre cada fibra por
composicion. ¢

Es posible recuperar un fibrado vectorial desde su fibrado de marcos, como sigue.

Definicién 4.34. Hay una accién a izquierda de G = GL(k, R) sobre F(E) x R¥ por la
férmula “diagonal”:

Av(u,x):=(uoA',Ax) para A eGL(k, R). (4.37)

El espacio cociente de F(E) X Rk bajo esta accion (esto es, el conjunto de las 6rbitas)
se llama el producto fibrado de F(E) y R¥, denotado por

F(E) xg RF

cuyo elemento [u, x] es la clase de equivalencia de (u, x) bajo la accién (4.37). Para
u € F(E) fijo, ellos forman un espacio vectorial, al poner c[u, x]+[u, y] := [u, cx + y].
Como también [u o0 A, x] = [u, Ax] para A € GL(k, R), este espacio vectorial depende

solo del punto de la base p = o(u) € M. Entonces F(E) X¢ R¥ 25 M es un fibrado
vectorial, con proyeccién o([u, x]) := o(u).

Al definir O([u, x]) := u(x) € E, toda vez que o(u) = p, se obtiene un isomorfismo
de fibrados vectoriales 0: F(E) X RF — E; se ve que 7 0 6 = G por su definicién. ¢

» Si (M, g) es una variedad riemanniana, cada espacio tangente T, M posee un pro-
ducto escalar real g,. Sea O, M la totalidad de bases ortonormales {v1, ...,v,} de T, M.
La base estandar {eq, ..., me R" es una base ortonormal para el producto escalar
usual; luego, se puede identificar OpM con las isometrias lineales v: R" — T,M
entre estos dos espacios euclidianos, al tomar v; := v(e;) en cada caso.

El grupo de Lie O(n) - las isometrias lineales de R" — acttia a la derecha O, M por
composiciéon: v > v o A: R" - R" — T,M.

Por analogfa con la Definicién 4.28, estas O,(M) son fibras de un fibrado prin-
cipal O(M) M, cuyo grupo de estructura es O(n). Este es el fibrado de marcos
ortonormales de (M, g).

» El uso de fibrados principales permitird “globalizar” las ecuaciones de estructura
de Cartan (4.36), definidos hasta ahora en una carta local.
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Definicién 4.35. Sea P —> M un fibrado principal con grupo de estructura G y sea g
el algebra de Lie de G. Para cada X € g, se define un campo vectorial fundamental
X sobre P por:

Xyi=—| u-<exptX. (4.38)
dt|,_y

Este campo vectorial cumple )zf(u) = }?u(f) = %L:Of(u <exptX), para f € C*(P),
donde f(u <exp tX) es una funciéon suave de u € Py t € R. Luego )?f € C®(P); la
regla de Leibniz de X es inmediato.

De esta manera, se obtiene una aplicacién R-lineal j: g — X(P) : X X, que de
hecho es un homomorfismo de élgebras de Lie: j([X,Y]) = [}? , 17]. La curva integral
de X que pasa por u es y(t) := u <exptX. O

Lema 4.36. El conjunto de campos vectoriales fundamentales es equivariante bajo dos acciones
(a derecha) de G:

(rg):X = (Ad(g7HX) . (4-39)

Demostracion. Definase 6,: G — P : ¢ — u < g. Entonces y(t) = 0,(exp tX); asi,
X, = 7(0) = T10,(X). Si rg:u — u < g denota la accion de G sobre P, fijese que

reOu(h)=(u<h)<g=u<hg=u <g(g7hg) para heG.
Al aplicar la regla de cadena (1.16) en h = exp t X, se obtiene
Turg()?u) = Tu”g © Tleu(X) = T19u<g(Ad(g_l)X) = ((Ad(g_l)X)~)M<g . O

Siu € P,seaV, = ker(T,o: T,P — T,,)M) el espacio tangente vertical en u.
Como T, 0 es sobreyectivo, hay una sucesién exacta corta de espacios vectoriales:

00—V, —T,P— T;;,M—0. (4.40)

Fijese que 0 0 0,(g) = o(u <g) = o(u); la funcién g 0 6, : G — M es constante. Por lo
tanto, T, a(X ) = Tu(0 0 0,)(X) = 0 para X € g. Se concluye X, €V, para u € P: los
campos vectoriales fundamentales son verticales.

Comodimp V, =dimP-dim M = dim G = dimp g, se ve que V;, = {}?u X eg}.
Se puede verificar que los V;, son fibras de un fibrado vectorial trivial V =P que es
un subfibrado del fibrado tangente TP = P.

Se busca un espacio vectorial suplementario H, < T, P tal que V, ® H, = T,P.
Una tal familia de subespacios horizontales esti dazgpor una conexion sobre M. Aqui se
ejemplificard ese hecho en el caso de una conexién afin.
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Dado un marco local {Xy,..., Xy} de X(M)luyp € U, seau := {X1lp,..., Xulp},
asf que u € 3,M. Sea y: 1 — M una curva suave en M tal que y(0) = p. Dada una
conexién afin V sobre M, el transporte paralelo de los X;|, € T,M a lo largo de y
determina una curva I'(t) = {Xy(¢),..., X, ()} en P := FM. Esta curva satisface las
ecuaciones diferencialgv);(t)Xj(t) = 0y la condicién inicial I'(0) = u.

Fijese que o(I'(t)) = y(t). Ahora bien, el marco local dado también define otra
curva u(t) := {Xil, ), - - -, Xulyry} en P con u(0) = u y o(u(t)) = y(t) para t € I. Esto
significa que

u(t)=I(t)<a(t) para tel, (4.41)

para una curva suave t — a(t) € G = GL(n,R) con a(0) = 1.
Resulta que la derivada de la relacién (4.41) ent = QO es:

(0)=T(0) + A, donde A :=(0). (4.42)

Lema 4.37. Si w = [w;] € ANU; M, (R)) es la matriz de 1-formas asociada al marco local
{X1,..., Xn} por (4.34b), entonces A = w(y(0)).

Demostracion. Por la férmula (4.34b), se obtiene
VioX; = (w;(f/(o))XAp
mientras que, en la notacién de la seccién 4.1,

Vi Xi(0) = 2 (Kihin) = (1) = = (a}(6) Xi(0)

dt
= (a})'(£) Xi(t) + (al)(t) Ddfi(t) = (a))'(t) Xi(t),

porque DX;/dt(t) = 0 pues los X;(t) son paralelos a lo largo de y. Esto implica que
Vi0Xj = (a]l:)’(O) Xily = A; Xily. Como los X;|, son linealmente independientes, se
deduce que A;. = a);(y(O)). O

Entonces la férmula (4.42) se presenta como:

i(0) = T(0) + (w(7(0)) "),

donde el primer y tercer términos dependen R-linealmente de y(0), pues w es una 1-
formay A — A es lineal. Esto implica que I: T,M — T,P : y(0) = I'(0) es lineal. Por
lo tanto, la totalidad H, de posibles I'(0) es un subespacio vectorial de T,,(FM). Ademas,
T,o(I'(0)) = 7(0) asi que T, 0 o I = 1 sobre T,M. Se concluye que [ es inyectiva, que
dimg H, = dimg T,M = dim M y que T,,P = V,, ® H,, efectivamente.
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Si se cambia el marco local u € F, M por otromarcou<g € F,M,lacurval(t)<ges
el transporte paralelo a lo largo de y con la nueva condicién inicial I'(0)<g = u<g. Al
repetir la construccién anterior con este curva, se obtiene H, <, = (7¢).H,: la familia
de los Hy, es invariante bajo la accién (a derecha) de G sobre TP.

En resumen: la conexién afin V determina un subfibrado horizontal H —s P del
fibrado tangente TP 5P tal que I,P =V, ® H, paratodou € P = §M.

» Siu € P, T10,: g >V, : X > }?u es un isomorfismo lineal. Sea 1,: T,P — V,
la proyeccion que anula el subespacio horizontal H,. (Este componente vertical en la
suma directa V,, ® H, depende de H,, y por ende depende indirectamente de V.) La
composicion

wy = (T10,) " omy : TP — g (4-43)
es R-lineal. Se puede mostrar que depende suavemente de u y asi define una 1-forma
con valores en g = M,(R), esto es, w € A!(P; g). Esta 1-forma tiene las propiedades
de la siguiente definicién, que proporciona una enfoque alternativa para la teorfa de
conexiones.

Definicién 4.38. Sea P —> M un fibrado principal con grupo de estructura G, cuya
algebra de Lie es g. Una conexién de Ehresmann sobre P es una 1-forma w € A!(P; g)
que satisface estas dos condiciones:

() wu(Xy) =X paratodo X € g, u € P;
(b) ryw = Ad(g™Hw para todo g € G.

Para cada u € P, se define H,, := ker w,, < T, P. Asi se determina la una descomposi-
conT,P =V, ® H,. O
Para ver que la receta (4.43) cumple estas condiciones, nétese primero que 1, (55,,) =
iu porque )?u € V,, por definicién; como T; 0, (X) = iu, la condicién (a) es vélida.
Cada vector en T,P se escribe de modo tinico como Z, = fiu +Y,, con X € g,
Y, € Hy,. Si g € G, entonces (ry).Y, € Hu < g), asi que w,(Y;) = 0y ala vez
Wyu<g((7¢)-Yy) = 0. En vista de — se ve que

(r;w)u(zu) = a)u<g((rg)*zu) = a)u<g((rg)*§zu) = a)u<g((Ad(g_1)X)~)
= Ad(g™)X = Ad(g™) wu(Xy) = Ad(g™") wu(Zy).

u<g

La curvatura de una conexién de Ehresmann es una 2-forma Q € A?(P; g) definido
para satisfacer (4.36c¢):
Q:=dw+wAw.

De esta manera, se llega a una formulacién global de las ecuaciones (4.36).
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4.5 Ejercicios sobre conexiones y curvatura

Ejercicio 4.1. Sea V una conexién afin sobre una variedad diferencial M. Un campo
vectorial Y € X(M) es paralelo a lo largo de una curva y: I — M que pasa por
p=vy(0)si V;Y =0 (esdecir, Vi)Y =0 € T);)M para todo ¢ € I).

SiY|u = f7 dj enlas coordenadas locales de una carta (U, ¢) de M, demostrar que
Y es paralelo a lo largo de y si y solo si

L o+ D) FO) 7B =0 (=1,...,m)

para todo t € I. Deducir que existe algin ¢ > 0 con (—¢, €) C I tal que los vectores
{Y, € M : g € y((—¢, €)) } quedan determinados por Y,; y que la correspondencia
Y, — Y, determina un isomorfismo lineal W, ,: T,M — T, M para tales puntos 4.
Concluir que la conexiéon V determina una regla de transporte paralelo a lo largo de
cada curva suave en M.

Ejercicio 4.2. Verificar la regla de cambio de variables (4.5) para los simbolos de Chris-
toffel de una conexién afin:

= oxt axJ dy' rk *xt dy!
"y dy® Ixk T dyTys Ixl

Ejercicio 4.3. Sea R* = (0, c0) la semirrecta positiva de R (sin el origen), con coorde-
nada local ¥ > 0 y campo vectorial basico % € X(R*).SeaZ :=r % el campo de Euler
en R*. Demostrar que Z es paralelo a lo largo de R* con respecto a la conexién afin

V sobre R* dada por
v (i) __1d
War\ar) T "y dr”
Comprobar que la geodésica y: R — R* determinada por las condiciones iniciales

y(0)=1,7(0)=a %h estéd dada por la funcién exponencial y(t) = e®.

Ejercicio 4.4. Sea S C R3 una superficie reqular, esto es, {p € R3 : f(p) = a } donde
f:R3 > R essuave y a es un valor regular de f (Corolario 1.46), entonces Y f es
un “campo normal” (que no se anula) sobre S. Se identifica T, R® con R y el plano
tangente T,S con {v € R3 : %f(p) v = 0}. Seamp,: T,R?> — T,5 la proyeccién
ortogonal; y sea D la derivada direccional en R® dada por (4.1). Si X,Y € X(S),
definase VxY := n(DxY). Demostrar que esta V es una conexién afin sobre S.

Ejercicio 4.5. Demostrar que las geodésicas que pasan por el punto (1, 0, 0) del cilindro
x> +y? =1enR3son: (a)larecta x =1,y = 0; (b) el circulo x> + y*> =1,z = 0; y () las
hélices t — (cost,sent,ct), conc € R\ {0}. [ Indicacién: coordenadas cilindricas. ]
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Ejercicio 4.6. Completar la demostracién de la Proposicién 4.14, como sigue. Sea:

AKX,Y,Z)
= Xg(Y, Z) + Yg(Z, X) - Zg(X/ Y) - g([Y/ Z]/X) - g([X/ Z]/Y) + g([X/ Y]/Z)

(a) Comprobar que A(X,Y,Z) es C*(M)-lineal en X y en Z. Esto dice que el ope-
rador B(X,Y): Z — %A(X, Y, Z) es tensorial en X y R-lineal en Y.

(b) Chequear que B(X, hY) =(Xh)Y + h B(X,Y) para todo h € C*(M).
(c) Verificar que la conexién V¢ dada por ViY := B(X,Y) es libre de torsion.
(d) Verificar que esta conexién V& es compatible con la métrica g.

Ejercicio 4.7. Si V$ es la conexién de Levi-Civita sobre la esfera S? con la métrica
¢ = d6? +sen? 0 d¢?, hallar los 8 coeficientes de Christoffel Ffj(G, d)enU = S?\ {e3}
en términos de las coordenadas esféricas.

Ejercicio 4.8. Si (M, g) es una variedad riemanniana orientada, su forma de volumen
riemanniana se define localmente por

vgi=pdx' A---Adx", con p:=,/det[g;].

Si 1“5.‘]. son los simbolos de Christoffel de la conexién de Levi-Civita V8, comprobar esta

térmula local para su traza parcial F;k:

1 1 dp

/R l _ _
Ui = 38" 9k = 5 5.5 = dllog p).
Ejercicio 4.9. Considérese el semiplano superior H? := {(x,y) € R?2:y > 0} con
la métrica riemanniana ¢ = y~2(dx? + dy?). Calcular sus coeficientes de Christoffel
Ff]. y el componente R1»12 del tensor de curvatura riemanniana. Demostrar que su
curvatura escalar es constante: S = —2.

Ejercicio 4.10. Sea M una variedad de dimensién n que es una subvariedad de R"
mediante un encaje j: M — R™. La métrica euclidiana en R" es 3(A,B) := a - b,
al identificar T,R™ ~ R™ por A, = ai(p)%b o a, = (al(p),...,a™(p)) € R™. La
métrica inducida ¢ sobre M se define como la imagen inversa g := j*(g), esto es,
g(X,Y)(p) := xp - y, para todo p € M.
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(@) SiF = ¢': (U) —» U c R™ parametriza el dominio de una carta local (U, ¢)
de M, verificar que g;; = d;F - d;F son los componentes de la métrica inducida.

(b) En particular, usando las coordenadas esféricas
F(0,¢):=(asenOcos¢p,asenOsen,acos0)
delaesfera M = a S? de radio a en R3, calcular los gij cOmo funciones de (0, ¢).
(c) Calcular los coeficientes de Christoffel para a S? en coordenadas esféricas.

Ejercicio 4.11. Considérese la esfera S® como la subvariedad de R* dadoporx-x = 1,
donde x = (x%, x!, x2, x3) € R* denotan las coordenadas coordenadas.

(a) Bajo la métrica inducida del Ejercicio 4.10, comprobar que estas tres campos
vectoriales: "

Eq:= —x180+x081+x382—x283
E, := —x280—x3o71+x082+x183
E; = —x380+x281—x1c92+x083

son ortonormales en X(S3), esto es, Q(Eq, Eq) =1,y g(Es, Ep) =0 paraa # b.

(b) Envista de que Vy,0; = 0 en R*, se obtiene Vi 5,(h/ 9;) = f* i(h7) 9;. Demostrar
que Vg, E;, =0paraa =1,2,3y que

Vg, Er = E3 = =VE,E1, Vg,E3=Eq1=-VE,Ey, VEgE;=E;=-VgEs.

(c) Concluir que la conexién de Levi-Civita para S obedece

VE;,Eb = Eabc E.,
donde €1° = 23! = €32 = +1; €152 = e° = €30t = —1; y los otros ¢,,° = 0.
(d) Comprobar que [E;, Ep] = 2¢4° E..

(e) Obtener una expresion para g(R(E,, Ep) E;, Eq) paraa,b,c,d € {1,2,3}.

11 campo de Euler Eg := x° dp + x! 91 + x2 92 + x° 93 en X(R*) es ortogonal a estos tres: §(Eg, E;) = 0
paraa = 1,2,3. Este es el campo normal a S* c R*, en la terminologia del Ejercicio 4.4.



MA-870: Geometria Diferencial 4.5. Ejercicios sobre conexiones y curvatura

Ejercicio 4.12. Dado un marco local {Xy,...,X,} de X(M)|y, sean 0',...,0" las
1-formas locales duales, definidos por (4.36a). Si V es la conexién de Levi-Civita para
una métrica g sobre M, comprobar que las 2-formas locales de curvatura Q; estan
dadas por:
i _ 1pi k )
Q;.— ER;‘kIQ NG
Ejercicio 4.13. Sea w = [w;] € AY(U; M, (R)) la matriz de 1-formas locales asociada

a una conexion afin. Si Q) = [Q;.] € A%(U; M,,(R)) es la matriz de 2-formas locales de
curvatura, demostrar la segunda identidad de Bianchi:

dQ=0ANw—-w ANQ.

Ejercicio 4.14. Si{X’, ..., X}, } es unsegundo marco local de X(M)|;, relacionado con
el del Ejercicio 4.12 por una matriz de “cambio de base” g = [ g]’f]:

ro_ 1y,
X]. =g Xi,
sean 0’ = [0"], v’ = [a);.i], Q= [Q;.i] las formas locales correspondientes.

(a) Demostrar que 0’y @’ estdn relacionadas con 0 y w a través de estas formulas de
cambio de base:
0’ =g7'0, ' =g wg+gldyg.

(b) Demostrar que €)' y Q) estdn relacionadas por una conjugacién matricial

Q= g_lﬁg.

Ejercicio 4.15. Considérese el semiplano superior H? del Ejercicio 4.9, con la métrica
riemanniana ¢ = y~2(dx? + dy?). Mostrar que el marco (global!) {Xj, X»} dado por
Xi=yZ, Xo:=y % es ortonormal y que 0 = y~1dx, 6% =y~ ldy.

Usar las ecuaciones de estructura de Cartan para hallar las matrices de 1-formas
W = [a);] y Q= [Q;.]. Calcular su curvatura gaussiana K := Q%(Xl, X>).

Ejercicio 4.16. El circulo T acttia sobre S = {(z,w) € C? : |z|> + |w|*> = 1} por
(z,w) <e'? := (ze'%, we'). Comprobar que se puede identificar el espacio cociente

S3/T con la esfera S2. Demostrar que asi se obtiene un fibrado principal S —>$2 con
grupo de estructura T. [ Este es el fibrado de Hopf. |
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