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Introduccion

El &mbito natural del célculo diferencial e integral en varias variables esta constituido
por espacios topoldgicos que son localmente euclidianos. Esto significa que cada punto
del espacio posee un vecindario abierto homeomorfo a una bola abierto de algin R";
entonces es posible importar las nociones de funcién diferenciable y de elemento de
volumen desde R" al vecindario de marras. Asi se confiere al espacio dado una estructura
diferencial, dando lugar a una variedad diferencial. Unos ejemplos tipicos son las esferas,
los toros y los espacios proyectivos, sin omitir el propio R". Otros ejemplos son los grupos
de matrices invertibles (reales o complejos) y las érbitas de acciones (libres y propias)
de tales grupos. El tema de este curso es el estudio de la estructura diferencial de tales
variedades diferenciales.

Mediante las correspondencias locales con espacios euclidianos, es posible asignar
coordenadas locales a ciertos abiertos de la variedad. Esto permite transportar el calculo
diferencial ordinario a la variedad, de manera consistente entre las diversas sistemas
de coordenadas locales. A partir de ahi, se introduce varias estructuras globales sobre
la variedad: campos vectoriales, formas diferenciales, y transformaciones lineales entre
ellos. Sobre una variedad orientable, es posible definir integrales mediante formas de
volumen. Una pieza clave de ese andlisis es el llamado teorema de Stokes, que relaciona
integrales sobre formas de grados diferentes.

La geometria de las variedades diferenciales depende de una estructura suplemen-
taria, necesaria para definir los conceptos de torsién y curvatura. Esta es una conexion
afin, que determina el desplazamiento paralelo de vectores tangentes. Otra estructura
suplementaria es una métrica riemanniana, que permite definir una nocién intrinseca de
distancia entre puntos de la variedad. Dada una métrica, hay una tinica conexién afin
compatible con ella y libre de torsién: con ello es posible calcular diversos invariantes
métricos, entre ellos la curvatura escalar.
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Temario

Variedades diferenciales Definicién y ejemplos de variedades. Funciones y aplicaciones
diferenciables, particiones de la unidad. Vectores tangentes y campos vectoriales.
Curvas integrales y flujo de un campo vectorial. Grupos de Lie y sus espacios
homogéneos. Fibrados principales y fibrados vectoriales, los fibrados tangente y
cotangente de una variedad diferencial.

Formas diferenciales Formas diferenciales de primer grado y su dualidad con campos
vectoriales. Algebra tensorial, formas de grado superior. La derivada exterior de
una forma diferencial, derivadas de Lie de campos vectoriales y formas. Formas
cerradas y exactas, el lema de Poincaré.

Integracion en variedades Variedades orientables. Integrales de n-formas. Cadenas y
homologia singular. Cohomologia de de Rham, el teorema de Stokes.

Conexiones y curvatura Transporte paralelo de campos vectoriales. Conexiones afines,
derivadas covariantes, simbolos de Christoffel, curvas geodésicas. Métricas rieman-
nianas y conexiones de Levi-Civita. Curvatura riemanniana, tensores de Ricci, cur-
vatura escalar. Espacios de curvatura constante, geometria esférica.
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Notaciones y convenios

Un curso de célculo en varias variables es prerrequisito de esta materia. Cabe men-
cionar algunos detalles de notacién, aunque el lector ya habra visto la mayoria de ellos.

o Lasletras N, Z, Q, R, C denotan los nimeros naturales,! enteros, racionales, reales
y complejos, respectivamente.

¢ Si Ay B son conjuntos disjuntos, A N B = (), su union disjunta es A ¥ B.

¢ Si R(x) es una relacién logica que depende de un pardmetro x, se escribe:

[R(x)] := 1, siR(x) es CIERTO;

0, siR(x) es FALSO.

'Los autores franceses usan N = {0,1,2,3,...} y escriben N* = {1,2,3,...}. En cambio, los autores
alemanes suelen poner N = {1,2,3,...} yNg ={0,1,2,3,... }. Ellector debe cerciorarse si un determinado
libro considera 0 como nimero natural o no. En estos apuntes, se seguira el convenio francés, en el cual
N=1{0123,...}
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Esta funcion booleana se conoce como la notacion de Iverson.2 Por ejemplo, la
funcion indicatriz y4 de un conjunto A se define como

1, sixeA;

x):=|xeA| =
xax) =[x € 4] 0, six¢A.

La funcidén de signo sobre R vale 1, 0, —1 para un nimero positivo, cero o negativo,
respectivamente. Su definicién es simplemente

signo(t) := [t > O] - [t < O].
La delta de Kronecker, comiinmente escrito §;; o 5}‘, también se puede definir asi:

. L sij=k;
S =[Jj=k]:= o
0, sij#k.
¢ Las coordenadas de un vector en R"” se denotaran por superindices (exponentes) en
vez de subindices:
x=(xhLa% .. x") e R™

Al tomar potencias de coordenadas, el uso de paréntesis evita ambigiiedades; asi,
la norma euclidiana de x € R" es:

]l = V(x)Z + (x2)2 + -+ + (xm)2.

Una lista de vectores empleara subindices. Por ejemplo, la base ortonormal usual
de R" sera denotada por {eq,eo,...,e,}.

¢ Las formas R-lineales £: R" — R constituyen el espacio vectorial dual (R")* — a
veces denotado por R,. Con respecto a la base dual {€',...,£"}, definida por las
relaciones £'(e;) = [[i = j]|, los componentes de ¢ se denotan por subindices:

E=Eet + Eae® + -+ £
Entonces la evaluacion de la forma lineal ¢ sobre el vector x se presenta asi:

(&x)=E&(x) = §1x1 + §2x2 +o X" = kak.

2Este simbolo fue introducido por Kenneth Iverson, el inventor del lenguaje de computacién APL, en
su libro A Programming Language (Wiley, New York, 1962). Fue recomendado por Donald Knuth para uso
general, en: Donald E. Knuth, Two notes on notation, American Mathematical Monthly 99 (1992), 403—422.
Véase también el libro: Ronald L. Graham, Donald E. Knuth and Oren Patashnik, Concrete Mathematics,
Addison-Wesley, Reading, MA, 1989.
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o Lanotacién &x* al lado derecho de la tiltima férmula usa el convenio de Einstein
para sumatorias: en una expresiéon con indices, se suma sobre todos los valores de
cualquier indice que se repite una vez como subindice y otra vez como superindice,
salvo indicacion expresa de lo contrario.

¢ Los corchetes angulares (—, —) también sefialan una dualidad entre dos espacios
vectoriales: la expresidon (£, x) es R-lineal en x si ¢ es fijo, y es R-lineal en ¢ si
x es fijo. Se trata, entonces, de una aplicacién bilineal de (R")* X R" en R.

¢ Sila entrada (i, j) de una matriz A se denota por a;;, la matriz misma se denota
por A = [a;;], sin mas detalle. Se sobreentiende que los indices i, j recorren todos
los valores permisibles.

o Si f: R" — R es m veces continuamente diferenciable y ry,...,r, € N cumplen
rl=r+---+r,=m,laletrar = (r1,...,r,) € N denota un multiindice y la
derivada parcial correspondiente de f, de orden m, se denota por

arf ar1+---+rnf
X ikl g

o Si una vector en R" se expresa en coordenadas locales como x = (x!,...,x"), las
derivadas parciales correspondientes se expresan con subindices: 9; = 9/dx’ para
j=1...,n

o Se adopta el siguiente convenio para omitir un elemento de una lista. Dada una lista
ordenada (X, ..., X), se escribe un techo ~ sobre la entrada X; para denotar su
ausencia de la lista:

—~

(Xl, .. .,Xj, . .,Xk) = (Xl,...,Xj_l, Xj+1, . .,Xk).
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1 Variedades diferenciales

Physics is very interesting. There are many, many inter-
esting theorems in physics. Unfortunately, there are no
definitions.

— David Kazhdan'

Una variedad diferencial M de dimensién n es un espacio topolégico que es localmente
homeomorfo al espacio euclidiano R"; esto significa que cada uno de sus puntos posee un
vecindario homeomorfo a una bola abierta de R". Se trata de transferir el cdlculo diferen-
cial e integral de funciones sobre R" a M, tomando en cuenta que las correspondencias
con bolas en R" pueden variar de un punto a otro.

Para efectuar dichas correspondencias, se toma una coleccién de abiertos que cubren
M acompafiados con homeomorfismos hacia abiertos de R". Este juego de cartas locales
define la estructura diferencial de M, siempre y cuando aquellos homeomorfismos cuyos
dominios traslapan sean compatibles. Antes de abordar la teoria diferencial en detalle,
conviene repasar algunos conceptos topoldgicos.

Definicién 1.1. Un espacio topoldgico es un conjunto X dotado de una colecciéon T de
partes de X (esa coleccion T es la topologia) que satisface tres condiciones:

@ X € Ty0 €T (0 denota el conjunto vacio).
(b) SiU,V € TJ,entoncesU NV € 7.
(€ Si{Uy:ae A} C T, entonces | Jyca Uy € T.

La elementos de T son los abiertos (o partes abiertas) de X. Un vecindario de x € X es

una parte V' C X que incluye un abierto U € T que contiene x, o sea: x € U C V. Una

parte de X es abierta si y solo si es un vecindario de cada uno de sus propios puntos.
Sus complementos { X \ U : U € T} son los cerrados (o partes cerradas) de X. o

Ejemplo 1.2. Una bola abierta en R", con centro x € R" y radio r > 0, es el conjunto
B(x;r) ={yeR":|ly—x|| <r}.

La topologia usual de R" es la coleccidén de uniones arbitrarias U = | J,ecq B(xo; 7o). En
este caso, basta tomar uniones numerables, porque cada B(x;r) es una unién numerable
de bolas abiertas con centro en Q" y radio positivo en Q.

La bola cerrada B(x;r) := {y € R" : ||y — x|| < r} es un cerrado de R". o

!Citado por James Milne en su pagina web, (http://www.jmilne.org/math/index.html).

1-1
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Ejemplo 1.3. Si X ¢ R",sea T := {X NU : U abierto en R" }; esta T es la llamada
topologia relativa de X. Los cerrados de X son { X N C : C cerrado en R" }.
De esta manera se define la “topologia usual” de conjuntos como la esfera

s"li={xeR": |x||=1},
que se determinan en primera instancia como partes de R". o

Por la Definicion 1.1(c), una interseccion arbitraria de cerrados en X es cerrada. Si
A C X la interseccién de cerradas que incluyen A es un cerrado A, la clausura de A.
Una parte A C X es densa en X si A = X. Dicese que X es separable si alguna parte
numerable es densa; por ejemplo, R" es separable porque Q" es una parte densa.

Definicién 1.4. En un conjunto X, una funcién d: X X X — [0,c0) es una distancia
métrica si d es simétrica: d(x,y) = d(y, x) para x,y € X; definida: d(x,x) = 0 siy solo si
x = 0; y cumple la desigualdad triangular: d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) para x,y,z € X.
Una distancia d define bolas abiertas By(x;r) := {y € X : d(x,y) < r }. Las uniones
U = Ugea Ba(x4;7y) son los abiertos de la topologia métrica de X. Un espacio topoldgico
es metrizable si su topologia estd dada por una métrica. Los espacios euclidianos R"
(y sus partes X C R" con las topologias relativas) son metrizables. o

Definicion 1.5. Una funcién f: X — Y entre dos espacios topoldgicos es continua si
para todo abierto V de Y su preimagen f~}(V) := {x € X : f(x) € V } es abierto en X.

Una sucesion {xx }reny € X converge a x € X (escrito xp — x) si para cada vecindario
V dexhay N e Ntal que x; € Vparak > N.Si f: X — Y es continua, entonces x; — x
en X implica f(xx) — f(x) en Y. El inverso (una funcién que preserva la convergencia
de sucesiones es continua) es vdlido si X y Y son metrizables y separables.

Un homeomorfismo entre dos espacios topoldgicos X, Y es una aplicacion biyectiva y
continua f: X — Y tal que f': Y — X es también continua. En tal caso, U < f(U) es
una correspondencia biunivoca entre las topologias de X y Y; y se dice que los espacios
topoldgicos X y Y son homeomorfos. ¢

1.1. Definicidon y ejemplos de variedades

Definicién 1.6. Sea M un espacio topolégico metrizable y separable.2 Una carta local
n-dimensional para M es un par (U, ¢), donde el dominio U de ¢ es un abierto de M,
¢(U) € R" es un abierto de R", y ¢: U — ¢(U) es un homeomorfismo.

*Algunos autores admiten una clase mas amplia de espacios topoldgicos subyacentes, al definir una va-
riedad diferencial: los que son de Hausdorff, paracompactos y cumplen el primer axioma de numerabilidad.
Consultese cualquier texto de topologia general para el alcance de esas propiedades.

1-2
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Si (V,¢) es otra carta local para M con U NV # (), entonces p(UNV) y y(UNV) son
abiertos no vacios de R". Las dos cartas son compatibles si las funciones de transicion:

Yog i pg(UNV) - y(UNV),

poy Y (UNV) = p(UNV), (1.1)
son continuas (de hecho, son homeomorfismos, al ser mutuamente inversos). O
M
Ua U,
Bu / b5
$a(Us) $p(Up)
R - R
U, N Ug)
¢a(Ua N U)\_/l ¢ﬂ( “ g
¢ ¢ﬁ o ¢a1

Figura 1.1: Una funcién de transicién entre dos cartas locales

Definicion 1.7. Un atlas sobre M es un juego 2 := { (U, ¢o) : @ € A} de cartas locales,
todas de la misma3 dimension n y compatibles entre si, tal que | J 4 Uy = M.

Dos atlases 2l y 8 sobre M son equivalentes si cada carta local (U, ¢) de 2( es compatible
con cada carta local (V, ) de B tal que U NV # 0; en otras palabras, si 2AUB es también
un atlas. Fijese que la clase de equivalencia de 2 contiene un atlas maximal, constituido
por la totalidades de cartas locales (V, /) compatibles con todas las cartas locales de 2.

Una variedad topoldgica de dimensién n es un espacio topolégico M, metrizable y
separable, dotado de una clase de equivalencia de atlases — o bien, M dotado de un atlas
maximal — cuyas cartas tienen imdgenes en R". Se escribe dim M = n y se dice que n es
la dimensidn de esta variedad.* o

3Un teorema importante de la topologia general asegura que un abierto no vacio de R” puede ser
homeomorfo con un abierto no vacio de R™ solo si m = n. Esto implica que la dimension del espacio
euclidiano ambiente no es ambigua.

4La existencia de una atlas sobre M indica que el espacio topolégico M es localmente homeomorfo
a R"; en particular, M es localmente conexo y localmente compacto. El conjunto de Cantor es un ejemplo
de una espacio topoldgico metrizable y separable que no admite atlas alguna.

1-3
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Definicion 1.8. Sea M un espacio topolégico metrizable y separable. Un atlas sobre M
es un atlas de clase C*, para k € N, si todas sus funciones de transicién entre abiertos
de R", ¢ o 1 ha(Uy N Ug) — ¢p(Uyx N Up) — véase la Figura 1.1 - son de clase Ck, es
decir, son k veces continuamente diferenciables.

Por su definicién, cada ¢g o ¢, es de clase C°, por ser continua. El atlas dado es un
atlas de clase C* si es de clase C¥ para cada k € N; en otras palabras, si sus funciones de
transicion son suaves.

Una variedad diferencial de dimensién n es un espacio topolégico M, metrizable y
separable,> dotado de una clase de equivalencia de atlases de clase C*. o

Ejemplo 1.9. El espacio euclidiano R" con el atlas de una sola carta {(R", 1g»)}, es
una variedad diferencial de dimension n.

De igual modo, cualquier abierto U C R" es una variedad diferencial de dimensién n,
cuyo atlas es la sola carta {(U, i)}, donde i: U — R" denota la inclusién. O

Ejemplo 1.10. Si y: R — R”" es una aplicacién suave e inyectiva cuya derivada no se
anula, y’(t) # 0 para t € R, la trayectoria y(R) c R" no tiene puntos singulares y la
funcién inversa y1: y(R) — R es suave a lo largo de esta trayectoria. (Este es un caso
particular del teorema de la funcién inversa.) En tal caso y(R), dotado de la sola carta
(y(R),y™1), es una variedad diferencial unidimensional encajada en R". O

[ En el ejemplo anterior la palabra trayectoria denota la imagen de la funcién y como
una parte de R" (con la topologia relativa). El término curva se reserva para la funcion y
misma: una curva es una funciéon continua (en este caso, suave) cuyo dominio es un
intervalo de la recta real. En otros contextos se dice que y es una parametrizacion que
recorre la trayectoria y(R) con una determinada velocidad. |

Ejemplo 1.11. Considérese la recta R dotado de la carta (R, k), donde k(t) := t> para
t € R. Nétese que k: R — R es una biyeccién continua con inverso continuo s — s/3;
luego, k es un homeomorfismo de R en R y el atlas {(R, x)} hace de R una variedad
topoldgica indistinguible de la R original.

Sin embargo, aunque x es suave (cualquier polinomio es diferenciable), su funcién
! no es diferenciable en s = 0, asi que las cartas (R,1gr) v (R, k) serdn

incompatibles si se quiere formar un atlas de clase C! o mayor. o

inversa x~

5En la geometria algebraica, la palabra variedad significa un conjunto de ceros de un juego finito
de polinomios. Como tal, puede poseer puntos singulares, como el vértice del cono x? + y? — z2 = 0
en R3. En inglés y alemdn se emplean palabras distintos: (differential) manifold vs. (algebraic) variety,
(differenzierbare) Mannigfaltigkeit vs. (algebraische) Varietdt; pero en francés y espafiol los vocablos variété
y variedad se usan en los dos contextos.
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A continuacion se introducird varios ejemplos de variedades diferenciales M con un
atlas 2l declarado. El atlas maximal de M consiste de la familia de cartas compatibles
con las cartas de 2. (No habra otra mencién de variedades topoldgicas: en adelante la
palabra variedad denotard una variedad diferencial.)

Ejemplo 1.12. El circulo
Sti={zeC:lz|=1}={e?: - <0<}
es una variedad unidimensional. Su atlas usual se compone de dos cartas:

(U, =S\ {-1},—ilog.), log. (re") :=logr+i0 parare? € C\ (-c0,0];
(U- =S\ {+1}, -ilog.), log<(rei¢) :=logr + i¢ para re € C\ [0,+c0). (1.2)
Fijese que —ilog. (U;) = (—z,7r) € Ry —ilog_(U-) = (0,27) C R. Las funciones de

transicion son las traslaciones 6 +— (6 + ) para 0 # 0; ¢ — (¢ — ) para ¢ # n. Estas
funciones afines son obviamente suaves. o

Figura 1.2: Dos proyecciones estereograficas de S*~! en R"!

Ejemplo 1.13. La esfera S" ! := {x € R" : ||x|| = 1} es una variedad diferencial de
dimension (n—1). Al quitar su polo norte e, o su polo sur —e,, se obtiene un par de abiertos
U:=S"1\{e,}, V:=S""1\ {—e,} que cubren la esfera, pues U UV = S*!, Definase
¢: U — R*"1yy: V— R*1 por las proyecciones estereogréficas (Figura 1.2):

1
1—x"

1

1 n—-1
1+x”(x LX),

¢(x) = (X", Y(x) =

1-5
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1 - (x™)2 _1+x"
(1-xm)2 1-xn

Siy=¢(x), z=1(x) en R"!, entonces ||y||*> = , por lo tanto

¢ (y) = ———=2y'.. 2" [lylP - 1),
L+ lyll?
y por ende
_ 1 _ y
z=yo¢ (y) = —=y'....y" ") =
Iyl Iyl

paray € ¢(UNV) =R" 1\ {0}.

Es evidente que 1/ o ™! es una biyeccién suave de R"™! \ {0} en si mismo. [ Esta
es la inversién en la esfera ecuatorial S"™2.] En este caso (U NV) = ¢(UNV) y
¢ oyl z — z/||z||* también. Luego estas dos cartas forman un atlas que determina
una estructura de variedad diferencial sobre la esfera S"~*. O

Ejemplo 1.14. El plano proyectivo real RP? := {L < R® : dimL = 1} es el conjunto
de todas las rectas que pasan por el origen de R3. Si x = (x!, x2,x%) € R\ {0}, la recta
L, que pasa por 0 y x se denota por las coordenadas homogéneas x = [x! : x% : x°]
(en vista de que [tx! : tx? : tx3] = [x! : x? : x®] para t # 0). Se debe observar que
RP? = Uy U Uy U Us donde

U ={[x'":x*:x*]:x/ #0} para j=1,23.

La topologia de RP? se define como sigue:6 una parte V C RP? es un abierto de RP? siy
solo si V = ey (Lx \ {0}) es abierto en R3\ {0}. Las aplicaciones biyectivas ¢, : U; — R>
dadas por

2 3 1 3 1 2
é1 (%) :=("— x—l) ¢2(»z>:=("—x), $3(%) =(%%) (1.3)

b ,_
x1x x27 x2

son bien definidas y continuas. Fijese que cada ¢;(U; N Uy) es igual a R? menos uno de
sus ejes coordenados. Es evidente que

1 2
P L) =1y 1 y?],  paodit(yhyP) = (; , %) (1.4)

Las otras funciones de transicién ¢y o gbj_l son del mismo estilo. Todos sus componentes
son cocientes de polinomios (de primer grado, en este caso) que no se anulan en sus

SEl conjunto RP? puede considerarse como un cociente de R> \ {0} bajo la relacién de equivalencia:
x ~ y siysolosiy = tx para algiin t # 0; la clase de equivalencia de x es L, \ {0}. Esta definicién
de abiertos en RP? se conoce como la topologia cociente: es la topologia més fuerte tal que la aplicacién
cociente x — (L, \ {0}) es continua.
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dominios, y por ende son funciones suaves de dos variables. Luego RP?, con este atlas
de tres cartas locales, es una variedad diferencial de dimensién 2.

El plano proyectivo RP2, visto como conjunto sin estructura diferencial, es un espacio
homogéneo definido por la accién del grupo multiplicativo R* = R\ {0} sobre el conjunto
R3 \ {0} por multiplicacién escalar, ¢ - x := tx € R\ {0}. Las drbitas de esta accién de
grupo son rectas menos el origen, L, \ {0}.

Otra definicién de RP? viene de considerar la accién del grupo C, = {1, -1} sobre
la esfera S? = {x €¢ R® : (x)2 + (x®)2 + (x®)2 = 1}, por (1) - x := —x € S?. Ahora
las orbitas son pares de puntos antipodales {x, —x}. Esta accion de grupo se obtiene del
anterior al imponer las ligaduras ||x|| = 1y |t| = 1. Nétese que S% = V; U V5 U V3 donde
cada Vi es el abierto S? \ {ex, —ex} cocientado por x ~ —x. Se definen tres cartas locales
(Vk, Yi) por las mismas féormulas respectivas (1.3) que definen los ¢. Esta estructura
diferencial sobre RIP? coincide con la anterior. o

Definicion 1.15. Si M y N son dos variedades diferenciales de dimensiones respectivas
ny m, con atlases A := { (Up,$o) : @ € A} y*B := {(Vs,Yp) : f € B} sobre My N
respectivamente, su producto cartesiano M X N posee el atlas {(U, X Vg, ¢, X /5) }, donde

Pa X Yp iUy X Vg — R™™: (x,y) = (Qba(x)’lﬁﬂ(y))-
El espacio topolégico M X N, con este atlas, es la variedad producto de M y N. o

Ejemplo 1.16. La igualdad R" x R™ = R™™ es un isomorfismo R-lineal de espacios vec-
toriales y un homeomorfismo de espacios topoldgicos. Ademas, la estructura diferencial
de variedad producto del lado izquierdo coincide con la estructura diferencial de R™*™
al lado derecho, porque 1rn X 1gm = 1gntm. o

Ejemplo 1.17. El toro (0 2-toro) T2 := S! x S! es el producto cartesiano de dos circulos.
(Se usa la letra T, de “toro”, como sinénimo de S'; asi, T? = T x T.)

Inductivamente, se define el n-toro T" := T x T""! para cualquier n € N*. Esta es una
variedad diferencial de dimensién n. ¢

Ejemplo 1.18. Sea SU(2) el conjunto de matrices complejas 2 X 2, u € My(C), que son
unitarios: uu* = u*u = 1, y ademds unimodulares: detu = 1. Sus elementos tienen la
forma

p

_|“ 2 2 _
u_(—ﬁ_ 0_{) con a,pfeC, |a|*+|p]"=1. (1.5)

Nétese que para (a, f) € C? ~ R* (isomorfismo de espacios R-vectoriales), la condicién
|r|? +|B|> = 1 es equivalente a (a, B) € S3, asi que SU(2) es topolégicamente una esfera
tridimensional. Es una variedad diferencial, por ser un caso particular del Ejemplo 1.13.
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Sin embargo, se puede usar otra parametrizacién de sus elementos. No es dificil
comprobar que hay dngulos 0, ¢, { tales que

a = e P2 o5, p= e PV)/2 gen 0.

Hay una carta local (V, y) donde V, un abierto denso en SU(2), estd dada por las
condiciones — < 0 < 7, =27 < ¢ < 27, =27 <y < 27. Fijese que 1, € V. o

1.2. Aplicaciones diferenciables

SiU € R*"yV € R™ son dos abiertos en espacios euclidianos, conviene recordar la
definicién de aplicacion diferenciable de U en V. Una funcién f: U — V es diferenciable
en x € U si hay una aplicaciéon R-lineal L, : R" — R™ tal que, para cada ¢ > 0 vale

If(x+h) = f(x) = Le(W)|| < €llhl]  todavez que [|h]| <4,

donde 6 = 6(¢) puede depender de ¢ y ademas B(x,8) C U. En otras palabras, la
aplicaciéon h — f(x + h) — f(x) puede ser aproximado hasta primer orden por una
funcién lineal L, € L(R",R™). En segundo lugar, se dice que f es continuamente
diferenciable en U, o de clase C! en U, si ademds la aplicacién x — L, es continua en
el dominio U. Al escribir Df(x) := Ly se obtiene una funcién Df: U — L(R",R™), la
cual es continua si f es de clase C!; esta Df es la derivada de la funcién diferenciable f.

Este formalismo “libre de coordenadas” es excelente para ciertos propdsitos, entre

ellos para demostrar la regla de la cadena:

D(g e f)(x) = Dg(f(x)) - Df (x), (1.6

cuando g: V — W C R es otra funcién continuamente diferenciable en V; el punto al
lado derecho indica la composicién de aplicaciones lineales en £(R™, R¥) y £(R" R™).
Sin embargo, resulta incémodo que la derivada D f tenga imagen en un espacio euclidiano
de mayor dimensidn, si n > 1; y en casos concretos es preferible emplear coordenadas
cartesianas. Para ello, se escribe la aplicacién lineal D f(x) como una matriz de derivadas
parciales:

oft .. o
oxT ox i
d
Df(x) =] : = [afj . (1.7)
afm afm X
ol T o

Por lo tanto, f es de clase C! (es decir, D f es continua) si y solo si todas sus derivadas
parciales df'/dx’ son continuas.
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En seguida, dicese que f es de clase C? si su derivada Df es de clase C!, o sea, si
todas las derivadas parciales de segunda orden 92 f'/dx’ ax* son continuas. Nétese que,
para x € U, la aplicacién lineal D?f(x) € L(R", L(R",R™)) ~ L(R" x R", R™) puede
ser considerada como una aplicacién bilineal de R" x R" en R™. Un teorema conocido
(de Euler) asegura que la continuidad de D?f garantiza que esta aplicacién bilineal es
simétrica; esto es, que las derivadas parciales mixtas de segundo orden coinciden:

2 i 2 i
ajjgxk = ajkj;xj paratodo jk=1,...,n

Por induccién, f es de clase C**! si Df es de clase C*. Dicese que f es suave o de
clase C*® si f es de clase C* para todo k; en cuyo caso, Df es también suave y las
derivadas parciales de orden superior de f son invariantes bajo permutaciones de las
variables x/.

Lema 1.19 (Hadamard). Si f: B(x,r) — R es una funcién de clase C**! definida en una

bola centrada en x € R", entonces hay funciones g1, ..., gn: B(x,r) — R, todas de clase ck
tales que
n
f@) =fe)+ D (v -x)gi(y) para |ly—x| <r. (1.8)
=1

Demostracion. Para y € B(x,r), definase u,: [0,1] — R por uy(t) := f((1 - t)x + ty).
Entonces la funcién u, es (k + 1) veces diferenciable, con u,(0) = f(x), u,(1) = f(y). El
teorema fundamental del calculo y la regla de la cadena muestran que

1
uy(l)—uy(O):/O u;(t)dt:/ Z(y —xf)—((l—t)x+ty)dt

—Z(y x])/ —((1—t)x+ty)dt

Basta con definir

1
0

9;(y) ::/ —afj((l—t)x+ty)dt para |y —x| <r.
0 X

Se verifica facilmente, con la regla de la cadena, que cada g; es de clase Ck. De hecho,
para el caso k = 0, se ve que g; es continua porque el integrando es continuo en las

variables (y, t). Nétese bien que g;(x) = (x) para cada j. O

axJ
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» Antes de proseguir, conviene recordar ciertos resultados cldsicos sobre funciones dife-
renciables de varias variables, que se supondran conocidos.”

Definicion 1.20. Sea f: U — R" una funcién diferenciable definida en un abierto
U ¢ R". Six € U, la aplicacion lineal Df(x) € £L(R",R") posee una matriz cuadrada
en M,(R), con respecto de la base usual de R". El jacobiano de f es la funcién Jf: U —
R dada por

of! of1
ol ot afi
Jf(x):=detDf(x)=|: ~-.. :|=|=—| (1.9)
" n ox/
of of
axl oo axn
Noétese que Df(x) es una aplicacién lineal invertible si y solo si Jf(x) # 0. o

Teorema 1.21 (de la aplicacién inversa). Sea f: U — R una funcién de clase C' definida
en un abierto U C R". Si Jf(x) # 0 para algiin x € U, entonces hay un vecindario abierto
Vde x con V. C U, con f(V) abierto en R", donde la restriccién f|y es uno-a-uno. La
biyeccion diferenciable f|y: V — f(V) tiene una funcién inversa g: f(V) — V, la cual es
también de clase C! con

1

J9(f(y) = ]f—(y) paratodo yeV.

Si f es de clase C* en U, la funcién inversa local g también es de clase C* en f(V). =

Nétese que la funcién original f no tiene que ser uno-a-uno. Si U = R2\ {0}, témese
f(x,y) := (x? — y? 2xy), obviamente dos-a-uno (es la versién real del cuadrado z + z2
para z € C\ {0}). Entonces Jf(x,y) = 4x>+4y? > 0 para (x,y) € U. El punto (1,0) € U
posee un vecindario abierto V, por ejemplo el semiplano x > 0, en donde f si es uno-
a-uno. En tal caso, (V) es el “plano cortado” R? \ { (x,0) : x < 0}; la funcién inversa
local es re'? — +fre?/2 definido para r > 0, -7 < 6 < . En un vecindario del punto
(=1,0), se debe usar otra rama de la raiz cuadrada compleja.

» Considérese una funcién diferenciable f: U — R? con U € R" x R™ abierto. En un
punto (xo, yo) € U, la derivada D f (xo, yo) tiene una matriz de dos bloques D f(xo, yo) €
L(R" RP) y Dy f(x0,y0) € L(R™ RP). En términos de las inclusiones i; : R" < R™™ :
x B (x,y0) eiz: R™ — R™™ : y — (xo,y), estos bloques son las derivadas de las
funciones f o i; y f o iy en los puntos respectivos xg, yo.

7Estos teoremas estdn enunciadas y demostradas en muchos textos de andlisis. Consultese, por ejemplo,
en los libros de Abraham, Marsden y Ratiu; de Conlon; de Munkres; y de Spivak (ambos), entre los libros
de la bibliografia. Véase también el capitulo 10 del libro: J. A. Dieudonné, Fundamentos de andlisis moderno,
Reverté, Barcelona, 1976.
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Teorema 1.22 (de la funcién implicita). Si f: U — R™ es una funcién de clase C' definida
en un abierto U € R"XR™ y si (xo,y0) € U es un punto donde f(xo,y0) = 0y Daf (x0, yo)
es invertible, entonces hay vecindarios abiertos V de xo en R" y W de yo en R™ y una
aplicacién g: V — W de clase C? tales que

f(x,y) =0para (x,y) e VXW & y=g(x)paraxeV.
La derivada de g estd dada por

Dg(x) = =Dof (x,g9(x))"! - D1f(x,9(x)) paratodo x€V.
Si f es de clase C* en U, entonces g es de clase C* en V. =

Definicién 1.23. Sea f: U — R™ una funcién de clase C' definida en un abierto U C R".
El rango de f en un punto x € U es el rango de la aplicacién lineal Df(x). Este rango
es, a su vez, el nimero de columnas linealmente independientes en la matriz de Df(x);
o bien, el mayor r € N tal que esa matriz tenga un menor r X r diferente de 0. Por
la continuidad de Df, los mismos menores de Df(y) no son ceros para y en algin
vecindario de x; por lo cual el rango de Df(y) es mayor o igual que el rango de Df(x).
En otras palabras,® el conjunto V, := {y € U : rangoDf(y) > rangoDf(x)} es un
abierto de R". O

Teorema 1.24 (del rango). Sea f: U — R™ una funcién de clase C* definida en un abierto
U C R", de rango constante r en un vecindario de x € U. Entonces hay vecindarios abiertos
V de x y W de f(x), junto con biyecciones ¢p: V — ¢(V) CR"y ¢y: W — (W) C R"
con ¢, =%, 1, Yy~ todos de clase C¥, tales que iy o f o ¢~1: ¢(V) — /(W) tenga la forma

yofod ...y~ (¥} ...,y,0,...,0), paratodo ye H(V). =

La aplicacién lineal D f(x), de rango r, posee una matriz mxn con un bloque 1, y otros
bloques de ceros, con respecto a ciertas bases de R" y R™ que transforman esa matriz
en una “forma escalonada”, por un algoritmo conocido del dlgebra lineal. El teorema del
rango afirma que la funcién f puede ser “rectificada” por cambios de coordenadas locales
apropiadas, representadas por las funciones ¢ y 1, de tal manera que este algoritmo es
aplicable a cada Df(y) para y en un vecindario del punto x. Evidentemente, esto solo es
posible si el rango de f es constante en ese vecindario.

» Como definir una aplicacién diferenciable entre dos variedades que no necesariamente
son abiertos de espacios euclidianos? Las cartas locales permiten llevar la discusién al
ambito de la situacién cldsica: asi se define la diferenciabilidad.

8Dicese que la funcién rango Df: U — N es semicontinua superiormente (si f es de clase C1).
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p ¥

R
N,

¢(U) 4

Figura 1.3: Una versién local de una funcién suave

Definicién 1.25. Sean M, N dos variedades diferenciales de dimensiones respectivas n
y m. Una aplicacién continua f: M — N es suave, o indefinidamente diferenciable, si
para cada par de cartas locales (U, ¢) para My (V, ) para N, la composicién

Yofod i gp(UNfH(V)) = Y(V) (1.10)
es una aplicacién suave® entre abiertos euclidianos; véase la Figura 1.3. o

Dos atlases 2 = {(Uq, ¢o)} para My B = {(V3, )} para N definen cubrimientos
abiertos {Uy}aeca de My {Vg}gep de N. Como f es continua, las preimdgenes f‘l(Vﬂ)
cubren M con abiertos; las U, N f~! (V) forman un cubrimiento abierto mas fino de M.
Luego, las aplicaciones (1.10) son suficientes para determinar el comportamiento de la
funcién original f: M — N.

Definicién 1.26. Un difeomorfismo entre dos variedades diferenciales M y N es una
aplicacién biyectiva y suave f: M — N cuya funcién inversa f~1: N — M también es
suave. Dos variedades M y N se llaman difeomorfas si existe un difeomorfismo de M
en N. ¢

9Una funcién f: M — N es una aplicacién de clase C* entre variedades si todas las aplicaciones
de (1.10) entre abiertos euclidianos son de clase C¥.
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Ejemplo 1.27. Sea B" = B(0,1) := {x € R" : ||x|| < 1} la bola abierta unitaria de R"
(con respecto a la norma euclidiana). La funcién biyectiva f: B" — R" dado por

%’ lyy=—2L
= [l 1++/1+ |yl
essuave y f~! también es suave, como se verifica facilmente. En este caso no es necesario
usar cartas locales porque los dominios y codominios son abiertos de R". Por lo tanto, la
bola B" es difeomorfa al espacio total R". o

f(x) =

Ejemplo 1.28. El soporte sop f de una funcion continua f: X — R™ es un cerrado en
el espacio topoldgico X, definido como la clausura del conjunto {x € X : f(x) #0}.

Una funcién suave f: R — R puede tener soporte compacto sin ser idénticamente
nula. Si a < b en R, considérese la funcién f dada por

f(t) == e VDD g <t < b].

El empleo de la notacién de Iverson y Knuth indica que f(¢) = Oparat <aot > b. Se
verifica facilmente que f alcanza su maximo en %(a +b), que es creciente en el intervalo
a<t< %(a + b), decreciente en %(a +b) <t < b, ysuave en el intervalo abierto (a, b).
Un célculo explicito comprueba que £ (a) = f)(b) = 0 para todo r € N. También es
evidente que sop(f) = [a, b], un intervalo compacto.

Considérese también su integral indefinida normalizada:

[ f(s)ds
g(t) == "
/_Oo f(s)ds
Este g: R — R es una funcion suave tal que ¢g(t) = 0 si t < a; g(t) es creciente para
a<t<byyg(t)y=1sit>b. ¢

El ejemplo anterior permite definir una funcién suave h: R" — R con las siguientes
caracteristicas. Dados x € R" y dos numeros reales a, b con 0 < a < b, se requiere que

h(y) =1 para |ly—-x| <aq,
O<h(y) <1 para a<|y—x| <b,
h(y) =0 para |ly—x]| >b. (1.11)

Basta definir h(y) := 1 — g(||y — x||?) para la funcién g del Ejemplo 1.28.
Si U es un abierto en R", entonces U = [ J; Ux es una unién finita o numerable
donde cada U = B(xg, rr) es una bola abierta con centro x; € U N Q" y radio racional
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re € (0,+00) N Q. Entonces, por (1.11), hay una funcién suave h;: R" — R tal que
hx(y) > 0 para y € Ui pero hi(z) = 0 para z ¢ Uy.

En la bola cerrada Uy = B(xy, r¢), la funcién continua |9, hy| = |0"hi/9x"| alcanza un
maximo, para cada multiindice r € N". Definase

My :=sup{ |9, h| : x e R", |r| < k},

notando que el lado derecho se anula fuera de Uy, asi que el supremo se alcanza efecti-
vamente en Uy. Entonces la funcién definido por la siguiente serie:

[©e]

1
h(x) := hi(x)
kZ:;) 2k M

converge uniformemente en todo R". Ademads, al reemplazar cada hy al lado derecho por
su derivada parcial 9,h; la serie correspondiente converge uniformemente a d,h, lo cual
muestra que h es de clase C* en R". Por su construccién, h: R” — R es una funcién
suave que se anula fuera de U y cumple h(y) > O paray € U.

Lema 1.29. Si Ay B son dos partes cerradas de R" con AN B = (), entonces hay una funcién
suave f: R" — R tal que:

f(x)=1 para x€A,
0< f(x) <1l para x ¢ (AWB),
f(x)=0 para xe€B.
Demostracion. Los complementos U := R" \ Ay V := R"\ B son dos abiertos que
cubren R". La construccién anterior permite fabricar dos funciones suaves g,h: R" —

[0, 00) tales que h(x) = 0 siy solo six € A, y g(x) = 0 siy solo si x € B. Entonces
g(x) + h(x) > 0 para todo x € R" pues U UV = R". Luego, la funcién

9(x) n
(x) == —————— paratodo xe€R
/ g(x) + h(x)
es suave y no negativa; cumple f(x) = 1 siy solo si h(x) = 0 siy solo si x € A; y cumple
f(x) =0siysolosig(x)=0siysolosix e B. O

» Si M es una variedad diferencial, una aplicacién continua f: M — R es suave siy
solosi fo¢™1: ¢(U) — R es suave, para cada carta local (U, ¢) de M. La totalidad de
aplicaciones suaves de M en R es entonces un dlgebra real, es decir, un espacio R-vectorial
con un producto asociativo compatible con su suma y su multiplicacién escalar:

f+9() =fp)+9(p);  fg(p):=f(p)g(p);  tf(p):=tf(p) para teR.
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Para comprobar que el producto puntual fg de dos funciones suaves es otra funcién
suave, basta recordar que eso se verifica para funciones suaves en abiertos de R" y aplicar
la férmula de composicién:

(f@)od™ = (fop)god™).

Esta algebra serd denotada por C*(M), o bien por C* (M, R) si se quiere precisar que
los escalares son reales.

Una funcién con valores complejos h: M — C es suave (por definicion) si sus partes
real e imaginaria Rh: M — R, Jh: M — R son funciones reales suaves. Ellas forman
un dlgebra compleja C* (M, C) con las mismas operaciones puntuales.

Definicion 1.30. Si (U, ¢) es una carta local para M, se puede suponer, sin perder
generalidad, que 0 € ¢(U). Lldmese p al punto de U tal que ¢(p) = 0 € R". Para
cualquier q € U, sean (x!,...,x") las coordenadas cartesianas del vector x := ¢(q). Las
funciones suaves x_f :U — R, para j = 1,2,...,n, son las coordenadas locales de M
asociadas con la carta local (U, ¢).

Dicho de otro modo: sea pr;: x — x/ la proyeccién de R" sobre R que corresponde

al eje coordenado nimero j, dado por x = x'e; + x%ey + - - - + x"e,, siendo {ey, ..., e,}
la base estdndar de R". Las coordenadas locales son las funciones x/ := priop:U—>R
para j = 1,...,n, que son suaves sobre U porque cada pr; es suave sobre R". O

Si (V,¢) es alguna otra carta local para M con p € V tal que ¢(p) = O también,
las coordenadas cartesianas del vector y = /(g) dan otro sistema de coordenadas loca-
les (y!,...,y") sobre V. La transformacién (x1,...,x") — (y%,...,y") es una funcién
vectorial de n variables que representa la aplicacién

Yo lip(UNV) = y(UNV).

Por lo tanto, este cambio de coordenadas locales es una aplicacién suave. Su derivada
es la matriz de derivadas parciales, de ¢(U N V) en L(R",R"):
-1 5yi . -1
D(Wogp™ )= P B determinante J(o¢ ") :=

X/

ayi

| #0
ox/’

Este determinante, el jacobiano de 1/ o ¢}, no se anula en ¢(U N V) porque la matriz
D( o 1) es invertible, por la regla de la cadena (1.6) aplicada a las funciones inversas

Yoptydoy .

Ejemplo 1.31. Para el plano proyectivo RP? del Ejemplo 1.14, lldmese (y!,y?) a las
coordenadas locales de la carta local (Uy, ¢1) y (z1,2%) a las coordenadas locales de la
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carta local (Us, ¢o). De la férmula (1.4) se ve que z! = 1/y!, 22 = y?/y' en el dominio
comtn ¢1(U; NUs) = { (v}, 4?) € R2 : y! # 0}. Entonces

-1/yH* 0
-y?/(y")?* 1/y? (y')3

Notese que en este caso ¢;(U; N Us) es disconexo,1° por ser la unién disjunta de dos
semiplanos abiertos y* > 0y y! < 0. En uno de ellos el jacobiano tiene signo negativo y
en el otro tiene signo positivo. Esta situaciéon incomoda es un artefacto del cubrimiento
abierto RP2 = U; U U, U Us usado para el atlas minimo de tres cartas. O

£0

D(¢yo0 ¢) = ( ) J(paodh) = -

1.3. Vectores tangentes

Una superficie suave en R® posee en cada uno de sus puntos un plano tangente;
se pretende ahora generalizar este concepto a variedades de cualquier dimensién, no
necesariamente encajadas en un espacio euclidiano ambiente. Un plano tangente a una
superficie es un espacio afin: desde el punto de contacto con la superficie a cualquier
punto del plano tangente se puede trazar un vector tangente. Este vector representa la
velocidad de una curva sobre la superficie que pasa por el punto de contacto; pero a la
vez puede verse como una derivada direccional (en el punto de contacto) de las funciones
diferenciables sobre la superficie.

La derivada en x € R" de una funcién suave « solo dependen de la restriccion
de @ a un vecindario abierto U de x. En efecto, si f: V — R" es otra funcién suave
donde V es otro vecindario abierto de x, tal que a(y) = f(y) en U NV, entonces
Da(x) = DB(x). Esto se ve al considerar las diferencias a(x + h) — a(x), f(x +h) — B(x),
donde x + h € B(x;5) C U NV, para § > 0 pequeio.

Entonces se puede establecer una relacién de equivalencia, (a,U) ~ (f, V), si hay un
abierto W conx € W ¢ W c UNV tal que a(y) = f(y) paray € W; de modo que Da(x)
solo depende de la clase de equivalencia de («, U), la cual se llama el germen de « en x.

Esta nocién de germen (de una funcién en un punto) se puede definir en una variedad
diferencial cualquiera, no solo en R". Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.32. Sea p un punto de una variedad diferencial M. Una funcién suave!!
f:Vy — R definida en un vecindario abierto V; de p se declara equivalente a otra,

°Un espacio topoldgico X es disconexo si X = U W V es la unién disjunta de dos abiertos no vacios
U # 0yV # 0. El plano R? menos una recta es disconexo: los dos semiplanos a cada lado de la recta
forman una desconexion. Por el contrario, dicese que X es conexo si no es disconexo. Un teorema de
topologia asegura que la imagen continua de un espacio conexo es también conexo.

1Si (U, ¢) es una carta de M con p € U, ¢(U N Vy) es abierto en Ry f o ¢~! es suave en ese dominio.
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g: V4 — R, si hay un vecindario abierto W de p con W c Vr NV, tal que f(q) = g(q)
para todo g € W. La clase de equivalencia [(f, V)] se llama el germen de f en p.

Dendtese por C (M, p) la totalidad de dichos gérmenes. Si f, g son suaves cerca de p
yt € R, tdmese V;r := Vyy Viyy = Vry 1=V N'Vy; con estos vecindarios de p se definen
los gérmenes de tf, f + g, fg, respectivamente. De este manera, C* (M, p) resulta ser
un R-algebra conmutativa. Con un abuso de notacién, se escribe “f € C*(M, p)” como
abreviatura de “[(f, V)] € C*(M, p)”.

Los gérmenes de las coordenadas locales x!, ..., x" introducidas en la Definicién 1.30
son elementos del dlgebra C* (M, p). O

Definicion 1.33. Sea M una variedad diferencial de dimensién n y sea p € M. Un vector
tangente en p es una forma R-lineal v: C* (M, p) — R, es decir,

o(f +9) =o(f) +0(9)
o(tf) =to(f)

que ademas cumple la siguiente regla de Leibniz local:

} para f,ge€ CT(M,p), t € R; (1.12a)

o(fg) =v(f) g(p) + f(p)v(9) paratodo f,g€C™(M,p). (1.12b)

La totalidad de vectores tangentes en p es un espacio R-vectorial, denotado T, M. o

Resulta que es posible considerar un vector tangente v en p como una forma lineal
sobre las funciones suaves f: V; — R y no solo sobre sus clases de equivalencia. Si
g: Vg — R tal que (f,Vy) ~ (9,V,); y si (U,¢) es una carta local de M con p € U,
entonces hay un abierto V.de Mconp € VcV c UN Vr NV, tal que f(q) = g(q) para
todo g € V. Por el Lema 1.29, hay una funcién F: R" — [0, 1] tal que F(¢(q)) = 1 para
q€VyF(y) =0paray ¢ ¢(U). Definase [(h,U)] € C*(M, p) por h(q) := F(¢(q)), de
tal manera que h(q) = 1 para g € V. Resulta entonces que (f —g) h = 0 en C*°(M, p). De
las propiedades (1.12) y la igualdad h(p) = 1 se obtiene

0=10(0) =o((f —g)h) = (v(f) —v(9)) 1+ (f(p) — g(p)) v(h) = o(f) —v(g).

Esto dice que f +— o(f) estd bien definida sobre funciones suaves definidas cerca de p;
porque si dos funciones suaves f, g coinciden en un vecindario de p, entonces o(f) = v(g).

Lema 1.34. Si v € T,M es un vector tangente en p € M, y si c: V. — R es constante en un
vecindario de p, entonces v(c) = 0.
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Demostracion. Se puede suponer, por el parrafo anterior, que ¢ es una funcién constante
— de valor ¢(p) € R — definido en todo M. Si f: Vy — R es cualquier funcién suave
definida cerca de p, se verifica

c(plo(f) =v(e(p)f) =v(cf) =o(c) f(p) +c(p)v(f),
asi que v(c) f(p) = 0, cualquiera que sea f(p). Eso implica que v(c) = 0. O
Proposicion 1.35. T,M es un espacio R-vectorial, con dimg T,M = dim M.

Demostracién. Sea (U, ¢) una carta local de M tal que ¢(p) = 0. Las coordenadas
locales x1,...,x" asociadas con esta carta definen elementos de C®(M, p). Denétese
por di,...,0, las derivadas parciales ordinarias de funciones sobre R"; y por %L} la
forma R-lineal sobre C*(M, p) dada por

d
P p: fr=0i(fo ¢~ 1(0). (1.13)

La regla del producto (para derivadas parciales en R") implica que

9j(fgo¢7)(0) = 3;(f 0 ¢7)(0) g(p) + £ (p) 3;(g 0 $~1)(0),

asi que %L} € T,M. En particular, al tomar f = x* parak =1,...,n, se obtiene

O | i ky_ =
2,6 = L=kl

P) P)
de donde se ve que pe ERR o

son linealmente independientes en T, M.

Para v € T, M cualquiera, escribase ok == 0(x¥). Si f € C®(M, p), el Lema 1.8 muestra
que la funcién suave f o ¢~ 1: (U N Vr) — R puede expresarse en la forma'2

(fo¢™)(d(q) = (fo¢™)(0) +x(q) g;($(q))

9
ox/
f =c+x/(gj o ¢) en C°(M,p), donde c es una constante. Como v(c) = 0, y cada

x/(p) = 0, se obtiene la regla de Leibniz:

donde cada g;: $(UNVy) — R essuavey g;(0) = |p (f). En consecuencia, se verifica

o(f) = o(x') ,(0) = | (£).

9
oxJ

2 / : _
tangentes ﬁlp forman una base para T,M, asi que dim T, M = n. O

Como f es arbitrario, se deduce la combinacién lineal v = v/ = Por ende, los n vectores

?Hay una suma implicita sobre j = 1,..., n, por el convenio de Einstein.
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Definicién 1.36. Una curva suave en una variedad diferencial M es una aplicacién
continua y: I — M, definida en un intervalo cerrado I = [a,b] C R, que es suave en el
interior (a, b). [ Se permiten los casos a = —c0 y b = +co, excluyendo los extremos en
tales casos. | 0

Fijese que la curva es la aplicacion y misma y no el conjunto imagen y(I) € M,
el cual se llama la trayectoria de la curva. Por ejemplo, si y: R — R? se define por
y(t) := (cost,sent), la trayectoria es el circulo S!, pero la curva es el recorrido de ese
circulo, infinitas veces, en el sentido contrario a reloj.

Definicion 1.37. Sea M una variedad diferencial con p € M, y sea y: I — M una curva
en M con y(tp) = p. La siguiente receta define un vector tangente en T,M:

il
dt lt=t,

[ (foy)() = (for)(®).

(Si tg es un extrema del intervalo I, se usa la derivada unilateral en t = ¢3.)
El vector tangente serd denotado por y(tp), de modo que

G(to). ) = (f o y) (t0). (1.14)

Este y(tp) se llama la derivada direccional en p a lo largo de la curva y. o

Definicion 1.38. Sea f: M — N una aplicacion suave entre dos variedades diferenciales.
Para cada p € M, la aplicacion tangente T,f: T,M — Ty, N es la aplicacion R-lineal
determinado por: -

T,f(v): h—ov(ho f) | para veT,M, heC*(N,f(p)).

Obsérvese que T,f(v) € Tr(,) N, puesto que

Tpf(0)(hk) = v(hk o f) = v((ho f)(k o f))
=o(ho f)k(f(p)) +h(f(p))v(k o f). o

Lema 1.39. Si f: M — N es una aplicacién suave, si (x',...,x") y (y%,...,y™) son
coordenadas locales para cartas (U,¢) de My (V,¢) de N con ¢(p) = ¥(f(p)) =0, la
matriz de la aplicacion tangente T, f con respecto a la base (1.13) de T,M y la base andloga
de Tr(p)N es la matriz de derivadas parciales de la expresidn local de f en el origen:

af"‘ 9
p ox/

ox/

W of)] =Dy o f 2 $7)(0). (115)
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Demostracion. Por su definicién, T, f obedece

9 o 9 i _ i -1
Tpf(@p)-y H@L(y o f)=09;j(y o fo¢™)(0).
Esta es la entrada (i, j) de la matriz de derivadas parciales en 0 de i/ o f o ¢~ 1. O

Lema 1.40 (Regla de la cadena). Si f: M — N, g: N — R son aplicaciones suaves entre
variedades, y si p € M, entonces la aplicacién tangente T,(g o f) estd dada por:

Tp (g o f) = Tf(p)g o Tpf. (1.16)

Demostracion. Elijanse cartas locales (U, ¢) para M, (V,y) para N y (W, y) para R, con
peU, f(p) e Vyg(f(p)) € W. Sin perder generalidad, se puede suponer que ¢(p) =0
yque ¢(f(p)) =0.Sean F := /o fo ¢~ y G := y o go ¢y~ ! las expresiones locales de f
y g entre los dominios apropiados. La regla de cadena ordinaria (1.6) aplicada a F y G
en el punto 0 = ¢(p), produce la multiplicacién de matrices (1.15) que corresponde con
la composicién de aplicaciones lineales (1.16). m]

1.4. Subvariedades

Definicion 1.41. Una aplicacién suave entre dos variedades f: M — N se llama una
inmersion si para todo p € M, la aplicacién tangente T,f: T,M — Ty,)N es inyectiva.
Si f: M — N es una inmersién y si ademds f: M — f(M) € N es un homeomorfis-
mo, f se llama un encaje (embedding, en inglés; plongement, en francés).
Una aplicacion suave g: M — N es una sumersion si para todo p € M, la aplicacién
tangente T,g es sobreyectiva.!? o

Si f: M — N es una inmersion y una sumersion a la vez, es decir, si cada aplicacién
tangente T, f es biyectiva, entonces dim M = dim N y la matriz (1.15) es invertible para
cada p € M. Por el Teorema 1.21 (de la aplicacién inversa), hay un vecindario abierto W
de ¢(p) en R" en el cual la aplicacién suave i o f o ¢! es uno-a-uno y posee un inverso
suave. Luego f es inyectiva y posee un inverso suave, en el sentido de la Definicién 1.25,
en el vecindario abierto V; := ¢~1(W) de p en M. En resumen, una funcién suave f de
este tipo es un difeomorfismo local.

Ejemplo 1.42. La funcién f: S* — S! : e — 2 es dos-a-uno y por lo tanto no es

un difeomorfismo. La aplicacién tangente Tj f se calcula como sigue. Definase dos cartas

3Algunos textos en espafiol emplean la palabra sumersion para denotar un encaje; esto a veces causa
confusion. Este error lingiiistico se debe posiblemente al libro de Santalé.
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(U, 9)y (V) por U :={e : -Z <0 <Z} ¢(e?):=0;yV:={e:-n<0<nr}
(e'%) := 0. La expresién local de f: U — Vesiyo fog ' : 0 s 20, asi que T1 f es la
aplicacion lineal biyectiva v +— 2o.

Si p = €' # 1, se puede adaptar este cdlculo con rotaciones apropiadas de U y V
para comprobar que T,f: Tp§1 — szgl tiene el mismo formato w +— 2w; por ende,
cada T, f es biyectiva. En conclusion, esta doble envoltura del circulo es un difeomorfismo
local, pero no es un difeomorfismo “global”. ¢

Figura 1.4: La lemniscata de Bernoulli

Ejemplo 1.43. La lemniscata de Bernoulli es la curva en R? cuya trayectoria obedece
la ecuacién polinomial de cuarto grado:

(x* +y*)? = 2a°(x* - y°),
donde a > 0 es un parametro. Esta curva se puede parametrizar por las funciones

avV2cost avV2costsent

£) = —— £) =
x(t) 1+sen?t y(t)

1+sen?t

En otras palabras, la curva y: R — R2 dada por y(t) := (x(t), y(t)) recorre la trayectoria
dada (infinitas veces); para obtener un solo recorrido hay que restringir y a un intervalo
de longitud 27, por ejemplo [0, 27). Esta parametrizacion es regular porque y’(t) # (0, 0)
para todo ¢t € R. Entonces la aplicacién tangente T;y : %| , Y (t)noseanulaent € R.
Luego cada T;y es uno-a-uno, asi que y es una inmersién de R en R2.

Sin embargo, la curva y no es un encaje. Aun cuando se considera la restriccidon
de y a una funcién suave del intervalo abierto (0, 2x) al abierto R? \ {(aV2,0)} en el
plano, esta tampoco es un encaje porque no es uno-a-uno, como evidencia el punto doble
(0,0) = y(r/2) = y(37/2): véase la Figura 1.4. O
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Definicion 1.44. Sea M una variedad diferencial, dim M = n. Una subvariedad de M es
una parte R C M que es también una variedad diferencial con dimR = r < n; donde
en cada punto p € R hay una carta local (U, ¢) de M, con p € Uy ¢(p) =0, tal que

RNU = {gb_l(xl,...,x’,O,...,O) :x € R" con (x,0) € ¢(U) }. (1.17)
Aqui (x,0) = (x1,...,x",0,...,0). En tal caso, la expresién local ¢ o i|[gny © ¢~ ' de la
inclusién i: R — M coincide con la inclusién x — (x,0) : R” — R", y por ende la
aplicacién i es una inmersion. o

Proposicién 1.45. Sea f: M — N una sumersion y sea S una subvariedad de N. Entonces
R = f71(S) es una subvariedad de M, de dimensién dim R = dim M — dim N + dim S.

Demostracion. Escribase n = dim M, m = dim N, s = dim S; entonces n > m > s. Todmese
p € Ryseaq := f(p) € S. Hay una carta local (V,¢) para N conq € V, y(q) = 0, tal
que SNV = ¢~ (R* ny(V)), por ser S una subvariedad de N.14

Si (U, ¢) es una carta local en M con p € f~1(V) C Uy ¢(p) = 0, la aplicacién suave
i o f o ¢! tiene derivada sobreyectiva — con rango constante m — en cada punto de
¢(f~1(V)). Por el Teorema 1.24 (del rango), se puede modificar las cartas de tal manera
que la aplicacién modificada 1 o f o ¢! tenga la forma (x!,...,x") — (x%...,x™).
Entonces

BROLIV) = (g0 fENV) = (pof oy )R Ny(V)
= (Yo fo ™) R N YY)
=(Wofop™) U RIN(Fog ™) (V)
= R™™ 0 g(f7(V)).

Al aplicar ¢! a las dos lados de esta ecuacién, se deduce que (f~1(V), 4| f—l(V)) es una
carta local para M con p € f~1(V) y que se cumple la condicién (1.17) en esta carta. Se
concluye que R es una subvariedad de M, de dimensién n — m + s. O

Corolario 1.46. Si f: M — R™ es una funcion suave, dicese que un elemento a € f(M)
es un valor regular de f si T,f es sobreyectiva toda vez que f(p) = a. Dado un tal valor
regular, su preimagen

fHa)={peM: f(p)=a}

es una subvariedad de M, de dimension n — m.

4Aqui se ha identificado R* con su imagen en R™ bajo la inclusién y — (y, 0).
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Demostracion. El punto {a} es una subvariedad de R™ de dimensién 0. La hipoétesis dice
que la aplicacién lineal T, f tiene rango mdximo m para cada p € f ~1(a).

Cada expresién local i o f o ¢ con ¢(p) = O tiene derivada D(/ o f o ¢~ 1)(x) €
L(R", R™) de rango m en x = 0. Al menos un menor!> de tamafio m de la matriz
D( o f o ¢~ 1)(x) no se anula en x = 0; por la continuidad de D(i/ o f o $71), esta
condicién también es valida para ¢~'(x) en un vecindario W, de p. Luego T,f tiene
rango maximo m para q € Wj,.

La unién V := Uy r(p)=a} f - (W,) es un abierto de M que incluye f~'(a), y se
ha comprobado que f|y: V — R™ es una sumersién. El resultado ahora sigue de la
Proposicién 1.45; la dimensién de la subvariedad f~!(a) de M es n — m + 0. O

Ejemplo 1.47. Si f: R® — R es el polinomio cuadrético f(x) := (x1)2+--- + (x")?, su
derivada es la matriz n x 1 de valor [2x/] en x (esto es, el vector de columna 2x). Esta
matriz tiene rango 1 salvo en el origen x = 0. Luego O es un valor singular de f, los otros
valores en (0, o) son regulares. El Corolario 1.46 muestra que la esfera S*™* = f~1(1) es
una subvariedad de R", de dimensién n — 1. O

Ejemplo 1.48. Sea M, (R) el dlgebra de matrices n X n reales. Las entradas individuales

a;j de la matriz A = [a;;] forman un sistema de coordenadas cartesianas para M,(R): su

dimensién como espacio R-vectorial es n?.

El grupo general lineal GL(n, R) es el grupo de matrices invertibles n X n; esto es,
GL(n,R) = det }(R \ {0}).

La funcion determinante det: M,(R) — R es un polinomio en las entradas matriciales y
como tal es una funcién suave. En particular, det es continua: la preimagen de R \ {0} es
un abierto en M, (R). Como tal, GL(n, R) es una variedad diferencial de dimensién n%. ¢

Ejemplo 1.49. El grupo especial lineal SL(n,R) es el subgrupo de las matrices en
GL(n,R) de determinante 1,

SL(n,R) :={Ae M,(R):detA=1}.

Resulta que 1 es un valor regular de la funcién det, asi que SL(n, R) es una subvariedad
de M,(R), de dimensién (n? — 1). o

Ejemplo 1.50. Otro subgrupo de GL(n, R) es el grupo ortogonal

O(n) :={A € M(R) : A'A=AA"= 1, }, (1.18)

5Un menor de tamafio r de una matriz A es el determinante de alguna submatriz r X r de A.
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donde A" denota la matriz transpuesta de A; 1, es la matriz identidad n x n. Cada
matriz ortogonal es invertible, con A~! = A'. Ademds, como det A' = det A, se ve que
(det A)2 = 1y por ende det A = +1 para A € O(n).

Considérese también el conjunto de las matrices reales simétricas:

Sim(n) := {X € M,(R) : X' =X},

el cual es un espacio vectorial real de dimensién n(n+ 1)/2. Sus coordenadas son las en-
tradas supradiagonales { x,; : r < s }. Definase f: GL(n, R) — Sim(n) por f(B) := B'B,
de modo que O(n) = f~1(1,). La funcién vectorial f es suave porque sus componentes
son polinomios en las entradas de B.

Como GL(n,R) es un abierto en un espacio R-vectorial, se obtiene la aplicacién
tangente Tgf en el punto B = 1, por un calculo directo. Su matriz tiene entrada (rs, ij),
conr < s, igual a

(Zbkrbks)=Z[[i=k]1[[j:r]][[k:s]]+[[k:r11[[i=k11[[j:s]1
k=1
= [i=sl L=l + L=l Li=s]

al notar que la entrada (k, s) de la matriz 1, es [k = s]|. Esta expresién vale 1 sir < sy
si (i,j) =(r,s) o (j,i)=(r,s);vale2sir=sconi=j=r;yvale0 en otros casos.

Entonces la matriz de T, f tiene dos bloques [P | Q], donde P retne las columnas
con i < jy Q se compone de columnas con i > j; el bloque P es una matriz cuadrada
diagonal con entradas diagonales 1 y 2. Esta forma escalonada de T;,f evidencia que
rango[P | Q] = rango(P) = n(n+ 1)/2, asi que la matriz rectangular de T, f tiene rango
maximal y por ende Tj, f es sobreyectivo.

Un célculo directo del rango de Tz f, para B # 1, en GL(n, R), es factible pero engorro-
so. En su lugar, se puede aprovechar la operacién de grupo (la multiplicacién matricial)
en GL(n,R). Es cuestién de notar que

abl] B=1,

f(A) = A'A = B'B'A'"AB™'B = B'f(AB™")B = RgLp f(AB ™), (1.19)

donde las operaciones matriciales de premultiplicacion Lg:: C +— B'C y postmultiplicacion
Rp: C +— CB son operadores lineales sobre M, (R).
La relacion (1.19) puede ser reescrito en la forma

f=RgolLpofoRgi.

Como derivada de una funcidn lineal L es la funcién constante de valor L, la regla de la
cadena (1.16) aplicada a la composiciéon anterior muestra que

Tgf = Tp:(Rp) o T1,(Lp:) o T, f o Tg(Rg-1) = Rg o Lg: o Ty, f o Ry-1.
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Las operaciones lineales que aparecen al lado derecho son invertibles: (Rg)~! = Rp-1,
etcétera; y 17, f es sobreyectivo, asi que Tgf es también sobreyectivo para todo B €
GL(n,R). Se ha comprobado que f es una sumersion de GL(n, R) en Sim(n).

Luego 1, es un valor regular de f y su preimagen O(n) := f~1(1,) es una subvariedad
de GL(n,R), en vista del Corolario 1.46. Ese corolario también proporciona su dimensién:
o n(n+1) n(n-1)

2 T 2

El grupo O(n) es una variedad disconexa, pues el determinante det: O(n) — {1,—-1}
es una funcién continua con exactamente dos valores reales. La preimagen det 1 (1) es a
su vez una subvariedad de O(n) de la misma dimensién, por el Corolario 1.46 de nuevo;
es también un subgrupo, porque det es un homomorfismo. Este subgrupo es el grupo
especial ortogonal,

dim O(n) = dim GL(n,R) — dim Sim(n) = n (1.20)

SO(n) :={A€0(n) :detA=+1}=0(n) NSL(n,R).

Resulta que SO(n) si es conexo; este es el componente neutro del grupo O(n). O

1.5. Campos vectoriales

Un campo vectorial sobre una variedad diferencial posee una naturaleza doble: por
un lado, es un operador diferencial sobre funciones suaves, pero al mismo tiempo es una
asignacion (suave) de un vector tangente en cada punto.

Definicién 1.51. Sea M una variedad diferencial. Un campo vectorial sobre M es un
operador lineal X : C*(M) — C* (M), es decir,16

X(f+9) =Xf+Xg, X(tf)y=t Xf  para f,geC®(M), teR;
que ademads cumple la siguiente regla de Leibniz:

X(fg)=(Xf)g+f(Xg) paratodo f,ge C*(M). (1.21)

Tales operadores lineales conforman un espacio R-vectorial, denotado por X(M).
Un campo vectorial X € X(M) define en cada punto p € M un vector tangente
X, € T,M mediante la evaluacion en p:

Xp(f) == Xf(p). (1.22)
Cada X,,: C*(M) — R es lineal y cumple (1.12b), al evaluar la igualdad (1.21) en p:
Xp(f9) =Xp(f) 9(p) + f(p) Xp(9). 0

6No6tese la omisién de paréntesis alrededor del argumento de una aplicacién lineal: se escribe X f en
vez de X (f). Esto permite ahorrar muchas paréntesis innecesarias.
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» Si (U, ¢) es una carta local para M con ¢(p) = 0, un campo vectorial X € X(M)
define un campo vectorial local X |y € X(U) por restriccién. Esto es menos obvio de lo
que parece, porque en general C*°(U) no es una subalgebra de C*(M). Por ejemplo, si
M =R yU = (0,), la funcién t +— 1/t en C*(0, o0) no tiene una extensién suave (ni
continua) a una funcién en C*(R).17 Entonces es necesario definir con mayor precision
esta nocidén de “restriccion” de un campo vectorial.

Si U es un abierto en una variedad diferencial M y si f € C*(U), se puede afirmar
lo siguiente, con la ayuda del Lema 1.29. Para cada x € U, hay un abierto V de M con
x € V ¢V C U yuna funcién suave h € C°(M) tal que h|y = f|y.

Definicion 1.52. Una funcién suave g € C*(U) tiene soporte compacto si hay una parte
compacta K c U tal que g(y) = O paray € U \ K. (En tal caso, el soporte sop g es un
cerrado incluido en K y por tanto es también compacto.) Por un teorema de topologia, 18
hay abiertos V, W de M tales que V y W son compactos, que satisfacen

KcVcVcWcWcU.

Una variante del Lema 1.29, adaptado a la variedad M en vez de R", muestra que hay
una funcién suave k € C* (M) tal que:

k(q9) =1 para geV,
0<k(q) <1 para geW\YV,
k(q9) =0 para ge M\ W.

Definase h € C*°(M) por

_J9(@k(q) sigeU,
") = {o sige M\ U.

Entonces h|y = g|y. Nétese que soph C sopk = W, asi que h € C®(M) también tiene
soporte compacto.

La totalidad de funciones suaves sobre U con soporte compacto se denota por D(U),
o alternativamente por C.°(U). Esta es una R-subdlgebra de C*(U). 0

Lema 1.53. Sean U C M es un abierto, f € C*(U), X € X(M). Entonces la funcién
p = X,(f), para p € U, define bien una funcién suave X f € C*(U).

7No obstante, una funcién en C*(U) que se anula en un vecindario de la frontera de U si puede ser
extendido a C*(M), al declararla igual a cero fuera de U.

18_Como M es metrizable y K compacto, hay V = Lii;l B(pi,ri)talque K c V C Vc Ule E(pl—, r;) cU.
Asi, V es también compacto, y se forma W al cubrir V del mismo modo.
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Demostracion. Para cada p € U hay un vecindario abierto V.de pconp € V C U,y
existe h € C*(M) tal que f(q) = h(q) para q € V. Entonces los gérmenes de f y h en p
coinciden, asi que X, (f) = X,h = Xh(p).

Si W es otro vecindario abierto de p y si k € C*°(M) coincide con f en W, entonces
k(q) = f(q) = h(q) paraq € VNW, asi que X,k = X,,h porque los gérmenes de k y h en p
coinciden. De este modo, X f(p) := X,,f esté bien definido como una funcién de U en R.
Ademds, como X f = Xh en el vecindario V de p, esta funcién es suave en un vecindario
de p. Por ser p € U arbitrario, se concluye que X f € C*(U). O

Ahora bien, esta correspondencia X|y: f +— Xf es un operador lineal sobre C*(U)
que ademds cumple una regla de Leibniz andloga a (1.21), porque los valores en cada
p € M cumplen (1.12b). En resumen, X |y € X(U). Este campo vectorial “local” es, por
definicién, la restriccion de X al abierto U.

No es dificil comprobar que si g € D(U), entonces Xg € D(U) también, y tanto g
como X g pueden ser considerados como elementos de C* (M), extendidos como funciones
suaves que se anulan fuera de U.

» Para simplificar la discusion, tdmese una sola carta local (U, ¢) de M y considérese el
dominio U como subvariedad de M. Si (xl, ...,x") es el sistema de coordenadas locales
asociadas con la carta (U, ¢), las derivadas parciales de funciones en R" proporcionan
campos vectoriales en X(U) por la receta:

% :fr—09i(fop Hog | para feC (), (1.232)
x

con j € {1,2,...,n}. Su linealidad sobre C*(U) y su regla de Leibniz son evidentes. En
el punto p = ¢(0) € U, los vectores tangentes correspondientes son los %L} de (1.13), al
reemplazar en esa férmula O por ¢(p).

Sigq € U con q # p, entonces ¢(q) # 0. Después de componer ¢ con la traslacién
a: x — x — ¢(q) de R", se obtiene otra carta local (U, a o ¢) tal que a o ¢(gq) = 0. El
vector tangente de (1.23a) en q resulta ser

(N =a(f 047 0a)(0) = 3,(f 06 ™B(@). (123b)
q

al aplicar la regla de la cadena a (f o ¢~ 1) o !, porque a~1(0) = $#(q) y la derivada de
la funcién afin a~! es el operador lineal 1,,: R" — R™.
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Lema 1.54. Sea M una variedad diferencial y sea (U, ¢) una de sus cartas locales. Entonces
la restriccion al dominio U de un campo vectorial X € X(M) es una suma finita:

=a — (1.24)

con coeficientes suaves a', . ..,a" € C*(U).

Demostracion. Si f € C*(U) y q € U, entonces Xf(q) = X4(f) con X, € T;M. Por la
Proposicién 1.35, en cada punto g € U, el vector tangente X, tiene la forma:

: d
Xy=d’(q)—| para algunos al(q),...,a"(q) € R.
ax/ lq
La férmula (1.23b) muestra que
‘ ~ . )
Xf(9) = Xy(f) = (@) 9;(f 2 $7)($(a) = @/ (@) = (f) (q).
En breve: hay funciones a',...,a": U — R tales que X f = aj%(f) para f € C*(U).

Ahora bien, las coordenadas locales x* := pry o¢ son elementos del dlgebra C*(U) que
cumplen las relaciones!®

9 k. .
ﬁ(x)—[[]—k]] para j, ke {l1,...,n}.

Entonces, paracada k =1,...,n,
- P
=) d[j=k] = aj—j(xk) = X(xF) e = (U),
= ox
verificando asf la suavidad de la funcién coeficiente g — a*(q). O

Si (V, ) es otra carta localde M con U NV # 0 ysi (y',...,y") son las coordenadas
locales para la carta (U, ¢), entonces el campo vectorial X € X(M) tiene el aspecto local

. d
=b— con bl,...,b" € C®(V).

X|V ayi

Cuél es la relacién entre los coeficientes a/ y b’ en la interseccién U N V? Si se escribe
F(x) := f o ¢~1(x) para x € ¢(U NV), entonces la regla de la cadena (ordinaria) en
varias variables muestra que ‘

OF _ ax) oF

oy ox)

9Cada expresion [[j = k] al lado derecho es una funcién constante sobre U, de valor 0 o 1.
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Este es el resultado de aplicar los siguientes campos vectoriales locales a una funcién
suave f e C*(UNV):

o oxI 9 ) .,
— = —— enlainterseccion UNYV.
gyt oyt ox/
Por lo tanto, .
Xyl 00
vnv oy oyl dxJ ox/

lo cual justifica la relacién:

. . oxJ
aJ:b‘% en CT(UNYV).
Y

Fijese que [9x’//dy'] es la matriz (1.7) de la derivada D(¢ o /" !) en (U N V) C R".
Su matriz inversa es [dy’/dx’], la cual representa D(i o ¢ 1) en ¢(U N V). Las ultimas
férmulas exhiben diversas maneras de concretar la regla de la cadena.

» Luego de examinar estas expresiones locales para campos vectoriales, es oportuno
considerar la estructura algebraica global de X (M), a partir de la Definicién 1.51.

Definicion 1.55. Si X € X(M), g € C*(M), se puede definir un elemento gX € X(M)
por la correspondencia f +— g(Xf) — producto puntual de las funciones g y X_f —la cual
es evidentemente lineal en f y cumple la regla de Leibniz. Es inmediato que la aplicacién
(9, X) — gX es R-bilineal y cumple

g(hX) = (gh)X si X e X(M)ygheCo(M), 1X=X.

(Este 1 denota la funcion constante de valor 1 sobre M.) Asi, el espacio R-vectorial X(M)
es un médulo (a izquierda) sobre el dlgebra conmutativa C*(M). o

Proposicion 1.56. Si X, Y € X (M), el corchete

(X, Y]: f—>X(Yf)-Y(Xf) (1.252)

define un nuevo campo vectorial [X, Y] € X(M). Este corchete cumple dos propiedades:
(@) La correspondencia (X,Y) — [X, Y] es bilineal y antisimétrico, [Y,X] = —[X, Y].
(b) El corchete satisface la identidad de Jacobi:

[X,[Y,Z]] +[Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] =0 paratodo X,Y,Z € X(M). (1.25b)
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Demostracion. Ad (a): Escribase Wf := X(Yf) — Y(Xf). Estd claro que f +— Wf es
R-lineal y W lleva C*(M) en C*(M). Ademas, se verifica

W(fg) =X((Yg+f(Yg) - Y((Xfg+ f(Xg))
=X(Yf)g+ (Yf)(Xg) + (Xf)(Yg) + f(X(Yg))
-Y(Xf)g - (Xf)(Yg9) - (Yf)(Xg) - f(Y(Xg))
= (Wf)g+f(Wg), (1.26)

asi que W € X(M). Es evidente que [Y, X] = —[X,Y].
Ad (b): Obsérvese que

(X, [Y, Z1] (f) = X([Y, Z]f) = [Y, Z](Xf)
=X(Y(2f)) = X(Z(Yf)) = Y(Z(X[)) + Z(Y(X[)).

Al sumar los cuatro términos al lado derecho con otros ocho obtenidos de las permuta-
ciones ciclicas de las tres letras X, Y, Z, se obtienen 12 términos que se cancelan en pares,
asi que esta suma es cero. O

La Proposicién 1.56 anterior dice que X (M) es un ejemplo de un algebra de Lie. Un
espacio R-vectorial E es un dlgebra de Lie si posee un corchete bilineal y antisimétrica
[,-]: EX E — E que cumple la identidad de Jacobi (1.25b). Se debe notar que esta
operacioén binaria en E no es asociativa, porque en general [X, [Y,Z]] # [[X, Y], Z]; de
hecho, la identidad de Jacobi declara la falta de asociatividad en forma concreta, porque
la antisimetria hace posible reacomodar (1.25b) asi:

(X, Y, Z]] = [[X,Y],Z] + [Y, [X, Z]]. (1.27a)

Considérese la aplicacién ady : E — E definida por adx (Y) := [X, Y]. Con esta notacion,
la relacién (1.27a) se traduce asi:

adx ([Y, Z]) = [adx(Y), Z] + [Y,adx(2)] (1.27b)
de modo que cada ady cumple una regla de Leibniz con respecto al corchete de E.

» Esdeseable comparar los campos vectoriales sobre dos variedades diferenciales My N.
Esto es factible si M y N son difeomorfas: cada difeomorfismo 7: M — N da lugar a una
correspondencia entre X(M) y X(N), detallada a continuacién.

Definicién 1.57. Sea 7: M — N un difeomorfismo entre dos variedades diferenciales.
A cada X € X(M) se le puede asociar un nuevo campo vectorial 7.X € X(N) por

n.X(h) :=X(hor)or ! | para he C®(N). (1.28)
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El campo vectorial 7.X es la imagen directa2® de X bajo 7. Al evaluar los dos lados
de (1.28) en un punto 7(p) € N, se obtiene

©.X(h)(z(p)) = X(ho1)(p) = X,(ho1) = T,r(X},)(h)

al invocar la aplicacién tangente T,7 de la Definicién 1.38. Al eliminar la funcién h de
estas formulas, resulta

(T*X)T(p) = TpT (Xp) (1.29)

De esta manera, se obtiene un isomorfismo lineal entre los espacios tangentes en los
puntos p € My z(p) € N, dado por

cuya aplicacion lineal inversa es Ty () L.
En el caso de que M = N y 7 es un difeomorfismo de M en si mismo, se dice que X es
invariante bajo 7 si se cumple 7.X = X. ¢

Lema 1.58. Si7: M — N y 0: N — R son dos difeomorfismos y si X € X(M), entonces
0:(1:.X) = (0 0 7),.X en X(R).

Demostracion. Si k € C*(R), se calcula
0. (n.X)(k) =r.X(koo)oo ' =X((koo)or)or tog™?
=X(ko(cor))o(cor) L.

Alternativamente, nétese que la férmula (1.29) y la regla de la cadena (1.16) implican

(0:(7:X))gor(p) = Tr(p)o ((2:X)1(p)) = Tr(pyo (Tp7 (X)) = Tp(0 0 1) (X))
paracada X € X(M)yp € M. O

Lema 1.59. Sea 7: M — N un difeomorfismo. Entonces 7. : X(M) — X(N) es un homo-
morfismo de dlgebras de Lie; es decir, se cumple 7.[X, Y] = [.X, 7. Y] para X, Y € X(M).

Demostracion. Basta calcular el efecto de [7.X, 7. Y] sobre una funcién h € C*(N):
[.X, .Y](h) = . X (.Y (h)) — .Y (2. X (h))
=1 X(Y(hor)or 1) =1, Y(X(hotr) oz 1)
=X(Y(hor)or ' —=Y(X(hor)) oz}
= [X,Y](hor)or ! =7, [X, Y](h). O

2°En inglés: pushout o (a veces) push-forward.
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1.6. Curvas integrales y flujos

Definicién 1.60. Una curva integral de un campo vectorial X € X(M) es una curva
suave y: I — M tal que

y(t) =X, |€ T,yM paratodo t€l. (1.30)

La funcién t +— y(t) es la velocidad de la curva y. o

Sea (U, ¢) una carta local de M tal que y(s) € U para algiin s € I. Entonces hay un
subintervalo abierto ] C I con s € J, tal que y(t) € U para todo t € J. La expresién
local (1.24) del campo vectorial X € X(M) permite calcular el efecto del vector de
velocidad y(s) sobre una funcién f € C*(U):

FOF = 5 P = X () = @1 (5) L (1(5).

xJ
Si f una de las funciones coordenadas x*, esto se reduce a

(x* o y)(s) = y(s) (x*) = a* (y(5)).

Las funciones yk =xko y:J — R, parak =1,...,n, satisfacen las ecuaciones:

") (1) = (@ o ¢ (Y (1),...,y"(t)) | paratodo te€ J. (1.31)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. La busqueda
de las curvas integrales de X (dentro del dominio U de una carta local) se reduce a la
resolucién de tales ecuaciones diferenciales.

Las a* o$~! son funciones suaves sobre el abierto ¢(U) C R”. El teorema de existencia
y unicidad para soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, dadas unas condiciones iniciales y* (ty) = x’g referidos a algtin ty € J, garantiza que
este sistema posee una solucion tnica en un subintervalo (¢ — 8, ty + ) de J. Sin perder
generalidad, se puede redefinir J como este intervalo.

Las condiciones iniciales pueden ser reexpresadas como ¢(y (o)) = xo € ¢(U), o bien
como y(tp) = p, donde p € U es tal que ¢(p) = xo. En breve, se ha comprobado que la
ecuacion vectorial con condicidn inicial:

y(1) =Xy, v(to) =p, (1.32)

posee una solucion tinica t — y(t), definida en un intervalo abierto ¢t € J C I.
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Como las funciones a* o $~1 al lado derecho de (1.31) son suaves, la teoria de las
ecuaciones diferenciales ordinarias asegura que las soluciones y(t) dependen suavemente
de las condiciones iniciales. En detalle, existen: un nimero ¢ > 0; un abierto V C U; y
una aplicacién suave f: (to — &,tg + &) X p(V) — ¢(U) tal que, para cada x € ¢§(V),
yx(t) = B(t, x) es una solucién de (1.31) con la condicién inicial y, (o) = x.

Definase a(t,q) := ¢ 1 (B(t,¢(q)) paraty—e <t < tg +¢, g € V. El parrafo anterior
se traduce como sigue.

Lema 1.61. Existe una funcién suave a: (ty — €,tg + €) X V. — U tal que la funcién
Yq : t = a(t,q) es una curva integral de X que pasa por y,(to) = q. B

Sin perder generalidad, se puede tomar ¢, = 0; es cuestién de reparametrizar las
curva y de (1.32) con t +— t — tp. La aplicacién suave a: (—¢,¢) XV — U se llama un
flujo local del campo vectorial X.

Definicién 1.62. Sea X € X (M) un campo vectorial sobre una variedad M. Para cada
punto p € M, sea I, el intervalo mdximo?* con 0 € I, C R tal que la ecuacién diferencial
(1.30) tenga una solucién y,: I, — M con condicién inicial y,(0) = p. En el dominio
Dx :={(t,p) e Rx M :t €I}, definase la funcién

a: Dx — M : (t,p) = y,(t).

Este dominio Dy es un abierto de la variedad producto R X M y la funcién « es suave, en
vista de la discusion anterior. Esta funcion « es el flujo (global) del campo vectorial X.
Se debe notar que «(0, p) = p para todo p € M, y ademads:

a(t,a(s,p)) = a(t+s,p) (1.33)

si los dos lados estdn definidos. En efecto, la curva t +— a(t +s,p) = y,(t +s) pasa por el
punto y,(s) = a(s, p) cuando t = 0, y su vector de velocidad en t = 0 es

D+ fo Ll (Foyt+s) = (For) () = 1p(s)f,

y este es el vector }'/p(s) € T}’p(s)M . La unicidad de las soluciones de (1.32) entonces implica
que yp(t +5) = yy,(s)(£), que es un sin6énimo de la férmula (1.33). O

2E] teorema de existencia y unicidad para soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias garantiza
que haya una solucién unica en un intervalo corto (-8, ) alrededor de 0. En cada instante ¢, de ese
intervalo se puede replantear la ecuacién diferencial con una condicién inicial obtenida de la primera
solucidn, lo cual extiende la solucién tinica a un intervalo mayor (—¢1, £2); y se repite el proceso. La uniéon
de una sucesion de tales extensiones es el intervalo mdximo de la solucién.
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Proposicion 1.63. Si la variedad diferencial M es compacta, entonces Dy = R X M para
cada X € X(M).

Demostracion. Sip € M, hay un nimero ¢, > 0y un vecindario abierto V), de p tales que
(—€p, €p) XV, C Dx. Los abiertos V), recubren M; como M es compacto, hay un nimero
finito de puntos py, ..., p, talesque M =V}, U---UV,, . Sea ¢ := min{ey, .. ., & }; entonces
(—&,6) XM C Dy.

Si—e <s<eglacurvat — y, (5 (t) estd definida parat € (—¢, ¢) y su vector tangente
ent = 0esyy(s) = X, (s). Luego yp (¢ +s) estd definido, con y, (¢ +5) := yy,(5) (). Como los
t + s recorren el intervalo (—2¢, 2¢) y p es arbitrario, se deduce que (—2¢,2¢) X M C Dy.
Por induccién, se obtiene (—2¢, 25¢) x M C Dy para todo k, asi que R x M = Dy. O

Definicion 1.64. Un campo vectorial X € X(M) se llama completo si Dy = R X M; esto
es, si el flujo de X esta definido en todo R X M. La Proposicién 1.63 asegura que cada
campo vectorial sobre una variedad compacta es completa. o

Ejemplo 1.65. En la variedad unidimensional R, con coordenada x, considérese el campo
vectorial X := (1+x2) % . Sus curvas integrales satisfacen la ecuacién diferencial y'(t) =
1+y(t)2. Dada la condicién inicial y(0) = 0, la solucién tnica es y(t) = tgt, con derivada
y'(t) = sec’t = 1 + tg?t. El intervalo maximal de esta solucién es (—r/2, 7/2). Por lo
tanto, este campo X no es completo. o

Ejemplo 1.66. En la variedad no compacta R?, con coordenadas (x,y), considérese el

campo vectorial

0 0
X=-y—+x—.
ox oy

Sus curvas integrales y(t) = (x(t), y(t)) estan dadas por (1.31):
x'(1) = =y(1), (1) =x(1),
cuya solucién general tiene la forma
x(t) =rcos(t —ty), y(t)=rsen(t—ty),

dependiente de la condicién inicial y(0) = (xo, yo) = (r cos ty, —r senty).

Si r = 0, la curva integral es constante, y(t) = (0,0); su trayectoria es un punto en
donde el campo vectorial X se anula. Si r # 0, la trayectoria es un circulo de radio |r|
recorrido infinitas veces (el signo de r determina el sentido del recorrido). Este campo
vectorial es completo, porque en cada caso el recorrido estd parametrizado por todo R:

a(t,(x,y)) = (xcost —ysent,xsent +ycost). O
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Definicion 1.67. Sea X un campo vectorial completo sobre una variedad M, con flujo
a: R XM — M. Escribase a;(p) = a(t,p). Entonces cada a;: M — M es un difeomor-
fismo, con inverso a_; y con ag = 1. En efecto, la férmula (1.33) se transcribe en este
caso como

Qips = Qpo s paratodo t,s € R. (1.34)

Por lo tanto, t — a; es un homomorfismo del grupo aditivo R en el grupo de difeomor-
fismos Diff (M) de la variedad diferencial M. Los difeomorfismos { a; : t € R } forman
un subgrupo de Diff(M); este es el grupo uniparamétrico22 generado por el campo
vectorial completo X. o

Proposicidn 1.68. Sean X € X(M) y f € C*(M). Si a es el flujo de X, entonces
fla(p)) - f(p)
t

Xf(p) = }1_{% para todo p € M. (1.35)

Demostracion. El lado derecho es la derivada, en t = 0, de la funcién

t = fla(t,p)) = f(yp(t)),

donde y, es la curva integral de X tal que y,(0) = p. Esta derivada en t = 0 coincide con

1p(0)f =Xpf = Xf(p). O
Al eliminar el punto p de la férmula (1.35), queda una relacién entre funciones suaves:
Xf = lim f°0+_f . (1.36)

t—

Dicese que el campo vectorial X es el generador del flujo a. En particular, el generador
de un grupo uniparamético de difeomorfismos es un campo vectorial completo.

1.7. Grupos de Lie

Definiciéon 1.69. Un grupo de Lie es una variedad diferencial G, que es a su vez un
grupo, en donde las operaciones de grupo son aplicaciones suaves:

m: GXG — G:(g,h) — gh, 1:G—>G:g gl

En un grupo de Lie G, la inversion i1: g — g~ ! es un difeomorfismo de G en G, porque es
biyectiva y suave, y coincide con su propio inverso.

22E] flujo de un campo vectorial incompleto no da lugar a un grupo de difeomorfismos. En todo caso,
si (—¢,¢) XV C Dx, las aplicaciones a;: p — a(t, p) cumplen (1.34) toda vez que t,s,t +s € (—¢¢). En
particular, vale ¢_; oa; = a; oa—; = 1y sobre V para —¢ < t < ¢; se dice que los @; forman un seudogrupo
de difeomorfismos locales.
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Las traslaciones a izquierda A;: h — gh son también difeomorfismos: el inverso de
A4 es la traslacién contraria A 1. Las traslaciones a derecha p,: h — hg constituyen
otro juego de difeomorfismos de G. o

[ Algunos autores, entre ellos el seudoautor N. Bourbaki, definen un grupo de Lie
como una variedad analitica cuyas operaciones de grupo m,: son analiticas, esto es,
expresable en coordenadas locales por funciones con series de Taylor localmente conver-
gentes. Sin embargo, resulta que la analiticidad es automadtica con solo suponer que m,
son de clase C2. Esta es una consecuencia no trivial del teorema de la funcién implicita. ||

Ejemplo 1.70. Un espacio vectorial real V de dimension finita es un grupo de Lie abeliano
bajo la operacién de suma. En particular, (R", +) es un grupo de Lie de dimension n.

El grupo multiplicativo R* := R \ {0} es un grupo de Lie unidimensional no compac-
to. Como R* = (—c0,0) W (0, +o0) es una unién disjunta de dos abiertos no vacios, esta
variedad diferencial es disconexa. Su componente neutro (el componente conexo que
incluye el elemento neutro 1) es el subgrupo y subvariedad R} := (0, +c0).

La funcién exponencial exp: R — R} es simultdneamente un isomorfismo de grupos
(su inverso es la funcién log: RY — R) y un difeomorfismo, pues tanto exp como log
son biyecciones suaves. En breve: exp es un isomorfismo de grupos de Lie. 0

Ejemplo 1.71. El circulo2? T=U(1) := {z € C : |z|] = 1} es un grupo de Lie compacto,
condim T = 1.

El toro T" := T X --- X T, el producto cartesiano de n circulos — este es también un
producto directo de grupos — es un grupo de Lie abeliano, con dim T" = n. o

Ejemplo 1.72. El grupo general lineal GL(n, R) del Ejemplo 1.48 es un grupo de Lie de
dimensién n?. Para verificar la suavidad de su producto, basta recordar que las entradas
de la matriz C = AB son polinomios en las entradas de A y de B, mediante la férmula
cij = 2k aikbr ;. La suavidad de la inversion 1 es una consecuencia de la regla de Cramer:
la entrada (i, j) de A™! es (=1)"*/mj;/det A, donde la menor m;; es un polinomio en las
entradas de A.

El subgrupo SL(n, R) definido en el Ejemplo 1.49 es a la vez una subvariedad cerrada
de GL(n, R). Este es un grupo de Lie de dimensién (n® — 1). O

» El préoximo ejemplo es un grupo de Lie complejo. Una variedad diferencial compleja
se define de igual manera que una variedad diferencial real: es un espacio topolégico

23Las notaciones T, U(1) y S! son sinénimas; generalmente se usa T cuando se considera el circulo
como grupo de Lie. Los fisicos prefieren U(1), porque cada z € T es una matriz unitaria 1 x 1.
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metrizable y separable dotado de un atlas de cartas locales (U, ¢), donde ahora cada
¢(U) es una abierto de C™ y las funciones de transicién 1y o ¢~! entre abiertos de C™
son holomorfas (es decir, diferenciables como funciones de varias variables complejas:
tales funciones son automaticamente suaves y ademads analiticas). Ahora bien, no existen
funciones analiticas parcialmente nulas como las de la férmula (1.11): lo cual implica que
todas las construcciones que dependen de esa férmula no son aplicables. Sin embargo,
al recordar que C™ ~ R?™ como espacio vectorial real, siempre es posible “olvidar” la
holomorficidad y considerar una variedad diferencial compleja de dimensiéon m como
una variedad diferencial real de dimensién 2m.

Ejemplo 1.73. El grupo de matrices invertibles complejas
GL(n,C) :={A e M,(C) :detA#0}

y su subgrupo SL(n,C) := {A € M,(C) : detA = 1} son grupos de Lie reales, de
dimensiones 2n? y (2n% — 2), respectivamente. De hecho, GL(n, C) es un abierto en
M,(C), un espacio vectorial real con dimg M,(C) = 2n?. Las coordenadas cartesianas de
A € GL(n,C) son R a;; y J a;j, las partes real e imaginaria de sus n? entradas complejas.

Resulta que la aplicacion polinomial det: GL(n, C) — C* = C)\ {0} es una sumersién
y 1 es un valor regular de det, asi que SL(n,C) es una subvariedad (y también un
subgrupo) de GL(n, C). O

Ejemplo 1.74. El grupo ortogonal O(n) del Ejemplo 1.50 es un grupo de Lie de dimensién
n(n-1)/2. -

El grupo ortogonal especial SO(n) := O(n) N SL(n,R) es el componente neutro de
O(n). Como tal, es otro grupo de Lie de dimensién n(n — 1) /2. O

Ejemplo 1.75. Un grupo finito G, con su topologia discreta, es un grupo de Lie de
dimension 0. (Las condiciones de suavidad son triviales en dimensién cero.)

El grupo ortogonal es un producto semidirecto O(n) =~ SO(n) = C, de su subgrupo
normal SO(n), de indice 2, y el grupo finito C, := {£1}. Fijese que Cy ~ {1,, R} < O(n),
donde R := diag[1,...,1, —1] es la reflexion de R" en el hiperplano x" = 0. o

» La geometria de un grupo de Lie G admite una importante simplificacién, porque solo
es necesario considerar cartas locales que contienen la identidad 1 € G. Las traslaciones
a izquierda Ag-1 y A4 (que son difeomorfismos) llevan un vecindario de cualquier punto
g € G en un vecindario de 1 y viceversa. Por ejemplo, una curva integral de un campo
vectorial que pasa por g es un traslado de una curva correspondiente que pasa por 1. De
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entre todos los campos vectoriales sobre G, se destacan aquellas que son invariantes por
estas traslaciones a izquierda.2*

Definicién 1.76. Sea G un grupo de Lie cualquiera. Un campo vectorial X € X(G) es
invariante a la izquierda si todas las traslaciones a izquierda lo conservan:

(/lg)*)? — X para todo g €G.

Escribase X := Xj € T3G. El campo vectorial X queda determinado por el vector tangen-
te X mediante el isomorfismo lineal Tl/lg : G - T,G de (1.29):

X, = Tidg(X1) = TiAg(X). (1.37)

Inversamente, dado Y € T1G, las recetas fq = T1A4(Y), ?f (9) = ~g f determinan un
campo vectorial Y invariante a izquierda. La totalidad g de estos campos vectoriales
invariantes es un subespacio vectorial de X(G). B

Resulta, entonces, que X & X es una biyeccién R-lineal g «» T1G; por lo tanto, g es
finitodimensional y su dimensién es n = dimg TG = dim G, la dimension de la variedad
diferencial G. ¢

Lema 1.77. Si X, Y € g, entonces [X,Y] € g también.
Demostracion. Del Lema 1.59 se obtiene inmediatamente:
(M)« [X, Y] = [(A). X, (A,). Y] = [X,Y] paratodo g€ G. O

Definicion 1.78. Definase un corchete en el espacio vectorial T;G por

[X,Y] = [X,Y]:. (1.38)

En vista de la correspondencia (1.37) y del Lema 1.77, este corchete es una operacion
bilineal antisimétrica sobre T;G que cumple la identidad de Jacobi. Con ello, TG es un
dlgebra de Lie finitodimensional, isomorfa a la subdlgebra de Lie g € X(G). Entonces T;G
se bautiza el algebra de Lie del grupo G.

A partir de ahora, se identificard g con T1G y se escribird X en vez de X para aquellos
campos vectoriales invariantes que pertenecen a g. o

Sea G un grupo de Lie, con dlgebra de Lie g. Si X € g, seayx: I — G la curva integral
del campo vectorial invariante X tal que yx(0) = 1. Entonces yx(0) = X € T1G. Si el

*4Algunos autores denotan la identidad de G por la letra e en vez de 1. No se gana nada con eso.
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dominio inicial I de la curva yx fuera un intervalo acotado I = (—¢, ¢) — obtenido de la
existencia de solucidn tnica para (1.32) — se podria prolongar que este intervalo en R.
En efecto, para cualquier s € (—¢, ¢), la curva n determinada por la ecuacion diferencial

r](t) = Xl](t) = Tg_lq(t)/lg (Xg_lr](t))s ’7(0) =9 = YX(S),

tiene como solucién tnica 7(t) = gyx(t) = yx(s) yx(t), definida para —¢ < t < ¢. Esta
curva constituye una prolongacion de yx al intervalo (s—¢, s+¢). De este modo, se obtiene
una curva yy : (—2¢,2¢) — G cuya restriccidn al subintervalo (—¢, ¢) coincide con la curva
original. Al iterar este proceso k veces, se prolonga yy al intervalo (—2ke, 2¢); luego, por
induccidn, se produce una curva yx: R — G, que cumple

Yx(s+1) =yx(s)yx(t) paratodo s,te€ R. (1.39)

» Conviene resumir estas consideraciones sobre la curva integral del campo vectorial
invariante X mediante la introduccién de una notacion especial, a continuacion.

Definicién 1.79. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g. Si X € g es un campo
vectorial invariante a izquierda, su curva integral tal que yx(0) = 1 cumple yx(0) = X;
su intervalo de definicién es todo R; y yx cumple la propiedad homomorfica (1.39).
Por lo tanto, esta curva t +— yx(t) es un subgrupo uniparamétrico de G, determinado
univocamente por la condicién yx(0) = X € g. Escribase

exp X = yx(1).

La construccion de yx evidencia que y;x(1) = yx(t), es decir,

yx(t) =exptX paratodo te€R. (1.40)

Esta funcidn exp: g — G es la aplicacidn exponencial asociada al grupo de Lie G. ¢

Ejemplo 1.80. En el circulo T = {z € C : |z| = 1}, considérese la carta local (U, ¢),
donde U = T\ {-1}y¢: U — (-, x) esta dada por ¢(e'%) = 0. Fijese que la coordenada
local 6 vale & = 0 en el punto z = 1 del circulo. El campo vectorial X = d/d6, definido
inicialmente en U, se extiende a todo S! como campo vectorial invariante por las “tras-
laciones” que en este caso son las rotaciones rigidas del circulo, A,,: z — wz. [ Se deja la
verificacion de esta afirmacion para el Ejercicio (1.21). |

La curva integral de X tal que yx(0) = 1 estd dada por yx(t) := €' = cost +isent.
En efecto, esta curva satisface, por (1.14):

Gx .0 = 2| o =2] e =irm=2l @

y yx(0) = (d/df)|; = X7 = X, identificando el campo invariante X con su valor en 1.

1-39



MA-870: Geometria Diferencial 1.7. Grupos de Lie

En este caso, la curva integral estd definido inicialmente en I = (-, ) por la férmula
yx(0) := €. Su prolongacién a todo t € R sefala que la curva integral gira alrededor
del circulo infinitas veces. En este caso, la funcién exponencial es exp tX = e’ y el grupo
uniparamétrico define un homomorfismo sobreyectivo (pero no inyectivo) exp: R — T.

Nota: la “rama principal” de la funcién logaritmica log: U — C estd dada por
log(e’) = if. Al cambiar ¢ por log en el calculo anterior, la férmula expt := e se
modifica en exp(it) = e'’. De este Edo, se identifica el espacio tangente T; T con iR, un

espacio R-vectorial unidimensional del cual {i} es una base. O

Un grupo de Lie lineal es un grupo de Lie G tal que G C GL(n, ) para algtin n, donde
F = R o C. El espacio tangente T1G puede identificarse con un subespacio R-vectorial de
M, (F). En tales casos, la exponencial matricial

1
expX := Z EXk (1.41)
k=0

coincide con la aplicacién exponencial de G. La busqueda del dlgebra de Lie se reduce a
la tarea de identificar un subespacio (real) de matrices:

g={X e M,(F) : exptX € Gparatodot € R }, (1.42)
en vista del siguiente resultado sobre exponenciales matriciales.

Lema 1.81. Si X, Y € M, (F) con F = R o C, entonces

1 d?
T (exptX exptY exp(—tX) exp(—tY)) = XY - YX. (1.43)
1=0

Demostracion. Se aprovecha la férmula de Campbell, Baker y Hausdorff:2>

exptX exptY = exp(t(X +Y) + (XY — YX) + O()). (1.44)

Esta férmula viene del desarrollo de Taylor en ¢ = O:

exptX exptY = (1+tX + 2°X% + O0(+%)) (1 + tY + 1°Y? + O(+%))
=1+t(X +Y)+ 32(X% +2XY + Y?) + O(£°)
=1+t(X+Y) + 22X +Y)* + 22(XY - YX) + O(+)
= exp(t(X +Y) + 12(XY - YX) + O(+%)).

?5La notacién de Landau O(+?) indica alguna funcién F(t) tal que F(t)/t> permanece acotada al dejar
t — 0,y por ende puede despreciarse en comparacién con t? cuando t es pequefio.
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En el dltimo paso, se ha empleado la expansién logaritmica:

1+A=exp(A-3A*+3A%°—..)

porque la serie al lado derecho converge en el caso de interés A = t(X +Y) si t es
suficientemente pequefio. Ahora se puede aplicar (1.44) tres veces, para obtener
exptX exptY exp(—tX) exp(—tY)
=exp(t(X +Y) + 12(XY - YX) + O(+%)) exp(-t (X + Y) + 2t*(XY - YX) + O(t7))
= exp(t*(XY - YX) + O(+?)).
Ahora, al derivar el lado derecho dos veces en t = 0, se obtiene la férmula deseada. O

Observacion. En vista del Lema 1.81, sea G un grupo de Lie cualquiera, con dlgebra de
Lieg.SiX,Y e gcon X = X3, Y = Y; en T1G, la férmula

d
fe R f(exp VsX exp VsY exp(—VsX) exp(—VsY))
Sls=0
define un vector tangente en T7G. Al notar que

f(exptX)
t=0

Xf=Rf =ix(O)f = 5

puesto que yx(t) := exp tX es una curva integral de X, el Lema 1.81 permite calcular este
vector tangente en el caso matricial. Basta notar que el cambio de pardmetro t = +/s,
s = t? conduce a

1d*> d d? 1 42

22 & a2 T 2ae
y la férmula (1.43) da como resultado el conmutador matricial XY — YX en el caso de
que g < M, (F). Por otro lado, los calculos de la demostracién del Lema 1.81, usando la
relacién X f = % f(exptX) y el desarrollo de Taylor de f hasta segundo orden, muestran

que

d

=0 ds

s=0

f(exptX exptY) = f(exp(t(X +Y) + 2t°Z)) + O(+°)

donde Z = Z; y Z = XY — YX en X(G), lo cual implica que Z = [X,Y] en TiG. La
conclusién de los dos célculos — como era de esperar — es que

[X,Y] = [X,Y]1 = XY -YX cuando g < M,(F).
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Definicién 1.82. Sea F = R o C. Un algebra de Lie matricial (real o complejo, seguin el
caso) es un subespacio F-vectorial g de M,([F), para algtin n € N, que es cerrado bajo la
formacién de conmutadores: si X, Y € g, entonces XY — YX € g. Su corchete de Lie es el
conmutador, [X,Y] := XY — YX.

Escribase gl(n,R) := M,(R) y gl(n,C) := M,(C), considerados como algebras de
Lie matriciales. Ellas son las algebras de Lie asociados a los grupos generales lineales
GL(n,R) y GL(n, C), respectivamente. O

Ejemplo 1.83. Cualquier matriz X € M, ([F) verifica la identidad:
det(exp X) = "X (1.45)

donde tr X denota la traza de la matriz X.

Para comprobar (1.45), basta tomar [ = C. Fijese que exp(PXP~1) = P(expX)P!
al usar la serie de Taylor (1.41), asi que la semejanza X +— pxp1 deja sin cambio los
dos lados de (1.45); sin perder generalidad, entonces, se puede suponer que la matriz
X es triangular2® con entradas diagonales (A1,...,A,). Entonces exp X es una matriz
triangular, con entradas diagonales (e’1, .. ., en), de donde (1.45) es obvio.

En particular, la condicién det(exptX) = 1 para todo t € R es equivalente a la
condicién tr X = 0. Por lo tanto, el dlgebra de Lie de G = SL(n,F) es

sl(n,F) :={X e My(F) : tr X =0}.

Este resultado proporciona otra manera de calcular la dimensién de SL(n, R), al observar
que dim SL(n, R) = dimg sl(n, R) = n? — 1. o

Definicién 1.84. Sea d una forma bilineal simétrica no degenerada sobre R", es decir,
d(x,y) = d(y,x) para x,y € R"; con d(x,y) = 0 para todo x solo si y = 0. Por el teorema
de Sylvester, después de un cambio de base en R", d obtiene el formato:

d(x,y) = X1y1+ -+ XpYp = Xpr1Yp+1 — - ~ Xprqlp+gs (1.46)

con rango p + g = n (pues d es no degenerada) y signatura p — q. Definase el grupo de
simetria de d por

O(p,q) :={A € GL(p + ¢, R) : d(Ax, Ay) = d(x,y) para x,y € R}, (1.47)

%6Un teorema de Schur dice que cualquier matriz compleja X € M, (C) es semejante a una matriz
triangular mediante un cambio de base ortonormal de C". Alternativamente, X posee una forma normal
de Jordan, la cual es triangular. Estas técnicas no estan disponibles en el caso de matrices reales; por
ejemplo, la matriz real (_(i é) no es trigonalizable sin usar escalares complejos.
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Si g = 0, la forma bilineal d es definida positiva y se escribe O(n) en vez de O(n, 0);
este coincide con el grupo ortogonal del Ejemplo 1.50, porque d es el producto escalar
usual sobre R". Si en (1.47) se toma g € SL(p + ¢, R), es decir, si se afiade la condicién
detg = 1, se definen los subgrupos

SO(p, q) := O(p,q) N SL(p + ¢, R). 0

Definicién 1.85. Sea s una forma bilineal alternante no degenerada sobre R2", es decir,
s(x,y) = —s(y,x) para x,y € R"; con s(x,y) = 0 para todo x solo si y = 0. Tales formas
alternantes no degeneradas existen solo si la dimensién es par, n = 2m. Después de un
cambio de base en R2™, s obtiene el formato:

S(X,Y) = Xpe1Y1 + -+ + XomYm — X1Um+1 — *** — XmY2m-
Escribase
0 1,
J = Jom = € Mo (R). (1.48)
-1,, O

entonces la forma bilineal d;(x,y) := s(x, Jy) es simétrica y definida positiva. El grupo
simpléctico de R?™ es el grupo de simetria de s, dado por2’

Sp(2m,R) := { B € GL(2m, R) : s(Bx, By) = s(x,y) para x,y € R*" }, (1.49)

Si B +— B' denota la transpuesta de B con respecto a la forma simétrica dj, entonces
B € Sp(m,R) siy solo si dj(JBx, By) = dj(Jx,y) siy solo si B'JB = J.
Nétese que J € Sp(2m, R) y que J? = =15, en My, (R). O

Definicién 1.86. Dendtese por A* = [a;] el conjugado hermitico de A = [a;;] € M,(C).
El grupo unitario

U(n) :={U e M,(C):U'U=1,}
es un grupo de Lie. Este es el grupo de simetria del producto escalar usual de C", el cual

es una forma sesquilineal hermitica. Obsérvese que U(1) = T es el circulo unitario.
El grupo especial unitario es el subgrupo de Lie:

SU(n) :=U(n) NSL(n,C) ={U € U(n) : detU =1}. O
Definicion 1.87. Si V es un espacio R-vectorial con una base {v1,...,v,}. Dendtese por
Ve =VerC=VaoiVsu complexificacidn, la cual es un espacio C-vectorial. Ahora
{v1,...,v,} es también una base de V¢ sobre C, mientras {v1, ivy, ..., v,, iv,} €s una base

de V¢ como espacio R-vectorial. Por lo tanto, dim¢ Ve = dimg V' = %dimR Ve y en
particular, (R")c ~ C".

%7 Algunos libros denotan el grupo (1.49) por Sp(m, R) en vez de Sp(2m, R).
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Se puede ampliar una forma R-bilineal sobre V a una forma C-bilineal sobre V¢ asi:
d(u+io,x +iy) :=d(u,x) —d(v,y) +id(u,y) +id(v,x) € C.

En la clasificacién de formas bilineales simétricas sobre C", la signatura no cuenta porque
—1 = i? es un cuadrado. Si d es no degenerada sobre R", la forma ampliada d es no
degenerada sobre C" y su grupo de simetria es

O(n,C) :={C € GL(n,C) : d(Cx,Cy) = d(x,y) parax,y € C" }.

De modo similar, una forma R-bilineal alternante s sobre R?™, ampliada a una forma
C-bilineal alternante sobre C2™, posee el grupo de simetria:

Sp(2m,C) := { D € GL(2m,C) : s(Dx, Dy) = s(x,y) para x,y € C*™}.
Ahora, Sp(2m, C) y U(2m) son subgrupos de GL(2m, C). Su interseccion es:
Sp(2m) := Sp(2m, C) N U(2m). o
Proposicion 1.88. Los grupos de Lie O(n), SO(n), U(n), SU(n), Sp(2m) son compactos.

Demostracion. Los grupos SO(n), SU(n), Sp(2m) son subgrupos cerrados de O(n), U(n)
y U(2m), respectivamente. Basta mostrar, entonces, que O(n) y U(n) son compactos.

Sea d el producto escalar usual sobre R”. Una matriz A € M,(R), con columnas
ai,...,a, € R", es ortogonal si y solo si A'A = 1,; si y solo sid(ai,a;) =[i=j];siy
solo si las columnas forman una base ortonormal de R". Esto implica que ||a;|| = 1 para
cada jy ||lai||* + --- + ||lax]|*> = n (por el teorema de Pitdgoras). Por lo tanto, el vector
en R™ cuyas coordenadas son las entradas g;; de A tiene norma euclidiana /n. De esta
manera, se identifica O(n) con una parte cerrada de la esfera de radio v/n en R™. Por el
teorema de Heine y Borel, este conjunto cerrado y acotado O(n) es compacto.

El mismo argumento se aplica a U(n), cambiando el producto escalar real d por el
producto escalar sesquilineal {(w|z) := wyz1+: - -+W,z, paraw, z € C". Ahora, U € M,(C)
es unitaria si y solo si sus columnas forman una base ortonormal de C". Luego, U(n) es
una parte cerrada de la esfera de radio v/n en Cc" ~ R, O

Hay un extenso catdlogo de grupos de Lie, mds alld de los ejemplos mencionados
arriba (los cuales, colectivamente, se designan los grupos cldsicos). Hay varios grupos de
matrices triangulares, que no caben en el catdlogo anterior; algunos “grupos excepcio-
nales” aparecen como grupos de automorfismos de ciertas estructuras algebraicas. Para
el importante grupo de Heisenberg, véase el Ejercicio 1.29.
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1.8. Espacios homogéneos

Definicién 1.89. Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo H < G que es también una
variedad diferencial se llama un subgrupo de Lie de G si la inclusiéon i: H < G es una
inmersion inyectiva. (Un subgrupo de Lie no necesariamente es cerrado en G.)

Sin embargo, si H es un subgrupo de Lie cerrado, resulta que H es también una
subvariedad?® de G y cada coclase a izquierda gH := {gh : h € H} = A4(H) es una
subvariedad cerrada de G. El conjunto de coclases

G/H:={gH:g€G}

puede ser dotado de una estructura diferencial de tal manera que la aplicacion cociente
n:G—>G/H:gw— gH

es una sumersion sobreyectiva. En tal caso, se dice que G/H es la variedad cociente
de G por el subgrupo cerrado H.

Si el subgrupo H no es normal en G, entonces G/H generalmente no es un grupo. En
cambio, si H < G es un subgrupo normal cerrado, entonces G/H es un grupo de Lie y la
aplicacién cociente n es un homomorfismo.2° O

Ejemplo 1.90. El toro T? es un grupo de Lie compacto y abeliano. Sea a € R \ Q un
ntimero irracional; se define un homomorfismo p,: R — T2 por

Pa(t) = (eZEit, eZm’at).

Entonces p, es una inmersién inyectiva, pero no un encaje: véase el Ejercicio 1.9. Esto
implica que el subgrupo de Lie H = p,(R) no es cerrado en T2, y por ende p, no es
sobreyectiva, aunque H resulta ser denso en T2. (La trayectoria p,(R) es un hilo que
enrolla el toro, pasando infinitas veces por cada vecindario de cualquier punto del toro.)

En cambibo, si p/q es racional, (p, g € N), entonces p,/,4(kq) = (€279, e27k?) = (1,1)
para todo k € Z. En este caso, el homomorfismo p,/, no es inyectivo, pero H = p,,(R)
es un subgrupo cerrado de T? que es difeomorfo al circulo T. O

» Laformacién de una variedad cociente G/H es un caso particular de un procedimiento
mas general, que es el de una accidn de un grupo de Lie G. En el contexto actual, interesa
solamente las acciones dadas por funciones suaves.

28 Aqui se omite la prueba de esta afirmacién. De hecho, hay un teorema que asegura que un subgrupo
de Lie de G es cerrado si y solo si es una subvariedad de G. Para una demostracién, véase la seccion 5.3
del libro de Conlon.

29Fstas afirmaciones estan demostradas en las secciones 16.9 y 16.10 del libro de Dieudonné.
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Definicion 1.91. Sea G un grupo de Lie y sea M una variedad diferencial. Una accién
(suave, a izquierda) de G sobre M es una aplicacién suave ®: G X M — M tal que:

@) P(g,®(h,p)) = P(gh,p) paratodo g, h € G, p € M;
(b) @(1,p) = p para todo p € M.

Escribase g - p := ®(g, p); con esta notacidn, las dos propiedades de una accién son:

g-(h-p)=(gh)-p, 1-p=p. (1.50)

Luego, cada ®,: p — g - p es un difeomorfismo de M, y g = ®, es un homomorfismo
de G en el grupo Diff (M) de difeomorfismos de M en si mismo.3° o

Ejemplo 1.92. Un grupo de Lie G actda sobre si mismo por las traslaciones a izquierda,
porque el producto ®(g, h) = m(g, h) := gh es suave, por definicién. La regla (1.50) sigue
de la asociatividad del producto; y ®, coincide con la traslacion A, en este caso.

El grupo G también actiia sobre si mismo por las traslaciones a derecha; en cuyo caso,
la accién estd dada por g - h := hg™!, para cumplir con (1.50). Ahora @, = Py1- ¢

Ejemplo 1.93. Otra accién de un grupo de Lie G sobre si mismo viene de la conjugacion
en G, al definir g - h := ghg™?. 0

Ejemplo 1.94. El circulo T acttia sobre la esfera S? por rotaciones alrededor de un eje fijo.
Si este eje es el didmetro entre los polos norte y sur, la accién estd dada en coordenadas
esféricas3! por e'* - (0, 9) := (0,4 + a). 0

Ejemplo 1.95. El grupo SO(n) actiia sobre R" por rotaciones, al tomar A - x := Ax, el
producto usual de una matriz cuadrada por un vector columna.

La matriz diagonal R = diag[1,...,1,—1] € O(n) eslareflexion de R" en el hiperplano
x" = 0. Es obvio que O(n) \ SO(n) = { AR : A € SO(n) }; se dice que O(n) actiia sobre
R"™ por rotaciones y reflexiones. o

39El grupo Diff (M) generalmente no es un grupo de Lie, porque tiene dimension infinita; pero posee
algunos subgrupos que si son grupos de Lie.

31Las coordenadas esféricas son coordenadas locales de una carta con dominio U = S? \ L, donde L
es un meridiano semicircular entre los polos norte y sur. La imagen de U en R? es el rectangulo abierto
0<0<m—m<¢ <m; este § es el angulo polar y ¢ es el &ngulo acimutal de la cartografia. (Notese

que el convenio opuesto, con 6 < ¢, es comun en los libros de calculo diferencial e integral.)
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Definicion 1.96. Si G un grupo de Lie que actia sobre una variedad M, sea p € M. El
subgrupo de isotropia G, < G y la 6rbita G - p C M se definen por:

Gp::{heG:h-p:p}, G-p={g9g-peM:9geG}. (1.51)

Una accidn es transitiva si posee una sola orbita: G - p = M para todo p € M.
Una variedad diferencial que posee una accion transitiva de un grupo de Lie G se
llama un espacio homogéneo de G. o

El subgrupo de isotropia G, de una accion suave es un subgrupo de Lie cerrado. Si
la drbita G - p es una subvariedad de M, esa érbita es un espacio homogéneo para G,
difeomorfo a la variedad cociente G/G, mediante g - p <> gG,. Esta correspondencia
esta bien definida, porque g-p=h-psiysolosigth-p=gt-(h-p) =g ' -(9-p) = p;
siy solosig'h € Gp; siysolosigGy = hG,.

Ejemplo 1.97. El grupo G = SO(n) actia sobre M = R" por rotaciones. El subgrupo de

isotropia del vector e, = (0,...,0,1) es isomorfo a SO(n — 1). Por otro lado, la 6rbita
de e, es la esfera unitaria S"1, la cual es una subvariedad de R". Luego S™1 es un
espacio homogéneo, difeomorfo al cociente SO(n)/SO(n — 1). O

Ejemplo 1.98. Una forma bilineal simétrica cualquiera sobre R" (degenerada o no) esta
dada por d(x,y) = x'Ry, donde R € Sim(n) c M,(R) es una matriz simétrica real. Si F es
el conjunto de las formas bilineales simétricas sobre, entonces el grupo de Lie GL(n, R)
actua sobre ¥, o equivalentemente sobre Sim(n), por

A-d(x,y) :==d(A'x,A"'y), obien A-R:=A'RA™L

Referente a estas acciones, el grupo de Lie O(p, q) es el subgrupo de isotropia de la forma

d dada por la férmula (1.46), o bien de la matriz diagonal diag[1,...,1,-1,...,-1]. ¢
Ejemplo 1.99. Sik € {1,...,n}, un k-marco en R" es un juego ordenado (us,...,u;) de
k vectores de norma 1 en R" ortogonales entre si. Si A € O(n), (Auy, ..., Aug) es otro k-
marco. Dendtese por St(k, R") la totalidad de estos k-marcos. La receta A+ (uy, ..., ux) :=
(Auy,...,Au;) define una accién, por (1.50). Si {es,...,e,} denota la base ortonormal
estandar de R", es obvio que A - (eq,...,ex) = (e1,...,ex) siy solo si

1, O

A= ,
(o ¢l

donde C es una matriz ortogonal en O(n — k). Luego hay una correspondencia biyectiva
entre St(k, R") y la variedad cociente O(n)/O(n — k). Con un atlas que hace de esta
biyeccién un difeomorfismo, St(k, R") es la variedad de Stiefel de k-marcos en R". ¢
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Ejemplo 1.100. El conjunto Gr(k, R") de los subespacios de R" con dimensién k, dotado
de una atlas apropiado, se llama una variedad de Grassmann.
Se identifica R* con el subespacio lin{eq,...,ex) < R". SiV < R"condimV =k ysi
A € O(n), entonces A(V) = { Ax : x € V } es otro subespacio k-dimensional. Obsérvese
que A(RF) = RF si y solo si
B O
*=fo o)

con B € O(k) y C € O(n — k). En efecto, la relacién A(V) = V implica A (V) = V+,
donde V+ es el complemento ortogonal de V en R". Por lo tanto, hay una biyeccién (que
resulta ser un difeomorfismo):

O(n)

Gr(k,R") 0(k)xO(n—k)

En particular, Gr(1, R") es una variedad diferencial cuyos elementos son rectas que
pasan por el origen de R"; Luego, Gr(1, R") = RP""!, el espacio proyectivo real. O

1.9. Fibrados

Definicién 1.101. Un fibrado o haz fibrado,3? cuya fibra tipica es una variedad diferen-
cial F, es un juego (E, M, ; F), generalmente denotado por E M , compuesto de otras
dos variedades diferenciales E y M junto con una sumersién sobreyectiva 7: E — M,
que satisfacen estas dos condiciones:

(@) Paracada p € M, la fibra E,, := 77 1({p}) es difeomorfa a F.

(b) Existe un cubrimiento abierto { U; : j € J } de M y un juego de difeomorfismos

Vi n_l(Uj) — U;jxF, | paracada je€ ], (1.52)

tales que ﬁ(t//j_l(p, v)) =pparap € Uj,v € F.

La variedad E es el espacio total y M es la base del fibrado; la sumersién 7 se llama la
proyeccion del fibrado. Los 1/; son trivializaciones locales; debido a su existencia, se
dice que el fibrado es localmente trivial. o

32Los libros mexicanos lo llaman simplemente un haz. Sin embargo, el nombre haz (faisceau, en francés;
sheaf, en inglés) se refiere correctamente a otro concepto fundamental de la en la geometria algebraica;
en general, un haz no es localmente trivial.
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El espacio total E es la unién disjunta de las fibras E, . Cada fibra es la preimagen
bajo una sumersién de un punto de M y por tanto la Proposicion 1.45 garantiza que E,
es una subvariedad de M, con dimension dim E, = dim E — dim M. En general, entonces,
se cumple: dim E = dim M + dim F.

Ejemplo 1.102. La variedad producto E = M X F define un fibrado (M X F) P M con fibra
tipica F y proyeccién pry: M X F — M : (p,v) — p. Si U es un abierto de M, entonces
n~1(U) = U x F y la trivializacién correspondiente es / := 1yxr.

Si E es una variedad diferencial difeomorfa a M X F mediante un difeomorfismo
B: E— MXF, tdmese x :=pr;o f: E— M. En este caso, E -5 M se llama un fibrado
trivial. Al tomar U = M, 71 (U) = E, se ve que f# mismo es una trivializacién global. ¢

Ejemplo 1.103. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo de Lie cerrado, la De-
finicién 1.89 asegura que G/H es una variedad diferencial y la aplicacién cociente
n: G — G/H es una sumersién sobreyectiva. La preimagen de cualquier elemento
n(g) € G/H es la subvariedad gH = A4(H) de G, la cual es difeomorfo al subgrupo
cerrado H mediante la traslacion A,. Resulta que esta proyeccion 7 es localmente trivial,

asi que G N /H es un fibrado con fibra tipica H. o

El espacio cociente G/H proporciona un ejemplo de un fibrado principal. Este es
un fibrado (P, M, o; H) en el cual la fibra tipica H es un grupo de Lie que actta a la
derecha transitivamente sobre las fibras. De hecho, en el caso de (G, G/H, n; H) la fibra
que contiene el punto g € G es la coclase gH = {gh : h € H }; la traslacién a derecha
pk: gh — ghk permuta los elementos de esta coclase siy solo si k € H.

Definicién 1.104. El fibrado tangente TM —> M de una variedad diferencial M con
dim M = n tiene fibra tipica R" y se define asi:

TM :={(p,v):peM, veT,M}, (p,v) == p. (1.53)

El espacio total TM es (por su mera definicidn) la unién disjunta de los espacios tangentes
individuales T,M (cada uno isomorfo a R" como espacio vectorial).
Dado un atlas A = { (U, ¢,) : @ € A} de M, sean (x%,...,x") las coordenadas locales
de una carta (U, ¢,) y definase la trivializacién local ¢, : 7}(U,) — U, X R" por
d

Yu(p,v) = (p;0',...,0") donde o= ng K (1.54)

Con el atlas { (r71(U,), (¢o X 1,) oY) : @ € A}, TM es una variedad diferencial con
dimTM = 2n;y r: TM — M es una sumersién sobreyectiva. Fijese que la fibra 71 ({p})
es precisamente el espacio tangente T,M. o
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El fibrado tangente es un ejemplo de un fibrado vectorial, definido a continuacién.

Definicién 1.105. Un fibrado vectorial es un fibrado E — M cuya fibra tipica F y cada
fibra individual E, son espacios R-vectoriales de la misma dimension, tales que las
aplicaciones F — E, : v (//].‘l(p, v) sean isomorfismos lineales.

La dimension k := dim F de cada fibra se llama el rango del fibrado vectorial. o

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que el cubrimiento {U;} de la Defini-
cién 1.101 consiste de los dominios de cartas de un atlas {(U;, ¢;)} para la base M. Si
dimF = kysif: F — RF es un isomorfismo lineal fijo, se obtiene un atlas para el espacio
total E cuyas cartas son las (x71(U;), (¢; x ) o ¢;).

Si (x!,...,x™) son las coordenadas locales para la carta (U, ¢,) de M, la carta
correspondiente de TM tiene coordenadas locales (x!,...,x";0!,...,0"), en vista de la
relacién (1.54).

» Ciertas operaciones del dlgebra lineal sobre espacios vectoriales pueden elevarse “pun-
to por punto” a un fibrado vectorial. Dadas dos espacios R-vectoriales V 'y W, se puede
formar el espacio dual V* de formas R-lineales f: V — R.

Definicién 1.106. Si M es una variedad diferencial y si p € M, dendtese por T, M el
espacio R-vectorial dual de T,M. Sus elementos se llaman covectores en p y T; M es el

espacio cotangente en el punto p.
En una carta local (U, ¢) de M tal que p € U, cada vector tangente v € T,M es una

combinacién lineal de vectores tangentes bésicos, v = a/ % = Paracadak=1,...,n,la
k

es un covector en p. Por su definicién, estos covectores son

9
o axn

forma lineal dxklp o> a

linealmente independientes. Ademads, a la base {581|p’ .
la base dual {dxllp, .. .,dx”lp} de Ty M.

El fibrado cotangente de M es el fibrado vectorial T*M — M con fibra tipica R”
definido por:

p} de T,M le corresponde

T"M:={(p,&):peM, e T;M 1 z(p, &) = p. (1.55)

Dado un atlas 21 = {(U,, ¢,)} de M, definase una familia de trivializaciones locales
Xo: ™ H(U,) — U, x R" por

Xe(p.§) = (&1 &) donde ¢ = &dxt| . (1.56)

Con el atlas { (771 (U,), (¢4 x1,) 0 xa)}, T*M es una variedad diferencial de dimensién 2n;
y m: T*M — M es una sumersién sobreyectiva. La fibra 7~ ({p}) es oM.
De (1.56), se ve que (xl, ..., x" &, ..., &) son coordenadas locales para T* M. O
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Definicion 1.107. Una seccion (suave) de un fibrado E s M es una aplicacion suave
s: M — E tal que 7 o s = 1y, es decir, s(p) € E, para todo p € M.

’ . . . . .
Dendtese por I'(M, E) la totalidad de secciones suaves del fibrado E— M. Si E es un
fibrado vectorial, este conjunto es también un espacio R-vectorial, al definir

s+t(p) :=s(p) +t(p) €Ep,  As(p) :=As(p) € Ep,
paras,t e '(M,E),Ae R, p € M. O

. .z . .. pn ,
Ejemplo 1.108. Una seccién suave de un fibrado trivial M X F — M estd dada por una
féormula s(p) := (p, f(p)) donde f: M — F es una funcién suave. En particular, las
funciones suaves en C*(M) estan en correspondencia biunivoca con las secciones suaves

del fibrado trivial M X R LNV O

. . a .. .

En ciertos casos, las secciones suaves de E—> M con dominio M son escasas; pero si

U C M es un abierto, también se define el conjunto I'(U,E) :={s: U - E:mos=1y}
de secciones locales con dominio U. En particular, para cada v € F, la trivializacién
local ;: Jt_l(Uj) — U; X F determina una seccién local en I'(U}, E) por p + 1//1.‘1(p, v).

R .7 . T .7
Ejemplo 1.109. Una seccién del fibrado tangente TM — M es una funcién p — X, que
lleva cada punto p € M a un vector tangente en T,M, de tal manera que su expresion
en coordenadas locales depende suavemente de p. En otras palabras, en una carta local
s 7 . . . . i 9 .
(U, ¢), esta funcién define combinaciones lineales X, = a’ (p)ﬁ|p y se requiere que las

funciones coeficientes a/: U — R sean suaves. Al recordar la relacién (1.24), esto es,

j .7 . T
Xy = ?:1 a’ %, se concluye que una seccion suave del fibrado tangente TM — M no es

otra cosa que un campo vectorial X € X(M). o

Este ultimo ejemplo muestra que los campos vectoriales pueden visualizarse de dos
maneras distintas. Por un lado, cada campo vectorial X es un operador lineal sobre
C*(M) que cumple una regla de Leibniz, miembro del dlgebra de Lie X(M). Por otro
lado, cada X es una seccion suave p — X, del fibrado tangente. Por esta razon, es
oportuno identificar estos dos espacios vectoriales:

X(M) = T(M, TM).

Hay un didlogo entre la estructura algebraica de X(M) y la del espacio vectorial de
secciones I'(M, TM) que ilumina diversos aspectos computacionales de la teoria de las
variedades diferenciales. Se aprovechara a fondo esa relacién en el préximo capitulo.
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1.10. Ejercicios sobre variedades diferenciales
En los ejercicios que siguen, M y N denotan dos variedades diferenciales.

Ejercicio 1.1. Sean 2 := { (Up, ¢s) : @ € A} y*B := {(Vp,Yp) : p € B} dos atlases para
My N, respectivamente. Si dim M = my dim N = n, definase la aplicacién ¢, X /5: U, X
Vg — R™ x R™ = R™™" por

Pa X Yp(x, ) := (Pa(x), Yp(y)).

Verificar que { (U, X Vg, ¢o X Y5) : @« € A, B € B} es un atlas sobre M X N. (Con
este atlas, se define la variedad producto M x N.) Demostrar que las proyecciones
pri: MXN — M: (x,y) — x, pry: M XN — N : (x,y) — y, son suaves.

Ejercicio 1.2. Deffnase un juego de 2n cartas locales { (V,",¢;) : k = 1,...,n} sobre la
esfera S*~!, donde los Vki son los hemisferios abiertos:

Vii={xe sl xk >0}, Vi ={xe€ sl xk <o},

i . i . . .

y las ¢~ son proyecciones de los V. a los respectivos planos ecuatoriales:
YE(x) = (x.. LRl XMy e R

Demostrar que estas cartas forman un atlas para S"~!. Determinar si este atlas es com-
patible o no con el atlas de dos cartas del Ejemplo 1.13.

Ejercicio 1.3. Comprobar que las funciones biyectivas f: B" — R"y f~1: R” — B" del
Ejemplo 1.27 son suaves y calcular sus derivadas. Ellas son:

(x) = Y = .
T Ty e

Ejercicio 1.4. Sia < b en R, la funcién f: R — R dada por

2x
1—|lx|?

f(t) := e VDD g < ¢ < p]

es obviamente suave en los intervalos abiertos (—oo, a), (a, b) y (b, +0). Verificar que las
derivadas f ") (a) y f (")(b), para r € N, también existen y son todas iguales a 0.

Ejercicio 1.5. Una funcién suave y sobreyectiva f: M — N es una aplicacién recubri-
dora si para cada g € N, hay un vecindario abierto V de g cuyo preimagen f~1(V) es una
unién disjunta [#J; Uy de abiertos de M, donde cada f|y, : Uy — V es un difeomorfismo.
Demostrar que estas dos funciones son aplicaciones recubridoras:

iR =Tt e g T—T:zm 22
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Ejercicio 1.6. Sean (U, ¢) y (V, 1) dos cartas locales de M tales que ¢(p) = ¥(p) =0

para un determinado punto p € U N V. Sean (x1,...,x"), (yl,...,y”) sus sistemas

respectivas de coordenadas locales. Un vector tangente v € T, M se expresa mediante dos

combinaciones lineales, v = a’ % = b*-2| con coeficientes a/, b* € R. Comprobar que
x/1p ay*lp

estos coeficientes estan ligados por la férmula:33

k ayk j
b :E(O)a paracada k=1,...,n.

Ejercicio 1.7. Sea f: M — N una funcién suave. Sip € Myov € T,M,seay: I — M una
curva suave tal que y(0) = p, y(0) =0.Si { := foy:I — N esla curva imagen en N,

demostrar que T, f (v) = {(0).

Ejercicio 1.8. (a) Comprobar que una funcién suave f: M — N es una inmersion si y
solo si dim M < dim N y el rango de T, f es igual a dim M, para todo p € M.

(b) Demostrar que la aplicacién h: R — R? dada por h(t) := (¢2, t3) es suave e inyec-
tiva pero que no es una inmersién de R en R?.

Ejercicio 1.9. Sea T2 = S! x S! el toro de dimensién 2 (encajada en el espacio vectorial
C? ~ R*). Considérese la curva suave y: R — T2 dado por la férmula

}/(t) = (627rit’ eZﬂiat)’
donde o € R\ Q es irracional.

(@) Comprobar que y es una inmersién inyectiva.

(b) Demostrar que la sucesién {y(n)}nen tiene un punto de acumulacién en T2 y
concluir que y: R — y(R) no es un homeomorfismo, de modo que y no es un
encaje.34

[ Indicacién: T2 es cerrado y acotado en R%. ||

Ejercicio 1.10. Si a es un valor regular de f: M — N y S = f~!(a), verificar que
T,S =~ ker T, f para todo p € S.

33E] convenio de Einstein (sumas sobre indices repetidas) estd en vigor.
34De hecho, es posible mostrar que la trayectoria y(R) es denso en el toro T2.
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Figura 1.5: La hoja de Descartes

Ejercicio 1.11. La hoja de Descartes es la curva x>+ y> = 3xy en el plano R2.
(@) Verificar que la parametrizacion t — (x(t),y(t)), dada por

3t2
1+13°

x(t) := % y(t) :=

define una inmersién f: R \ {~1} — R? cuya imagen es la hoja de Descartes
(Figura 1.11).

(b) Explicar por qué la inmersion f es inyectiva pero no es un encaje.

Ejercicio 1.12. Si f: M — N es suave, se dice que p € M es un punto regular de f si
rango T, f = m = dim N; pero si rango T,f < m, p es un punto critico de f. Nétese que
a € N es un valor regular de f siy solo si cada g con f(gq) = a es un punto regular de f;
en cambio, f(p) es valor critico si p es un punto critico de f.

(@) SiU € R" esun abiertoy f: U — R es suave, comprobar que p € U es un punto
critico de f siy solosi9;f(p) =Oparaj=1,...,n.

2

(b) Sic # 0, concluir que el hiperboloide x* + y* — z* = ¢ es una subvariedad de R>.

Qué puede decirse del cono x? + y? — 22 = 0?

Ejercicio 1.13. Sea det: M,(R) — R la funcién que lleva cada matriz real n X n a su
determinante. Demostrar que O es el tnico valor critico de esta funcion.
[ Indicacién: para la unicidad, usar la expansion del determinante en una fila. |
Deducir la afirmacién del Ejemplo 1.49, de que SL(n, R) es una subvariedad de M,,(R),
cuya dimensién es n? — 1.
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Ejercicio 1.14. Considérese la helicoide M := {(scost,ssent,t) € R3 : s,t € R}.
Demostrar que M es una subvariedad de R3. Si se definen f,g: M — R? por

fy2) = (xy),  9(xy.2) = (y,2),
determinar si f y g son sumersiones o no.

Ejercicio 1.15. (a) Demostrar que esta superficie ctibica es una subvariedad de R3:

5;:{(x,y,z)6R3:x3+y3+23—3xyz:1}.

(b) Comprobar que la interseccién de S con el plano x +y+z =t es un circulo sit > 0,
pero es vacio si t < 0. Concluir que S es una superficie de revolucion.

Ejercicio 1.16. Si R es una subvariedad de una variedad diferencial M y si S es una
subvariedad de R, comprobar que S es una subvariedad de M.

Ejercicio 1.17. (@) Si X = a/ 2. Y = b2 son las expresiones en coordenadas locales

axJ? axJ ’
de dos campos vectoriales X, Y € X(M),ysi [X,Y] =¢/ % con respecto a la misma
X

carta local, comprobar que las funciones ¢/ estdn dadas por:

0 0 0 0
2 3 3 1
, Y=x"—-x —
ox3 ox? ox1 ox3
generan una subélgebra de Lie tridimensional de X(R3).

Ejercicio 1.18. Si X,Y € X(M) y f € C* (M), verificar la férmula:

[fX.Y] = f[X.Y] - (Y/) X.

Ejercicio 1.19. Si X,Y € X (M) tienen flujos respectivos «, f definidos en todo R X M,
demostrar que [X, Y] = 0 siy solo si a(t, f(t,p)) = p(t,a(t,p)) paratodot € R, p € M.

Ejercicio 1.20. Considérese los dos campos vectoriales sobre R? definidos por3s

0 0 0 0
X=-y—+x—, Y =x—+y—.
ox oy ox ay
35En el Ejemplo 1.66, se demostrd que las curvas integrales de X son los circulos t +— (rcost,rsent),
con radios r > 0; y el origen (0, 0), que es un punto fijo (una curva constante).
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(@) Determinar las curvas integrales del campo vectorial Y.

(b) Verificar que [X, Y] = 0 e interpretar esta conmutacién en términos de los flujos,
a la luz del Ejercicio 1.19.

Ejercicio 1.21. Si zg = ¢/ € S! = {z € C : |z|] = 1}, se puede definir un carta
local (V,, 1) de S! al tomar V,, := S\ {~zo} y al definir ¢,: V, — (a — 7, & + 1) por
e (e?) := 6. Aqui 6 es 1a coordenada local para esta carta y determina un campo vectorial
local d/d#, restringido a V,. Si z; = ef es otro punto de S!, las férmulas andlogas definen
un campo vectorial local d/d0 en Vg. Mostrar que estos dos campos vectoriales locales
coinciden (es decir, tienen la misma restriccion) sobre V, N V.

Asi, se ha definido un campo vectorial X = d/d6 sobre todo S'. Comprobar que X es
invariante bajo las rotaciones rigidas del circulo A,,: z — wz, para w € S'.

Ejercicio 1.22. Verificar la afirmacién de la férmula (1.40): si X es el campo vectorial
invariante sobre G que corresponde al vector tangente X € T1G, su curva integral con
¥x(0) = 1 estd dada por la expresion yx(¢) = exptX paratodo t € R.

[ Indicacion: definase una curva @: R — G por «a(s) := yx(ts); comprobar que
a(s) =t Xy(s) para s € Ry que a(0) = 1; luego mostrar que (1) = exptX. |

En los cuatro ejercicios que siguen, exp denota la exponencial matricial de una matriz
cuadrada X € M, ([F) definida por exp X := Z,‘:’:O(l/k!)Xk, con X° :=1,.

Ejercicio 1.23. (a) Verificar que la curva yx: R — GL(n, F) dada por yx(t) := exp(tX)
es suave y que su derivada en t = 0 es X € M,([F).3¢

(b) Comprobar que exp(X +Y) = expX expY si [X, Y] = 0. Concluir que la funcién
t — exptX es un homomorfismo de R en GL(n, [F).

Ejercicio 1.24. Calcular exp tX € GL(2, R) para los tres casos siguientes:
a 0 01 0 1
N X = ) N ) N ‘
@ (0 b) ; (ii) (0 0) ; (iii) (_1 0)

Ejercicio 1.25. (a) Mostrar que su(2), el dlgebra de Lie del grupo de Lie SU(2), tiene
la siguiente base R-vectorial:

i (0 1 1(0 -1 i1 0
X1 == Xo == X3 == .
' 2(1 o)’ 2 2(1 0)’ 3 2(0 —1)

36Asi se demuestra que la aplicacién exponencial de la Definicién 1.79 coincide con la exponencial
matricial si g < M, (F).
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(b) Verificar las relaciones de conmutacion:

[ X1, X2] = X3, [X2, X3] = X1, [X3,X1] =Xa.

(c) Calcular los subgrupos uniparamétricos { exptX; : t € R } para j=1,2,3.

(d) Demostrar que cualquier elemento U € SU(2) puede escribirse en la forma37
U = (exp ¢X3)(exp 0X2) (exp Xs3)
con0<O0<m-n1<¢<m—-2n<y <2

Ejercicio 1.26. Mostrar que so0(3), el dlgebra de Lie del grupo de Lie SO(3), tiene la
siguiente base R-vectorial:

0O 0 O 0 0 -1 0 10
Y1 =10 O 1 s Y2 =10 0 O s Y3 =|-1 0 O0].
0 -1 0 1 0 O 0 0O

Con la notacién del Ejercicio 1.25, definase un homomorfismo p: SU(2) — SO(3) por
p(exptX;) :=exptY;, para j=1,23;te€R.

Calcular p(exp ¢ X3 exp 60X, exp /X3) y comprobar que el nucleo de p es el subgrupo de
dos elementos {15, —15} < SU(2).

Ejercicio 1.27. Sea UT(n,R) el conjunto de matrices unitriangulares en M, (), con
entradas diagonales a;; = 1 y ademas a;; = 0 sii > j. Demostrar que este es un grupo de
Lie, y hallar su dlgebra de Lie.

Ejercicio 1.28. Sea H un espacio R-vectorial con la base {1, i, j,k} (se identifica r € R
con r1 € H), dotado con el producto R-bilineal definido sobre elementos de la base por:

i2=j=k*=-1, ij=k=-ji, jk=i=-kj, ki=j=—ik.
Este H es una R-dlgebra con elemento identidad 1; sus elementos son las cuaterniones.

(@) Siqg=qo+qii+q2j+qsk € H, se escribe § := qo — q1i — q2j — gsk; y se define
N(q) := qq € R. Comprobar que N(pq) = N(p) N(q) para p,q € H.

37Estos dngulos de Euler 0, ¢, parametrizan el grupo de Lie SU(2).
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(b) Las cuaterniones unitarias UH := {g € H : N(g) = 1} forman un grupo de Lie.
Encontrar un isomorfismo de grupos entre UH y SU(2).

Ejercicio 1.29. El grupo de Heisenberg H, se define como sigue. El conjunto H, es el

espacio vectorial R” @ R" ® R ~ R?"*1 cuyo elemento tipico es (g, p,t) con q, p € R",
t € R. Se define el producto en H, por la férmula:

(q1, p1.t1) * (q2, p2,t2) := (q1 +q2, p1+ P2, t1 + 12 + %(ql “p2—q2- p1))

donde q; - ps denota el producto escalar usual en R". Comprobar que H, es un grupo de
Lie no abeliano. Determinar el centro del grupo H,.
Sea H, el mismo conjunto con un producto diferente:

(g1, p1.t1) © (q2, P2, t2) := (q1 + q2, p1+ P2, t1 + 12+ q1 - P2).
Hallar un isomorfismo de grupos 6: H, — H, que es a la vez un difeomorfismo.

Ejercicio 1.30. Sea G un grupo de Lie. Verificar que g - h := ghg™! define una accién a
izquierda de G sobre si mismo. Cudles son las 6rbitas de esta accién? Cudl es el subgrupo
de isotropia de un elemento h € G bajo esta accion?

Ejercicio 1.31. Sea G un grupo de Lie que actia sobre una variedad diferencial M. Si
dos oOrbitas coinciden: G - u = G - v, demostrar que los subgrupos de isotropia G,, G, son
conjugados; esto es, que existe h € G tal que G, = { hgh™! : g € G, }.

Ejercicio 1.32. Demostrar que la siguiente férmula define una accién a izquierda de
SL(2,R) sobre C:

az+b
cz+d’

para A:(Z Z)ESL(Z,R);ZEC, sea A-z:=

Cual es la drbita del punto i = V-1 ? y cudl es el subgrupo de isotropia de i ?

Ejercicio 1.33. El grupo de Lie SU(1, 1) consta de matrices en My (C) de la forma

A:(;- ﬁ) con |af—|B1%=1.

Verificar que tales matrices forman un grupo, el cual actta transitivamente sobre el disco
unitario D :={z e C: |z| < 1} por

+p
A-z:=— para z € D.
+a
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Dibujar las drbitas de cada uno de los subgrupos uniparamétricos con elementos:

k() := (eié 0 )’ at) = (cosht sinh t)’ n(s) = (1-.|-is —is )

0 e sinht cosh¢ is 1-—is

Estos tres subgrupos generan SU(1,1). Mostrar que el grupo de isotropia de 0 € D es
T:={k(0) : —m < 0 < n }; concluir que SU(1,1)/T es difeomorfo a D.

Ejercicio 1.34. El algoritmo de Gram y Schmidt toma una base cualquiera {aq,...,a,}
de R" y produce una base ortonormal {qj,...,q,}, de tal manera que la base parcial
{q1, ..., qr} depende solamente de {ay, ..., ar}. Si Ay Q son las matrices cuyas columnas
son estas dos bases, comprobar que A = QR, donde r;; = 0 sii > j; y cada r;; > 0. (Asi,
R € T,(n,R) es una matriz triangular superior con entradas diagonales positivas.) Usar
las férmulas explicitas del algoritmo para demostrar que la correspondencia QR — (Q, R)
es biyectiva y define un difeomorfismo: GL(n,R) ~ O(n) X T+(n, R).

Ejercicio 1.35. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g. Para g € G, Y € g, definase

d _
Ad(g) Y := T glexptY)gt.
- Fi=o

(@) Demostrar que (g,Y) — Ad(g) Y es una accion suave de G sobre g.
(b) Si G es un grupo de Lie lineal, es decir, G < GL(m,R) o G < GL(m,C) para

algiin m € N, demostrar que esta accidon adjunta estd dada por la conjugacién de
matrices: Ad(g) Y = gYg~!.

Ejercicio 1.36. Un morfismo de fibrados vectoriales entre E M yF 75 Nesun par
(®,¢), donde @: E — F, ¢: M — N son aplicaciones suaves tales que ¢ o & = ¢ o 7:

EL)

F
/s ) lo
M — N

y todas las aplicaciones entre fibras ®,: v — ®(v) : Ex — Fy(y) deben ser lineales.
Si f: M — N es suave, mostrar que la aplicacién tangente Tf: TM — TN dada por
Tf(p,v) := (f(p), I, f(v)) es suave y que el par (Tf, f) es un morfismo de fibrados.

Ejercicio 1.37. Si x - y := x1y! + x?y? + x3y> denota el producto escalar usual en R3,
considérese el conjunto

E={(xy) e R3xR3: |x|=1, x-y=0} c R®
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con su topologia relativa; la proyeccién 7: E — S? : (x,y) — x es continua. La esfera
S? tiene un cubrimiento abierto {Uy, Uy, Us}, donde Uy := {x € S? : |x*| < 1} para
k = 1,2, 3. Definase tres funciones ;. : 771 (U) — Ui X R2 por

P (xy) = (x; x*y° - Py yh),
¥a(x,y) = (x; °yt — x'y?,y?),
Us(x,y) = (x; xly2 - xzyl, y3).

RURT . . . T
Demostrar que 11, i, /3 son trivializaciones locales para un fibrado vectorial E — S2.

Ejercicio 1.38. Un isomorfismo de fibrados vectoriales es un morfismo de fibrados
(@, ¢) invertible, es decir, las dos aplicaciones ® y ¢ son difeomorfismos.

Demostrar que el fibrado vectorial E 5 $2 del Ejercicio 1.37 es isomorfo al fibrado
tangente TS% — S2.

Ejercicio 1.39. Comprobar que el fibrado tangente TS! —55 S es trivial,3® al encontrar

. . ;. T pr
un isomorfismo explicito entre TS! — Sy S x R —> S

Ejercicio 1.40. Sea E 5 M un fibrado vectorial con fibra tipica F y dos trivializaciones
locales y;: n71(U;) = Uj X F, Yy : w71 (Uy) — Ui X F tales que U; N U # 0. Mostrar que

Yoyt (UyNU) xF — (U;NU) X F

es un isomorfismo de fibrados triviales sobre U; N U.
Entonces, al denotar por GL(F) el grupo de automorfismos lineales3® del espacio
vectorial F, hay una tnica funcién suave g;i: U; N Uy — GL(F) determinado por la

férmula ¢/; o ¢ Lx,0) = (x,¢ ik (x) v). Demostrar que estas funciones de transicion g,
cumplen la relacién siguiente:

gik(x) gri(x) = gji(x) para xe€U;NUNY (1.57)

toda vez que U; N U N U; # 0.
[ Inversamente, dada una familia de funciones {g;x} que cumplen (1.57), es posible

. . . T . s es
reconstruir un fibrado vectorial E— M cuyas funciones de transicién son estas g . ||

38Una variedad diferencial M se llama paralelizable si su fibrado tangente es trivial. El circulo S' y la
esfera S® son paralelizables porque son grupos de Lie: S! ~ U(1) y S® ~ SU(2). En cambio, la esfera S?
no es paralelizable — y por lo tanto no es la variedad diferencial subyacente a grupo de Lie alguno.

39Si dimg F = m, la eleccién de una base vectorial de F determina un isomorfismo de grupos de Lie
GL(F) ~ GL(m, R).
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2 Formas diferenciales

It is nice to know that the computer understands the
problem. But I would like to understand it, too.
— Eugene Paul Wigner

En su libro sobre las formas diferenciales, Harley Flanders las define asi:
Estas son las cosas que ocurren bajo signos de integracion.
Sus ejemplos son “cosas” como

w=Adx+Bdy+Cdz, a=Pdydz+Qdzdx+Rdxdy, A=Hdxdydz

que aparecen en integrales de linea, de superficie y triples en R3:

/Adx+de+Cdz, //dedz+dedx+Rdxdy, // Hdxdydz.

Los términos A, B, . . ., H son funciones de (x, y, z).

Este capitulo se dedicara al concepto de forma diferencial; en el capitulo siguiente se
examinard su colocacién bajo signos de integracion. El manejo algebraico de las formas
diferenciales recibe el nombre de calculo de Cartan.

2.1. Formas diferenciales de primer grado

Sea M una variedad diferencial. Las funciones suaves f: M — R son los elementos
de la R-algebra conmutativa C*(M).! Fijese que C* (M) no es un cuerpo porque contiene
divisores de cero: si p,q € M con p # g, hay vecindarios abiertos U de p y V de q tales
que U NV = 0; existen dos funciones f,g € C*(M) con f(p) =1y sop f C U mientras
g(q) = 1ysopg C V; en consecuencia, fg =0 en C*(M).

Cabe recordar, por la Definicién 1.55, que los campos vectoriales sobre M forman un
mdédulo (a izquierda) X(M) del algebra C*(M).

Definicion 2.1. Una 1-forma diferencial sobre una variedad diferencial M es una apli-
cacion C*(M)-lineal a: X(M) — C*(M). Esto significa que:

{a(X +Y) = a(X) + a(Y),
} paratodo X,Y € X(M); f € C*(M). (2.1a)

a(fX) = fa(X),

!Seria mas correcta escribir C*° (M, R) en vez de C* (M) para enfatizar que aqui solo se consideran
funciones con valores reales. Por ahora no es necesario considerar C*(M, C), la totalidad de funciones
suaves g: M — C, la cual es una C-dlgebra conmutativa.
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Denétese por Al (M) la totalidad de 1-formas diferenciales sobre M. Con las operaciones
“puntuales”:

a+f(X) =aX)+pX);  fa(X):=falX); (2.1b)
el conjunto A (M) es otro médulo a izquierda sobre C®(M). O

Proposicién 2.2. Si @ € A1(M)y X € X(M), el valor de la funcién a(X) en p € M depende
solamente del vector tangente X,, € T,(M). La correspondencia ay: X, — a(X)(p) define

./ . T
una seccion suave p +— ay del fibrado cotangente T*M — M.

Demostracion. Témese X € X(M) tal que X, = 0; se debe mostrar que a(X)(p) = 0.
Sea (U, ¢) una carta local de M con p € U y ¢(p) = 0. Hay un abierto V.c M con V
compacto tal que p € V ¢ V c U. Por el Lema 1.29, hay una funcién g € C°(M) de
soporte compacto con g(q) = 1 parag e V; 0 < g(q) < 1 parag e U\ V;ysopg C U.
Esto implica que

a(9X)(q) = ga(X)(q) = 9(q) a(X)(q) = a(X)(q) para qe€V,

y ademds a(gX)(q’) =0siq ¢ U.

El campo vectorial gX € X(M) estd determinado por su restriccién a U. En efecto,
por el Lema 1.54, hay funciones suaves a', ..., a" en C*®(U) tales que X|y = aj% y por
ende X|y = (ga’)|y 5%. Definase Y € X(M) por Y|y := ga’5%, Y|y := 0. Esté claro
que X|y = Y|y y ademas a(X)(p) = a(¢9X)(p) = a(Y)(p).

Nétese que a(Y) = a’ a(g5%) por C*(M)-linealidad.> La hipétesis X, = 0 implica
que a’/(p) =0 para j = 1,...,n. Por lo tanto, vale a(X)(p) = a(Y)(p) = 0.

Ahora, si X, Z € X(M) son dos campos vectoriales tales que X, = Z,, entonces vale
(X-2), =X,—Z, =0,asi que a(X-Z)(p) = 0y porende a(X)(p) = a(Z)(p). Luego la
correspondencia X, — a(X)(p) estd bien definido y es obviamente una forma R-lineal
sobre T, M; en otras palabras, esta correspondencia a;, es un covector en T,/ M.

Siq € V, hay escalares fi(q), ..., fo(q) € R tales que &, = fi(q) dx*|,, al usar la base
vectorial de Tq*M introducida en la Definicién 1.106. Por lo tanto,

a(X)(q) = ag(Xy) = fi(q) dx*|4(X,) = fi(q) d*(q) para qeV. (2.2)

Al reemplazar X en (2.2) por el campo vectorial g % € X(M), se obtiene

«(9:5)(@ = (@90 = fila) para qeV.

2Es importante observar que la expresién ga’ % define una campo vectorial sobre todo M, que se
anula (como seccion del fibrado tangente) fuera de U, por las propiedades de la funcién suave g. Entonces
Y = ga’ % es una igualdad vélida en el espacio vectorial X(M).
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El lado izquierdo de esta ecuacidén es (por la definicién de «) una funcién suave sobre V,
asi que f;|y es suave. Esto dice que la expresién local fi dx* de la aplicacién g > g tiene
funciones coeficientes suaves en un vecindario abierto de p. Como p € M es arbitrario, se
obtiene de esta manera una seccion suave p — aj del fibrado T*M M. O

Lema 2.3. Hay una biyeccion R-lineal entre las 1-formas diferenciales sobre una variedad
diferencial M y las secciones suaves del fibrado cotangente de M, es decir:

AY(M) =T (M, T*M). (2.3)

Demostracién. La Proposicién 2.2 asocia a cada a« € A'(M) una tnica seccién p +— ap

del fibrado T*M — M. De este modo, se ha definido una aplicacién R-lineal e inyectiva
6: AY(M) — T (M, T*M).

Por otro lado, sea p — f, € T M es una seccién suave del fibrado cotangente.
Si X € X(M), la aplicacién X, — B,(X,) : T,M — R es lineal para cada p. Al usar
expresiones locales X, = a/(q) %L} Y By = 9x(q) dxqu en un vecindario abierto V de p,
se ve que B4(Xy) = gk(q) a“(q) para ¢ € V. Como la suma finita g; a* es una funcién
suave sobre V, se concluye que la correspondencia p — f,(X,) € R es una funcion suave
sobre todo M.3

Llamese f(X) a este elemento de C*(M). Entonces X — f(X) : X(M) — C™(M) es
una 1-forma diferencial sobre M; y por su definicién, vale S(X)(p) = B,(X,) para todo
p € M. Se ha comprobado que la aplicacién 0 es sobreyectiva. O

De hecho, las secciones suaves I'(M, E) de un fibrado vectorial cualquiera E M
constituyen un C*(M)-moédulo (a izquierda). La identificaciéon (2.3) de 1-formas con
secciones cotangentes resulta ser un isomorfismo de C*(M)-maodulos.

» A laluz de las demostraciones anteriores, en cada carta local (U, ¢) de M se define un
juego de 1-formas locales dx!, ..., dx" € A}(U) por:

<dxk, i) = dxk(i) = [j=k]. (2.4)

oxJ oxJ

Estas 1-formas sobre U definen secciones locales q +— dxqu del fibrado cotangente. En
vista de la férmula (2.2), la restriccién a U de una 1-forma a € A'(M) es una combinacién
lineal de estas 1-formas locales en A'(U) ~ I'(U, T*M):

alu = fe dx*,  con coeficientes fs-eos fn € CT(U). (2.5)

3La suavidad de una funcién es una propiedad local; es decir, h: M — R es suave si y solo si h|V es
suave en un vecindario V de cualquier punto de M.
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2.2. Algebra tensorial y dlgebra exterior

La teoria de las formas diferenciales de grado superior se apoya en ciertos conceptos
de dlgebra multilineal, que conviene repasar.

Si E y F son dos espacios R-vectoriales, las aplicaciones bilineales h: E X F — R
conforman un espacio R-vectorial B(E, F). Dados dos vectores x € E, y € F, la evaluacién
h — h(x,y) es una aplicacion lineal sobre B(E, F), es decir, un elemento del espacio
vectorial dual B(E, F)*. Se denota esta evaluacién por x ® y. Dadas dos bases {e;} de E

y {fi} de F, las combinaciones lineales* x = x’e;, y = y*f; conllevan una expansién
h(x,y) = x’y* h(e;, fi) por la bilinealidad de h. Esto muestra que x ® y = x'y*(e; ® fi).
De este modo, {e; ® fi} es una base R-vectorial de B(E, F)*.

Definicion 2.4. El producto tensorial de dos espacios R-vectoriales E y F es el espacio
R-vectorial EQ® F := B(E, F)*. Sus elementos son sumas finitas de los tensores simples
x®yconx € E,y € F, que cumplen las siguientes reglas de combinacion:

(x14+x2)Q@Y=x1 9y +x2Q1,
X®(Y1+Y2) =x QY1 +x Q ya,
tx®y)=tx®y=x®ty para teR.

Si E y F son finitodimensionales, entonces dimg (E ® F) = (dimg E) (dimg F). O

Hay isomorfismos lineales R E ~ E ~ E® R, dadas por 1 ® x <> x < x ® 1 para
x € E. En adelante, se identificard estos tres espacios R-vectoriales.

Si E, F y G son tres espacios R-vectoriales, la evaluacién h — h(x,y, z) de una forma
trilineal k: E X F X G — R se denota por

XQYQ®z:=(xQyY)®z=x0 (yQ z).
Asi, el espacio dual del espacio R-vectorial T(E, F, G) de tales h se denota por

E®QFRG~(EQF)®G~E® (F®G).

Definicién 2.5. Sean Eq, ..., Ex y F unos espacios R-vectoriales. Una determinada apli-
cacion g: E; X --- X Ex — F es k-lineal si para cada j = 1,...,k la aplicacién parcial
Ej - F:xjm g(x1,...,Xj,...,x;) es lineal.

El producto tensorial E; ® - - - ® Ej es el espacio dual correspondiente. Estd deter-
minado hasta isomorfismo por la siguiente propiedad universal: existe una aplicacién

4El convenio de Einstein sigue en vigor. Asi, las expresiones x’e; y y* fi son sumas finitas.
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k-lineal candnica 0: E; X --- X Ex — E; ® --- ® E; tal que a cada aplicacién k-lineal
g: E1 X -+ X Ep — F le corresponde una unica aplicacion lineal §: E; ® --- ® Ex — F
que satisface go 0 = g:

Eix. - XE
\9\
0 3F
-~
E1®---®Eg
Dados unos vectores x; € E;, el simbolo x1 ® xo ® --- ® x4 € E1 ® - - - ® Ej denota la
evaluacion h — h(x1, x, ..., x;) de formas k-lineales. Sea 0(x1,...,Xx) :=x1 ® + - - ® Xx;
esta 0 es lineal en cada variable. Basta definir §(x; ® - - - ® x¢) := g(x1, ..., xx) y extender
esta receta por linealidad a sumas finitas de tensores simples.
Si {ej1,...,ejm,} es una base R-vectorial para cada Ej, todos los tensores simples
e, ®ey, ® - ®ek,, concadar; € {1,...,m;}, forman una base para E1 ® - - - ® Ej.
Luego dimp(E1 ® --- ® Ex) =mq---my = ]—[’;:1 dimp E;. O

Definicién 2.6. Si f: E1X: - -XEr — Ryg: Eg41X: - -XEr, — R son formas multilineales,
su producto tensorial es la forma (k + r)-lineal f ® g: E; X --- X Ex,, — R dada por

f®g(x1>---;xk+r) = f(xl’-' -sxk)g(xk+].s"'sxk+r)' 0

Definicién 2.7. Si E es un espacio R-vectorial, EX := E x --- X E (k veces) denota el
producto cartesiano de k copias de E. Una aplicacién k-lineal g: EX — F es alternante (0
antisimétrica) si cualquier permutacién o € S; de sus argumentos multiplica sus valores
por el signo (—1)? = +1 de la permutacién:>

9(Xs(1)s - s Xo(k)) = (=1)7g(x1,...,x) para xi,...,xx € E; 0 € 5. O

Definicién 2.8. Cada aplicacién k-lineal h: EX¥ — F da lugar a una aplicacién k-lineal
alternante Ah: EF — F por antisimetrizacién:

1
Ah(x1,...,x¢) = — (=1)7 h(Xp(1)s - - - » Xo(k))- (2.6)
— k!
’ o€Sk

El producto exterior de dos formas multilineales alternantes f: EX — Ry g: E' — R
es la forma (k + r)-lineal alternante f A g: EX*" — R siguiente:

k+r)!
fAg:= (k:’ r') A(f®g). 2.7)
.

Cuando k = r =1, la dltima férmula se reduce a: fAg=fQ®g—-g® f. o

5Nétese que h: E2 — R es alternante si y solo si h(x,y) = —h(y, x) para todo x,y € E.
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Lema 2.9. (a) El producto exterior es asociativa y anticonmutativa: dadas tres formas
multilineales alternantes f: Ef 5 R, g: E' > R, h: E° — R, valen

(FAg)AR=FA(gAh), (2.8a)
gAf=(-D"fAg. (2.8b)
(b) Si fi: E& — R es una forma alternante para i = 1,.. ., m, su producto exterior es
ki+---+kp)!
fl/\.../\fm:(lkl' k')A(ﬁ®---®fm). (2.9)

Demostracion. El grupo de permutaciones Sy acttia sobre formas las k-lineales por

o - a(x1, ..., Xk) = a(Xg-1(1)s -+ > Xo-1(k))-

Al poner 7 := ¢}, la férmula (2.6) se simplifica en Ah := (1/k!) 3, (=1)°z - h.
De la Definicion 2.6 esté claro que el producto tensorial de formas es asociativo; por
lo tanto, vale

k ! k U (k+r)!
(Fagah= 0 Rais ng on = o A o9 o)

(k+r+s)! 1 1 . .

= s kel 2 (Ve (fegen
r€Skr
1 oT
T kirtst (k) esZ: (-1)"(o7) - (f®9g®h)
reSsy
1

T ks Z (=D)fp-(f@®g®h)

T pESkires

después de identificar r € S,, con la permutacién correspondiente en Si,,,s que deja
fijos los ultimos s objetos, tomando p = o7. Con un cdlculo similar, se obtiene

frgan=—— S (-1 (fogeh)

k!'r!s!
PESkires

lo cual establece la asociatividad (2.8a). De camino, se ha verificado el caso m = 3 de la
relaciéon (2.9); el caso general (b) sigue por induccidn sobre m.

En el caso k = r = 1, la forma bilineal f A g estd dada por (2.7):

fAgley) =2A(f®9)(xy) = f(x)g9(y) — f(y) g(x). (2.10)

De ahi, su anticonmutatividad es evidente: g A f = —f A g.
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En el caso general, sea k € Si,, la permutacién que intercambia los bloques {1, ..., k}
con{k+1,...,k+r}; es decir,

i+r sii<k,
k(i) :=
i—k sii>k.

Esta permutacién x es el producto de kr transposiciones de elementos consecutivos: se
requiere r transposiciones para llevar cada uno de los k elementos iniciales a su posiciéon
final. Asi, (-1)* = (=1)F". Sif=f'A---Affyg=g'A---Ag con fi,¢/ € E* la
anticonmutatividad (2.10) establece (2.8b) por induccién sobre k y r.

Solo falta observar que el espacio vectorial de formas k-lineales alternantes sobre E

tiene una base de elementos {f! A--- A f¥}, donde f1,..., fX son miembros de una base
vectorial de E*. O
Lema 2.10. Sig',...,g* € E*y x1,...,x; € E, entonces

giA- A gk(xl, ..., X)) = det [gi(xj)]. (2.11)

Demostracion. La igualdad (2.10) es el caso k = 2 de esta féormula. En el caso general, se
obtiene de (2.9) y (2.6) la expansién de Leibniz del determinante:

(A AG)Vxn, . x) = KA ® - ®¢F) (1, ..., xx)
=2 D¢V @@ g ¥ (x1,...,x0)
o€Sk
= > (1) V(x) ... g7 F () = detlg'(xp)]. O
oESK

Definicién 2.11. Sea E un espacio R-vectorial con dimg E = n. Dendtese por AXE* el
espacio R-vectorial de las formas k-lineales alternantes f: EX — R. Si {f1,..., "} es
una base de E*, la base correspondiente de AFE* tiene elementos:

ﬁzfil/\fiz/\---/\fik, con I={iy...,it} C{1,...,n}.

Debido a la anticonmutatividad f* A f/ = —f/ A f!, se debe escribir las 1-formas f en
orden estrictamente creciente, 1 < i; < ip < --- < i < n, para describir la k-forma
bésica f!. La cardinalidad de esta base es

#{Ic{l,.. . n}: |l =k}= (Z)

Una “forma O-lineal” es una constante: A’E* := R y luego dimp A°E* = 1. Ademas,
A'E* = E* y luego dimg A'E* = n. También, dimp A"E* = 1; y AKE* = {0} para k > n.
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La suma directa de estos espacios vectoriales de k-formas,

n
A°E* = ANE=RoOE oANE®. - -®&A'E* (2.12)
k=0

es una R-dlgebra graduada bajo el producto exterior de formas: si f € AKE*, g € ATE*,
entonces f A g € AMTE*. Esta A®E* es el algebra exterior asociada con el espacio
vectorial E*. Nétese que dimp A°E* = 37_ (}) = 2". 0

Definicién 2.12. Si [ es un cuerpo cualquiera, una [F-algebra es un espacio [F-vectorial
A dotado de un producto F-bilineal asociativo. Ella es una [F-algebra graduada si es la
suma directa de subespacios [F-vectoriales A = EB ez Ak, de tal manera que Ag A; C Agy.
Esto significa que x € Ay, y € A] = xy € Ak

Conviene escribir #x = r € Z cuando x € A,.

Algunos de estos subespacios Ar pueden ser nulos: este es el caso de la R-dlgebra
graduada A*E* de (2.12), para la cual AKE* = {0} si k < 0 o si k > dimp E*.

Si A = Py, Ar es una F-dlgebra graduada, dicese que una aplicacién [F-lineal
T: A — Aesun operador de grado r € Z si T(Ay) C Ag,, para todo k.

[ En particular, cada z € A, define dos operadores de grado r: la premultiplicacion
x  zx y la postmultiplicacién x — xz. |

SiS:A - Ay T: A — A son dos operadores de grados respectivos k y [, su
conmutador [S,T] := ST — TS es un operador de grado k + [. Igual sucede con su
anticonmutador [S,T], := ST+ TS. o

Definicion 2.13. Sea A una [F-dlgebra cualquiera. Una derivacién par de A es un operador
F-lineal D: A — A que cumple una regla de Leibniz:

D(ab) = (Da)b+a(Db) paratodo a,b € A. (2.13a)

Una derivacion impar de A es otro operador [F-lineal E: A — A tal que
E(ab) = (Ea) b+ (-1)*a (Eb) paratodo a € Ag, b€ A. (2.13b)
La férmula (2.13b) también se escribe asi: E(ab) = (Ea) b+ (-1)*%a (Eb). o

Si D’ es otra derivacion par, el conmutador [D, D’] := DD’ — D’D es una derivaciéon
par: el calculo (1.26) que demostrd la Proposicién 1.56 se adapta al caso.

Es facil verificar lo siguiente: el conmutador [D, E] := DE — ED de una derivacion par
y una derivacién impar resulta ser una derivacién impar. En cambio, el anticonmutador
[E, F],; := EF + FE de dos derivaciones impares E y F es una derivacion par.
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2.3. Formas diferenciales de grado superior

Definicion 2.14. Sea M una variedad diferencial. Si p € N, un p-tensor covariante
sobre M es una aplicacién p-lineal R: X(M)? — C*(M) tal que cada aplicacién parcial
Xj = R(Xy,...,Xj,...,X,) sea C*(M)-lineal. Dicho de otra manera: si j € {1,...,n},
R cumple las dos propiedades algebraicas:

RX1,. . Xj+ X, Xp) = R(X1, . X Xp) + R(X, ., X Xp),
R(X1,.. o, fXj. s Xp) = fFR(X1, ., Xy, Xp),

paraXl,...,Xj,X]’., o0 X, € X(M), feC¥(M).

Un g-tensor contravariante es una aplicacién g-lineal S: A!(M)? — C*(M) tal que
cada o — S(al,...,ak, ..., a9) sea C*(M)-lineal.

Un O-tensor sobre M (covariante o contravariante) es una funcién suave en C*(M).

Una aplicacién (p + g)-lineal T: X(M)? x AL(M)4 — C®(M), cuyas aplicaciones
parciales X; — T(Xy,...,Xpal,...,a9) y af — T(X1,...,Xpal,...,a%) son todas
C*(M)-lineales, es un (p, q)-tensor mixto sobre M. O

Ejemplo 2.15. Un 1-tensor covariante es simplemente una 1-forma diferencial.

Un 1-tensor contravariante es una aplicacién C*(M)-lineal de 1-formas diferenciales
en R. Ahora, la evaluacion a +— a(X) de 1-formas en un campo vectorial X € X(M) es
una aplicacién de A (M) en R, que de hecho es C®(M)-lineal:

fa(X) =fa(X) paratodo f€ C® (M), a € AN (M).

Por otro lado, sea S: A (M) — C®(M) un 1-tensor contravariante. Al adaptar la demos-
tracion de la Proposicion 2.2 al presente caso, se puede comprobar que:

¢ el valor de S(a) en un punto p € M depende solamente del covector a, € Ty M;
¢ la funcién X, : a, — S(a)(p) es R-lineal, asi que X, € (T;M)* ~ T,M;
¢ la asignacion p — X, es una seccion suave del fibrado tangente TM M ;

¢ dicha seccién es un campo vectorial X € X (M), para el cual S(a) = a(X) para todo
a e ANM).

En breve: cualquier 1-tensor contravariante es una evaluacién de 1-formas en un campo
vectorial. Al identificar la evaluacién « +— a(X) con el campo X mismo, se ve que los
1-tensores contravariantes coinciden con los campos vectoriales sobre M. o
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Definicion 2.16. Una k-forma diferencial sobre una variedad diferencial M es una apli-
cacién k-lineal alternante w: X(M)* — C®(M) tal que cada aplicacién parcial X i
o(X1,...,Xj,...,Xi) es C*(M)-lineal. En otras palabras, » cumple es un k-tensor cova-
riante que es antisimeetrico en sus k argumentos:

o(X1, . L X+ X LX) =X, X LX) F (X, XL X,
oX, ... fXj, .. X)) = fowlX,...,Xj,...,Xx) cuando f e C™(M),
0 (Xs(1)s - Xo(k) = (-1)°w(Xq,...,Xi) paracada o€ Sk. (2.14)
La totalidad de k-formas diferenciales sobre M serd denotado por A*(M). o

Definicion 2.17. Cada k-tensor covariante R sobre M determina una k-forma o = AR,

1
o(X1,..., Xp) = o Z(—l)UR(Xa(l), e s Xo(k))-

’ o€S)

Siw € AX(M), n € A"(M), su producto tensorial es el (k + r)-tensor covariante:
© & 1(X1, ... Xerr) 1= ©(X1, -, X)) 1(Xests - - > Xir);
y su producto exterior w A 5 € A7 (M) es la antisimetrizacién de » ® n:

_(k+7)!
@A =

Con este producto exterior, la suma directa

A(w ®n). (2.15)

A*(M) = @Ak(M) = A°(M) @ AL (M) @ - - - ® A™(M) (2.16)
k=0

es una dlgebra graduada sobre R. Conviene emplear la notacién A°(M) = C®(M): las
0-formas son las funciones suaves sobre M. Una forma diferencial, sin mencién explicita
de grado, es un elemento de este dlgebra A®*(M). O

Las férmulas (2.14) implican que cada AX(M) [y también su suma directa A®*(M)] es
un modulo sobre el R-dlgebra conmutativa C*(M).

Definicién 2.18. Sea M una variedad diferencial n-dimensional. Si k € {1,...,n}, se
puede definir un fibrado vectorial A*T*M M cuya fibra 77 1(p) en p € M es la
“potencia exterior” Ak(T;M). En efecto, sea

ATM:={(p.):peM (e ATM},  7(p.{) =p.
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Un atlas 2 = {(U,, ¢.)} para M determina funciones ¢, : 7~1(U,) — U, X R() por
Va(p,0) == (p5 81k s Snke1).m) ST (= Z vy dxi1|p A A dxi"|p-

i1 <---<ip
Las cartas locales (771(Uy), (¢o X 1( )) o 1,) forman un atlas sobre A*T*M, con la
cual AFT*M es una variedad de dimensién n + ( ) y la proyeccién 7: AFT*M — M es

automaticamente una funcién suave. Por su construccion, AFT*M -5 M es un fibrado

vectorial de rango (;). o
Al adaptar la Proposicion 2.2 a este caso, el valor de la funcién w(Xj, ..., Xi) en cada
p € M depende solamente de los vectores tangentes (X1), ..., (Xx), € T,M. También, la

aplicacion (TPM)k - R: ((X1)p---» (Xk)p) — 0(X1, ..., Xk)(p) es k-lineal y alternante.
Luego, hay un elemento w,, € AF (T,M) = Ak(TpM)* tal que

wp((X1)ps - - -, (Xi)p) = 0(Xa,..., Xk)(p) paratodo pe M. (2.17)

. .7 . .7 . . T
La aplicacion p — w, entonces define una seccion del fibrado vectorial AKT*M — M. En
resumen: la férmula (2.17) constituye una identificacion de la k-forma « con esta seccién:

AR(M) =~ T (M, A*T*M).
» Si (U, ¢) es una carta local para M, la restriccién w|y € A*(U) se define por una ge-
neralizacion de la receta (2.5) para 1-formas locales. Esta carta determina un juego basico

de 1-formas locales dx!,...,dx" en A'(U). Las reglas algebraicas de la Definicién 2.17
conducen a las formulas:

i i 0 iy
dx1®-~-®dxk(axh,.. 8x1k) ndx (8xfr) n[zr—]r]]—[I I

donde I = {i,...,ix}, J = {j1,...,Jjx} son k-tuplas ordenadas de elementos distintos
de {1,2,...,n}. En seguida, se define por antisimetrizacién:

dx' A - Adx® = k! A\(dxi1 ® - ® dxi").

La expresién local de w € AX(M) entonces tiene el aspecto siguiente:

oly= D, fogdx® Ao adxt = Y fdx A Adat, (2.18)
i< <ig |I|=k
En la segunda sumatoria, se sobreentiende que I = {i1,...,ix} C {1,...,n} tiene sus

elementos desplegados en orden creciente.
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Proposicidén 2.19. El producto exterior de formas diferenciales es asociativa y anticonmu-
tativa: si w € AX(M), n € A"(M), { € A*(M), entonces

(WA AL=0A(nAD), (2.19a)
nAhow=(-1)"o0An. (2.19b)

Si A es una kj-forma lineal, para i = 1,. .., t, entonces

ki+--+k)!
/11/\---/\/1t:(1 ) A ® - @ Ah). (2.20)
ki!... k!

Demostracion. Basta observar que los valores de estas formas en cada punto p € M
satisfacen el Lema 2.9, con E = T,M. m|

» Sobre el digebra graduada A®*(M) de formas diferenciales, se definen diversos opera-
dores de grados +1 (estos son operadores que aumentan o disminuyen el grado de sus
argumentos en 1).

Definicion 2.20. Un operador sobre formas diferenciales T: A®*(M) — A®*(M) se llama
de grado r si w € A¥(M) = T(w) € AF"(M).
Si a € AY(M) es una 1-forma fija, la multiplicacién exterior £gi W @ Awesun
operador R-lineal sobre A®*(M) de grado +1, pues w € AK(M) = a A w € AF1(M).
Si X € X(M) es un campo vectorial fijo, la contraccion ix es un operador R-lineal
de grado —1. Si w € AX(M), se define ixw € A*"1(M) por:6

ixo(Yr,...,. Y% 1) =X, Y1,..., Yk ). (2.21)

Para f € A°(M) = C*(M), se define ix f := 0. Para una 1-forma a € A(M), la férmula
(2.21) se simplifica en ixa := a(X) € C*(M). o

Proposicién 2.21. Si a,...,a* € AY(M) y si X,X1,.... Xk € X(M); y si € A*(M),
n € A" (M), entonces las siguientes formulas son vdlidas:

(@' A AR (X, .., Xp) = det [@'(X))]. (2.222)
k

ix(@ A Ad) = 3 (=1) T (X) (@ A Add A A aF). (2.22D)
j=1

ix(wAn)=ixw An+ (-1)*w A ixn. (2.22¢)

La formula (2.22¢) dice que la contraccién ix es una derivacion impar de A°®(M).

6Algunos autores llaman producto interior a la contraccién de X con w. Se escribe X 4 w = ixw, en
contraste con el producto exterior @ A w = €40.
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Demostracion. Ad (a): La férmula (2.22a) sigue el patrén del Lema 2.10:

@' A AKX, X)) =K A ® - ©d) (XL, ..., Xk)
=3 D)@Ve- - ea®)(X,....X)

o€Sk

- Z (-1)%a’ V(X)) ...a"® (X;) = det[a'(X))].

o€Sk

Ad (b): Al desarrollar ese determinante con respecto a su primera columna,

ix, (' A A X)) = (@b A A AR (XL X

k
= det[a'(X))] = Z(—l)j_laj(Xl) det[a" (X5)] (conr # j,s > 2)
=1

k
=) (D) X)) (@A Ad A A (XL X).
j=1

Ad (c): Cada elemento de A®*(M) es una suma finita de productos exteriores de
1-formas; para comprobar la relacion (2.22¢), cuyos dos lados dependen bilinealmente
de (w,n), bastatomar w = a' A---Aafyn =B A---Ap" dondelas a' y f/ son 1-formas.
El resultado sigue de la parte (b), mediante el cdlculo:

ix(a' A A ABLA AP
k —_
:Z(—l)’_la’(X)alA---/\(xiA---AakAﬂl/\---/\ﬁr
i=1

—

+2(—1)k+j_1ﬁj(X)a1/\-~-/\ak/\ﬂ1/\--~/\ﬁj/\-~-/\ﬂr
j=1

=ix(a* A AYANBEA A+ (DA A Nix(BE A AB). O

Definicién 2.22. Sea 7: M — N una aplicacién suave entre variedades diferenciales y
sea f € A'(N). El pullback (o la preimagen, o la imagen inversa) v*f € A'(M) se define
por

(T B)p(Xp) = Br(p) (Tp (Xp)). (2.23)
Fijese que la aplicacién lineal TT*(p)N - T,M : Brpy > (7°P),p es, por esta misma

definicién, la transpuesta de la aplicacién tangente T,z: T,M — T, N.
Obsérvese que para definir el pullback f — 7*, no es necesario que 7: M — N sea
invertible.
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Si 7 es un difeomorfismo, se puede comparar esta imagen inversa con las imdgenes
directas de campos vectoriales bajo r; en efecto, de (1.29) se obtiene

T B(X) = f(z.X) o7, (2.24)

puesto que se recupera (2.23) al evaluar los dos lados de (2.24) en el punto p € M.
Mas generalmente, si w € AX(N), se define su pullback bajo 7 por:

(7" @)p((X1)ps - - o> (Xi)p) 1= @r(p) (Tt (X1)ps - - > Ty T (X)),
y en el caso de que 7 sea un difeomorfismo, la forma r*w € AX(M) cumple
To(Xq,.. ., Xk) = 0(1.X1,..., 0. Xx) o T.
Para g € A°(N) = C*(N), se define simplemente 7*g := g o 7 (la transpuesta usual). ¢

Proposicion 2.23. El producto exterior es equivariante bajo pullbacks: si 7: M — N es
una aplicacion suave, w € AX(N), n € A"(N), entonces en A" (M) vale

(wAn) =70 AT (2.25)

Demostracion. Si Xy, ..., Xk € X(M) y p € M, entonces
(" (w0 A W))p((Xl)p, s (Xk+r)p) = (0 A ’Y)T(p)(TpT(Xl)p» cees TpT(Xk+r)p)

k+r
= ( k ) A(@r(p) ® Ur(p))(TpT(Xl)p, ooy Tt (Xiar)p)
k+r . .
= ( P )A&((T @)y ® (T°7)p) (X1)ps -+ +» Kiar)p)
= ("0 AT (XD)pa - (Xiar)p).
En el caso de un difeomorfismo r, hay un argumento “no puntual” equivalente:

k+r

T (AN (X1, .o, Xpyr) = ( f

) Alw @ n) (7. X1, .., TuXksr) O T

1
T kit Z (=D (@(7:X5(1)s - - - T X)) N(TXo(kt1)s - - -» TeXo(kar)) © T

OESk4r
1 *k %
= Z (=D 0(Xo(1)s - > Xo(k) TN (Ko (ks1)s - - > Xo(ksr))
o OESk4r
= & AT QT N)(X1,.. .. Xp4r) =T O AT (XL, .oy Xiar)-
Como Xj, ..., X4 son arbitrarios, la relacién (2.25) queda demostrada. m|
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2.4. La derivada exterior

Definicion 2.24. Si f € C* (M), la evaluacién X — Xf es una aplicacion C*(M)-lineal
de X(M) en C* (M), pues (X+Y)f =Xf+Yfy (gX)f = g(Xf) por la definicién de gX.
Por lo tanto, dicha evaluacién define una 1-forma diferencial df € A'(M):

df (X) = Xf. (2.26)

En coordenadas locales, se ve que d f (%) =9df/ ox/; por lo tanto, la expresién local (2.5)
de la 1-forma df es la suma finita:
af

R I |
df = = dx’. o

Definici6n 2.25. Sea (U, ¢) una carta local para M y sea w € AF(U) una k-forma local
dada por (2.18): @ = X i frdx" A- - - Adx'* para algunas f; € C*(U). Definase la forma
local dw € A1 (U) por

— i i _ C i j i i
deo = |I|Z_;Cdﬁ/\dxl/\m/\dﬂ_|;<;$dx Adxt A - Adx®. (2.27)

Las 1-formas dx” € A'(U) anticonmutan: dx” A dx® = —dx® A dx". Por lo tanto, los
sumandos al lado derecho de (2.27) tales que j € I son nulas. Se puede exigir j ¢ I al lado
derecho sin cambiar el resultado (aunque {}, i1, ..., ix} no esté en orden creciente). ¢

Es evidente que d(swq + tws) = sdwi + t dws si w1, wy € AK(U) ys,t € R, asf que
w — dw es R-lineal. Sean g € C*(U) y = Xy, gy dx* A --- Adx)r € A"(U). Las
derivadas exteriores de gw y w A n obedecen ciertas reglas de Leibniz:

d(gw) = Z @(gﬁ) dx) Adx" A - Adx'®
I’j

2 9 o -
:Z(JgfﬁJrggﬁj)dxf/\dx’l A ANdx* =dg Ao+ gdo;
Lj

d(wnn) =) d(figr) Adx" A+ Adx AdxP A= Adx?
L]
= Z(df[g]+ﬁdg]) Adx A Adx A dxt A A dxd
L]
=dw/\17+(—1)k2ﬁdxi1 Ao Adx®Adgy Adx A A dXT

Lj
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En la ultima igualdad, se usé la anticonmutacion (2.19b) para pasar la 1-forma dg; a
la derecha de la k-forma dx™ A --- A dx'*. En consecuencia,

dlwoAn)=doAn+ (-DFw A dn. (2.28)

Se concluye que w +— dw es una derivacién impar del algebra graduada A°*(U).

» Para pasar de las formulas locales tales como (2.27) y (2.28) a expresiones “globales”
sobre toda la variedad M, se requiere el lema siguiente.

Lema 2.26. Sea M una variedad diferencial y sea D: A*(M) — A®*(M) una derivacion
(par o impar). Si U es un abierto de My si w € A*(M) se anula sobre U, es decir, w|y = 0,
entonces (Dw)|y = 0 también.

Demostracion. Sip € U, el Lema 1.29 y la Definicién 1.52 muestran que es posible hallar
un vecindario V de p con V c U y una funcién suave h € C®(M) tal que soph c U
mientras h(q) = 1 paraq € V.

Sea n = dim M. Entonces @ es una suma & = };;_, wx donde cada wi € AX(M), en
vista de (2.16). La condicién w|y = 0 dice que wg = 0 en ANTIM = @220 AkTq*M para
cada g € U, asi que wi|y = 0 en A¥(U) para cada k por separado. Sin perder generalidad,
entonces, se puede suponer que o tiene un solo sumando: » € AX(M) para algtn k.

La forma diferencial hw se anula en U (porque w|y = 0), y también en M \ (sop h);
luego hw = 0 en A*(M). La R-linealidad de D y la propiedad de derivacién entonces
implican que

0=D(0) =D(hw) =DhAw+hDw,

donde el signo + vale +1 o bien (—1)¥, segtin D sea par o impar. Al evaluar esta igualdad
en cualquier g € V, se obtiene 0 = (Dh)y A wq = h(q) (Dw)y en A*T M. Ahora las
hipétesis wg = 0y h(g) = 1 dan como resultado (Dw), = 0. Se concluye que (Dw)|y = 0.
En particular, se ve que (Dw), = 0 para p € U arbitrario, asi que (Dw)|y = 0. ]

Teorema 2.27. Sea M una variedad diferencial. Existe una tinica derivacion impar 9, de
grado +1, sobre el dlgebra graduada A®(M), que satisface:

@) 8(f) = df para toda f € A°(M);
(b) 6(dw) = 0 para toda w € A*(M).

Demostracion. Sea (U, ¢) una carta local de M. Si w,n € A®*(M) cumplen w|y = |y, asi
que (w — n)|y = 0, el Lema 2.26 muestra que Dw|y = Dn|y para cualquier derivacién D
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de A°®(M). Basta, entonces, determinar la correspondencia w|y +— &(w)|y para cada
carta local de M.

Témese w € AX(U) para algtn k € {0,1,...,n}. En términos del las coordenadas
locales {x!,...,x"} parala carta (U, ¢), vale w = D=k frdx" A -+ A dx'®, seglin (2.18),
para determinadas funciones f; € C*(U). Como 6 es R-lineal y una derivacién impar, se
calcula que

S(w) = 5(2 fdx A A dx”k)

T|=k

= Z (5(ﬁ) Adx A Adx + Z(—l)"lﬁ dxt A - AS(dxT) A - A dxk
|I|1=k r=1
= Y dfindx" A+ Adx*+0 = do, (2.29)
T|=k
al usar las hipétesis (a) y (b) y la férmula (2.27).
Es oportuno verificar la consistencia de las propiedades del enunciado, al comprobar
que d(df) = 0 para f € C*(U). En vista de la férmula (2.27), se obtiene

- af il — - aZf i j
d(Z@dX)—Zmdx /\dx

]:1 i,jzl

d(df)

LY ) . ) )

f - (dx' ® dx’ — dx’ @ dx')
ax'tox’

ij=1

n 2 2

d 0 . .

= E ( .f.— .f.)dx’®de:O,
=] oxtox)  oxJoxt

por la igualdad de las derivadas parciales mixtas de segundo orden de una funcién suave.
Si (V, 1) es otra carta local tal que U NV # 0, con coordenadas locales {y?,...,y"},
entonces

olunv = Zﬁdxi1 A Adxk = Z g]dyj1 Ao Adyl
[Il=k |JI=k

para algunas funciones g; € C*(V), relacionados con las f; mediante férmulas de cambio
de variables. Es una consecuencia inmediata de (2.29) que

Dodfindx Ao Adx = ) dgp ady! A A dy
= TE:

en AX1(U NV). (Se puede verificar esta igualdad directamente por férmulas de cambio
de variables.) Al evaluar esta forma en cualquier punto p € U NV, se obtiene un

2-17



MA-870: Geometria Diferencial 2.4. La derivada exterior

elemento (dw)|, € Ak”T;M que no depende de las cartas locales. Se ha construido
una tnica seccién suave p — (dw)|, en T'(M, AT M), es decir, una forma diferencial
dw € A1 (M). Por su construccién,  — dw es una derivacién impar que cumple las
propiedades (a) y (b) del enunciado. m]

Definicién 2.28. La aplicacion R-lineal d: A®*(M) — A®*(M) de grado +1 dada por el
Teorema 2.27 se llama la derivacion exterior sobre el dlgebra graduado A®(M). Este
operador es una derivacion impar:

dlwAn) =do An+(-1)"w Adn. (2.30)

La forma diferencial dow es la derivada exterior de w. ¢

» Una manera alternativa de construir la derivacion exterior no requiere el uso de
calculos locales. Es cuestion de exhibir las formulas algebraicas que evaltian dw sobre un
juego de campos vectoriales. Si w € AX(M), dichas férmulas para dw deben ser funciones
C*-multilineales y alternantes, de grado (k + 1), de elementos de X(M).

Proposicién 2.29. Si a € A'(M), su derivada exterior cumple la férmula:

da(X,Y)=Xa(Y)-Ya(X)—a([X,Y]). (2.31)

Demostracion. Estd claro que el lado derecho de (2.31) es R-bilineal y alternante como
funcion de (X, Y). Falta comprobar que sea bilineal sobre el anillo C*(M).

Al sustituir X — fX en el lado derecho, se obtiene fX a(Y) - Y a(fX) —a([fX,Y]).
El campo vectorial [ fX, Y] obedece

[fX.Y](9) = (fX)(Yg) - Y(f Xg)

=fX(Yg) - (Y)(Xg) - fY(Xg)

= fIX.Y](g) - (Yf)(Xg),
y al eliminar g, se obtiene una férmula 1til, ya visto en el Ejercicio 1.18:

[fX.Y] = fIX.Y] - (Y))X enX(M). (2.32)
Ahora se calcula:
fXa(Y)-Ya(fX) —a([fX,Y])
= fXa(Y) = Y(fa(X)) - a(f [X,Y] = (Yf) X)

=fXa(Y) = (Yf)a(X) - fYa(X) - fa([X,Y]) + (Yf) a(X)
= f(Xa(Y)-Ya(X)-a([X,Y])).
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De igual modo, se obtiene
X a(gY) - g¥ a(X) - a([X.g¥]) = g(X a(Y) - Y a(X) - a([X,Y])).

Esto verifica que el lado derecho de (2.31) es una 2-forma evaluada en (X, Y).

Para comprobar que esta 2-forma es igual a da (es decir, que ellas determinan el
mismo elemento de AZT;M para cada p € M), basta chequear que ambas 2-formas
coinciden en el dominio de cada carta local. Para tal efecto, se puede suponer que M
posee una sola carta local en donde « = f; dx’. En particular,

da—z ffd A dyxl = Z(a—ff.—af)d Adx!. (2.33)

4\ ox' oxJ
<j

Por la C* (M) bilinealidad se puede suponer también que X, Y son campos bdsicos,

es decir, X = a =%, Y = =% Fijese que los campos bdsicos conmutan, porque
d d a (a & &
—,— (f) = f . —f = .f.— .f.:O. (2.34)
ox' ox/ axi\axi|  axi\axi oxtox)  o9x/ ox!

La evaluacion de da en campos bésicos sale directamente de (2.33):

e d d 8fj of; d d Jd d
—, | = - = — 0| — |- —al — .
oxt’ oxJ ox! ox/ ox? ox/’ ox/’ ox?

Los dos lados de (2.31) coinciden en este caso especial, y por ende en general. O

Hay férmulas andlogas para las derivadas exteriores de formas de grado superior, las
cuales se pueden comprobar al seguir el patrén de la dltima demostracion. Por ejemplo,
si B € A%(M), entonces

dB(X,Y,Z) =X B(Y,Z)+Y B(Z,X) + Z B(X,Y)
- B(X,Y],Z2) - p(IY,Z],X) - p([Z,X].Y). (2.35)

La receta general “libre de coordenadas” para la derivada exterior de una k-forma es la
siguiente:

k+1

dw(X].) e :Xk+1) = Z(_l)H_l Xi CL)(X]_, s :X\is e ’Xk+1)
i=1

+Z(—1)i+fw([x,-,xj],xl,...,z,...,)?j,...,xkﬂ). (2.36)

i<j
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Proposicion 2.30. La derivacion exterior es equivariante bajo preimdgenes; si 7: M — N
es una aplicacion suave y si w € A*(N), entonces

d(t"w) = 7" (dw). (2.37)

Demostracion. Considérese primero el caso k =0, w =g € C*(N).Sip € My X, € T, M,
entonces por (2.23), (2.26) y la Definicion 1.38:

T*(dg)p(Xp) = (dg)r(p)(TpT(Xp)) = TpT(Xp)(g)
= Xp(g oT) = Xp(T*g) = d(T*g)p(Xp)a
asi que 7*(dg) (X) = d(r*g)(X) para X € X(M); es decir, 7*(dg) = d(7*g) en A} (M).

Si ahora w € AX(M) con k > 1, se debe mostrar que d(r"w), = 7" (dw), para cada
p € M. En vista del Lema 2.26, basta comprobar la relacion (2.37) para k-formas en el
dominio de una carta local. Dado p € M, sea (V,¢) una carta local de N con 7(p) € V,
cuyas coordenadas locales son {y!, ..., y™}. Témese w := 7=k 97 Ayt A - - Ady’k donde
cada g; € C* (V). Entonces, por la Proposicién 2.23,

o = Z (t*g)) T*(dyjl) A A T*(dyjk) = Z (gro7) dh' A - A dWF
|J|=k 1=k

al poner b/ := y/r o r parar = 1,..., k. Entonces

d(t*0) = Z d(gy o) AR A - A dh

|JI=k
= Z d(r*g)) Adh' A -+ A dh
lJI=k
= Z r*(dgy) AT (dy™) A -+ AT (dy)
lJI=k
= T*(Z dgy A dy’ A -+ Ady*| = T (dw),
lJI=k
en donde la tercera igualdad requiere el caso k = 0, ya comprobada. O

Ejemplo 2.31. Sea 7: (0, 00) X (—x, 7) — R? la funcién
(x,y) = 7(r,0) := (rcosf,rsenf),

que efecttia el cambio de coordenadas polares a cartesianas en R2. (Fijese que esta 7 no
es sobreyectiva, porque su imagen omite el semieje x negativo.)
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Como consecuencia inmediata, se obtiene
7" (dx) =d(x o 1) =d(rcosf) = cosOdr — rsenbdo,
™ (dy) =d(y o) =d(rsenf) =senOdr +rcosdo,

pues d es una derivacion impar.” La 2-forma de area dx A dy tiene la siguiente expresién
(archiconocida) en coordenadas polares:

" (dx A dy) = 77 (dx) A 7 (dy)
= (cosOdr —rsenfdf) A (sen0dr+rcosfdb)
=rcos’@dr AdO —rsen®0do Adr
=rdr Adb,

porque dr Adr =0,d0 AdO =0y dl Adr =—dr A df por antisimetria. O

Ejemplo 2.32. Sea i: S*> — R? la inclusién de la esfera en R® como subvariedad. El
pullback de la forma de volumen dx A dy A dz en R3 es una 3-forma sobre S? y por lo
tanto es nula, porque 3 > dim S?. Se debe buscar, entonces, una 2-forma o € A?(R?3) —
en las coordenadas cartesianas (x, v, z) — cuyo pullback es la 2-forma conocida de drea:
sen0d0 A dg € A*(S?), expresada en las coordenadas esféricas usuales:

x=senfcos¢, y=senfsen¢y, z=cosb.

Estas formulas son abreviaturas para i*(x) := sen 6 cos ¢, etc.
Nétese que

i*(dx A dy) = (cos O cospdf —senOsen ¢ dp) A (cos 8 sen ¢ db + sen b cos ¢ do)
=cosOsen0dO A dp.

Por cdlculos similares, se deduce que

i*(xdy A dz) = (sen 8 cos ¢)(cos 0 sen ¢ db + sen O cos ¢ dp) A (—sen 6 dO)
= sen> 0 cos® ¢ d6 A d¢,

i"(ydz Adx) = (senfsen¢)(—sendb) A (cos8cos¢pdf —senbsenddgp)
= sen® §sen® ¢ df A dg,

i*(zdx A dy) = cos 0i*(dx A dy) = cos®> O sendb A dg.

Al sumar estas tres expresiones, se obtiene el drea esférica en coordenadas cartesianas:

o:=xdyAdz+ydzANdx+zdxANdy | = | i"c =sen0dO A d¢. o

7Se suele escribir estas férmulas y el resultado final sin mencién explicita de la funcién 7, de este
modo: dx = cos0dr —rsen0d6, dy =sen0dr +rcos0dO;yluego dx Ady =rdr A db.
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2.5. La derivada de Lie

Definicién 2.33. Sea X € X(M) un campo vectorial completo sobre una variedad dife-
rencial M; el flujo de X, segtn la Definicién 1.67, determina un grupo uniparamétrico
{a; : t € R} de difeomorfismos de M. Si w € A¥(M) es una k-forma diferencial sobre M,
su derivada de Lie con respecto a X es la k-forma L« dada por:

L ‘o = lim 22 (2.382)
w:=—| aw= _ .
T A 3
En cada punto p € M, su valor (Lxw), € AkT;M satisface:
d
(Lx@)p((X)ps - - -, (Xk)p) = T Owa,(p)(Tpat(Xl)p, T (X)) (2.38b)
t=

La segunda férmula sigue valida para un campo vectorial incompleto, con Dy # R X M,
porque en todo caso, segun (1.33), el flujo de X define difeomorfismos locales «; en un
vecindario de p, para —e(p) < t < e(p). Por lo tanto, la derivada de Lie £x estd definido
para cualquier X € X(M), no necesariamente completo. ¢

Para simplificar la exposicidn, en estos apuntes se considerard Lx solo para campos
vectoriales completos; por la Proposicion 1.63, esto no conlleva pérdida de generalidad
cuando M es compacta.

Lema 2.34. Si f € A°(M) = C*(M), entonces Lx f = Xf.

Demostracién. Cabe recordar que a; f = f o a; para f € C*(M); luego, para cada p € M,
la Proposicion 1.68 y la férmula (1.35) muestran que

d d
Lxfp)=—| afp)=—| flap)=Xf(p). O
t=0 t=0

Proposicion 2.35. La derivada de Lie de formas diferenciales con respecto a un campo
vectorial X € X (M) cumple las siguientes identidades, para w,n € A*(M), f € C*(M):

(a) Lx(w+n)=Lxw+Lxn; (2.39a)
(b) Lx(fw)=Xf o+ fLxw; (2.39b)
(c) | Lx(wAn)=LxwoAn+oALxn; (2.390)
(d) | Lx(dw) = d(Lxw). (2.39d)

Demostracién. La aditividad (a) es obvia por las férmulas (2.38), porque o] (w + 1) =
afw + a;n para cada t. La regla de Leibniz (b) es un caso particular de la identidad (c).
Noétese que las propiedades (a) y (c) dicen que Ly es una derivacién par de A°®(M).
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La propiedad (c) es una consecuencia de la equivariancia del producto exterior bajo
pullbacks, dada por la Proposicién 2.23:

d d
L AR)=— (wAn)=— ‘oA ay
x(wAm) i t=0at(w n) ar t:Oatw agn
* d *
—Etzoata)/\17+a)/\Etzoatr]:wa/\zy+a)/\LX17.

La propiedad (d) sigue de la equivariancia de la derivada exterior, Proposicion 2.30:

‘T d
Lx(dw) = T a; (dw) = T

d
d(ojw) = d(— afa)) =d(Lxw). m|
dt],_o

t=0 t=0

Ejemplo 2.36. Si M = R2, considérese la 2-forma « y el campo vectorial X dadas por

0 0
o= (x*+y*) dx A dy, X=-y—+x—.
ox ay

Las reglas de la Proposicidn 2.35 permiten calcular:

Lxw =X(x* +y?) dx Ady + (x* + ) (Lx(dx) A dy +dx A Lx(dy))
= (=2yx + 2xy) dx A dy + (x* + y?) (d(Xx) A dy + dx A d(Xy))
=0+ (x2 +y?) (=dy A dy +dx A dx) = 0.

Ahora la condicién Lxw = 0 es una ecuacion diferencial, la cual, por la férmula (2.38), es
equivalente a la condicion de que a;w = w para t € R. Por lo tanto, Lxw = 0 expresa la
invariancia de la forma w bajo el flujo de X. En el caso aqui ejemplificado, este flujo es
el grupo de rotaciones alrededor del origen de R?; es evidente por inspeccién que w es
invariante bajo tales rotaciones de las coordenadas cartesianas.® O

Hay una relacion notable entre las tres derivaciones del algebra graduada A®*(M)
consideradas hasta ahora: la derivada exterior d, de grado (+1); la contraccién iy con un
campo vectorial X, de grado (—1); y ahora la derivada de Lie L, de grado 0. (Obsérvese
que las féormulas (2.38) conservan el grado de formas diferenciales.)

Proposicion 2.37. Las derivadas de Lie Lx cumplen la identidad de Cartan:

Lxw = ix(da)) + d(ixw) (2.40)

para todo X € X(M) y w € A*(M).

9

8Este generador —y =

+x ai del grupo de rotaciones del plano es un operador de momento angular.
y
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Demostracion. La prueba es inductiva: se comprobard la identidad de Cartan (2.40) por
induccidén sobre el grado de w.
En primer lugar, si o = f € A°(M), entonces Lxf = Xf por el Lema 2.34. Por otro
lado, vale ix(df) = df(X) = X f, mientras ix f = O por regla, segtin la Definicién 2.20.
En segundo lugar, si o = f € A'(M), témese Y € X(M); entonces, por (2.24):

d
a; B(Y) = 'R BlaY) oa;. (2.41)

t=0

d
Lxp(Y) = T

t=0

Ahora, si h € C*(M), se puede adaptar el Lema 1.19 (de Hadamard) para escribir
hoa; =:h+tg; paratodo teR,

donde la funcién t — ¢;(p) : R — M es suave, para cada p € M. En efecto, se define

1
a(p) = [ hia(p)ds,

y el teorema fundamental del cdlculo muestra que

1 t
toip) = [ (et ds = [ 2haup)) du = hiar(p) = hip)

Ademds, la curva t — a;(p) es la curva integral del campo vectorial X que pasa por p,

asi que go(p) = 1m0 g:(p) = 4|, _oh(a:(p)) = Xh(p).
La Definicién 1.57 de la imagen directa a;.Y y el Lema 2.34 implican que

d d
— Y(h)=—| Y(h = — Yhoa_;+tY _
dtt:oat (h) dt| (hoay) oa, dtt:o( oo +tYg:oa)
d 7
- e il

= L_x(Yh) + Y(Xh) = =X (Yh) + Y(Xh) = —[X, Y](h).

Por lo tanto, vale %| ,—ola:Y) = —[X, Y]. Al enchufar esto en (2.41), se obtiene

CxBO) = -BIX YD + 5| ) o
t=0

=-pUX. YD) + X B(Y) =dB(X.Y) +Y B(X)
=df(X,Y) +Y(ixp) = ix(dp)(Y) +d(ixp)(Y), (2.42)

donde se ha empleado la férmula (2.31) para la 2-forma df. Entonces se deduce que
Lxp = ix(dB) +d(ixp) en AL (M).
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Por tltimo, supéngase que la proposicién es vélida para w € AX(M) — para hacer una
induccién sobre k. Si f € A(M), fijese que ixf3, B, d tienen grados respectivos 0, 1y 2.
Entonces las derivaciones impares d e ix cumplen las siguientes relaciones:

d(ixp AN w) =d(ixp) AN w+ixp A do,
d(fAw)=dBAw—- B Ado,
ix(BAw)=ixfAw—PAixo,

ix(dBp AN w)=ix(df) ANw+df Aixo.

Como L es una derivacién par, se obtiene:

Lx(PAw)=LxfAw+pALxw
= (ix(dp) +d(ixp)) A w + p A (ix(dw) + d(ixw))
=ix(df AN w)—df Nixw+ B Ad(ixw)
+d(ixf ANw) —ixfAdo+ p Aix(dw)
=ix(df AN w) —d(f ANixw)+d(ixp A o) —ix(f Adw)
= ix(d(B A ©)) +d(ix (B A ).

Cada elemento de A+! (M) es una suma finita de formas de tipo f A w. Entonces (2.40)
es véalida para elementos de A**1(M); la proposicién sigue por induccién sobre k. O

» La derivada de Lie Ly define un operador, no solamente sobre formas, sino sobre un
tensor de cualquier especie, como la derivada en ¢t = 0 de una preimagen del tensor bajo
el flujo de X. Dicha derivada serd nula si (y solo si) el flujo de X deja el tensor invariante.
Toda vez que el campo vectorial X sea completo, se define Lx como sigue.

En tensores covariantes cualesquiera se define la imagen inversa «; como en la
Definicién 2.22; en tensores contravariantes se reemplaza «; por la imagen directa (a—_;).
bajo el flujo en reverso t — a_; generado por —X. El cambio de signo es necesario pues
las acciones de «; y ;. son contragredientes, como evidencia la féormula (2.24).

Definicion 2.38. Sea X € X (M) un campo completo, con flujo { a; € Diff(M) : t € R }.
SiY € X(M) es otro campo vectorial, su derivada de Lie LxY € X(M) se define como

d
LxY = — _1)xY.
X dt tzo(a t) ¢

Lema 2.39. Si X,Y € X(M), entonces LxY = [X,Y].

2-25



MA-870: Geometria Diferencial 2.5. La derivada de Lie

Demostracion. Para cada f € C* (M), las Definiciones 1.57 y 2.33 muestran que

d d d
e (=g vfeanom=v(5| seai)r | viow
=Y(L-xf)+Lx(Yf)
=Y(-Xf)+X(Yf) = [X,Y]f. O
En el desarrollo del calculo (2.42), se obtuvo otra formula tutil:
XB(Y) = Lxp(Y) + B([X. Y]), (2.43)

para todo Y € X(M), B € A'(M). Fijese que esta es otra especie de regla de Leibniz,
pues dice que Lx(S(Y)) = LxB(Y) + B(LxY).

Proposicién 2.40. Si X,Y € X(M) y B € AY(M), se verifica:

Lx(Lyp) = Ly(Lxp) = Lixy) B (2.44)

Demostracion. Empleando la identidad de Cartan (2.40), la férmula (2.31), la identidad
de Jacobi (1.25b) y la férmula (2.43) varias veces, se calcula, para cada Z € X(M):

Lixy) B(Z) = ix ) (dP)(Z) + d(ipx 1 f)(Z) = dB([X, Y], Z) + Z(i|x,v1 P)
(X, Y](B(2)) = Z B(IX, Y]) = B([IX, Y], Z]) + Z B([X, Y])
=X(Y p(2)) - Y(X p(2)) + B([[Y, 2], X]) + p([[2. X]. Y])
= X(LyB(2) + B([Y. Z])) - Y (£xB(Z) + B([X. Z]))
- BUX, [Y, Z]]) + B(LY, [X, Z]])
=X(LyB(2)) + LxB([Y, Z]) = Y(LxB(2)) - LyB([X. Z])
= Lx(Lyp)(Z2) = Ly (Lxp)(Z). O

Corolario 2.41. Si X,Y € X(M) y w € A*(M), se verifica:

Lx(Lyw) = Ly(Lxw) = Lxy) .

Demostracion. Otra consecuencia de la identidad de Cartan (2.40) es la R-linealidad de
la correspondencia X +— Lxf. Por lo tanto, se puede suponer sin perder generalidad
que w € AX(M) para algtn k. El caso k = 0 es un resultado inmediato del Lema 2.34: si
f € C*(M), entonces

Lx(Lyf) = Ly(Lxf) =XYf)-YXf) = [X.Y]f=Lixy f

El caso k = 1 es la Proposiciéon 2.40 anterior.
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Escribase [Ly, Ly] :=Lx oLy —LyoLx.Sife AAM)yw € AK(M), se obtiene

[Lx, Ly](BAw)=Lx(LyfAw+PALyw)—Ly(LxfAw+ P ALxow)
=LxLyfAw+LyBALxw+LxPALyw+ALxLyw
—LyLxBANw—-LxpALyw—-LypALxw—PBANLyLxow
=LxLypAw—-LyLxfAow+BALxLyw—PALyLxw
= L[X,y]ﬁ ANo+pA[Lx, Lyl w.

Si [Lx,Ly]w =L xyjw paraw € AK(M), el despliegue anterior implica que

[Lx: Ly](BAw) = LixyfAw+BALixye=Lixy (B A o).

Cada elemento de A*!(M) es una suma finita de tales f A w. El resultado sigue por
induccioén sobre k. O

Este corolario dice que la correspondencia R-lineal X — Lx, que lleva X(M) en el
espacio vectorial Der*(A®(M)) de derivaciones pares sobre formas diferenciales, es un
homomorfismo de dlgebras de Lie. En efecto, el conmutador de dos derivaciones pares es
otra derivacion par (véase la demostracion de la Proposicion 1.56), asi que Der* (A®*(M))
es un dlgebra de Lie cuyo corchete es el conmutador. Por lo tanto, se puede abreviar la
conclusion del Corolario 2.41 como sigue:

[Lx,Ly] =Lixy; en Der'(A®(M)), paratodo X,Y e X(M).
Hay una férmula andloga en Der* (X(M)):
Lx(LyZ) - Ly(LxZ) = Lixy) Z, paratodo X,Y,Z € X(M).

En vista del Lema 2.39, esto no es otra cosa que una reformulacién de la identidad de
Jacobi, ya notada en la férmula (1.27b).

2.6. Formas cerradas y exactas

Definicion 2.42. Sea M una variedad diferencial. Una forma w € A®(M) es cerrada si
dw = 0. (En particular, si dim M = n, cualquier n-forma es cerrada.)

Se dice que w € A°®(M) es exacta si hay otra forma n € A*(M) tal que w = dp.

Una forma exacta es también cerrada, ya que d(dn) = 0 por el Teorema 2.27. o
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Ejemplo 2.43. En algunas variedades, hay formas cerradas que no son exactas. Considé-
rese la variedad bidimensional M = R? \ {(0,0)}, con la 1-forma

— y X
o= _x2+y2 dx+x2—+yzdy

Los coeficientes de « son funciones singulares en el origen; no es posible extender « a
una forma diferencial sobre R2. Un célculo directo muestra que « es cerrada:

0 - 0
da = — 2y2 dy/\dx+—de/\dy
oy\x?+y ox \ x2 + y?
X2 — y? y? - x2
= + dx ANdy = 0.
((xz+yz)2 (x2+y2)2) T

Si hubiera una O-forma f € C*(M) tal que a = df = (df/dx)dx + (df /dy) dy, seria
df |oy = x/(x* + y?), asi que f(x,y) = arctg(y/x) + c(x), al menos en el semiplano
x > 0, para alguna funcién suave c(x). Al derivar esta relacion con respecto a x, se
obtiene df /dx = —y/(x? + y?) + ¢’(x), por lo cual ¢’ = 0 y por ende c es una constante.
La funcién f(x,y) = arctg(y/x) + c, definida inicialmente en el semiplano x > 0,
puede extenderse al plano cortado R? \ { (x,0) : x < 0}, en el cual la igualdad « = df
sigue vélida. Pero no es posible extender f continuamente a R? \ {(0,0)}; por ejemplo,
lim, | f(=1,¢) = ¢ + & pero lim,yp (=1, ¢) = ¢ — x. Luego no hay f € C* (M) alguna tal
que «a = df; la forma cerrada « no es exacta. O

La obstruccion a la exactitud de « en el Ejemplo 2.43 es topoldgica: la variedad M
tiene un “agujero” en el origen de R?, y la funcién de arcotangente toma valores distintos
en los extremos de un circuito circular que encierra el agujero. Para poder afirmar que en
una determinada variedad cada forma cerrada es exacta, se debe imponer una condiciéon
topoldgica que elimina tales agujeros.

Definicion 2.44. Una parte A C R” es convexa si para cada par de puntos x,y € A, el
conjunto A incluye el segmento [x,y] :={ (1 -t)x+ty:0<t <1}.

Dicese que otra parte B C R” es estelar desde z € B si para cada y € B\ {z}, el
conjunto B incluye el segmento [z, y]. Por ejemplo, el plano cortado del Ejemplo 2.43 es
estelar desde z = (1,0); por otra parte, R? \ {(0,0)} no es estelar, ya que cada segmento
[x, —x] atraviesa el agujero en el origen. Fijese que A es convexo si y solo si es estelar
desde cualquiera de sus puntos. o

Definicion 2.45. Una variedad M es contractible si hay un punto z € M y una funcién
suave F: [0,1] x M — M tal que F(0,p) = zy F(1,p) = p para todo p € M.

2-28



MA-870: Geometria Diferencial 2.6. Formas cerradas y exactas

Al poner f;(p) := F(t, p), se define una familia de funciones suaves f;: M — M, para
0 <t < 1, tales que f; = 1), mientras fy = c, es la funcién constante cuya imagen es el
punto z. Dicese que F es una homotopia (suave) entre las funciones c, e 1y;.

Si un abierto U C R" es estelar desde z € U, entonces U es contractible, porque
F(t,x) := (1 — t) z + tx define una homotopia suave entre c, e 1y. O

Teorema 2.46 (Lema de Poincaré). Cada forma cerrada sobre R" es exacta. En particular;
si w € AF(R™) cumple dw = 0, entonces existe n € A1 (R") tal que w = dp.

Demostracion. Las coordenadas cartesianas de R" son coordenadas locales para la sola
carta de R”. Cualquier w € A¥(R"), no necesariamente cerrada, se escribe como

= Z fidx" A---Adx™® concada f; € C*(R").
1=k

Para cadal C {1,...,n} con |I| = k, definase una forma o; € A¥"1(R") por
k —
o = Z(—l)r_lx” dx"" Ao Adxir A AdxE,

La derivada exterior de cada sumando es dx' A --- A dx', asf que
dop = kdx" A -+ A dx'x.
Sik € {1,...,n}, definase un operador R-lineal Ex_1: C*(R") — C*(R") por

1
Er_1 f(x) ::/0 t*=1 f(tx) dt. (2.45)

Este es un promedio ponderado de la funcién f a lo largo del segmento [0, x]. Se ve que

0
(B () = / 2L (1x) d - Ek( o )(x)
X 0
Ahora se puede definir una forma diferencial hw € A*1(R") por la receta:

ho = ) (Eea fi) or. (2.46)

1=k

Su derivada exterior es

d(ho) = )" d(Ex1 fi) A or+ (Exa fi) doy
|I|=k

=, (Z Ek(%) dxl A o7 + k(B fi) dx A - A dx ),
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mientras

h(dw) = (Z Z of dxd AdXTUA A dxlk)

[Il=k j=1

= Ex xJ dx A - Adx* —dx! A o),
- > S a(Z) )

=k j=1

Al sumar estas dos expresiones, se obtiene

d(ho) +h(dw) = Y (k(Ek )+ fo Ek( of )) At A - A do, (2.47)

T|=k

Para f € C*(R") yk € {1,...,n}, se calcula que

k(E,. 1f)(x)+foEk( f)(x)—/ (ktk 1f(tx)+Zt X (tx))dt

1 t=1
:/ —(tkf(tx)) dt =t* f(tx)| = f(x).
o dt +=0
Al enchufar esta evaluacién en (2.47), se obtiene la relaciéon fundamental:
d(ho) + h(dw) = . (2.48)

La igualdad (2.48) no requiere que w sea cerrada, Ahora bien, en el caso dw = 0, esta
ecuacion se reduce a d(hw) = w, asi que basta tomar 7 := ho. O

Corolario 2.47. Si U C R" es un abierto estelar, cada forma cerrada en A®(U) es exacta.

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata de (2.48), una vez que se
construye un operador lineal que la cumple, h: A*(U) — A®*(U), de grado (-1).

Si U € R" es estelar desde 0, los integrandos en (2.45) para f € C*(U) estan
bien definidos, las integrales Ex_; f existen, y la receta (2.46) define hw € A1 (U). La
demostracién anterior muestra que d(hw) + h(dw) = w para toda w € A*(U).

Maés generalmente, si U C R” es estelar desde z, sea 7(x) := x — z la traslacion de R"
que lleva z al origen. Sea V := {x —z : x € U }; fijese que V es estelar desde 0. Si
w € A*(U), témese 0 := (t71)*w € A*(V), asi que w = r*0. Entonces

0=dw=1"(df) = df=0 < 0=d{ para algin { € AF"1(V).

Por lo tanto, dw = 0 si y solo si @ = dn para algtn 5 := 7*{ € A*1(U). O
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La esencia de la demostracién del Lema de Poincaré es la construccion de las apli-
caciones h de (2.46) — una para cada k = 1,2,...,n — que dan lugar a (2.48). Dada una
homotopia suave F: [0,1] X M — M, se puede modificar la demostracién para obtener
una receta para h tal que

d(hw) + h(dw) = fi o - fjo. (2.49)

Si fo es una funcion constante, vale fw = 0; y si fi = 1y, entonces f'w = w. Por lo
tanto, el Lema de Poincaré es vdlido para toda variedad contractible.

» Considérese el campo vectorial de Euler:

Z:=x) — | e X(R"). (2.50)

El flujo de Z es un grupo uniparamétrico { p; : t € R} de difeomorfismos de R", que
satisface la ecuacion de Euler:

d
a(fOpt)=Z(f0pt); po = lgn.
Su solucion unica es
pi(x) = e'x. (2.51)

Para s > 0, la dilatacién piogs: x > sx cumple f(sx) = pl*ogs f(x). Entonces

! 1
iz(/o Pi‘;gswds) = Z/ filsx) iz(ppg, (dx A -+ A dxi*)) ds

1=k v

k
= Z /1(ﬁ(sx) Z(—l)r—lxir d(sx)i1 A Ad(sx)ir A A d(sx)ik ds
0 r=1

1=k

= Z (/1 s fi(sx) ds) or = ho.
0

I=k

Nétese, de paso, que las formas o7 introducidas en la demostraciéon del Teorema 2.46
obedecen o7 = iz (dx™ A --- A dx'¥).
. . . ) 1
El resultado del célculo anterior puede abreviarse como h = iz o /0 pl*ogs ds. Con

Q= fol pl*ogsa) ds, y luego dQ = /01 pl*ogs(da)) ds, la identidad de Cartan muestra que

d(ho) + h(do) = d(izQ) +iz(dQ) = £,0.
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Por otro lado:

1 1
LzQ = /0 L2(progsw) ds = /0 I tZO(Pt Plogs®) ds
vV od v od
= L ra - (plogrplogsw) ds = A ra o (pllogrsw) ds
1 d u=1
= ‘/0‘ E(ploguw) du = Progu® o = W,

porque limy o piogy (x) = 0 por (2.51). Se concluye que d(hw) + h(dw) = w.

El célculo anterior muestra que fol pl*ogs ds es la transformacion inversa de la derivada
de Lie £7. Como Z genera las dilataciones (2.51), este inverso es un operador integral que
toma un promedio de las dilataciones por factores de escala entre 0 y 1; luego, requiere
que la variedad sea un conjunto estelar donde tales dilataciones pueden actuar.

2.7. Suplemento: cdlculo de Cartan

Lo que sigue es una transcripcién de la Tabla 2.4-1 del libro: Ralph Abraham & Jerrold
Marsden, Foundations of Mechanics, Benjamin/Cummings, Reading, MA, 1978. Se trata
de un resumen ejecutivo del llamado Calculo de Cartan.

En esta tabla, M es una variedad diferencial; X, Y, Z € X(M) son campos vectoriales;
y w,n € A*(M) son formas diferenciales.

1. Los campos vectoriales sobre M con el corchete [X, Y] forman un algebra de Lie;
esto es, [X, Y] es R-bilineal, antisimétrica, y cumple la identidad de Jacobi:

[[X,Y],Z] +[[Z,X], Y]+ [[Y,Z],X] =0.

2. Para difeomorfismos 7y o, valen 7, [ X, Y] = [t.X, 7.Y] y (7 0 0).X = 1.0.X.

3. Las formas A°®(M) son un algebra asociativa real con A como su multiplicacién.
Ademas, w A n = (=1)"y A w para w € AK(M), n € AL(M).

4. Sity o son aplicaciones suaves, valen *(w A ) = w0 AT py (r00)*w = 0" T w.
5. La derivacion exterior d es R-lineal sobre formas y se cumple:

d(dw) =0, dlwAn)=doAn+ (-DFw A dn para w una k-forma.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Para w € AF (M) y campos vectoriales Xy, . .., Xk, vale:

k
do(Xo, ..., X¢) = Z(—1)f'x,-(w(xo, X LX)
j=0
+ D (DY ([X X1, Xor o X, X, X))

i<j
Para r una aplicacién suave, vale 7*(dw) = d(7*w).

(Lema de Poincaré): si dw = 0, entonces w es localmente exacta; esto es, hay un
vecindario U de cada punto en el cual w = dn para algun 7.

ixw es R-bilineal en X, w; y para f: M — R, vale irxyw = fixw = ix(fw). Ademas,
vale ixixw =0y
ix(w An) =ixo A+ (=1Fw A ixn.

Para un difeomorfismo 7: M — N, vale® 7*(ixw) = i;x (" w).
Lxow =dixw + ixdo.
Ly es R-bilineal en X, w; yvale Lx(w An) = Lxw An+w A Lxn.
Para un difeomorfismo 7: M — N, vale 7" (Lxw) = Lyx (T w).
Lxo (X1, .. Xe) = X(0(X1, ... X)) = Ty o (X1, [X X)L X))
Localmente, vale
k
(Lxw)p(v1,...,00) = Dwp - Xp(01, ..., 08) + Z wp(v1,...,DXp - 0j, ..., 0f).
j=1
Las siguientes identidades son validas:

Lrxow = f Lxw +df Nixo,
Lixy)jw = LxLyw — LyLxo,
ixyjw = Lxiyw — iyLxow,

Lx(dw) = d(Lxw),

inxa) = iXLXa).

9Aqui se denota "X = (1), X.
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2.8. Ejercicios sobre formas diferenciales

Ejercicio 2.1. Sea E un espacio R-vectorial con dimg E = nyseao: EXE — R unaforma
bilineal alternante. Demostrar que hay gy, ..., g2, € E¥, linealmente independientes, tales
que
0=g1ANgGa+g3Nga+---+gor_1AGgor.
[ Indicacién: Si o # 0, hay vectores vy, v, € E tales que o(v1,02) # 0. Demostrar que hay
91,92 € E” con g1(01) = g2(0v2) = 1, g1(02) = g2(v1) = 0.
Calcular 6" := o A --- A o (r veces) y verificar que o/ # 0, o"("*1) = 0.

Ejercicio 2.2. La diferencial de una funcién suave f € C* (M) se define como la evaluacion
df: X — Xf para todo campo vectorial X € X(M). Comprobar que df es una 1-forma
sobre M, al demostrar que df : X(M) — C*(M) es C*(M)-lineal.

Ejercicio 2.3. (a) Siw € A**1(M) tiene grado impar, mostrar que » A w = 0.
(b) Sin=dx! Adx?—dx?Adx®+dx3 Adx* € A2(R*), calcular 77 A 7.
Ejercicio 2.4. Si M = R?™ demostrar que la 2-forma
w =dxt Adx?+dx3 Adxt 4+ dP™E A dxPm

es no degenerada: esto es, si w(X,Y) = 0 para todo Y € ¥(R?™), entonces X = 0.

Calcular la 2m-forma o™ := w A - - - A @ (m veces) en las coordenadas x1, ..., x*™.

Ejercicio 2.5. Una matriz A := [a] con entradas en C®(R") determina un juego de
1-formas @' := aldx", parai=1,...,n. Sil := {i1,...,ix} C {1,...,n}, listado en orden

creciente, demostrar que
AN A = ZI]I—k my; dx/t A - A dx,

donde m;; = det Aj; es el menor de la submatriz k X k de A con filas I y columnas J.
Concluir que

al A Ao = (detA)dxt A Adx™
Ejercicio 2.6. En la esfera S"1, las cartas locales (Vi5,4;5) del Ejercicio 1.2 determinan

coordenadas locales (x!,...,xk ..., x"). La férmula siguiente:

n
o= Z(—l)j_lxj dxP Ao Adxd Ao Adxh,
=1

determina una forma diferencial ¢ € A" 1(S"!) en las coordenadas cartesianas de R”".
Calcular la expresion local de o en cada Vki y comprobar que o, # 0 para q € s
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Ejercicio 2.7. Si X,Y € X(M), demostrar que ix o iy = —iy o ix como operadores sobre
A*(M). [ En particular, esto significa que ix o ix = 0. |

Ejercicio 2.8. Si7: M — N y o0: N — R son aplicaciones suaves entre variedades
diferenciales, demostrar que 7* (o) = (o o 7)*n para todo n € A*(R).

Ejercicio 2.9. Sin = gdx! Adx? A--- Adx" en A"(R") ysiz: R" — R" es un difeomor-

fismo con componentes 7 = (71,...,7"), demostrar que
* aTi 1 2 n
7'n = (g o) det pwr) dx" Ndx® A -+ Ndx".
X

Ejercicio 2.10. Si F: R3 — R3y g: R® — R son suaves, definase tres formas diferen-
ciales az € A'(R?), fz € A%(R?), y, € A*(R?) por:

oz = F! dx+F2dy+F3dz,

Bz :=F'dy Adz+F*dz Adx +F°dx A dy,

Yg :=gdx Ndy Adz.

xSt

Con las notaciones usuales V f =gradf, VxF=rotF, V-F =divF, verificar que

agradf = df’ 'Brotl? = daﬁ’ Ydivl? = d'Bﬁ .

Comprobar que las identidades conocidas VxV f=0y V- (% X 13) = 0 son casos
particulares de la nilpotencia d*> = 0 de la derivada exterior.

Ejercicio 2.11. Si f € A?(M), verificar la férmula:
dp(X.Y,Z) = X(B(Y,2)) + Y(B(Z,X)) + Z(B(X,Y))
- ﬂ([X, Y]’Z) - ﬁ([YsZ]sX) - ﬂ([Z9X]s Y)

[ Indicacién: comprobar que el lado derecho es trilineal y alternante en (X, Y, Z); y que
la sustitucién X +— fX multiplica el lado derecho por f € C*(M). Concluir que entonces
basta verificar la férmula dada en una carta local con campos vectoriales basicos. |

Ejercicio 2.12. Si w € A¥(M), verificar la férmula algebraica general para la derivada
exterior:

k+1
do(X1,. X)) = ) (DX (0(X0, o X X))
j=1
3 (D)Mo (X X1, X0, o X Xy X))

i<j
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Ejercicio 2.13. Sia € A'(M) ysi X,Y € ¥(M), comprobar la férmula siguiente:
Lxa(Y) =Xa(Y) —a([X,Y]).

Ejercicio 2.14. Verificar esta férmula algebraica general para la derivada de Lie: para
todo w € AX(M), X € X(M), se cumple

k

Lxw(Xi, .. Xo) = X(0(X, ..., X)) - Z o(X1, .. XX, X)),
j=1

Ejercicio 2.15. Las féormulas de los Ejercicios 2.12 y 2.14 pueden considerarse como unas

definiciones alternativas de las derivadas exterior y de Lie. Con base en estas férmulas
unicamente, comprobar las identidades algebraicas:

d(dw) =0; Lyx=doix+ixod; LxoLy—Lyolyxy=Lxy]-
Ejercicio 2.16. Siw € A*(M), X € X(M), f € C*(M), comprobar las férmulas:
irxw = fixo,
Lexw = fLxow +df Nixo.
[ Indicacién: usar induccién sobre el grado de w. |

Ejercicio 2.17. Si 7: M — N es un difeomorfismo, si X € X(M) y si o € A*(N),
demostrar las identidades:

ix(t"w) =t (ipxw) v Lx(r*w) =1" (L x0).
Ejercicio 2.18. Sin = fdx! A --- A dx" en A"(R"), verificar la férmula:
Lxn=(Xf+fdivX)dx' A Adx",
n .
donde divX := Z a_gf es la divergencia del campo vectorial X = ¢/ 2 e X(R")
—=" oxJ ox/ '

=17

Ejercicio 2.19. Siw € A*(M) ysi X,Y € X(M), verificar la férmula:
ixy|@ = Lx(iyw) —iy(Lxw).
Concluir que Ly (ixw) = ix(Lxw).

.0
Ejercicio 2.20. Si X = a’ pwr y @ = brdx* en el dominio de una carta local de M,
X

comprobar que en ese dominio Ly tiene obedece la férmula local:

- oby oa’
Lya=|a' —= +b; — | dx*.
X ( ox ’axk)
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Ejercicio 2.21. Si G es un grupo de Lie y g = T1G su dlgebra de Lie. Una forma diferencial
n € A*(G) se llama invariante (a izquierda) si A;n = n para todo g € G; en cuyo caso, 17

estd determinada por el elemento 11 € A*(T;'G). Demostrar que a € A'(G) es invariante
si y solo si, para todo X € g, la funciéon a(X) es constante!® con valor a; (X).

Concluir que da es una 2-forma invariante, que cumple la relacién:
da(X,Y) = -1 ([X, Y]).

Ejercicio 2.22. Si {Xj,...,X,} es una base vectorial para el algebra de Lie g, el corchete
de g esta determinado por las combinaciones lineales:

[Xi Xi] = cf; Xi

cuyas coeficientes cfj (para i, j,k = 1,...,n) son las constantes de estructura de g. Se
identifica el espacio vectorial de 1-formas invariantes con el espacio R-vectorial dual
g" == T/G. Si al,...,a" son las 1-formas invariantes tales que {(a')1,..., (™)1} es la
base dual a {X3,...,X,}, comprobar las ecuaciones de Maurer y Cartan:

do = —%cfjai A

Ejercicio 2.23. Definase una matriz de 1-formas sobre GL(m, R) porlareceta Q := g~! dg,
donde g = [g}] € GL(m, R). Verificar que las entradas Q' := (97, dgﬁ? de esta matriz
son 1-formas invariantes sobre GL(m, R).

Comprobar que d(g7!) = —g~'dgg~! para g € GL(m, R) y obtener con esta férmula
una expresidon matricial para dQ2. Cémo se expresan las ecuaciones de Maurer y Cartan
(del Ejercicio 2.22) para este grupo de Lie?

Ejercicio 2.24. Una forma simpléctica sobre M es una 2-forma cerrada no degenerada:'!
weA*(M), dw=0; y w(X,Y)=0paratodoY € X(M) = X =0.

Demostrar que X < ixw es una biyecciéon C*°(M)-lineal entre los C*°(M)-médulos X (M)
y AL (M).

19Este X es el campo vectorial invariante tal que X; = X.
“Sip € M, w, es una forma bilineal alternada no degenerada sobre T, M, cuya matriz es antisimétrica
e invertible; por lo tanto, dim M = dimg T, M es necesariamente par.
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Ejercicio 2.25. Sidim M es pary w € A?(M) es una forma simpléctica, dicese que (M, )
es una variedad simpléctica.

Denotando por (q?,...,q") las coordenadas cartesianas de R”", se suele escribir
(ql, ..»q"; p1,...,pn) para denotar las coordenadas cartesianas de T*R" = R2", Al
definir

w:=dg¢’ Adp; € AX(T*R"),

comprobar que (T*R", ) es una variedad simpléctica.!2

Ejercicio 2.26. En una variedad simpléctica (M, w), un campo X € X(M) se llama un
campo vectorial simpléctico si Lxw = 0. Si X, Y son dos campos vectoriales simplécticos,
demostrar que i[x yjw = df donde f := (Y, X). [ Indicacién: usar el Ejercicio 2.19. ||

Ejercicio 2.27. Dada una variedad simpléctica (M, ), escribase X" := iyw € A (M) para

cualquier X € X(M). La biyeccién X +— X" dada por el Ejercicio 2.24 tiene una biyeccién
inversa a - af : A1(M) — X(M), determinada por la identidad w(a?, Y) = a(Y).

Si f € C*(M), el campo vectorial X7 := (df )¥ € X(M) se llama el campo vectorial
hamiltoniano asociado a la funcién f se ve que ix, 0 = df.

(@) Demostrar que £ Xp0 = 0 (o sea, Xy es un campo simpléctico); concluir que w es
invariante bajo el flujo del campo hamiltoniano X.

(b) SiY € X(M) es un campo vectorial simpléctico, demostrar que

Yf=w(XrY) yademds [Y,Xr]=Xyy.

Ejercicio 2.28. Verificar que el campo vectorial hamiltoniano Xy de f € C*(T*R") esta
dado por

"= o0 00 o o,

con la notacién del Ejercicio 2.25. [ Nétese que

El lado derecho de esta férmula clésica se llama el corchete de Poisson {f,g} de las
funciones f,g € C*(T*R"). |

2Un teorema de Darboux asegura cualquier variedad simpléctica tiene un atlas para el cual w posee
esta misma expresion en cada carta local. Si Q es una variedad diferencial cualquiera, el espacio total
M = T*Q de su fibrado cotangente es una variedad simpléctica.
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Ejercicio 2.29. En una variedad simpléctica (M, w) en general, el corchete de Poisson
es la forma R-bilineal sobre C*(M) dada por {f, g} := Xrg. Comprobar las siguientes
identidades:

{f,g} = a)(Xg, Xf) y ademas [Xf, Xg] = X{f’g} .

Ejercicio 2.30. Si (M, w) es una variedad simpléctica y si f,g,h € C*(M), verificar las
propiedades algebraicas del corchete de Poisson:

{f.9y+1{9.f} =0,
{f:1g, b3} +{g. b f1} +{h{f.9}} =0,
{f.ght = {f.gt h+g{f.h}.

Ejercicio 2.31. Si f,g,h € C*(R3), considérese el sistema de ecuaciones en derivadas
parciales:
or dq op or aq 8p_h

dy a9z 7’ oz ox 7 ox Y
Demostrar que esta ecuacién tiene una solucién — dada por p, g, r € C*(R3) —si y solo si

of 9g oh

+—=+—=0.
ox dy 0z

[ Indicacién: colocar w := fdy A dz+gdz A dx + hdx A dy y usar el lema de Poincaré
en R3. ]
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3 Integracion en variedades

A problem that seems insurmountable is just seemingly so
because we have not asked the right question. You should
always ask the right question and then you can solve the
problem.

— Niels Henrik Abel

La teoria de variedades diferenciales generaliza el calculo diferencial sobre abiertos
de R", dando lugar a las formas diferenciales introducidos en el capitulo anterior. De igual
importancia es el cdlculo integral sobre abiertos de R"”; en ese contexto, los teoremas
clasicos de Green, Gauss y Stokes juegan un papel importante, bajo la ribrica de “andlisis
vectorial”. Esos teoremas son, en el fondo, generalizaciones del teorema fundamental del
calculo en una variable. El objetivo de este capitulo es definir el concepto de integracién
de formas diferenciales sobre una variedad diferencial, e identificar la generalizaciéon
apropiada de dichos teoremas cldsicos.

Un aspecto notable del célculo integral, ya en dimensién 1, es la conocida férmula

a b
/b F(t)dt = - / £y dt (3.1

que expresa la integral de una funcién f sobre un intervalo compacto [a,b] C R. Por
lo tanto, el dominio de integracién es ese intervalo [a, b] dotado de una direccion, que
puede ser a — b o bien b — a. Se habla, pues, de un intervalo orientado; un cambio de
orientacion del dominio conlleva un cambio de signo en la integral.

Un aspecto novedoso de la teoria, entonces, impuesto por la necesidad de formular
y calcular integrales, es la posibilidad (0 no) de asignar una direccionalidad a una
determinada variedad diferencial de manera consistente.

3.1. Variedades orientables

En el célculo del volumen de un abierto V. c R", se suele repartir V en una coleccion
de cubos pequefios que no traslapan — los llamados “elementos de volumen” — para luego
sumar los volimenes individuales de los cubos. El volumen de un cubo o paralelepipedo
rectangular (un producto cartesiano de intervalos) se define como el producto de las
longitudes de los lados incidentes a un vértice particular. Pero en vista de (3.1), se puede
adjudicar un signo al volumen de un determinado cubo. Sia < b en R, se asigna la longitud
(b — a) al intervalo [a,b] :={t € R : a <t < b}. El intervalo degenerado [a, a] = {a}
tendra longitud 0. En el caso a > b, se puede adoptar la notacién [a, b] para designar el
conjunto {t € R : a > t > b } dotado de una longitud negativa b — a = —(a — b).
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Al tomar productos cartesianos de intervalos de R, se puede asignar volimenes
positivos o negativos a paralelepipedos de la misma manera. Este procedimiento se
volveria engorroso al unir juegos de paralelepipedos para formar el “volumen” de V.
Sin embargo, en una variedad diferencial hay un artificio, definido a continuacién, que
simplifica el proceso de asignar volimenes con signo.

Definicion 3.1. Una variedad diferencial M de dimension n es orientable si existe una
forma diferencial de grado maximo v € A"(M) tal que v, # 0 en A"T7M para todo p € M.
Se dice que la n-forma v no se anula.?

Si una tal n-forma v existe, el par (M, v) se llama una variedad orientada; y esa
n-forma v es su forma de volumen. O

Ejemplo 3.2. La variedad diferencial R", junto con la n-forma
vi=dx' Adx® A Adx, (3.2)

es una variedad orientada. Este v es el “elemento de volumen” en integrales multiples. ¢

» Para entender mejor el concepto de orientacién, conviene reexpresar la definicién
anterior en el lenguaje de fibrados. Notese que dimg A"T;M = 1 si n = dim M, asi que

el fibrado vectorial A"T*M —s M tiene rango 1, es decir, cada fibra es una recta real. Se
puede considerar M como una subvariedad de A"T*M, al identificar cada punto p € M
con la imagen de la seccidn cero p — 0 € A"T7M. Al restringir la proyeccion 7 a la

variedad A"T*M \ M, se obtiene un fibrado (A"T*M \ M) M, cuyas fibras son las
“rectas perforadas” A"T; M \ {0}; su fibra tipica es R* = R\ {0}. Fijese bien que esa fibra
tipica tiene dos componentes conexos, los intervalos abiertos (—oo, 0) y (0, o).

Una n-forma v € A"(M) que no se anula es precisamente una seccion suave del fibrado
(A"T*M \ M) =5 M.

Proposicién 3.3. Una variedad orientada (M, v) posee un atlas A = { (Uy, ¢g) : @ € A}
donde toda funcién de transicion ¢g o ¢ : ¢o(Uy N Up) — ¢p(U, N Up) tiene jacobiano
positivo.

Demostracion. El jacobiano de una funcién de transicion entre dos cartas locales (U, ¢)
y (V,¢) de M tales que U NV # 0, es una funcién suave que no se anula en ¢(U NV),

i

0
J(o ¢ i=det| L] e R (3.3)

X

<z . . 4 .
'La n-forma v € A"(M) es una seccién del fibrado vectorial de rango uno A"T*M — M. Decir que
v no se anula es afirmar que v es disjunta de la “seccién cero” p — 0.
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(Véase la discusién antes del Ejemplo 1.31.) En cada componente conexo de ¢(U NV), el

jacobiano toma valores positivos exclusivamente, o bien valores negativos solamente.
Sea (U, ¢) una carta local de M para la cual U es conexo, con coordenadas locales

(x%,...,x™). Como vy # 0 para cada p € U, la n-forma local v|y se escribe como

vlg = fdxt Ao Adx",

donde la funcién f € C*(U) no se anula. Como U es conexo, bien f(q) > 0 para todo
q € U, o bien f(q) < 0 para todo q € U. Sea (U, 0) la carta local de M con el mismo

dominio U pero con 8 = (z!,...,z") dado por
(2L 2 n) (x4, x%,...,x"), sif>0enU,
z4,2%...,72") = .
(—xhLx?%...,x"), sif<OenU.
Nétese que dzF = dx* para k = 2,...,n; mientras dz' = +dx! con signo negativo si y solo

si f < 0; esto implica que
vl =gdz' A---Adz", con g¢(q) :=|f(q)| > 0 para todo g € U.

Ahora@ =¢sif>0enU;perof =po¢gsif <0enU,donde p es una reflexion (lineal
e invertible) de R".

Dado un atlas {(Uy, ¢s) }aca de M con cada U, conexo (sin perder generalidad),? las
cartas correspondientes (Uy, 8,) forman un nuevo atlas, compatible con el original.

Si (V,¢), con ¢y = (y,...,y"), es otra carta del atlas modificado {(Uy, 8,)}aca con
U NV # 0, hay un cambio de variable:

n

oyl 9 .
Ay A ndy = Zdgh A A g
az]l az]n

al an ai
Zé‘] y. ---L.dzl/\---/\dz”:det i dz' A - A dZ"
Jz)h d

dz/n 2
[J|=n
=J(o0 YHdzt Ao Adz", (3.4)
donde ¢; = 0 si la lista (js, ..., j,) tiene repeticiones — por cancelacién de dz’ A dz/ = 0;
y sino, ¢; es el signo de la permutacién (1,...,n) — (ji,..., j,). En U NV, vale

V|UmvZhdyl/\-~-/\dy"=gdzl/\-~~/\dz",

asique J(f o0 1) =g/h>0enUNV,puesg>0enUyh>0enV. O

?Si U no es conexo, sea U = |J; V; su expresién como unién de componentes conexos (los cuales
son abiertos de M porque ¢(U) € R" es un espacio topoldgico localmente conexo). Luego, se puede
reemplazar la carta local (U, ¢) por el juego de cartas locales (Vj, ¢|v;); de esta manera se obtiene otro
atlas, compatible con el original, en el cual cada dominio de carta es conexo.
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En la demostracién anterior, el cambio de atlas se rige por las alternativas 6, = ¢,
o bien 6, = p o ¢,; en cada carta se elige uno u otro segtn el signo del coeficiente
fo € C*(Uy,) de la 1-forma local v|y,. Sin embargo, en la ausencia de una n-forma que
no se anula, no siempre es posible elegir estas opciones de manera consistente.

Ejemplo 3.4. Considérese el plano proyectivo RP? con el atlas del Ejemplo 1.14. Hay tres
cartas (Uj, ¢;) y el jacobiano de una de las funciones de transicién fue calculado en el
Ejemplo 1.31:

J(g2o¢7h) =~y #0 para y' #0.

En este caso, los dominios de cartas U; son conexos pero las intersecciones U; N Uy son
disconexos: ¢1(U; N Uy) es la unién de dos semiplanos abiertos {y! > 0} y {y! < 0};
para otro par de cartas, el cambio podria dar jacobiano —(y?)~3 en semiplanos {y? > 0}
y {y?> < 0}. En todo caso, con o sin la reflexion p: (y,y?) — (-y!,y?), el jacobiano
siempre tomard valores positivos en un semiplano y negativos en el otro.

Se concluye que no es posible modificar este atlas por reflexiones para obtener ja-
cobianos positivos de las funciones de transicion. En vista de la demostracién anterior,
no puede existir una 2-forma sobre RP? que no se anula: se concluye que la variedad
diferencial RP? no es orientable. o

La Proposicion 3.3 tiene una inversa (la Proposicién 3.6 abajo): un atlas de M para el
cual todos los jacobianos son positivos establece la orientabilidad de M. La construccién
de la n-forma v depende del siguiente concepto topolégico.

Definicidn 3.5. Sea X un espacio topolégico metrizable y separable. Una particion de
la unidad es un juego de funciones continuas h,: X — [0, 1], tales que:

(@) hay abiertos V,, tales que sop(h,) C V, para cada «, que forman un cubrimiento
localmente finito de X; es decir, cada x € X posee un vecindario abierto W tal
que W NV, # 0 solo para un nimero finito de indices «;

(b) >, ha(x) =1 paratodo x € X.3

Una particién de la unidad de una variedad diferencial M se llama suave si cada funcién
h, es suave; y se dice que la particion {h, } es subordinada al cubrimiento abierto {V,}. ¢

Un espacio metrizable y separable siempre posee una particién de la unidad continua,
con conjunto indice numerable.

3La finitud local (a) implica que la sumatoria en (b) es una suma finita en cada x € X: se puede
escribir ), hy(x) = 1 sin incurrir en problemas de convergencia.
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Si M es una variedad diferencial, se puede elegir los V, como dominios de cartas de
un atlas de M; y se puede tomar cada h, € C*(M), a la luz de la discusion que sigue al
Ejemplo 1.28. En resumen: cada variedad diferencial M posee una particion de la unidad
suave, subordinada a un atlas de M.

Proposicion 3.6. Si una variedad diferencial M posee un atlas tal que todas sus funciones
de transicion tienen jacobianos positivos, entonces M es orientable.

Demostracion. Por hipétesis, hay un atlas 2 = {(Uy, ¢) }aca de M tal que J(¢go ¢, >0
en ¢, (U, N Up) toda vez que U, N U # 0. Sea { hy, : « € A} C C*(M) una particién de
la unidad suave subordinada al cubrimiento abierto { U, : « € A} de M. Definase unas
n-formas v(,) € A"(M) por

V(“)|Ua = hodx} A--- Adx?; 0.

V(a) |M\Ua =
Nétese que v(,) estdn bien definidas porque h, = 0 en un vecindario abierto de M \ U,,.

La siguiente suma:
V= Z V(a)

a€cA
es localmente finita (es decir, la restricciéon del lado derecho a algiin vecindario W de
cualquier p € M es una suma finita) y por ende define una seccién suave p +— v, del
fibrado vectorial A"T*M —— M. Esto demuestra que v € A"(M).
La expresion local de v en U, tiene el siguiente aspecto:

v, =(ha + 3 g (g ¢;1>) dxt Ao A dal,
P*a

al usar la férmula (3.4) para efectuar los cambios de coordenadas. Esta sumatoria es
localmente finita, y por lo tanto la expresidn entre paréntesis converge a una funcién
suave f, € C*(U,). Como 0 < h, < 1y cada 0 < hg < 1, y por hipdtesis

J(ppody') >0 en {qeU,:hg(q)>0}CU,NUp,

se concluye que la suma cumple f, > 0 en U,.
Ademas, si g € Uy, entonces

fa(@) =0 = hy(q) =0 y hg(q) =0 para cada f,

lo cual es imposible pues hy(q) + 2 g+ hp(q) = 1. Se concluye que f, > 0 en U,, para
cualquier @ € A. En consecuencia, la n-forma v no se anula en U,. Como los dominios
U, recubren M, se ve que v no se anula en todo M.

Por lo tanto, (M, v) es una variedad orientada. O
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Corolario 3.7. Sea M una variedad orientable y sean u, v € A"(M) dos n-formas sobre M
que no se anulan. Entonces hay una funcion h € C*(M) tal que u = hv, con h(p) # 0 para
todo p € M. El signo de la funcidn h es constante en cada componente conexo de M.

Demostracién. Para carta local (U, ¢) de M, hay funciones f;, gy € C*(U) tales que
vip = fudxt Ao A dx", plu =gudx Ao Adx™,

con f # 0, g # 0 en U. Coldéquese hy := gy /fu € C*(U).

Si (V, ) es otra carta local, entonces fy = fy J(Yod™ ) ygy = gu J(Yop™1)enUNV,
asi que hy = gv/fy = hy en U N V. Por lo tanto, hay una funcién suave h € C* (M) tal
que h|y = hy para cada carta (U, ¢). Como ningun hy se anula en U, la funcion global h
no toma el valor 0 en punto alguno de M.

Sin perder generalidad, se puede suponer que cada dominio de carta U es conexo.
Luego fy, gu y por ende hy no cambian de signo en U. Como los U recubren M, cada
punto p € M posee una vecindario V para el cual signo(h)|y es constante. En otras
palabras, signoh: M +— {—1,+1} es una funcién continua localmente constante.

En particular, {p € M : h(p) > 0} = (signo h)"!(+1) es una unién de componentes
conexos de M. O

Escolio 3.8. Sea M una variedad orientable y conexo. Si p, v € A™"(M) son n-formas que
no se anulan, entonces p = hv, con h > 0 en M o bien h < 0 en M. =|

Definicion 3.9. Si M es una variedad orientable, dos n-formas p, v € A"(M) que no se
anulan son equivalentes, jt ~ v, si p = hv para algun h € C*(M) con h > 0 sobre M. Si
M es también conexo, solo hay dos clases de equivalencia: ; ~ v o bien y ~ —v, por el
Escolio 3.8. Si M es disconexo, con k componentes conexos, entonces hay 2 clases de
equivalencia. Cada clase de equivalencia [v] se llama una orientacion sobre M. o

Ejemplo 3.10. Cada permutacion o € S, reordena las coordenadas cartesianas de R".
En vista de la relacion

dx®D A A dx®™ = (=1)%dxt A - A dXh,
la accién de o preserva o cambia la orientacion usual de R" seguin ¢ sea par o impar. ¢

Lema 3.11. Sea (M, v) una variedad orientada con dim M = n, y sea N una subvariedad
de M con dim N = n — 1; dendtese por j: N — M la inclusién.* Si hay un campo vectorial
X € X(M) tal que X, ¢ T,j(T,N) para todo p € N, entonces N es orientable: j*(ixv) es
una forma de volumen sobre N.

4Se dice que la subvariedad N tiene codimension 1 en M.

3-6



MA-870: Geometria Diferencial 3.1. Variedades orientables

Demostracion. Nétese que ixv € A" 1(M); en consecuencia, j*(ixv) € A" 1(N) es una
forma diferencial de grado méximo sobre N. Si p € N, sea {v1,...,0,-1} una base
de T,N y escribase wy. := T, j(vx). Los vectores wy, ..., wn_1 € T,j(T,N) son linealmente
independientes por ser T, inyectivo (porque la inclusion de la subvariedad j: N — M
es una inmersién). Luego {Xp, wi1,...,Wp_1} €s una base vectorial de T,M. Ahora

(" (ixv)p(o1, ... 00-1) = (ixV)p(Wi, .o, Wao1) = Vp(Xp, W, ..., wpo1) # 0,

pues v, # 0 en A"T M. Se concluye que (j*(ixv))p # O en A”‘lTp*N para todo p € N.
Esto dice que la (n — 1)-forma j*(ixv) no se anula sobre N. O

Para una superficie N ¢ R3, el espacio vectorial T,j(T,N) puede visualizarse como
el plano tangente a N en el punto p; el vector X, corresponde a una direccién en R23 que
sale de ese plano. Si esta direccion es perpendicular al plano tangente en cada p € N, se
describe { X, : p € N } como un “campo de vectores normales no ceros” sobre N. Hay
superficies no orientables, como la franja de Mobius, para los cuales esto es imposible:
cualquier campo de vectores normales debe anularse en algtin punto de la superficie.

Ejemplo 3.12. La esfera S*! es una subvariedad de R" \ {0}; y el campo de Euler
Z = xkﬁ definido en (2.50) no se anula en R" \ {0}. Obsérvese que

izv=iz(dx* A--- Adx") = Z(—l)k_lxk Al A AdxK Ao A dx™, (3.5a)
k=1

La esfera estd dada por S"! = f~1(1), donde f(x) := (x!)?+- - -+(x")2. Evidentemente,
feC(R").SipeS"yY, € T,j(T,S" "), entonces Y, f = Y,(1) = 0.

Pero Zf = 2f, ya que f es un polinomio cuadratico, y por lo tanto vale Z,f = 2
para p € S™L. Esto implica que Z, ¢ T,j (TPS”_l). Del Lema 3.11 se deduce que la forma
diferencial

o:=j"(izv) € Art(smh (3.5b)

es una forma de volumen sobre S™!. En particular, la esfera S"~! es orientable.

El lado derecho de (3.5a) expresa o en las coordenadas cartesianas de R". El pullback
de izv bajo j* permite interpretar {x?, ..., x"} como un juego de coordenadas locales para
la esfera — pero se debe notar que en cada carta local de S™ una de esas coordenadas
es redundante. Para ese efecto, conviene emplear las cartas hemisféricas (Vki, tﬁ,f) del
Ejercicio 1.2. En cada carta, la coordenada extra debe expresarse como una funcién de
las otras mediante la ecuacién f(x) = 1. O
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3.2. Integrales de n-formas

Definicién 3.13. Sea wg = fdx! A --- A dx" una n-forma sobre un abierto V C R". Su
integral sobre V es el nimero real

/a)oE/--~/f(x1,...,x”)dx1/\--~/\dx" (3.6)
1% v

obtenido por el proceso iterativo usual. (La funcién coeficiente f de w es suave, pero el
lado derecho de (3.6) tiene sentido para una clase mds amplia de integrandos.)>

En detalle, esta “integral iterada” se define como sigue. Sea V; := pr; (V') la proyeccién
de V sobre el eje x1; y sea

v = (X% .., x") e R (xh, %2, ..., x") € V paraalgtinx' € V; }

la proyeccién de V sobre el complemento ortogonal (Re;)*. Definase f;: V(Y — R por
la integral:

A3 x") = [/ Fixt o x™) dxd,

Si V15 := pry(V(D), definase de modo similar:

3 ny ._ 2 n 2
fia(x?, .. x") = Al x") dx”,
V12
y asi sucesivamente. En resumen, se calcula la integral de f(x!,...,x") respecto de las
variables x!,...,x" consecutivamente; en cada paso, al integrar con respecto a x/, se

dejan fijas las variables subsiguientes. La integral resultante (3.6) estd bien definida si
todas las integraciones intermedias convergen, y su valor no depende del orden de las
variables de integracién. O

Definicidon 3.14. Sea (M, v) una variedad orientada con dimM = n y sea w € A"(M).
En una carta local (U, ¢) de M, sea w|ly = fdx! A --- A dx" la expresién local de w.
Entonces w|y = ¢*wp, donde wy es la n-forma en ¢(U) que posee la misma expresion
local — conviene recordar que (xl, ...,x") son las coordenadas cartesianas en el abierto
¢(U) C R". Definase la integral de w sobre U por la férmula:

/ = /¢*a)o ::/ wo |= f(xl,...,x")dxl/\.../\dxn (3.7)
v v $(U) S(U)

cuyo lado derecho estd dado por la integral multiple ordinaria (3.6). O

SEstas integrales iteradas son integrales de Lebesgue, en principio. En cada caso el integrando es una
funcién suave, y por ende su integral de Lebesgue coincide con su integral de Riemann, quizas impropia:
esas dos integrales coinciden cuando el integrando es continuo y su valor absoluto tiene integral finita.
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No es obvio si /U w estd bien definida, porque el lado derecho de (3.6) depende de la
carta (U, ¢). Considérese entonces otra carta (V, ) para M, con U NV # (0, donde

olyoy = F X dxt A A dx" =gyt Y Ayt A A dy”

son las dos expresiones locales para w en U N V. Para que /U v @ sea independiente de
las cartas, hace falta comprobar que:

/ f(xl,...,x")dxl/\---/\dxnz/ gyt oy dyt Ao Ady. (3.8)
p(UNV) y(unv)

El jacobiano de la funcién de transicién J( o ¢~1) no se anula en ¢(U N V), asi que
g(y) = g( o ¢~ (x)) en esa regién de R". Los elementos de volumen transforman segin
la receta (3.4), y se deduce que

9@yt A ndy" =g o)) J(Po¢TH () dxt A Adx",

Esto implica que

f()=g(o¢™ (x))J(Yo¢™)(x) paratodo xe€pUNV).

Basta entonces comprobar lo siguiente, para g suave pero arbitraria:

/ g dyt A A dy" = / 9o (X)) JWod ) (x)dx' A Adx".
Y(UNV) d(UNV)

(3.9)
Esta formula es la regla usual de cambio de variable en integrales multiples, toda vez que

el jacobiano aparece a la derecha en valor absoluto. Al ser (M, v) una variedad orientada,
es necesario y suficiente exigir que su atlas sea compatible con la orientacién, esto es,
que todos los jacobianos sean positivos. En efecto, por las Proposiciones 3.3 y 3.6, se puede
suponer que J(1 o ¢~1)(x) > 0 en (3.9), sin perder generalidad. El contexto apropiado
para definir integrales de n-formas es el de una variedad orientada (M, v).

Definicion 3.15. Sea (M, v) una variedad orientada. Sea 2 = {(Uy, ¢s)}aca un atlas
de M cuyas funciones de transicién tienen jacobianos positivos, y que ademas cumple
vly, = fadx! A -+ Adx" con f, > 0 en C®(U,) para cada carta local. Sea { h, : @ € A}
una particiéon de la unidad suave y localmente finita con sop(h,) C U, para cada a € A.
Si w € A"(M), entonces w = ), hyw. No es dificil comprobar que la suma };, fUa(haa))
no depende de la particién de la unidad empleada. Entonces se define la integral de la
n-forma w sobre M (relativa a la orientacién dada) por

/Mco::Za:'/Ua(haw). ¢
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Proposicién 3.16 (Cambio de variables). Sean (M, v)y (N, p) dos variedades orientadas
de la misma dimension ny sea : M — N un difeomorfismo que preserva la orientacion:
es decir, T*p ~ v en el sentido de la Definicion 3.9. La integral sobre M del pullback de una
n-forma coincide con su integral original sobre N:

/r*r]:/n para todo n € A"(N). (3.10)
M N

Demostracién. Si (V, 1) es una carta local para N, sea (U, ¢) una carta local para M tal
que 7(U) = V; escribase 0 :=y ot 0 ¢ : ¢(U) — (V). La igualdad 7*p ~ v implica
que es posible elegir estas cartas — en atlases apropiados para M y N — de tal manera que
el jacobiano JO sea positivo.

Sea |y = g(y) dy' A --- A dy" la expresién local de n en V. Entonces la expresién
local de 7¥np en U es

'l = 9(0(x)) JO(x) dx" A--- Adx", donde x=07(y).

Ahora la regla (3.9) de cambio de variable en integrales multiples muestra que

/77=/ g(y)dyl/\‘--/\dy”:/ g(@(x))]@(x)dxl/\---/\dx"=/T*17.
14 (V) #(U) U

El resultado sigue de la Definicién 3.15, al emplear una particion de la unidad {hg}qea
sobre N; su preimagen {h, o T},c4 €s otra particiéon de la unidad sobre M. O

Fijese bien que la “formula de cambio de variables” (3.10) es concordante con la
férmula (3.7) que define la integral en una carta local. En efecto, si vy = dx1 A -+ Adx™
es la orientacion usual de R", entonces ¢: U — ¢(U) es un difeomorfismo tal que
vlg ~ ¢‘1(v0|¢(U)) en la situacién de la Definicién 3.14. En otras palabras, (3.7) es un
caso particular de la férmula general (3.10).

3.3. Simplices y cadenas

El célculo de integrales miiltiples en abiertos de algin R" fue generalizado por la
Definiciones 3.14 y (3.15) a la integracién de n-formas sobre variedad orientada M de
dimension n. Se debe tomar particular nota de la férmula (3.9) de cambio de variable,
que muestra que la integral no depende de la parametrizacion usada, toda vez que esta
sea compatible con la orientaciéon de M.
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En cambio, para las integrales de linea y las integrales de superficie, generalizadas a
casos de n variables, los integrandos son k-formas con k < n. Por consiguiente, sus regio-
nes de integracion deben ser también k-dimensionales. (No es necesario que estas sean
subvariedades de la variedad ambiente M.) En esta seccidn se investigard la naturaleza
de tales regiones de integracion.

» Conviene empezar con regiones poligonales en R", para luego generalizarlas mediante
cambios de parametrizacidn.

Definicion 3.17. Un conjunto finito {po, p1, ..., px} de puntos en R" es afinmente inde-
pendiente si las diferencias p; — po, p2 — po, ---, Px — Po son vectores linealmente
independientes. (Para eso, es necesario que k < n.) Una combinacion afin de los
puntos p; es una suma de la forma

k
Ztipi:tOPO"'tlpl"'"""tkpk con ty+tp+---+1t=1.
i=0

Una combinacion convexa de los puntos p; es una combinacion afin con coeficientes no
negativos:

k

k
Z tip; = topo + t1p1 + - - - + txpx, con Z ti=1 ycada t; > 0. (3.11)
i=0 i=0

Una parte C C R" es convexa si incluye el segmento

[xyl={(1-t)x+ty:0<t <1}

que une cualquier par de sus puntos: x,y € C = [x,y] € C. La totalidad de las

combinaciones convexas (3.11) del conjunto finito {po, p1, . . ., px} es obviamente convexa;
esta es su envoltura convexa,® denotado por [po, p1, ..., pr]l 0 A(po, - - -, Pr)- O
Definicion 3.18. Un k-simplice” en R" es la envoltura convexa o := A(po, ..., pr) de

(k + 1) puntos afinmente independientes en R".
El k-simplice estandar en R" es

A_k :=A(0,eq,...,eL), (3.12)

donde eq, ..., ex son los primeros k vectores de la base estdndar de R".
Se identifica R" con el subespacio lin{ei,...,e,) de R™!, de esa manera, AF no
depende del espacio ambiente R" siempre y cuando n > k. O

®Una definicién equivalente del la envoltura convexa de C es: la interseccién de todos los conjuntos
convexos C’ € R" tales que C € C'.
7Algunos libros escriben simplex (del Nuevo Latin; su plural es simplicia) en vez de “simplice”.
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Definicion 3.19. Una k-cadena simplicial en R" es una suma formal de k-simplices con
coeficientes enteros:

C=ay0o1+---+a,0,, con ai,...,a, €72,

donde o1,...,0, son k-simplices en R". La totalidad de tales k-cadenas simpliciales,
denotada por Sx(R"), es el Z-mddulo (o grupo abeliano libre) generado por todos los
k-simplices en R".

El borde de un k-simplice o = A(po, . . ., px) es la (k — 1)-cadena simplicial siguiente:

k
90 = Z(—1)f AP0, .. -> Pjs - -1 PE)- (3.13)

Jj=0

Se extiende o0 por Z-linealidad a las k-cadenas:
a(a101 + -+ a,-O'r) :=a1001 + -+ a,d0;.

De esta manera, d: Si(R") — Sx_1(R") es un homomorfismo de grupos abelianos. En el

caso k = 0, se define dA(pyp) := 0, el cero del grupo trivial S_1(R") := {0}. O
p2
— +
———o
Po p1 Po P1

Figura 3.1: Un 1-simplice y un 2-simplice con sus bordes

Ejemplo 3.20. Un 0-simplice A(po) es el punto {po} C R". El O-simplice estandar es el
origen: A° = {0}.

Un 1-simplice A(po, p1) es el segmento [po, p1]. Su borde es la diferencia dA(po, p1) =
A(p1) — A(po). Fijese que dA(p1, po) = —dA(po, p1); ese cambio de signo se indica, en la
Figura 3.1, al decorar [po, p1] con una flecha de py a p;. O

Ejemplo 3.21. Un 2-simplice es un tridngulo A(po, p1, p2) = [po, p1, p2]. Su borde es
OA(po, p1. p2) = A(p1, p2) — A(po, p2) + A(po, p1)

= A(p1, p2) + A(p2, po) + A(po, p1)- (3.14)
Esta es la suma formal de sus tres lados, recorridos en el sentido determinado por la
orientacion inicial de sus vértices: véase la Figura 3.1. o
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En la férmula (3.14), se ha escrito A(p2, po) = —A(po, p2), en vista de la igualdad
OA(p2, po) = —9A(po, p2) en el ejemplo anterior. Resulta conveniente, entonces, adoptar
el convenio de signo de que una permutacién z de los vértices de un k-simplice preserva
o0 revierte su signo, seglin sea ;r para o impar:

AP0y, Pr(1)s - - - Prk) = (=1)" A(po,...,px) para € Sy . (3.15)

El signo de un k-simplice, considerado como una k-cadena con un solo término, tiene
una interpretacién geométrica. Es posible cambiar el orden de los vértices mediante un
numero finito de reflexiones de R" que intercambian dos vértices mientras dejan fijos
los demads. Sea & € Si4q el producto correspondiente de transposiciones de los vértices.
El producto de las reflexiones modifica la forma de volumen v de R" en (—1)"v. Por lo
tanto, el signo en (3.15) es +1 si y solo si la renumeracién de los vértices preserva la
orientacion dada de R".

Ejemplo 3.22. El borde del k-simplice estdndar AX es

k-1
AF = Aler,. .. ex) + Z(—1)f A0, e1,....E. .. e) + (~1)FAFT, (3.16)
=)
En particular, 0A! = A(e;) — A; y ademds 9A? = A(eq, e2) — A(0, ) + AL, o

Lema 3.23. Si C € Si(R") es una k-cadena simplicial, entonces d(9C) = 0 en Sp_o(R").

Demostracién. Basta comprobar que d(do) = 0 para un k-simplice o = A(po, . . ., px):
k .
8(90) = ) (=1YaA(po..... 7. px)
=0
= Z(_l)i#A(pO,,,,,[)\i,...,[)},...,pk) +Z(_1)i_1+jA(p0’---’E’---’E’---’Pk)
i<j i>]

— Z((—l)”j +(=1)"™) A(po, ..., Pir-- - Pjs---»Pk) =0 Ppor cancelacién.
i<j
En la primera sumatoria del segundo rengldén, hay i vértices antes de p;, mientras que en
la segunda hay (i — 1) vértices antes de p;. Es oportuno reorganizar la segunda sumatoria
con el cambio de indices i «» j. Entonces, entre las dos sumatorias, se repiten los términos
con signos opuestos. O

Todos los k-simplices en R¥ estdn relacionados mediante transformaciones afines
de R*. [ Una transformacién afin de R* es una biyeccién que lleva rectas en rectas; como
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tal, es la composicién de una aplicacién lineal invertible y una traslacién, x +— Ax+o con
A € GL(k,R), v € RF.] En efecto, si po, ..., pr son afinmente independientes, hay una
tinica transformacién afin s de R* tal que s(e i) =pjpara j=0,...,k. En consecuencia,

s(A%) = A(po, - . .. pr).-

En otras palabras, la imagen del A* bajo s es el conjunto convexo [po,...,pr]; v si
s(x) = Ax + v, el signo =1 de A(po, - - ., px) es el signo de (det A).
La férmula (3.16) para el borde del k-simplice estdndar se puede abreviar como

k
oNF = Z(—l)j sh(akh, (3.172)
=0
donde las aplicaciones faciales s : R*"! — R¥, para j = 0,...,k, son las aplicaciones

afines determinadas por los vértices, de esta manera:

0 sij>0, e; sii<j,

. Sf(ei) = L (3.17b)
e; sij=0, eiy1 Sii=j.

k —

s;(0) :=

Nétese que s’l: = 1; es la aplicacién identidad sobre R*. Ademas, la lista de vértices
{sf(O), s}‘(el), .. .,sf(ek_l)} omite el vértice e; de A¥; entonces, el simplice sf(Ak_l) esla
faceta de A opuesto al vértice e . La cadena dAF es 1a suma alternada de estas facetas.

» Los dominios de integraciéon de k-formas sobre una variedad generalmente no son
cadenas simpliciales, pero comparten la estructura combinatoria de esas cadenas. Una
generalizacién apropiada de las cadenas simpliciales consiste en reemplazar las imagenes
afines de los A* por sus imagenes bajo funciones suaves.8

Definicidén 3.24. Sea M una variedad diferencial. Si k € N, un k-simplice singular
(suave) es una funcion suave o : A — M cualquiera. (Por funcién suave con dominio Ak ,
se entiende la restriccién a AF de una funcién suave o: V — M cuyo dominio es un
abierto V con Ak c V C R¥)

Una k-cadena singular (suave) en M, con coeficientes reales, es una suma finita
formal ¢ = }}_; a;03, con a; € R, donde los o; son k-simplices singulares (suaves) en M.
La totalidad de k-cadenas singulares en M se denotara por Si(M, R); este es el espacio
R-vectorial generado por los k-simplices singulares. o

8Habria mas flexibilidad si se usara imagenes continuas de los AF en vez de imagenes suaves solamente.
Eso permitiria considerar dominios de integraciéon menos regulares, si fuera necesario.
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Definicién 3.25. El borde de un k-simplice singular o: A¥ — M es la (k — 1)-cadena
singular definido por

k
o0 = Z(—l)j oo sf Y M, (3.18)
j=0

donde las aplicaciones faciales (3.17b) se interpretan como funciones sj? s A1 5 AR
Al extender (3.18) por linealidad, se obtiene el borde de una k-cadena singular:

r

,
c:Zaia,- il @::Zaiao'i.
i=1

i=1

Entonces (3.18) define una aplicacién R-lineal 9: Sp(M,R) — Sx_1(M, R).

Un O-simplice singular es un punto de M: si p € M, se identifica p con la tinica funcién
o: A® — Mtal que 0(A°%) = p. Como dA® = 0 por regla, se declara que S_; (M, R) := {0}
y se pone dc := 0 para ¢ € So(M,R). O

Lema 3.26. Si c € S¢(M, R) es una k-cadena singular, entonces
d(dc) =0 en Si_o(M,R).

Demostracion. A partir de las férmulas (3.17) y (3.18), la demostracién del Lema 3.23 se
traduce directamente en un calculo que da d(do) = 0 por cancelacion. Por linealidad, se
obtiene d(dc) = 0 para una k-cadena c cualquiera. O

Definicién 3.27. Un k-ciclo singular es una k-cadena singular c tal que dc = 0. La
totalidad de k-ciclos es un subespacio R-vectorial de Sy (M, R), denotado por

Zk(M, R) = {C € Sk(M, [R) :dc = O}.

En particular, se ve que Zo(M,R) = So(M, R).
Un k-borde singular es el borde de una (k + 1)-cadena singular; el subespacio

Bi(M,R) := {0b : b € Spy (M, R) }

de los k-bordes cumple By (M, R) C Zi (M, R) para todo k, por la relacién d(aoc) = 0.
El espacio R-vectorial cociente

Hiy(M,R) := Zi (M, R)/Br(M,R)

es el k-ésimo espacio® de homologia singular real de la variedad M. o

9Los Hx (M, R) también se llaman grupos (abelianos) de homologia, en vez de “espacios vectoriales”.
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Los Sy (M, R) forman un complejo: una sucesiéon de espacios vectoriales ligados por
aplicaciones lineales o tales que 9 o d = 0 en cada caso:

e =D S (MU R) =5 S (M, R) =5 Si_y (M, R) =5+ - =55 So(M,R) =5 0. (3.19)

[ El contexto general que abarca el concepto de un complejo es el siguiente. Dado
un anillo conmutativo R cualquiera, se define un complejo C, = {C : kK € Z } como
una sucesion de R-mddulos (en algunos casos con C, = 0 para k < 0) dotado con una
familia de R-homomorfismos 9: Cr — Cj_; tales que 9o d = 0 : Cr — Ci_, en cada
caso. Se identifica dos R-submoddulos de cada Cy: los k-ciclos Z; := ker(d: Cy — Ci_1)
y los k-bordes By := im(9: Cry1 — Ci). La condicién do 9 = 0¥nplica que By C Zi. Los
R-médulos cocientes Hy := Z;/ By forman la homologia del complejo C,.

En particular, se puede replantear las cadenas singulares con coeficientes en Z en
vez de R; tales cadenas forman un complejo de grupos abelianos (Z-médulos). Los
grupos abelianos Hy (M, Z), para k € N, forman la homologia singular de M (sin adjetivo
calificativo); ellos podrian tener subgrupos de torsién, en contraste con los Hy (M, R). |

e

J

Figura 3.2: Una triangulacién de la esfera S

Ejemplo 3.28. Considérese la 2-cadena singular en S?:
c=01+02+03+04+ 05+ 0+ 07+ 08

cuyos o; son los tridngulos esféricos formados por las intersecciones de S? con los octantes
x/ 2 0 de R3. Se recorren sus vértices en el orden contrario a reloj, visto desde el punto
diagonal (+1, +1, +1) del octante correspondiente (véase la Figura 3.2). El borde dc es
una suma de arcos orientados, de un cuarto de gran circulo cada uno, sobre los gran
circulos x* = 0, x2 = 0 y x® = 0. Resulta que estos arcos orientados se cancelan en pares,
y por ende ¢ € Z,(S? R). Nétese que la unién de los tridngulos colindantes es todo S2.
Se puede mostrar que B, (S? R) = {0}, asi que [c] # 0 en Hy(S? R).

Sucede que H5(S?% R) = Hy(S%,R) = R y que Hi(S?,R) =0parak =10k > 3.
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La igualdad Hy(S2, R) = R dice que S? es conexo por arcos. Si p, g € S?, la diferencia
{p} —{q} es el borde de un arco de circulo y € S1(S? R) que va desde q a p. Por lo tanto,
{p} — {q} = 9y € Bo(S% R); pero el singulete {p} no es el borde de un arco. Entonces
{p} representa un elemento no cero Hy(S?, R), mientras {p} — {q} representa el cero de
este espacio cociente, asi que [p] = [g]. En resumen, Hy(S% R) = R [p] =~ R.

En general, si M es una variedad diferencial con m componentes conexos (por arcos),
entonces Hy(M,R) ~ R™. 0

» Después de estos prolegdmenos, ya se puede plantear la integral de una k-forma sobre
la “region de integracién” dada por una k-cadena singular.

Definicién 3.29. Sea o: A¥ — M un k-simplice singular en una variedad diferencial M
yseaw € Ak(M) una k-forma (con k < dim M). Hay un abierto V de Rk con A¥ c V al
cual o se extiende como aplicacién suave o: V — M. Entonces o*w € A*(V) posee una
integral dada por la Definicién 3.13. La integral de w sobre o se define por

/co ::/ ocw. (3.20a)
o Ak

Sico*w=g(x',...,x5) dx' A --- Adx* € A¥(V), el lado derecho es una integral iterada:

k

1 1-xk 1-x2——x
/ ofw = / / . / g(xl, .. .,xk) dxl Ao AdxF Adxk. (3.20b)
Ak o Jo 0

Es importante notar que el lado derecho de (3.20a) no depende de la extension de o
al abierto V que incluye A*. En efecto, si 7: V/ — V es un difeomorfismo de V en otro
abierto que incluye A, tal que 7(x) = x para todo x € A¥, entonces

/Ak(ao )'w = /Ak " (c"w) = /Ak o*w

por la Proposicién 3.16, porque la restriccién a A* del difeomorfismo 7: V! — V es la
aplicacién idéntica 1, : A — Ak,
Sic =), a;o; es una k-cadena singular en M, se define fc o al extender (3.20a) por

linealidad. De esta manera, ¢ — fc o es un funcional lineal sobre S (M, R), al poner

i=1 i

3-17



MA-870: Geometria Diferencial 3.4. El teorema de Stokes

Observacion. Una triangulacion de la variedad orientable M es un n-ciclo ¢ = }}; +0;
sobre M tal que M = | J; 0;(A") y tal que las expresiones locales ¢, o o; con respecto a un
atlas compatible con la orientacién tengan jacobianos positivos. Un teorema no trivial de
la topologia algebraica asegura que cada variedad orientable compacta admite una trian-
gulacién.1® También es posible, mediante un proceso llamado subdivision baricéntrica,
refinar una triangulaciéon dada para obtener otra mas fina, en la cual que cada simplice
esté incluido en el dominio de alguna carta local de M. (La subdivisién baricéntrica con-
serva la homologia singular de M.) El resultado de este proceso es que la integral fc 1)
de una n-forma « puede evaluarse por calculos son coordenadas locales.

3.4. El teorema de Stokes

Las formas diferenciales y cadenas singulares permiten unificar diversas teoremas del
“andlisis vectorial” en un solo enunciado: el teorema de Stokes. El paso esencial en su
prueba es la invocacién del teorema fundamental del cdlculo unidimensional, esto es, la
férmula conocida /a b F'(t)dt = F(b) — F(a). A la vez, el lenguaje de formas y cadenas
sefiala que el teorema de Stokes es esencialmente un teorema de dualidad.

Teorema 3.30 (Stokes). Sea M una variedad diferencial de dimension n; sea ¢ € S (M, R)
una k-cadena singular suave sobre M con k € {1,...,n}; y sea n € A1 (M) una forma
diferencial sobre M de grado (k — 1). Entonces la siguiente igualdad es vdlida:

/nz/dry. (3.21)
ac c

Demostracion. Los dos lados de (3.21) son lineales en ¢, asi que basta comprobar esta
ecuacion cuando ¢ = ¢ es un k-simplice singular suave. Se debe mostrar que

/ 0*17:/ o*(dn) = d(c™n) (3.22)
LY Ak A

paratodon € A¥1(M). Aqui 0¥ es una (k—1)-forma diferencial definido en un abierto V'
con A¥ ¢ V C R, que tiene la siguiente expresién en las coordenadas cartesianas de RX:

k
O—*U:Zgj(xl,...,xk)dxl/\"-/\dxj/\---/\dxk.
=1

°FEn la categoria mas amplia de variedades diferenciales con borde, las triangulaciones son cadenas
pero no necesariamente son ciclos.
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Por la linealidad en 7 de los tres términos en (3.22), basta considerar el caso de un solo
sumando al lado derecho; entonces se puede suponer que

o'n =gt ) dxt Ao AdxRTL

(Los otros sumandos son anélogos, después de una permutacién ciclica de las variables x’/
y un cambio de la funcién coeficiente.) La derivada exterior de esta expresion es

o“(dn) =d(c*n) = T(X LX) dxE Adxt A A dxET (3.23)

d
- (—1)k—1a—jc(x1, xRy dxt A A xR A dxK.

Por otro lado, la férmula (3.16) dice que el borde dAF es una cadena Z —o(— 1)/ gj, la
suma alternada de (k + 1) simplices de dimension (k — 1); la primera de estas facetas es

oo=ANA(ey,...,er) = {(xl,...,xk_l, 1- Zf;ll xj) : (xl,...,xk_l) e AF1 }

Esta es la parte del hiperplano x! + - - - + x* = 1 con coordenadas no negativas. La tltima
faceta es op = Ag_1. También hay facetas intermedias o; = A(0, ey,...,é€j,...,ex) en los
hiperplanos x/ = 0, para j € {1,...,k — 1}.

Al combinar las férmulas anteriores, se obtiene:

/ o*(dn) (3.23) / (x ) dxf A dxt A A dxETE
Ak

(3:20) 1! Lozt 99 . 1 k\ 1k 1 k-1
k(x,...,x)dx Adx  A--- ANdx
ox

@ / (g(x uxil1 - 10y —g(x,. k_l,O)) dx' A A dxF?
Ak—l

® / g(xl, .. .,xk) dxl Ao Adxk!
Aler )

— (=) A( ) g(xt, .. .,xk) dxt Ao A dxkl
€1,..,€k-1

(g / g(xl,...,xk)dxl/\-'-/\dxk‘l :/ o'n.
N1 A1

La igualdad (a) viene del teorema fundamental del célculo en una variable. En la (b),

las regiones de integracién son las facetas oy y o de dAX. Sobre las otras facetas oj, las

integrales fa g(xt, ..., x%)dxt A--- Adx*~! valen O porque la coordenada x/ es constante
J

y por ende dx’/ = 0 a lo largo de o;; la igualdad (c) queda establecida. O
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Ejemplo 3.31. Este “teorema de Stokes” generaliza varios resultados clésicos del llamado
analisis vectorial. Por ejemplo, si y: [a,b] — R" es una curva suavey si F: V — R" es
una funcién de clase C! definido en un abierto V con y([a,b]) € V C R", la integral de
linea de F sobre la curva y es igual a

) ) b ) b
/yF -dr = /ij dx’! = /[a,b]y*(Fj dx”) :/a Fi(y(1)) (y’)'(¢) dt E-/a F(y(t)) - y'(t)dt.

La curva y es un 1-simplice singular. Si existe una funcidn potencial v: R" — R tal que
F = Vo (es decir, F; = 9v/dx’ para cada j), entonces

/yF-dr:/y%dxf:/Ydo:/ayozu(y(b))—o(y(a)).

porque el borde de y es la 0-cadena singular 9y := {y(b)} —{y(a)}. La parametrizacién de
la curva reduce este caso del teorema de Stokes a una instancia del teorema fundamental
del calculo unidimensional:

b
/ % lo(y(1))] dt = 0(y (b)) — v(y(a)). 0

Ejemplo 3.32 (Teorema de Green). Sea R una regién abierta del plano R? cuya frontera
C es suave por trozos. Si P,Q: V — R son dos funciones de clase C! definidos en un
abierto V tal que R ¢ V C R2, entonces

0 oP
%de+Qdy://(—Q——)dx/\dy. (3.24)
c r\Ox oy
En efecto, si & := Pdx + Qdy € A(V), entonces
P P
do = a—dy/\dx+@dx/\dy: (g—a—)dx/\dy,
ay ox ox dy

asi que el lado derecho de (3.24) es fR do.

Ahora bien, la clausura R admite una triangulacién: R = o1(A?) U --- U 0,(A?) es
una unién finita de conjuntos difeomorfos a tridngulos que no traslapan.!! La 2-cadena
singular ¢ = oq + - - - + 0, tiene borde dc = doy + - - - + do, que cumple dc(Al) = C. En
la suma orientada de los do;(A'), hay arcos de “fronteras internas” que se cancelan en
pares mientras los restantes arcos constituyen la frontera C de R con recorrido positivo.

El lado izquierdo de (3.24) entonces es /ac a; la igualdad de los dos lados es un
caso del teorema de Stokes. El 1-borde dc es también un 1-ciclo singular: su imagen
dc(A') = C es la unién de una o varias curvas cerradas en V. Véase la Figura 3.3. o
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Figura 3.3: Triangulaciones de regiones del plano

» El complejo (S.(M, R), d) de (3.19), determinado por las cadenas singulares reales y
su operacidon de borde, puede compararse con el siguiente complejo, determinado por
las formas diferenciales sobre M y la derivada exterior:

0-5 A0 -5 Al ) L L A o -5 AR ) <5 AL () S (3.29)

en vista de la propiedad d o d = 0 del Teorema 2.27. Desde luego, este complejo es finito,
pues AX(M) = {0} para k < 0 0 k > dim M.

[ Un complejo de R-médulos se puede renumerar al poner C := C_j y renombrar 9
pord: CK - C*1 condod =0 : CKk — C**2 En el complejo C* = {CK : k € Z} de
k-cocadenas (a veces con CK = 0 para k < 0), se identifican dos submddulos de cada ck.
los k-cociclos Z* := ker(d: C¥ — C**1) y los k-cobordes B* := im(d: Ck-1 — CF),
siempre con BX C ZF. Los R-médulos cocientes H* := Z*/B* forman la cohomologia del
complejo C*. ||

Definicién 3.33. Conviene introducir las siguientes notaciones para las k-formas cerradas
y exactas, respectivamente:12

ZE (M) == {we AK(M) :dw =0},  BR.(M):={dn:ne AT (M)}

La relacién d(dn) = O dice que BSR(M) es un subespacio R-vectorial de Z(’i‘R(M). Los
espacios vectoriales cocientes:

HE. (M) := ZE (M) /BS . (M) | para k=0,1,...,dimM (3.26)

son los “grupos” de la cohomologia de de Rham de la variedad M. O

"Dos regiones de R” no traslapan si su interseccién bien es vacia o bien es parte de su frontera comun.
?E] subindice ‘dR’ hace referencia al matematico suizo Georges de Rham, quien mostrd en 1931 un

isomorfismo candnico entre cada H (’;R(M) y el espacio vectorial dual Hy (M, R)*.
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Ejemplo 3.34. El lema de Poincaré (Teorema 2.46) muestra que HgR(IR") = 0 para
todo k > 1. En efecto, para k > 1, toda k-forma cerrada es exacta, esto es: Z(’;R(IR”) =
BRL(R™).

En cambio, Z(?R(IR”) ={f € C*(R" : df = 0} consta de las funciones constantes
(porque R" es conexo), asi que ZSR(IR") ~ R. Como BgR(R”) = {0} por definicién, se
obtiene

H (R") = {R =0 0
{0} sik>0.
Definicién 3.35. Sea M una variedad diferencial. La integracién sobre cadenas singulares
define una forma R-bilineal

(c, ) — /a) - S (M, R) x AF(M) - R.
Cc
El teorema de Stokes demuestra que el resultado es cero en estos dos casos:

@ Siw € Z§R(M), entonces / w = /dw = 0, para todo b € Siy1(M,R). Por eso,
ab b
/c ® = 0 toda vez que w € Z(’;R(M) y ¢ € Br(M,R).

(b) Sic € Zx(M,R), entonces /dry = / n = 0 para todo € A*"1(M). Por lo tanto,
c ac

/C ® = 0 toda vez que w € BICCIR(M) yc € Zr(MR).

En consecuencia, si (¢, w) € Zp(M, R) X Zé‘R(M), el valor /C « depende solamente de las

clases [c] € Hi(M,R) y [w] € H(’;R(M). Esto define bien una forma bilineal:

([c]. [w]) — /a) s Hy (M, R) XHgR(M) — R (3.27)

que expresa un apareamiento entre la homologia singular real de M y la cohomologia
de de Rham de M, mediante la integracién de formas diferenciales cerradas sobre ciclos
singulares del mismo grado. o

El teorema de de Rham asegura que esta forma bilineal es no degenerada. Por lo

tanto, induce un isomorfismo lineal'® entre H(’;R(M) y el espacio dual Hi(M,R)*, para

13Estos isomorfismos (y su expresion mediante el teorema de Stokes) fueron demostrados en la tesis
doctoral de Georges de Rham en 1933. Para los detalles de este teorema y su prueba, constltese el capitulo 8
del libro de Conlon.
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cada k € {0,1,...,dim M}. En particular, vale dimp Hé‘R(M) = dimg Hy (M, R) para
cada k y ademas H,(M,R) = {0} para r > dim M.

El teorema de de Rham tiene varias consecuencias. En primer lugar, la homologia
singular real de M solo depende de la topologia de M: la generalizacién de k-simplices
singulares a funciones continuas o: A — M (no necesariamente suaves, ni definidas
fuera de AF) no cambia los espacios vectoriales Hy (M, R). Los isomorfismos Hi (M, R) =
H(’;R(M) dados por (3.27) indican que los HC’;R(M) son invariantes topolégicos de M; por
ende, no depende de la estructura diferencial de M.

En muchos casos — entre ellos, las variedades compactas o contractibles — la homologia
singular de M es finita: es decir, todos los espacios vectoriales Hy (M, R) son finitodimen-
sionales. En consecuencia, los espacios vectoriales H gR(M) son finitodimensionales. (Por
lo general, los espacios Zé‘R(M) y B’C‘IR(M) son infinitodimensionales.)

Las dimensiones

b = b(M) := dimg Ho, (M), | para k=0,1,...,n, (3.28)

se llaman los nimeros de Betti de M. Ellos son invariantes topoldgicos de M.

Ejemplo 3.36. El circulo S! = { (x,y) € R? : x2 + y? = 1} tiene dimensién 1, asi que
HE (S') = {0} para k > 2.

Nétese que HY, (S') = Z3. (S) porque B}, (S') = {0}. Una 0-forma cerrada es una
funcién suave f: S! — R tal que df = 0; en una carta local (U, $) con coordenada
local 6, vale df|y = f'(0)dO = 0, asi que f'(0) = 0 para 6 € ¢(U). Se deduce que
la funcién f es localmente constante; y de hecho, por ser S! conexo, f es una funcién
constante: f = c para algin ¢ € R. Se sigue que H3, (S') =~ R.

Por otro lado, S! es orientable y posee una 1-forma que no se anula. En efecto, si
U:={(xy) eS':x#20}yV:={(x,y) € S' : y # 0}, definase « € A (S?) por

1
= ——dbx,

= 1 dy, a|
X y

a|U : v
al notar que dy/x + dx/y = d(x* + y?)/(2xy) = 0 en U N V. Esto dice que a|yny no
es ambiguo; y se ve que a € A'(S') = Z} (S") no se anula. Por otro lado, cualquier
1-forma exacta si se anula en algin punto: cada funcién suave g € C*(S*') alcanza un
valor méximo en cierto punto p € S! porque el circulo es compacto, lo cual implica que
(dg), = 0. Luego a no puede ser exacta, asi que [a] # 0 en Hy, (S?).

En las dos cartas locales del Ejemplo 1.12, se puede escribir (x,y) = (cos 6, sen 6) y se

ve que a = df en ambas cartas. Sin embargo, esta 1-forma d6 no es exacta, por cuanto
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6 no es una funcién bien definida de S! en R. || Una funcién h € C*(R) define un

elemento de C*(S?!) si y solo si h es periddica: h(t +27) = h(t).] En U, = St \ {1},

la funcién 0: U, — (—x,7) C R si esta definida como coordenada local, y cualquier

B € AL(S!) cumple B|y, = g(0) dO para alguna funcién suave g. Como df no se anula

en S!, se obtiene f = g(0) d0 donde g € C*(R) es suave y periédica, con periodo 2.
Una integral sobre S! no cambia si se quita un punto de su dominio, asi que

/az/d@z/d@z/@*(dt):/ dt = 27,
St St U, U, -

Luego, la aplicacién lineal I: Z3.(S') > R : 1> fgl B es sobreyectiva. Si € ker],
entonces f = g(0) df donde /_ Z g(60) dO = 0. Considérese la integral indefinida de g,

0
£(6) = / g(0) dr,

la cual es otra funcién periddica:

T 0+21 6
f(0+27r):/ g(t)dt+/ g(t)dt:0+[ g(t)dt = f(0),

/1 Y

de modo que f = f'(0) d0 = df con f € C*(S'). Se ha comprobado que ker I = B (S').

Al pasar al cociente, se obtiene un isomorfismo lineal I: H(}R(Sl) — R. Esto muestra
que H, (S') ~ R, y el isomorfismo (3.27) estd dado por un 1-ciclo ¢ tal que c¢(A!) = S'.
En resumen:

HY.(SY) =R, Hp(SH =R,  Hi(S')={0} para k>2.

Los numeros de Betti del circulo S! son by = b; = 1. o

» La version clasica del teorema de Stokes no hace referencia directa a integrales sobre
cadenas o ciclos, sino que relaciona la integral de una forma diferencial sobre una porcién
de una superficie en R® con otra integral sobre su curva de frontera. Para plantear esta
versiéon en un contexto mas general, conviene ampliar un poco la definicién de una
variedad diferencial, para incorporar variedades con frontera.

Definicién 3.37. El conjunto siguiente es un semiespacio cerrado en R":
H:={x=(x'..,x") eR":x" > 0}. (3.29)

La topologia de H" es su topologia relativa como parte de R". Se identifica R"™! con el
hiperplano { x € R" : x® = 0}, el cual es la frontera de H" en R".
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Una variedad diferencial con borde de dimensién n es un espacio topoldgico M,
junto con un atlas de cartas locales 2l = { (U, ¢) : @ € A} que cumple las Definiciones
1.6 y 1.7 de un atlas, con las siguientes dos modificaciones:

¢ cada ¢,(U,) es un abierto de H";
¢ cada ¢4(Uy; N Up) es un abierto de H".

Si Ay B son abiertos en H", hay abiertos U, V en R" talesque A=U NH", B=V NnH",
por la definicién de la topologia relativa. Una aplicacién f: A — B es suave si es posible
elegir U y V tales que f = f |4 para alguna funcién suave f : U — V. La modificaciéon
apropiada de la Definicion 1.25 define el concepto de aplicacidn suave entre dos variedades
con borde.

Témese g € M con q € U, NUg tal que ¢,(q) € R"~! es un punto fronterizo; entonces
¢p(q) € R"! también, porque el difeomorfismo ¢go¢ ! lleva el abierto ¢, (U,NUp) \R"
de R" en el interior de ¢5(U, NUp), y vice versa. Luego, la condicién de que ¢,(q) € R"!
no depende de la carta local (U,, ¢,); la totalidad de tales puntos g constituye el borde
de M, el cual se denota por oM.

Ahora ¢, (U, \ M) = ¢,(U,) \ R*! es abierto en ¢,(U,) para cada a € A, y por lo
tanto el interior M \ oM es abierto en M; y por ende, dM es cerrado en M. El abierto
M\ oM es una variedad diferencial n-dimensional del tipo original; y el borde oM, dotado
con el atlas A’ = { (U, N M, ¢alu,nom) : @ € A}, es una variedad diferencial (ordinaria,
sin borde) de dimension (n — 1). O

Ejemplo 3.38. La bola unitaria cerrada B" := {x € R" : ||x|| < 1} es una variedad con
borde; su borde es 9 B" = S™ 1. 0

Definicién 3.39. Una variedad con borde M es orientable si M posee un atlas cuyas
funciones de transicion (entre dos abiertos de H") tienen jacobianos positivos. (Tales
jacobianos no se anulan en la interseccién de sus dominios con R"1) O

Proposicion 3.40. Si M es una variedad con borde orientable, entonces oM es también
orientable; y una orientacion de M induce una orientacion en la variedad ordinaria oM.

Demostracion. Témese dos cartas de M: (U, ) con coordenadas locales (x,...,x") y
(V, ) con coordenadas locales (y',...,y"), donde x» =0en U NoM, x" > 0en U \ oM;
y"=0enVNaoM, y" > 0en VN oM. Por hipétesis, el jacobiano de transicion es positivo
enUNV:

o ¢ = det[a—yl

-1 > 0.
ox/’
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SiUNVNaM # 0, la aplicacién o ¢! lleva B := ¢(UNV)NR* Len y(UNV)NR"L,

Esto implica que y"(xl, L 0) = 0. La derivada de ¢ o g{)_l en puntos de B tiene la
matriz
W
ox1 ox1
-1 B : - : :
D((lﬁ © ¢ )|B) - ayl ayﬂ—l 0 . (330)
oxnT T gxnl
ayl aynfl ayn
axn T Tox® oxt
La ultima entrada de esta matriz obedece
oy" nxl xR =y (kL. xh 0
L(xl,...,x"_l,O)zh'my( )~y ) > 0.
ox" R0 h

Esta derivada parcial no puede anularse en B, porque también se anularia el determinante
de la matriz (3.30). Resulta entonces que gﬁi—n(xl, ...,Xn_1,0) > 0. La submatriz de las
primeras (n — 1) filas y columnas tiene jacobiano, en puntos de B, dado por

n

Igos [ 250

xn
Este es el jacobiano de una funcion de transicion del atlas 2" de dM cuyas cartas locales
son (U, N M, ¢o|u,nam), obtenido por restriccion del atlas orientado de M. Se concluye
que dM tiene un atlas con todos sus jacobiano de transicién positivos; y la Proposicién 3.6
asegura que dM es orientable. O

Para evitar ciertos problemas de signo en el teorema de Stokes, conviene modificar la
orientacion sobre el borde dM de la siguiente manera.

Definicién 3.41. Sea M una variedad con borde orientable. Un atlas 2l sobre M con jaco-
bianos de transicién positivos determina una orientacién sobre M. Si dim M = 2m es par,
la orientacidon inducida sobre oM es la que esta determinada por el atlas restringido 2I'.
En cambio, si dimM = 2m + 1 es impar, la orientacién inducida sobre oM es la opuesta
a aquella dada por el atlas restringido 2. o

Los conceptos de vectores tangentes, campos vectoriales y formas diferenciales se ex-
tienden a las variedades con borde. Si (x!, ..., x™) es un sistema de coordenadas locales
en un vecindario de g € dM, el vector tangente a;acn 4 ¢ define como antes, asi que T,M
es un espacio vectorial n-dimensional. Un campo vectorial puede definirse como una sec-
cién suave del fibrado vectorial TM — M; el espacio total TM es también una variedad
con borde. Una k-forma diferencial puede definirse como una seccién suave del fibrado
vectorial AFT*M -5 M. Si j: @M — M es la inclusién, y si n € AX(M), el pullback j*y
estd definido y resulta ser una k-forma diferencial (ordinaria) sobre el borde oM.

3-26



MA-870: Geometria Diferencial 3.4. El teorema de Stokes

Ejemplo 3.42. La variedad con borde H" tiene un atlas de una sola carta: sus coordenadas

locales son las coordenadas cartesianas (x!, ..., x") de R™. Su orientacién usual, hereda-
da de R", esta dada por la forma de volumen v = dx! A - -- A dx". Su borde es R"™!, con
la sola carta de coordenadas cartesianas (x!,...,x"1). Por la regla de la Definicién 3.41,

la forma de volumen que da la orientacién inducida es v := (=1)"dx! A--- Adx™ 1. ¢

Si M es una variedad con borde orientada, de dimensidon n, se puede definir la
integral /M « de una n-forma w como en la Definicion 3.15, con el uso de una particiéon de
la unidad apropiada. Si (U, ¢) es una carta local de M, la férmula local (3.7) dado como
fU P wo = f¢ (1) @0 sigue valida para variedades con borde, con la inica modificaciéon de
que la regién de integracién multiple ¢(U) es ahora un abierto en H".

Teorema 3.43 (Stokes, bis). Sea M una variedad con borde, orientada y compacta; témese
la orientacion inducida sobre el borde M. Si w € A1 (M) ysi j: M — M es la inclusidn,

entonces
/ j*a):/dw. (3.31)
oM M

Demostracion (bosquejo). Con el uso de una particién de la unidad si fuera necesario, se
puede suponer que » se anula fuera del dominio U de una carta local (U, ¢) del atlas
que determina la orientacién de M.
Entonces se puede suponer que M = VN H" y 9M = V N R"! para algtin abierto V
de R"; y que hay un compacto K con K ¢ V N H" tal que w se anula fuera de K.
Resulta posible cubrir el compacto K con una cantidad finita de iméagenes de unos
n-simplices singulares suaves oy, .. ., o, con las siguientes propiedades:

(@ Sioi(A") Noj(A") # 0, esta interseccién es una faceta comiin de o; y o;:
6i(A") N 0y(A") = 0, (£ (A")) = oy (Fsp(A™)) = pyy (A" D).
(b) Esta p; j(A”_l) no es una faceta de otro o, y ocurre con signos opuestos en las

cadenas singulares do; y do;.

() Sic:=o01+---+ op, los simplices de dc que no se cancelan en la suma tienen sus
imégenes en V N R""!, o bien en la parte de V N H" donde w se anula.

Entonces la igualdad (3.31) sigue del Teorema 3.30, porque las integrales del enun-

ciado se reducen a
/j*a)=/a) y /da):/da). O
oM ac M c

Corolario 3.44. Sea M una variedad orientada y compacta (sin borde). Si w € A" 1(M),
entonces fM dw = 0. =
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3.5. Ejercicios sobre integracion en variedades

Ejercicio 3.1. Si G es un grupo de Lie, demostrar que la variedad diferencial G es
orientable. [ Indicacién: si n = dimG, témese & # 0 en A"T;'G. Mostrar que existe
veANG) talque v = £y Agv = v paratodo g € G. |

Ejercicio 3.2. Si TM —5 M es el fibrado tangente de una variedad diferenciable M,
demostrar que el espacio total TM es orientable (sea M orientable o no).

Ejercicio 3.3. El espacio proyectivo real RP"! es el cociente!# de la esfera S*! bajo
la identificacién de puntos antipodales: x ~ y si y solo si x = +y en R".

Sea p: S*! — S"! la simetria x — —x; y sea n: S*! — RP"! la aplicacién
cociente x +— {x, —x}. Si w € A" }(RP"!), comprobar que p*n*w = n*w.

Sea o la forma de volumen sobre S*1, asi que n*w = fo para algun f € C®(S"™1).
Demostrar que p*c = (=1)"c y que f(—p) = (=1)"f(p) para todo p € S*1. Concluir
que RP"! es orientable si y solo si (n — 1) es impar.

Ejercicio 3.4. Sea (M, v) una variedad compacta orientada y sea w € A"(M) donde
n =dimM. Sean A = {(Up,¢s) : @« € A} yB = {(V3,9p) : f € B} dos atlases
compatibles de M. Una particién de la unidad { h, : « € A} estd subordinada a 2 si
sop h, C U, paracadaa € A.Si{kg: € B} es otra particién de la unidad subordinada
a B, entonces w = ), hgw = )5 kpw. Demostrar que

)y [J (o) = Eﬁ] /V (p0),

para poder concluir que la integral / w de la Definicién 3.15 estd bien definida.
M

Ejercicio 3.5. Sea (M, v) una variedad orientada y conexa. Escribase —M para denotar
la misma variedad con la orientacién opuesta, es decir, —M := (M, —v). Si v € A"(M)

con n = dim M, comprobar que
/ o=~ / o.
-M M

Un difeomorfismo p: M — M preserva o revierte la orientacion segtin sea p*v ~ v o bien
p*v ~ —v. En el caso de que p revierte la orientacion, verificar la igualdad

/p*o):—/w para todo o € A™"(M).
M M

4La esfera S"~! estd cubierta por n pares antipodales de hemisferios abiertos V:*, véase el Ejercicio 1.2.

Al pasar al cociente, RP"~! posee un atlas de n cartas locales (Vi, ), donde Vi := ry(Vki). Luego RP"!
es una variedad diferencial compacta de dimensién (n — 1).
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Ejercicio 3.6. Sea R una regién (un conjunto abierto y conexo) de R2. Supdéngase que
R es acotada y que su frontera dR es una curva suave, cerrada y simple (es decir, sin
autointersecciones). Sea V un abierto de R? tal que RWOR C V.

(@) Sif,g: V — R son funciones suaves, verificar que la siguiente féormula de Green
es un corolario del teorema de Stokes:

aRfdx+gdy //( )dx/\dy

(b) Concluir que el area de la regiéon R esta dada por la formula siguiente, donde se
recorre la curva C = dR una vez contrario a reloj:

1
Area(R) = E}I{xdy —ydx.
c

(c) Usar esta ultima férmula para hallar el drea de una elipse de semiejes a y b.

Ejercicio 3.7. La parametrizacién del Ejercicio 1.11, para 0 < t < oo, encierra un area
finita (la hoja de Descartes). Usar la formula del Ejercicio 3.6(b) para hallar esa area.

Ejercicio 3.8. Con la misma notacién del Ejercicio 3.6, sea f € C*(V) tal que f(x,y) =
para todo (x,y) € dR. Usar el teorema de Stokes para verificar esta férmula:

22 aenau= [[{(2L) (L)) ena

Si —f + —f = 0 en R, concluir que f se anula idénticamente en R.
ox%  ay?

Ejercicio 3.9. Sea M una variedad diferencial compacta (sin borde) y sean w € AX(M)
yn € A" (M), donde k + r + 1 = dim M. Comprobar que la siguiente férmula es valida:

/co/\dry:i/dco/\n
M M

El ejercicio que sigue involucra la funcion gamma de Euler. Entre sus propiedades
conocidas, se requieren:

y determinar este signo.

IF(x+1)=xT(x)six>0; T(n+1)=nlsineN; y T(3)=+Vr
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Ejercicio 3.10. Si o esla (n — 1)-forma sobre S"~! del Ejercicio 2.6, la medida Q, de la
esfera S"~! y el volumen V,, de la bola unitaria B" := {x € R" : ||x|| < 1} se definen por

Qn::/ o, Vn::/dxl/\---/\dx".
Sn—l n

(@) Usar el teorema de Stokes para verificar que V, = Q,/n.

(b) Comprobar la relacién siguiente [ Indicacién: integracién por partes |:

1
Va _ / (1- tZ)(n—l)/Z dt.
Vo1 Ja

Deducir los valores de

Q1 =#(SY, Qy=0(SY), Q3 =Area(S?), Q4 =Vol(S?).

(c) Demostrar por induccion las férmulas generales para V, y Q,:

271™ o
271/2 272 (m—1)! s
n=— s n=— =
1'* l 1‘* l 2m+1 m
n (zn) (2”) (2—7;-)” sin=2m+1.
m — 1}
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4 Conexiones y Curvatura

Galileo’s principle of inertia is sufficient in itself to prove
conclusively that the world is affine in character.
— Hermann Weyl

As parallel transport, in general, is not given in a canoni-
cal way, an explicit rule is necessary.
— Florian Scheck®

Se puede concebir un campo vectorial f +— Xf como una derivada direccional de
funciones en C*(M). En el caso M = R", con X = a/ 9/dx’ en coordenadas locales, se
obtiene X f = a’ df /dx/, esto es, la receta conocida para una derivada direccional “en la
direccion del campo vectorial X”.

Ahora bien, qué deberia ser la derivada direccional de otro campo vectorial Y en la
direccién de X? En R”, con Y = b* 9/9xF, se puede ensayar la receta:

p) jabk P

DxY := X(b*) — =@/ — — .
X ( )axk oxJ 9xk

(4.1)
Esta receta se puede llamar la derivada direccional del campo vectorial Y en la direcciéon
del otro campo X. Es obvio que (4.1) es aditiva tanto en X como en Y. Pero el efecto de
multiplicar por una funcién suave f marca una diferencia:

D¢xY = fDxY pero Dx(fY)=(Xf)Y+fDxY.

Entonces X +— DxY es C*(M)-lineal, pero Y +— DxY no lo es: en la segunda igualdad
hay un término “extra” (X f)Y. En consecuencia, (X, Y) + DxY no es un tensor. Por eso,
la prescripcién (4.1) no es independiente del sistema de coordenadas locales.

4.1. Transporte paralelo y conexiones afines

Para derivar un campo vectorial Y, es necesario comparar su valor Y, en un punto
p € M con su valor Y; en otro punto cercano g; pero no hay una manera candnica
de identificar los espacios vectoriales T,M y T,M. (Esta dificultad queda oculta cuando
M = R" porque cada espacio tangente se identifica con el propio R" mediante el uso de
coordenadas cartesianas.) Sin embargo, siempre es posible imponer esa identificacién,
como sigue.

'En el libro Mechanics, 6th edition, Springer, Berlin, 2018; p. 374.
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Definicién 4.1. Sea y: I — M una curva suave. Una regla de transporte paralelo
sobre y es una familia de aplicaciones lineales invertibles

{h: LM — T,M:p,qeyd)}
que dependen suavemente de p y g, tales que
Y., =¥ 40%, paratodo p,q,r€y(I).

En particular, ¥, , = 1 sobre T,M; y ¥pq = ¥, .
Un campo vectorial X € X(M) se dice paralelo a lo largo de y si X, = ¥, ,(X,) para
todo p,q € y(I). o

X()  X(t+h) X(t+h)

0 y(t+h)

Figura 4.1: Transporte paralelo de vectores

Definicion 4.2. Sea ¥ una regla de transporte paralelo a lo largo de y: I — M. Si
X e X(M)ysitt+h el escribase X(t) := X, (1) € T,(n»M y sea X(t + h)| € T,(»nM el
traslado de X ( + h) al primer espacio tangente T, (;)M, esto es:

X(t+ h)” = \Ify([)’y([_,_h) (X(t+h)).

La derivada absoluta de la funcién ¢ — X (t) en el punto y(¢) se define asi:

DX , 1 d
E(t) = %13}) E(X(t +h)) - X(t)) =7 Y, (1)) (X (5)) € T,(nM. (4.2)

s=t
La diferencia X (t + h) — X(t) no esta definida, porque los vectores X(t + h) y X(t)
pertenecen a espacios vectoriales disjuntos (partes del espacio total TM). Es necesario
transportar el vector X (¢ + h) al espacio T, ;)M antes de calcular el limite de diferencias
de vectores. Véase la Figura 4.1. O

La utilidad de la derivada absoluta reside en el siguiente criterio de paralelismo: si
DX /Dt = 0 en el intervalo I, entonces el campo vectorial X es paralelo a lo largo de la
curva y. En efecto, si p = y(t), entonces

Y y(5)(X () =¥y

DX
ad 2w X(s) =¥, | —(1)].
i), CERIS y(t).y(s) (X (s)) p,y(t)( D7 ¢ ))
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Luego, si DX/Dt(t) = 0 para t € I, entonces la funcién t — ¥, ;) (X(¢)) : [ — T,M es
constante, con ¥, () (X(t)) = X,. Esto dice que X es paralelo a lo largo de y.

» Para poder seguir, se requiere una prescripcion concreta para la regla de transporte

paralela ¥, que cumple dos requisitos. En primer lugar, el vector (DY/Dt)|, € T,M debe

depender (suavemente) solamente del vector inicial Y, y no de la curva y. En segundo

lugar, la correspondencia Y, — (DY /Dt)|, debe ser un operador lineal sobre T, M.
Entonces, dado X, € T,M, la derivada absoluta

Vx,Y = (DY/Dt)(0) € T,M

debe ser el mismo para cualquier curva y tal que y(0) = p y y(0) = X,,. Esto da lugar a
un nuevo campo vectorial VY sobre la variedad M, mediante la definicién siguiente.

Definicion 4.3. Una conexion afin sobre una variedad diferencial M es una aplicacion
R-bilineal

V:XM)xX(M) > X(M) : (X,Y) > VxY

que es C*(M)-lineal en X y cumple una regla de Leibniz en Y:

VixY = fVxY, (4.32)
Vx(fY) = (XF)Y + f VyY, (4.3b)

para todo f € C*(M).
El campo vectorial VY se llama la derivada direccional de Y en la direccion de X
(determinada por la conexién afin V). O

La naturaleza tensorial de (4.3a) implica que el valor (VxY), € T,M, para un campo
vectorial fijo Y € X(M), depende solo del vector X,, € T, M. Por eso, se puede escribir

Vx,Y = (VxY), paracada peM.

Fijese que Vx, : X(M) — T,M es R-lineal.

Ejemplo 4.4. En el caso M = R", las derivadas direccionales (4.1) cumplen las condicio-
nes (4.3) y por ende definen una conexién afin (X, Y) + DxY sobre R", a veces llamada
su conexion euclidiana. O

Dada una conexidn afin, es posible simplificar el concepto de derivada absoluta (4.2),
como sigue.

4-3



MA-870: Geometria Diferencial 4.1. Transporte paralelo y conexiones afines

Definicion 4.5. Dada una conexién afin V sobre M y una curva suave y: I — M, la
derivada covariante de una campo vectorial X € X(M) a lo largo de y es

DX
E (l’) = Vy(t) X. (44)
Si el campo restringido y € X(M)|, (1) es paralelo a lo largo de la propia y, esto es, si
Vyy =0, (4.5)

se dice que la curva y es una geodésica con respecto a la conexién afin V. o

» La existencia de conexiones afines se ve mds claramente si se considera sus expresiones
en coordenadas locales. Sean (U, ¢) y (V,¢) dos cartas locales de M, con coordenadas

locales respectivas (x!,...,x") en Uy (y!,...,y") en V. Las abreviaturas
N 5.0
Fw YTy

ayudaran para aliviar los célculos que siguen. El conjunto de campos locales {01, ..., d,}
es una base del C*(U)-médulo X(M)|y; v {01, ...,0,} es una base de X(M)|y.

Por las propiedades (4.3), basta considerar el caso en donde X,Y € {oi,...,0,}.
Entonces

Vy,0; = Fi];- o | para i,j=1,...,n (4.6)

para ciertos funciones suaves I} ;€ C*(U): estas se llaman simbolos de Christoffel de
la conexién afin V.
Andlogamente, en C*(V), hay otros simbolos de Christoffel I, dados por

V;d, =4,

y es facil verificar la siguiente regla de cambio de variables, cuando U NV # 0:

= _ ox ox) oyt . *xl oyt

oy oy ok T gy o “r

La presencia de unas derivadas de segundo orden en el segundo sumando indica que los
l“l.’j. no son componentes de un tensor.

Una conexién afin esta determinada por juegos de n® funciones Ti’; definidas en cada
carta local, si ellas cumplen la regla de cambio (4.7) en las intersecciones de cartas.



MA-870: Geometria Diferencial 4.1. Transporte paralelo y conexiones afines

Ahora bien: si V’ es otra conexién afin sobre M con simbolos de Christoffel I“l’J ke (),
las diferencias Clkj = l“l.’; — I“i’jk obedecen una regla de cambio mas sencilla:
ST oy gy axk Y

lo cual implica que V — V’ es un tensor mixto, de bigrado (2, 1).

De hecho, si S(X,Y,a) := (&, VxY — V| Y) para a € A (M), es una consecuencia
directa de la Definicién 4.3 que S es C*(M)-trilineal.

Basta, entonces, hallar una sola conexion V’ sobre una determinada variedad M; las
otras V difieren de la primera por ciertos tensores.

Proposicion 4.6. Dada una conexion afin sobre M, una curva suave y: I — M resulta ser
una geodésica con respecto a V si y solo si sus componentes y* := x o y en cada carta local
cumplen este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden:

d2yk L dyi % ~

k 2r - .8
di2 Uodt dt (4.8)

En consecuencia, para cada punto inicial p = y(0) y velocidad inicial v = y(0), existe una
Unica geodésica con respecto a V, definida en un intervalo (—¢,¢) C I.

Demostracion. Una solucién de las ecuaciones diferenciales (4.8) determina un arco de
curva en un vecindario del punto p. Basta, entonces, examinar la cuestién en una carta
local (U, ¢) con ¢(p) = 0; equivalentemente, se puede suponer que M posee una sola
carta local. Para f € C*(M), vale

d i .
G, = (foy)(t) = j—j; d;};(t), asi que y(t) =y'(t) %

En vista de (4.3a) y (4.6), esto implica que
Vit 8 = V(1) V.95 = V(1) T(r (1)) 0%
Denotando por y € X(M)|, () la funcién t +— y(t), se obtiene
(Vi 7) (D) = Vi (i (1) 9)) = (1 (1).77) 8 + 7 () ;9
= %(Wd(t) 9+ 7 (1) V' (D) T (8) O = %(yk)a) K +THO) 7' (1) 1/ (1) &
= (7 + 57 V) (@) o

El coeficiente de d es el lado izquierdo de la ecuaciéon (4.8).
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y(2) =y(t+h) _
y(t+h)
y(t) ri+h)

Figura 4.2: Una geodésica: los vectores tangentes y(t) son paralelos a lo largo de y

La curva y es una geodésica con respecto a V siy solo si V; y = 0, véase (4.5) y la
Figura 4.2; siy solo si j* + l“l.’; 7'y’ = 0 para cada k.

Ahora bien, las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (4.8) poseen
solucion tnica — definida en algiin intervalo abierto (—¢,¢) centrado en t = 0 — si las
condiciones iniciales para los y/(0) y sus derivadas y/(0) estdn dadas; en otras palabras,
si se asignan el punto p = y(0) € M y el vector tangente y(0) € T,M. O

» El concepto de conexién afin admite una generalizacién importante. Habida cuenta
de que los campos vectoriales X(M) = I'(M, TM) son secciones suaves del fibrado tan-
gente TM AN M, se puede reemplazar el C*(M)-moédulo de la segunda variable por las
secciones suaves de un fibrado vectorial cualquiera.

. o or . . . .7 .
Definicién 4.7. Sea E— M un fibrado vectorial. Una conexién de Koszul (o simple-
mente, una conexion)?2 sobre E es una aplicacién R-bilineal

V:X(M)XT(M,E) > T(M,E) : (X,s) — Vxs

que es C*(M)-lineal en X y cumple una regla de Leibniz en s:

VfXS = f Vs, (4.92)
Vx(fs) = (Xf)s+ f Vxs, (4.9b)

para todo f € C*(M), X € X(M), s € T'(M,E).
Notese que cada Vy : s — Vys es un operador R-lineal sobre I'(M, E). o

Ejemplo 4.8. Dada una conexion afin V sobre M, se puede definir su conexién dual V’
sobre el fibrado cotangente T*M —, M. Esta es una aplicacion R-bilineal

V' X(M) x AL(M) — AN (M)

que se define simplemente al demandar la siguiente regla de Leibniz sobre evaluaciones:

X({a,Y)) = (Via, Y) + (a, VxY). (4.10)

*Las conexiones en fibrados vectoriales vienen de la tesis doctoral: Jean-Louis Koszul, “Homologie et
cohomologie des algebres de Lie”, Bulletin de la Société Mathématique de France 78 (1950), 65-127.
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Fijese que esta definicién “implicita” cumple la relacién (4.9b):

X({fa.Y)) = (fo. VxY) = X(f (&, V)) = f (@, VxY)
= (Xf)(aY) + fX({a, Y)) = f (e, VxY)

para cada Y € X(M), asi que Vi (fa) = (Xf) a+ f Via en AL(M).
En una carta local de M, la férmula local (4.6) para V implica una férmula local
correspondiente para V’:

V:%- dxk = —1“1.’; dx/ para i,k=1,...,n. (4.11)
debido a la igualdad (dx¥,9;) = [j = k] o

A veces conviene “eliminar la X” de las férmulas (4.9), con el siguiente artificio. Si
T . .
E — M es un fibrado vectorial, se denota

AR(M, E) = AX(M) ®co(ay T(M, E). (4.12)

Este es un C®(M)-mddulo cuyos elementos se llaman k-formas con valores en E. || La
notacion ®c~(yy) entre dos C*(M)-mddulos indica® un producto tensorial sobre C* (M),
esto es, el C*(M)-moddulo generado por tensores simples w ® s sujeto a las relaciones
fo®s=w® fspara f € C°(M). ]

Si V es una conexién sobre Ey sis € I'(M, E), se define Vs € A'(M, E) por la relacién
(Vs,X) = Vys para X € X(M). Esto es consistente porque Vxs es C*(M)-lineal en X. De
este modo se obtiene una aplicacién R-lineal

V:T(ME) — AY(M,E) : s — Vs. (4.13)

La regla de Leibniz (4.9b) para V ahora toma el siguiente aspecto:

V(fs)=df ® s+ fVs paratodo f e C®(M), se'(M,E).

4.2. Meétricas riemannianas

Una métrica, en contextos de topologia, es una funcién simétrica y positiva de dos
variables que cumple la desigualdad triangular. En geometria diferencial, es palabra tiene
una segunda acepcion: se reservard el término distancia para el concepto topolégico.

3Mas generalmente, si A es un anillo conmutativo y si E, F son A-mddulos, su “producto tensorial
sobre A” es el A-médulo E ®4 F generado por elementos e ® f con e € E, f € F sujeto a las relaciones
ae® f =e®af paraa € A.
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Definicidon 4.9. Una métrica riemanniana sobre una variedad diferencial M es un
2-tensor covariante
g: X(M) X X(M) — C*(M)

que es simétrica y definida positiva:

9g(X,Y)=9(Y,X), con ¢g(X,X)>0 paraX € X(M)

donde g(X, X) = 0 como funcién en C* (M) solo si X = 0 es el campo vectorial nulo.
En consonancia con la Proposicién 2.2, el valor g(X, Y)(p) depende solamente de los
vectores X, Y, € T,M; y las evaluaciones

9p(Xp. Yp) := g(X. Y)(p) (4.14)

definen formas R-bilineales simétricas y definidas positivas g, sobre cada espacio tan-
gente T,M. Esto dice que cada g, es un producto escalar real sobre T,M, que depende
suavemente del punto p. ¢

Es oportuno recordar que un producto escalar (— | —) sobre un espacio vectorial E de
dimensién finita — real o complejo* — define un par de isomorfismos entre E y su espacio
vectorial dual E*. Si u € E, ¢ € E*, se identifica u con la forma lineal v + (u | v) en E*;
y se identifica £ € E* con el vector x € E tal que ¢(v) = (x| v). De esta manera, una
métrica riemanniana define isomorfismos T,M =~ T’M para cada p € M; su efecto sobre
las secciones de los fibrados vectoriales TM y T*M permite asociar campos vectoriales
con 1-formas y viceversa, como sigue.

Definicion 4.10. Una variedad riemanniana es un par (M, g) formado por una variedad
diferencial M y una métrica riemanniana g sobre M. Se define un par de isomorfismos
musicaless de C®(M)-médulos: X(M) — AY(M) : X — X" y la aplicacién inversa
AY(M) — X(M) : a — o, dados por:

X(Y) :=g9(X,Y),  g(a'Y) = a(Y). (4.15)

Entonces se puede expresar la métrica como un apareamiento de 1-formas, asi:

g:(a, p) = g((xﬁ,ﬂﬁ), paratodo a,f € A'(M). O

4En este curso se emplean espacios vectoriales reales; pero todos los conceptos se adaptan directamente
al casi de escalares complejos, con esta excepcion: un producto escalar real es bilineal, pero un producto
escalar complejo es sesquilineal, esto es, lineal en una variable pero antilineal en la otra. La opcién preferible
es que (— | —) sea lineal en la segunda variable, como indica la llamada “notacién de Dirac”.

5En el Ejercicio 2.27 se ha empleado esta misma notacién para un par de isomorfismos diferentes entre
X(M) y AY(M). En la literatura de geometria diferencial, se usan las notaciones musicales en los dos
sentidos. En este curso, aparte del citado Ejercicio, los simbolos b y # se refieren a la versién riemanniana.
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En términos de coordenadas locales en una carta (U, ¢) de M, se puede identificar
glu con la matriz invertible de funciones [gi;] € M,(C*(U)) y g~*|y con su matriz inversa
[9"°], cuyas entradas se definen por

gij :=9(0;,9)); g~ = g_1 (dx", dx*). (4.16)

De este modo, si X, Y € X(M) y a, f € Al (M) tienen las siguientes versiones locales:
Xy =fo, Ylu =W 9;, alu = ardx", Blu = bs dx*, se evaltian gy g~ en C®(U) as:

9X.V)=gi;i f' y g ap)=9"abs.

Definicion 4.11. Una isometria entre dos variedades riemannianas (M, g) y (N, h) es un
difeomorfismo 7: M — N tal que 7*h = g. Esto es equivalente a la condicidn:

h(z.X,7.Y) =g(X,Y) paratodo X,Y e X(M). O

Definicion 4.12. Una conexion afin V sobre M es compatible con la métrica g si su
transporte paralelo es isométrico. Esto significa que si y: I — M es una curva suave y si
X,Y € X(M) son paralelos a lo largo de y, entonces g(X, Y)(y(t)) = g, (X, 1), Yy (1) €5
una funcién constante de t € I.

Alternativamente, % g(X,Y)(y(t)) = 0 cuando X y Y son paralelos a lo largo de y.
Con la ayuda de las férmulas (4.2) y (4.4), se puede mostrar que eso es equivalente a que

() (9(X,Y)) =g(VyX,Y) +9(X,Vy)Y) para tel

con X, Y € X(M) cualesquiera. Ademds, como la curva y es arbitrario, se puede reempla-
zar y(t) por cualquier vector tangente en Zy(;) € T,(;)M. La condicién de compatibilidad
entre V y g se reduce a la siguiente regla de Leibniz: si X, Y, Z € X(M), entonces

Z(g(X.Y)) = g(Vz X.Y) +g(X,VzY). (4.17)

O bien: d(g9(X,Y)) = g(VX,Y) + g(X, VY), en términos del operador V de (4.13). O

Lema 4.13. Sea V una conexion sobre una variedad diferencial M. La férmula

To(X,Y) := VxY - Vy X — [X, Y] (4.18)

define un 2-tensor Ty : X(M) X X(M) — X(M), llamado la torsidn de la conexién V. En
otros términos, (X,Y,a) — {(a, Ty(X,Y)) es un tensor de bigrado (2, 1) sobre M.
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Demostracion. Se debe mostrar que Ty es C*(M)-bilineal. Como Ty es R-bilineal y anti-
simétrico en sus argumentos, basta verificar que Ty (f X, Y) = f Ty (X, Y) para f € C*(M).

Al recordar la férmula (2.32), que dice que [fX,Y] = f [X,Y] — (Yf)X, se obtiene

Tv(fX,Y) = VexY = Vy(fX) - [fX,Y]
=fVxY - (YHX - fVWyX-fIXY]+(YNHX
= FTe(X,Y). g

Ahora, este Ty, como cualquier tensor, esté determinada por sus expresiones (compa-
tibles) en coordenadas locales. En una carta (U, ¢) de M, usando la base local {0, . . ., 9, }
de X(U), se obtiene

Iv(9:,9)) = V5,0; = Vo, 0, = [0, 9j] = (ri’; - iji) %

ya que [9;, 9;] = 0. Por lo tanto, la conexién afin V es libre de torsion (es decir, Ty = 0)
si y solo si los simbolos de Christoffel I‘i’; de cada carta local son simétricos en los indices
inferiores i, j; esto es, Tij = Fjl. .

Proposicion 4.14. Sobre una variedad riemanniana (M, g), existe una tnica conexién afin
V9 que es compatible con la métrica g y libre de torsidn: esto es, cumple (4.17) y ademds
satisface ViY — ViX = [X, Y] para todo X,Y € X(M).

Demostracion. Para comprobar la unicidad, nétese que una conexion VI compatible con
la métrica g debe cumplir, por (4.17):

Zg(X,Y) =g(V},X,Y) +g(X,VLY),
Y g(Z,X) = g(VyZ,X) +9(Z, V5 X),
X g(Y,Z) = g(V4Y, Z) + g(Y, V4 Z).

Si ademas VY es libre de torsion, se obtiene
Xg(Y,Z)+Yqg(Z,X)-Zg(X,Y)
=g(V9Z -V3Y,X)+9(V5,Z -V, X,Y) +g(V}Y + V) X, Z)
= g([Y,Z],X) +g([X, Z].Y) - g([X, Y], Z) + 2g(V}Y, Z). (4.19)

En consecuencia, la cantidad g(ViY, Z) esta determinada por la métrica y el corchete

de X(M). Como g es definida positiva (asi que cada forma bilineal g, es definida positiva
sobre T, M), el campo vectorial Vg(Y queda determinado para todo X,Y € X(M). Se ha
comprobado la unicidad de la conexién V9.
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Para comprobar su existencia, es obligatorio usar la receta sugerida por (4.19):

g(V3Y,Z) = (4.20)

31X 9(Y.2) +Y9(Z,X) - Zg(X.,Y) = g([Y, Z].X) = g([X, Z]. Y) + g([X, Y], 2)}.

Es facil verificar que el lado derecho de (4.20) es C*(M)-lineal en X y en Z. Como tal,
esta férmula define una aplicacion R-bilineal (X,Y) +— Vf(Y que es C*(M)-lineal en X.
También se puede constatar que esta operacion cumple la regla de Leibniz en Y, y por lo
tanto, VI es una conexién afin. En vista de (4.19), unos célculos rutinarios comprueban
que VY es efectivamente compatible con g y libre de torsién. O

Definicion 4.15. La conexién afin VY sobre (M, g) determinada por la férmula (4.20) se
llama la conexidn de Levi-Civita sobre M asociada con la métrica g. o

Lema 4.16. En una carta local de una variedad riemanniana (M, g), los simbolos de Chris-
toffel de la conexidn de Levi-Civita estdn dados por la formula explicita:

ri’;‘ = %gkl(aigjl +9;gi1 — A1Gij)- (4.21)

Demostracién. Como g es un tensor, estd determinada por sus restricciones g|y a los
dominios de cartas locales (U, ¢) de M; y ademds, cada ¢g|y es una métrica sobre la
subvariedad U de M. La condicién de compatibilidad (4.17), aplicada a los campos
locales X |y = 9, Y|y = 9;, Z|y = 9; da la férmula

919 = gjmI}; + giml}; -
Como [0;,9;] = [9;, 9] = [9},0;] =0, la férmula (4.19) se reduce a
3i(9(3), ) + 9j(9(3 a)) — a1(9(3:, 8)) = 29(a1, V5,9));
y por ser Vgi 9j = I‘i’]’." Om, €sto es
aigj1 + 9jgit — Agij = 2 g1y} -

Para i, j fijos, esta férmula expresa una igualdad entre dos vectores de columna con
indice [. Al multiplicar ambos lados por la matriz %[gkl], donde g*g;, = &k = [k = m],
se obtiene la igualdad deseada (4.21). m|
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Ejemplo 4.17. Considérese la esfera S con el atlas de dos cartas locales definido en el
Ejemplo 1.13: U := S? \ {e3} y V := S? \ {—e3}. Se puede usar las coordenadas locales®

x1 —Xz

1-x3"1-x3

x! x?

1+x3°1+x3

(x,y) := ( ) en U, (w,0) := ( ) enV.
[ Si se introduce coordenadas complejas” z := x + iy, de modo que z = (x! —ix?)/(1-x3%)
enU;yw:=u+iv, conw = (x! +ix?)/(1 + x%) en V; su relacién con las coordenadas
esféricas usuales es z = e ctgg en U, mientras w = e+ tgg en V. Notese que w = 1/z
enUNV.]

La métrica redonda (llamada asi porque es invariante bajo el grupo SO(3) de rota-

ciones de la esfera) se define como el siguiente 2-tensor covariante simétrica:

3 4(dx? + dy?) _ A4(du? + dv?)

= do? 20d¢? = = )
g *sen ¢ (1+x2+1y%)2 (1 +u2+02)?

(4.22)

(La primera férmula es singular en los polos +es3, pero se puede usar la invariancia
rotacional para extender el dominio de g para incluirlos.)
Es conveniente usar la abreviatura q := 1 + x2 + y2, de modo que g = 4 g 2(dx*+dy?).

Los componentes de g y de la métrica dual g~ en el dominio U son
gi=498; v ¢"=14q

Si ahora se redefine (x!, x2) = (x,y) como coordenadas locales (en vez de coordena-
das cartesianas en R?), se calcula enseguida que 9;g; i =-16 xlq_3 dij. Los simbolos de
Christoffel en U son

2 . ‘
I = - 8% +xI 8F - xk 5y)). (4.23)
como consecuencia directa de (4.21). O

» Una métrica riemanniana g sobre una variedad M define productos escalares reales
gpen My g;l en T,;M, para cada p € M. Dos vectores u,v € T,M son ortogonales si
gp(u,v) = 0; dos covectores &, n € T7M son ortogonales si g[jl(§, n) = 0. En general, no
es posible “globalizar” estos conceptos a toda la variedad M, pero si definen estructuras
euclidianas en cada carta local.

%Los signos de x? estan elegidos para que el jacobiano de transicién sea positivo en U N V.

7Al considerar el codominio R2 de las cartas locales como el plano complejo C, S se ve como la esfera
de Riemann C,, = C W {0}, la compactificacién de un punto de C. El punto excluido del dominio de la
carta local es z = oo para U, w = oo para V.
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Definicion 4.18. Sea (U, ¢) una carta local de una variedad riemanniana (M, g). Dos
campos vectoriales locales X,Y € X(U) se llaman ortogonales si g(X,Y) = 0 sobre U;
el campo local X estd normalizado si g(X, X) = 1 sobre U.

Si n = dim M, una base ortonormal local (o vielbein)® de campos vectoriales es
una familia {Ey, ..., E,} € X(U), tal que g(E,, E,) = 6,,, sobre U para y,v=1,...,n.

Una base ortonormal local de 1-formas es otra familia {6%,...,6"} c AY(U) tal
que g1 (O*,0") = 5" sobre U para y,v=1,...,n. O

Para comprobar la existencia de estas bases ortonormales locales, se podria aplicar
el algoritmo de Gram y Schmidt a las bases locales respectivas {9y, ...,d,} de X(U) y
{dx!,...,dx"} de A'(U). Alternativamente, se puede ensayar una construccién directa,
tomando en cuenta que la matriz G = [g;;] es una funcién suave G: U — GL(n, R)
cuyos valores son matrices definidas positivas. Supéngase que hay una funcién suave
H: U — GL(n,R) tal que H*=H y H> =G (y luego H2 = G~! también). Si sus
entradas se denotan por H = [hf lyH = [fza], estas condiciones se expresan mediante
las férmulas:

W Saphl =gy BL6P Ry =g,
Inversamente, las identidades H"'GH™! = 1y HG™'H = 1 se traducen en:
hogih) =060, K gTh=08".
Las bases ortonormales locales entonces se definen por:
E,:= flL 9, 0" := h} dx°, (4.24)
en vista de los cdlculos:
g(EuEy) = Q(EL o b} 9;) = flfl (31, 9)) ] = 8,05
gl (0%,0") = g (K dx", hY dx®) = BY g7 (dx", dx®) hY = §*.

[ Siempre hay una solucién simétrica continua de la ecuacién H? = G, porque una
matriz definida positiva Gy posee una tnica “raiz cuadrada” Hy = Hj que es también
definida positiva, y la receta Gy +— Hj estd dada por un limite p,(Gy) — Hy donde los
pn son polinomios tales que p,(t) — +/t uniformemente sobre un intervalo [0, to]. Una
solucién suave no esta garantizada, pero existe en muchos casos. |

8Por convenio, los campos y las 1-formas locales llevan indices latinos: 9;, dx*, etc., y los vielbein se
denotan con indices griegos: E,, 6", etc. La palabra alemana vielbein (plural vielbeine) significa “muchas
patas”; si n = 4 se habla de vierbein; y si n = 2, de zweibein.
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Ejemplo 4.19. En el dominio de carta U := S? \ {e3} de la esfera S?, la matriz de
la métrica g es diagonal, g;; = 4q_2 dij, por (4.22). Esta matriz tiene la raiz cuadrada
diagonal (definida positiva y suave en U) dada por

hf =2q7" 5}6, con inverso A, := 39 8.

Entonces las bases ortonormales locales en U son:

2} 7]
Elizg—, Eleg—,
2 ox 29y
» Si la variedad riemannana (M, g) es orientable, tiene una forma de volumen v, dada

localmente por
vely =0T AO* A A O

Esta forma de volumen cumple vy4(E1, E, ..., E,) = 1 en U toda vez que el orden de
la base ortonormal local (Eq, ..., E,) sea compatible con la orientaciéon. Obsérvese que
detg = det[g;;] > O, puesto que la matriz [g;;(p)] es definida positiva en cada punto
p € M. Siesta base local estd dada por una férmula de tipo (4.24), entonces la expresién
local para esta forma de volumen riemanniana v, es:

En particular, la forma de drea sobre S?, en coordenadas locales o esféricas, es:

c=0"A0*>=4q*dx Ndy =senfdO A dg.

4.3. Tensores de curvatura

Dada una conexion afin sobre una variedad diferencial M y tres campos vectoriales
X,Y,Z € X(M), la derivada direccional VyZ es otro campo vectorial, el cual a su vez
admite una segunda derivada direccional VxVyZ € X(M). La expresion local de esta
dltima incluye derivadas parciales de segundo orden; de donde es evidente que este
proceso no es tensorial. Sin embargo, es posible formar un tensor con una modificaciéon
astuta de esta segunda derivada, como se vera en seguida.

Definicion 4.20. Sea E ., M un fibrado vectorial. Sea End E L M el fibrado vectorial
cuya fibraenp € M esla R-dlgebra (End E), := Endr (E,) de endomorfismos R-lineales
del espacio vectorial E,. Si la fibra tipica de E es F ~ R¥, entonces la fibra tipica de End E
es Endg F =~ M (R).
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A cada trivializacién local ¢/: 771 (U) — U x R* del fibrado E 5 M, le corresponde
una trivializacién local ¥: II"1(U) — U x Mi(R) de End E A, M, dada por:

¥ p, Ay (po)] =y (p Av).
El dlgebra de secciones suaves I'(M, End E) actua fibra por fibra sobre I'(M, E), el médulo
de las secciones suaves de E — M. Es decir, si A € I'(M,EndE) ys € I'(M, E), entonces
As € T(M, E) se define por (As), := Ap(sp).
En particular, Endee (3 (X(M)) = I'(M, End TM) es el dlgebra de todos los operadores
C®(M)-lineales sobre los campos vectoriales X(M) = I'(M, TM). O

Definicidn 4.21. Sea V una conexidén afin sobre una variedad M. Definase una aplicacién
R-bilineal R = Ry : X(M) X X(M) — Endce ) (X(M)) por la férmula:

R(X, Y) Z = vayZ - VyVXZ - V[X,y]Z (4.26)

para X,Y,Z € X(M). Este R es el operador de curvatura de la conexion V. O
Lema 4.22. La expresion R(X,Y) Z es C*(M)-trilineal en las tres variables X, Y, Z.

Demostracion. Es evidente que R(Y,X)Z = —R(X, Y)Z; por lo tanto, basta verificar la
C*(M)-linealidad en X yen Z. Si f,h € C*(M), se obtiene:

R(fX,Y)Z = fVxVyZ - Vy(f VxZ) = Vsx1Z
=fVXVWZ - (Yf)VxZ - fVyVxZ = Vexv1Z + V(v xZ
=fVXVZ - (Yf)VxZ - fVyVxZ - f Vx| Z + (Yf) VxZ
= fRIX.Y)Z;
y también,
R(X,Y)(hZ) =Vx((Yh) Z+hVyZ) = Vy((Xh) Z+hVxZ) - [X,Y](h) Z - hV|xv|Z
=X(Yh)Z+ (Yh)VxZ + (Xh)VyZ+hVxVyZ - [X,Y](h) Z
- Y(Xh)Z - (Xh) VyZ — (Yh) VxZ - hVyVxZ — hV|xy|Z
= hVxVyZ — hVyVxZ — hV|x yZ + {X(Yh) - Y(Xh) - [X,Y](h)}Z
=hR(X,Y)Z. O

Corolario 4.23. Para X,Y,Z € X(M) y a € AY(M), la correspondencia
(X,Y,Z,a) = (a,R(X,Y) Z) (4.27)

es un tensor mixto de bigrado (3, 1), llamado el tensor de curvatura de la conexiéon V. B
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. ’ . . T .
Para conexiones mds generales sobre fibrados vectoriales E— M (no necesariamente
el fibrado tangente) se puede definir un operador de curvatura de V, con valores en
I'(M,End E), por la generalizacion directa de (4.26):

R(X,Y)s :=VxVys-VyVxs—-Vxyys para seI(ME). (4.28)

La demostracién del Lema 4.22, con la dnica modificacién Z + s, comprueba la
formula R(X,Y)(hs) = hR(X,Y) s para todo h € C* (M), asi que R(X, Y) es un operador
C®(M)-lineal sobre I'(M, E). La antisimetria y la C* (M)-bilinealidad en (X, Y) muestran
que R es una 2-forma con valores en End E, o sea: R € A*(M,EndE).

» El tensor (4.27) es antisimétricaen X <> Y, peronoen X < Znien Y < Z. Entonces
este tensor no define una 3-forma con valores en TM. Sin embargo, el caso especial
V = VY, la conexién de Levi-Civita para una métrica g, si posee una amplia gama de
simetrias.

Definicion 4.24. La curvatura de la conexion de Levi-Civita V9 de una variedad rieman-
niana (M, g), que es una 2-forma con valores matriciales, R € A%(M, End TM), se llama
la curvatura riemanniana de (M, g). o

Proposicion 4.25. La curvatura riemanniana de una variedad riemanniana (M, g) cumple
las cuatro relaciones de simetria siguientes: si X,Y,Z, W € X(M), entonces

@ R(X,Y)Z+R(Y,X)Z = 0;

(b) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0: esta es la identidad de Bianchi;
© g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(X, Y)W, Z);

@ g(R(X, Y)W, Z) = g(R(W, 2)X, Y).

Demostracion. Ad (a): Esta la mencionada antisimetria en X < Y, evidente de (4.26).

Ad (b): Laidentidad de Bianchi es valida para cualquier conexién afin libre de torsion.
En efecto, ndtese que

VxVyZ —VxVzY - Vx [Y,Z] = Vx(Tv(Y, Z)) = 0.
Al permutar X, Y, Z ciclicamente (y sumar), se obtiene:
vayz + VyVZX + V2VXY - vazY - VyVXZ - V2VYX

—Vx [Y,Z] - Vy [Z,X] - V7 [X,Y] = 0. (4.292)
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Al usar (4.26), la identidad (4.29a) queda reformulada asi:

R(X, Y)Z + V[X,Y]Z + R(Y, Z)X + V[Y,Z]X + R(Z,X)Y + V[Z,X]Y
-V [Y,Z] - Vy [Z,X] - Vz[X,Y] =0. (4.29b)

La libertad de torsién Ty = 0 da V[xy)Z — V7 [X,Y] = [[X,Y],Z] y dos expresiones
similares; entonces (4.29b) se simplifica en:

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y + [[X, Y], Z] + [[Y, 2], X] + [[Z,X], Y] = 0.

La identidad de Jacobi cancela los ultimos tres términos al lado izquierdo, dejando la
identidad de Bianchi:

R(X,Y)Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0. (4.29¢)

Ad (c): Basta mostrar que g(R(X,Y)Z,Z) = 0 en general; la identidad (c) se deduce
de ésta al polarizarla con las sustituciones Z — Z + W y Z +— Z — W. Escribase
h:=g(Z,Z) € C*(M); la compatibilidad de VY con g y la férmula (4.20) implican

29(V5,Z,Z) =X g(Z,Z) = Xh.
La compatibilidad con g también muestra que

9R(X.Y)Z,Z) = (VY VYZ,Z) = g(VyVRZ,Z) = g(V{x 2. Z)
=Xg(V}2,2) - g(V3Z,V%2) - Y g(V5.Z,Z) + g(V5,Z,V5Z) — 1[X, Y](h)
=Xg(VyZ,Z) - Y g(V5,Z,Z) - 5[X,Y](h)
= 1X(Yh) - Y (Xh) - [X, Y](h) = 0.

Ad (d): SiW € X(M), entonces g(R(X,Y)Z, W) = —g(R(Y, X)Z, W) por la parte (a).
Ademas, se verifican las siguientes identidades:

g(R(X,Y)Z,W) +g(R(Y,Z)X, W) + g(R(Z,X)Y,W) =0,
gRW,Y)Z,X) +g(R(Y,Z2)W,X) + g(R(Z,W)Y,X) =0,
gRX,W)Z,Y)+g(R(W,2)X,Y) +g(R(Z,X)W,Y) =0,
JR(X, Y)W, Z) +g(R(Y,W)X,Z) + g(R(W,X)Y,Z) = 0. (4.30a)

En efecto, la primera de estas ecuaciones sigue de (4.29c). Las otras se obtienen al
intercambiar W con X, Y, Z respectivamente.
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Al sumar los cuatro lados izquierdos de (4.30a), la condicién (c) implica que tres pares
de términos se cancelan. Los otros términos forman tres pares repetidos: por ejemplo,
g(R(Z, W)Y, X) = g(R(W,Z)X,Y) por (@) y (c). De ahi resulta que

g(RW,Y)Z,X) +g(R(W,Z2)X,Y) + g(R(W,X)Y,Z) = 0. (4.30Db)
Entonces, al aplicar las condiciones (b) y luego (a) y (c) se obtiene:
g(R(X, Y)W, Z) = —g(R(W,X)Y,Z) —g(R(Y, W)X, Z)
=—-g(RW,X)Y,Z) — g(R(W,Y)Z,X). (4.300)
De (4.30b) y (4.30c) se deduce que g(R(X,Y)W,Z) = g(R(W,2)X,Y). O
» Para calcular tensores de curvatura, es necesario expresar sus componentes en las

coordenadas locales de una carta (U, ¢) de M. Dada una conexién afin cualquiera so-
bre M, el tensor de curvatura (4.27), de bigrado (3, 1), tiene las componentes

Rj.k, := (dx', R(d, 9)) 9;). (4.31)

La formula (4.26) para el operador de curvatura se escribe asi:
Rj'kl 81- = R(ak, 81) d; = VakVal aj - VaIVak aj .

En vista de (4.6), la curvatura de V estd determinada por los simbolos de Christoffel y
sus derivadas:
R_llkl = <dxi: Vak (rﬁlam)) - <dxi: Val(rjmkam»
= (dx', (akrj’?) Om + 1“].’?1“,;,(8,) — (dx', (alr]!’;) Om + ij’lzl“r;lar),

y esta expresion se simplifica en la siguiente férmula local:

Ry = Tj — ol + TjT,, —TRT . (4.32)

En el caso de que V = VY es la conexién de Levi-Civita para una métrica Riemanniana
g sobre m, los componentes (4.31) dan lugar a un 4-tensor covariante, también denotado
por R pero con cuatro subindices:

Rijit := g(9, R(0k, 91) 9j) = gimR 7y (4.33)

Las simetrias de la Proposicion 4.25 ahora se manifiestan asi:
Rijki = —Rjik1 = —Rijix 5 Rijk1 + Rijk + Rig1j = 0; Rijk1 = Ryuij. (4.34)

4-18



MA-870: Geometria Diferencial 4.3. Tensores de curvatura

Definicion 4.26. La curvatura riemanniana R sobre (M, g) da lugar a otros tensores,
por contraccion de indices. El tensor de Ricci es la traza de la aplicacién C*(M)-lineal
Y — R(—,Y), la cual es un 2-tensor covariante Ric, con componentes locales:

 Die . _ pk
Rj; = Ricj; := tr(RJ'..l) = Rjkl ) (4.35)
En vista de las simetrias de R, el tensor de Ricci es simétrico:

_ pm _ _mk _ km _pk _
Rij=R,; =9 Rkimj = g " Rmjki = Ry = Rj1..

1

La contraccién total del tensor de Ricci con la métrica inversa g~ es una funcién

S € C*(M) definida por

S :=¢''Rjt = ¢ ¢ Rmjua . (4.36)

Esta S es la curvatura escalar S de la variedad riemanniana (M, g). o

En una variedad riemanniana (M, g) de dimensién 2, los componentes locales R; i
del tensor de curvatura obedecen las relaciones de simetria (4.34), donde i, j, k,I = 1, 2.
De las primeras dos relaciones, se ve que R;jx; = 0 si i = j o bien k = [. Los otros
coeficientes son Ri212 = —Ro112 = —Ri221 = R2121; ¥ para ellos, las relaciones tercera (de
Bianchi) y cuarta son automaticas. Por lo tanto, R queda determinado por el coeficiente
Rq5712 solamente.

Si dim M = 4, las relaciones de simetria reducen las 256 componentes de R a unos
20 componentes independientes. En dimension n, el nimero de componentes indepen-
dientes es n?(n® — 1)/12.

Proposicién 4.27. La esfera S? tiene curvatura escalar constante S = 2.

Demostracién. En el caso de la esfera S2, basta hacer el calculo en el dominio de carta
local U = S? \ {e3}; hay un célculo andlogo en V = S? \ {-e3}. (Como U NV # 0, los
valores constantes de S en U y en V deben ser — y son — iguales.)

Con la notacién del Ejemplo 4.17, se usa coordenadas locales (x,y) en U y se escribe
q:=1+ X2+ yz. Los simbolos de Christoffel fueron calculados en (4.23):

2x 2y 2x
1 1 1 1
Ih=-—, Ip=k=-—, ILh=+—,
q q q
2y 2x 2y
2 2 2 2
Iy =+—, =T =—, L =—.
q q
Como las matrices [g;;] y [¢"°] son diagonales, las sumatorias en (4.33) tienen un

oy . : _ 1 1 _ 11
solo término cada uno; por ejemplo, Ri212 = g11R5,, y luego R5,, = g"*Ri212.
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En seguida, a partir de (4.31) se calcula:

1 1 1 1 1
Ry1p = dilsy — Ol + Lol =TT
0 (2x o 2y\ 4x? N 42 42 N 4x?
coax\q) ay\ q)] ¢ ¢ ¢ ¢
29 -4x%> 2q-4y 4

- 2 T 2 2

q q q

y en consecuencia
4 4 16
1
Ri212 = g11Ry5 = 2 @ = e

Los componentes del tensor de Ricci son:

4
R22 = R%lZ + R%ZZ = R;lZ + 922R2222 = R%IZ = q—z ,
2
16 4
Ri1 = Riy; + Ry = 9" Run + 9% Raaz = ¢°°Rugra = qZ ' ? B ?

y de modo similar Ry2 = Ry; = 0. Luego las matrices [¢"°] y [R;;] son diagonales en este
caso; la curvatura escalar es una suma de dos términos:

2 2
; 4 q 4
S=¢gRy=g" R +¢®2Rp=L.2,L . 2 _o
91191192246124(]2
Un célculo similar muestra que S = 2 en V; luego vale S = 2 en todo S2. O

La métrica estdndar en M = R" es constante, g;; = J;;; y su curvatura escalar es
S = 0. Existen otras superficies de curvatura constante negativa, llamadas seudoesferas.

4.4. Fibrados principales y formas de conexion

La teoria de conexiones y curvatura puede ser reformulada en términos de ciertas
formas diferenciales locales. Para abordarlas, es necesario introducir el fibrado de marcos
(locales) sobre una variedad diferencial, definido a continuacién.

Definicion 4.28. Sea M es una variedad diferencial de dimension n, sea FM sMel
fibrado cuya fibra 3,M en el punto p es la totalidad de bases {v1,...,v,} del espacio
tangente T,M. Al elegir una base, se define® un isomorfismo lineal u: R" — T,M; el

9Fl isomorfismo lineal u queda determinado por sus valores en la base estandar de R”, u(e;) := v;,
que deben ser vectores linealmente independientes.
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conjunto F,M es la totalidad de tales isomorfismos. El grupo de Lie G = GL(n, R) de los
automorfismos lineales de R" actua (libre y transitivamente) sobre F, M por composicion
a la derecha:

ur uoA: R”LR”LT},M.

Si {(U,¢)} es una carta de un atlas que trivializa el fibrado tangente TM M,
se puede hallar un marco local {Xi,...,X,} en X(U) cuyos valores puntuales (X;),
forman una base de T,M, para p € U;. El marco local {9/ox!,...,0/9x™} es un ejemplo
particular de eso. Entonces Uper FpM = a‘l(Uj) ~ U; X G. Asi se define un fibrado

principal M —Z5 M, el fibrado de marcos de M, cuya fibra tipica es G = GL(n,R). ¢

El uso de un marco local da lugar a una manera alternativa de estudiar conexiones
afines, que generaliza los simbolos de Christoffel. Este punto de vista fue introducido por
Elie Cartan con su método del marco mévil. 10

Definicion 4.29. Sea (U, ¢) una carta local de una variedad diferencial M, que trivializa
el fibrado tangente TM 5 M. Sea {X1,..., X} unmarco local de X(U). Cada X € X(M)
tiene la siguiente expansion sobre U

X|ly = 0(X)X; con 0%,...,0"e AL (V). (4.37a)
Si V es una conexién afin sobre M, cada Vx(X;) € X(U) posee una expansién similar:

Vx(X;) =: a)j.(X) X; con cada a)j. e AYU). (4.37b)

Los lados izquierdos de estas ecuaciones dependen tensorialmente de X, asi que los
coeficientes 0'(X) y a)j. (X) dependen C*(M)-linealmente de X. En otras palabras, estas
0"y wj son 1-formas locales sobre U. O

Definicidén 4.30. La torsién Ty y la curvatura Ry de una conexién V, definidas por
las férmulas respectivas (4.18) y (4.26), permiten introducen ciertas 2-formas locales en

términos de un marco local {Xy,...,X,} sobre U:
VX, Y)|y = ri(X, Y)X; con ... e AZ(U), (4.38a)
Rv(X,Y)X; =: Q;'.(X, Y)X; concada Q} e A%(U). (4.38b)

Cabe recordar que Ty (X, Y) y Ry(X,Y) son antisimétricos y tensoriales en X, Y, asi que
estas 7' y Q' son efectivamente 2-formas sobre U. o

1°E] método de la repére mobile (el marco mévil) fue expuesto en el libro: Elie Cartan, La méthode du
repére mobile, la théorie des groupes continus, et les espaces généralisés, Actualités Scientifiques et Industrielles
194, Hermann, Paris, 1935.
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Estas 1-formas y 2-formas locales no son independientes, sino que estan ligadas por
las ecuaciones estructurales de Cartan, como demuestra el teorema siguiente.

Teorema 4.31 (Cartan). Dado un marco local {Xj,...,X,} de X(U), las formas locales
(4.37) ¥ (4.38) obedecen estas ecuaciones de estructura:

' =do +a>;- N
(4.39)

i g i k
Qj—da)j+a)k/\a)j.

Demostracion. Elsiguiente célculo en X(U) sigue directamente de la definicién de torsién
y las formulas (4.37):

(X, Y)X; =Tv(X,Y) = VxY — VyX — [X, Y]
= Vx(¢/(Y) X)) - V¥ (67 (X) X)) - 6/ ([X, Y]) X;
= {X(0/(Y)) - Y(¢/ (X)) = 0/ ([X, Y]} X; + 0/ (Y) Vx (X)) = 0/ (X) Vy (X;)
= d0’(X,Y) X; + 0/ (Y) 0j(X) Xi - 0/ (X) 0j(Y) X;
= {d0'(X.Y) + 0}(X) 07 (Y) - 0j(Y) ¢/ (X)} X;
= {d6'(X.Y) + i A O/(X,Y)} X;
al usar la formula w} A 0/ = ©} ® 6/ — ¢/ ® w}. La independencia lineal de los X; produce
la primera ecuacién de (4.39).
De modo similar, de la definicién de curvatura y las férmulas (4.37) se obtiene:
QN(X,Y) X; = Ry(X,Y) X; = (VxVy = VyVx = Vixy]) Xj
= Vx(0}(Y) X;) = Vy(0}(X) X)) — 0j([X, Y]) X;
= {X(@}(Y)) = Y(0}(X)) = @} ([X, YD)} Xi + & (V) Vx (Xi) — 0 (X)Vy (Xi)
= dwi(X,Y) Xi + 0 (X) ¥ () X; - 0l (V) 0§ (X) X;
= {dw!(X.Y) + 0} A 0§ (X, V)} X;
asi que Q}(X,Y) = (dwj + w} A a)ﬂ?)(X, Y) para todo X, Y € X(U). O
Es posible escribir las ecuaciones estructurales de Cartan en una forma mds compacta

al notar que los productos cufia en (4.39) aparecen en el formato de productos matriciales
(habida cuenta del convenio de Einstein). Conviene introducir ciertos vectores columna

0:=[0] € AL(U,R"),  7:=[r'] € A%2(U,R");
usando AK(U,R"™) := AK(U) ®cemy I'(U, M x R"), una variante de la notacién (4.12)

apropiada para fibrados vectoriales triviales.
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También se puede introducir ciertas matrices cuadradas
W = [w;:] e AYU, g), Q= [Q;] e A%(U,g),

donde g = M, (R) es el dlgebra de Lie del grupo de Lie G = GL(n,R). Se definen los
“productos cufia matriciales” w A 8 y w A w entrada por entrada. Entonces las ecuaciones
de estructura se resumen en estas formulas:

7=d0+w A0, Q=do+owAo. (4.40)

» A esta altura, es un poco insatisfactorio trabajar solamente con formas diferenciales
locales. Es deseable obtener una reformulacién “global” de tales formas 0" y a)j., reempla-
zandolas por objetos que no dependen de cartas locales. El concepto que permite sentar
ese contexto global es el de un fibrado principal, que obtuvo una mencién breve en la
seccion 1.9.

Definicién 4.32. Un fibrado principal (P, M, o; G), también denotado por P 5 M, es
un fibrado cuya fibra tipica es un grupo de Lie G, que actta libre y transitivamente a la
derecha sobre cada fibra P,. (La accioén del grupo G es libre si el subgrupo de isotropia
de cada u € P es {1}; es transitiva sobre P, si la accién permuta todos los puntos de P;.)
De esta manera, existe una funcién suave R: P X G — P denotado por R(u,g) :=u<g
tal que, en contraste con la accién a izquierda (1.50):

(u<g)<h=u<(gh), u<l=u paratodo ueP; ghegG.

El fibrado y la accién del grupo de estructura G deben ser compatibles, como sigue:

(@) Serequiere que o(u<g) = o(u) paratodou € P,g € G,yque G — Py, : g = u<g
sea biyectiva. Asi, las fibras P, son las drbitas de la accién de G sobre P.

(b) Las trivializaciones locales ¢/; : ﬂ_l(Uj) — U; X G de (1.52) deben ser equivariantes
para las acciones de G sobre P y sobre M X G mediante (p,g) <h := (p,gh). Esta
condicién dice que ¥/;(u <h) = ¢;(u) <h parau € U;, h € G. O

En la seccién 1.9, ya se noté que cuando H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G,
la aplicacion cociente G Ne /H determina un fibrado principal con fibra tipica H.

El fibrado de marcos FM —Z5 M de la Definici6n 4.28 es también un fibrado principal,
cuyo grupo de estructura es G = GL(n,R). Se puede generalizar este ejemplo, como
sigue, al reemplazar el fibrado tangente por cualquier otro fibrado vectorial.
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Definicién 4.33. Sea E— M un fibrado vectorial de rango k. Definase un fibrado
principal F(E) —25 M como sigue. Para p € M, sea FJ(E), = F(E,) la totalidad de
isomorfismos lineales uy,: Rf — E,. El espacio total es la unién disjunta de estos F(E,):

F(E) ={u=(p,uy) : p €M, u, € F(Ep) }, o(u) :=p. (4.41)

Siy: 771(U) — U x R* es una trivializacién local de E SN M, entonces la aplicacién
u — pry(Y(u)) define isomorfismos lineales y,: E, — R, con gp = Yp ou, € GL(Kk, R).
Al definir ¢(u) := (p, gp), se obtiene una trivializacién local ¢: o 1(U) - U x GL(k,R)
que es equivariante para las acciones a derecha de GL(k,R). El fibrado principal asi
definido es el fibrado de marcos de E. Su grupo de estructura es GL(k, R). O

En la direccién contraria, es posible recuperar un fibrado vectorial a partir de su
fibrado de marcos, como sigue.

Definicién 4.34. Hay una accién a izquierda de G = GL(k, R) sobre F(E) x R¥ por la
férmula “diagonal”:

Av (u,x) ;== (uo A} Ax) | para A € GL(k,R). (4.42)

El espacio cociente de F(E) x R¥ bajo esta accién (esto es, el conjunto de las érbitas) se
llama el producto fibrado de F(E) y R, denotado por

F(E) xg R*.

Sus elementos son las clases de equivalencia [u, x] de (u, x) bajo la accién (4.42). Para
u € F(E) fijo, estas clases forman un espacio R-vectorial, al poner a[u, x| + b[u,y] :=
[u, ax + by]. Fijese que

[uoA,x] =[u Ax] paracada A € GL(k,R),

asi que este espacio vectorial depende solo del punto de la base p = o(u) € M. Entonces
F(E) xg R¥ —75 M es un fibrado vectorial, con proyeccién o ([u, x]) := o(u).

Al definir 0([u, x]) := u(x) € E(y), se obtiene un isomorfismo de fibrados vectoriales
0: F(E) xg RF — E; se ve que 7 0 § = & por su definicién. O

[ La férmula (4.42) aprovecha la accién (matriz por columna) de GL(k, R) sobre Rk,
A veces conviene generalizarla, al reemplazar GL(k, R) por un grupo de Lie G cualquiera
y R* por un espacio vectorial V, junto con una representacién de G sobre V, esto es, un
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homomorfismo de grupos p: G — GL(V'). Dado un fibrado principal P —Z5 M con grupo
de estructura G, se usa la accién g » (u,x) := (uo g1, p(g)x) de G sobre P x V para
definir el producto fibrado E := P Xg V como antes. Se obtiene asi un fibrado E Ny

. . . o . .7
que se llama el fibrado vectorial asociado a P — M mediante la representacion p. |

Ejemplo 4.35. Si (M, g) es una variedad riemanniana, cada espacio tangente T,M posee
un producto escalar real g,. Sea O,M la totalidad de bases ortonormales {v1,...,0,} de
T,M. La base estandar {ey, ..., e,} de R" es una base ortonormal para el producto escalar
usual; luego, se puede identificar O, M con las isometrias lineales v: R" — T,M entre
estos dos espacios euclidianos, al tomar v; := v(e;) en cada caso.

El grupo de Lie O(n) — las isometrias lineales de R" — actia a la derecha O,M por
composicién: v > v o A: R” A, R" - T,M.

Por analogia con la Definicién 4.28, estas O, (M) son fibras de un fibrado principal
O(M) N M, cuyo grupo de estructura es O(n). Este es el fibrado de marcos ortonor-
males de (M, g). O

Definicién 4.36. Sea P — M un fibrado principal con grupo de estructura G y sea g el
algebra de Lie de G. Para cada X € g, se define un campo vectorial fundamental X
sobre P por:

!

(u<exptX). (4.43)
t=0

Esta formula verifica la relacién

Rfw) =Xu(f) = o flusexpix), para feC™(P)

t=0

al notar que (u, t) — f(u<exptX) es suave sobre P X R. Luego )?f € C*(P), y por ende
X es un campo vectorial sobre P; su regla de Leibniz es inmediato.
De esta manera, se obtiene una aplicacién R-lineal

jigo X(P):X - X, (4.44)

que de hecho es un homomorfismo de 4dlgebras de Lie:!! o sea, j([X,Y]) = [X,Y]. La
curva integral de X que pasa por u es y(t) := u<exptX. O

'Esto puede mostrarse usando la férmula (1.44) de Campbell Baker y Hausdorff, en el caso de grupos
de Lie matriciales.
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La aplicacién j resulta ser equivariante bajo dos acciones a derecha del grupo de Lie G.
Sobre g se usa la accién adjunta del Ejercicio 1.35. Esta es una accioén a izquierda; para
obtener una accién a derecha, basta cambiar g < g !:

_ d _
Ad(g 1)X = E g 1(eXp tX)g
t=0

Para obtener la accién de G sobre los campos vectoriales fundamentales, conviene usar
las notaciones:

0,:G—o>P:guxg, rg:P>P:uu«yg,
observando que g — r, es la accion libre de G sobre P.

Lema 4.37. La aplicacion j de (4.44) es equivariante bajo las dos acciones a derecha de G:
(rg): X = (Ad(g™HX) . (4.45)

Demostracion. Fijese que y(t) := u<exptX = 0,(exp tX). Entonces X, = y(0) = T16,(X).
Ademas,
rg0u(h) = (u<h)<g=u<hg=u ag(gthg) para heG.

Al sustituir h = exp tX, la derivada de esta relaciéon en t = O produce

d
—| rg(urexptX) =

-1
il _, Ou<g (g7 (exp tX)g).

dt,
Con regla de la cadena (1.16) se deduce que

Turg(Xa) = Turg © T104(X) = Tibueg(Ad(g™)X) = ((Ad(g™)X) ),

y esto coincide con la igualdad (4.43) evaluada en el punto arbitrario (u > g) € P. O

Definicion 4.38. Siu € Py q := o(u) € M, sea T,o: T,P — T,M la aplicacién tangente
en u de la sumersién sobreyectiva o: P — M. El subespacio vectorial

V, :=kerT,o0 < T,P
se conoce como el espacio tangente vertical en u. O

Lema 4.39. Los campos vectoriales fundamentales )F(Vu de (4.43) son verticales.
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Demostracion. Como T,0 es sobreyectiva (porque ¢ es una sumersion), hay una sucesién
exacta corta de espacios vectoriales:

T
0— V, — TP~ Ty(,yM —> 0. (4.46)

Fijese que o 0 0,(g) = o(u<g) = o(u) paratodo g € G, asi que 0 0 0,,: G — M es una
funcién constante. Al combinar eso con la regla de la cadena, se obtiene

Lo(X) = To(Ti6,(X)) = Tu(0 0 6,)(X) =0 para X €g.
Se concluye X, €V, para cadau € Py cada X € g. O

Si algtin X, = 0 en V,, entonces la curva integral y(t) :=u<exptX cumple y(0) = u
y y(0) = 0; por su unicidad se obtiene y(¢) = u para t € R. Esto dice que el subgrupo
uniparamétrico {exptX : t € R} < G deja fijo el punto u € P. Como la acciéon de G
sobre P es libre por hipdtesis, se deduce que exptX =1 en Gy que X = 0 en g. Como
resultado, la aplicacién R-lineal X — X, : g — V, es inyectiva.

Al contar dimensiones, en vista de que

dimg V, =dim P —dim M = dim G = dimg g

se deduce que V, = { X, : X € g }.
Es posible comprobar que los V, son fibras de un fibrado vectorial trivial V SLIN P, de
rango n = dim M, que es un subfibrado del fibrado tangente TP P

» La estructura de fibrados principales expuesta hasta este momento solamente ha
empleado las herramientas generales introducidos en el capitulo 1, sin referencia alguna
a conexiones ni curvaturas. Ya es hora de vincular las dos sectores de la teoria.

Definicidon 4.40. Dado un fibrado principal P-55 M con grupo de estructura G, un
subfibrado H —s P del fibrado tangente TM —55 P es un subfibrado horizontal de TP
si T,P =V, ® H, paratodo u € P.

[ Se escribe TP =V @ H: la suma de Whitney de dos fibrados vectoriales. | O

Un subfibrado horizontal, si existe, proporciona un espacio vectorial suplementario
H, < T,P al espacio tangente vertical (de ahi su nombre). Resulta que no hay una manera
candnica de elegir estos subespacios suplementarios: el subfibrado horizontal no es tnico.
Se vera a continuaciéon como una conexion afin sobre M puede dar lugar a un subfibrado
horizontal.
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» Sea M una variedad diferencial y sea (U, ¢) una carta local de M. Un marco local
definido en U, dada por campos vectoriales locales {Xi,...,X,} € X(U), define una
seccién local del fibrado de marcos FM — M , esto es, un elemento de I'(U, FM). Tdmese
un punto p € U; hay un tnico isomorfismo lineal u: R" — T,M tal que u(e;) := Xj|,

paraj =1,...,n. Obviamente, o(u) = p. Considérese también una curva suavey: I — U
tal que y(0) = py y(0) # 0.
Toémese ahora una conexion afin V sobre M. Se ha visto que, paracada j € {1,...,n},

esta V determina el transporte paralelo a lo largo de y del vector tangente X;|, € T,M,
en vectores tangentes Y;(t) € T,(;M, dados por la solucién tinica del problema de valor
inicial

VinYi() =0;  Y;(0) =X|, € M. (4.47)
De este modo, se obtiene n curvas t — Y;(t) en TM, definidos en un subintervalo J C I
con 0 € J (en donde se garantiza la existencia Unica de las soluciones de (4.47)), que
son linealmente independientes en ¢t = 0. Si fueran linealmente dependientes en t; € J,
habria una combinacion lineal no trivial ¢/Y;(t;) = 0; pero del mismo modo se podria
trasladar ese vector tangente nulo en T,(;,)M “para atrds”, a lo largo de la curva reversa
s — y(t; — s), y por unicidad de las soluciones se obtendria ¢’ Y;(0) = 0 cuando s = t4,
contrario a hipétesis.12

Estos n curvas en el espacio total TM del fibrado tangente determinan una curva!3

I(1) = (Yi(0),.... Ya(D)}

en el espacio total P := FM del fibrado de marcos, con valor inicial I'(0) = u.

Fijese que o(I'(t)) = y(t). Ahora bien, el marco local dado también define una
segunda curva u(t) := {Xily(1),--.» Xaly)} en P con u(0) = u 'y o(u(t)) = y(t) para
t € I. Como el grupo G = GL(n, R) actda libre y transitivamente sobre las fibras de P, se
obtiene

u(t) =T(t)<g(t) para tel, (4.48)
donde los g(t) definen una curva suave t — ¢(t) € G, con g(0) = 1.
La derivada de esta relacion en t = O tiene la forma

1(0) = '(0) +g(0) + 4| (T(0) +g(1)) =F(0) + &, (4.49)
t=0

donde A := §(0), usando la definicién (4.43) del campo vectorial fundamental Aenel
punto I'(0) = u.

'?Este argumento verifica que la traslacion paralela ¥y ;) ,: T,M — T, (;;)M es un isomorfismo lineal.
3No es problema que T esté definido inicialmente solo en un subintervalo J de I, porque en cada t;
en J se podria reiniciar la traslacién paralela, con unicidad. Al cubrir un subintervalo compacto de I por
un nimero finito de tales intervalos J, se ve que el marco I'(t) € J,(,)M esté bien definido para todo t € I.
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Lema 4.41. Si w = [wj.] € AY(U; M,(R)) es la matriz de 1-formas (4.37b) asociada al

marco local {Xy, ..., X,}, entonces A = w(y(0)).

Demostracion. La férmula (4.37b), evaluada en el punto p € U, dice que
ViX; = @(7(0) Xi,

Esto es el valor en t = 0 de la derivada absoluta a lo largo de y:
D D D, ;
Vi Xj(y (1)) = E(ley(t)) = Euj(t) = E(gj(t) Yi(1))

= (g)) (5 Yi(1) + (g)) () (1)
= (¢}) (1) Yi(v),

al notar que DY;/dt(t) = 0 porque los Y;(t) son paralelos a lo largo de y. La evaluacién
en t = 0 produce

ViXj = (9))'(0) Xi|p = d Xi|p :
Como los X;|, son linealmente independientes, se deduce que ai. = a)j.(y(O)) ; 0 bien, en
notacién matricial, A = w(y(0)). O

De la igualdad (4.49) se obtiene I'(0) = #(0) — A,. El término %(0) depende lineal-
mente de y(0) por la definicién de u(t), mientras A, también depende linealmente de
y(0) porque los a)j. son 1-formas y A — A es R-lineal. Esto implica que

l,: T,M — T,P: y(0) — I'(0) es R-lineal.

Nétese que T, (I'(0)) = 7(0). Se ha estipulado que y(0) # 0, asi que I'(0) ¢ ker T,o = V.
Sea H, la totalidad de posibles I'(0), junto con 0 € T,P; este es entonces un subespacio
vectorial de T,P. Se acaba de notar que T,c0l, = 1 sobre T, M y por ende [, es inyectiva. Se
concluye que dimg H,, = dimg [,(T,M) = dimg T,M = dim M; por conteo de dimensiones
y la observacién de que H, NV, = {0}, se obtiene la descomposicién deseada:

T,P=V,®H, | paratodo u € P. (4.50)

Si se cambia el marco local u € F,M por otro marco u <g € F,M, la curva I'(t) <g
es la que se obtiene por transporte paralelo a lo largo de y con el nuevo marco inicial
I'(0) «g = u<g. Al repetir la construccién anterior con este curva, el subespacio horizontal
obtenido es Hy,.; = (ry).H,: la familia de los subespacios horizontales H, es invariante
bajo la accién a derecha de G sobre TP.

En resumen: la conexién afin V determina un subfibrado horizontal H — P del
fibrado tangente TP S Ptal que T,P =V, ® H, para todo u € P = FM.
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Definicién 4.42. Sea V una conexién afin sobre M y sea P = FM el espacio total del

fibrado de marcos sobre M; dendtese G := GL(n,R) y g := M,(R) su algebra de Lie.
SiueP, 160,:g—>V,: X )Z, es un isomorfismo lineal. Sea n,,: T,P — V,, la pro-

yeccidn lineal que anula el subespacio horizontal H, determinado por V. La composiciéon

wy = (T16,) P on : TP > g (4.51)

es R-lineal. Luego, u — w, define una 1-forma con valores en g, estoes, w € A (P, g). ¢

Resulta que toda la construccién anterior del subfibrado horizontal a partir de una
conexién afin admite una generalizacion directa al reemplazar el fibrado de marcos
FM - M por un fibrado principal cualquiera. El papel de la conexién afin recae en una
conexion de Koszul en un fibrado vectorial asociado. Pero sucede que este dltimo paso no
es necesario, a priori: se puede definir el subfibrado horizontal directamente en términos
de una 1-forma w € A'(P, g), que cumple los dos requisitos de la definicién siguiente.

. o ey (< . ..
Definicidén 4.43. Sea P— M un fibrado principal con grupo de estructura G, cuya
algebra de Lie es g. Una 1-forma de conexidn sobre P, también conocida como una
conexion de Ehresmann, es un elemento o € A'(P, g) que satisface estas dos condiciones:

(@) wu(fu) =X paratodo X € g, u € P;
(b) rjo = Ad(g")w paratodog € G.

Para cada u € P, se define H, := kerw, < T,P. Asi se determina una descomposicién
(4.50) de cada T, P. o

La condicién (a) muestra que w,, es inyectiva sobre el subespacio V, de T, P; el teorema
de rango y nulidad implica que T,,P = V,, ® H, como suma directa de espacios vectoriales.
La condicién (b) garantiza que H,+; = (ry).H,.

Es necesario comprobar que la 1-forma « de (4.51) cumple las condiciones de
la Definicién 4.43. La proyeccién n,: T,P — V, actia como la identidad sobre el
subespacio V,,, mientras kern, = H, por definiciéon. Entonces ker w, = H, y ademads
Nu ()F(Vu) = )‘(vu = T10,(X). Por lo tanto, w, ()F(Vu) = X si X € g: esto es la condicion (a).

Ademas, cada vector tangente Z, € T,P es una suma Z, = Xu + Y,, de modo tnico,
con X € g, Y, € H,. Sig € G, se sabe que (ry).Y, € Hy,, asi que w,(Y,) =0y ala vez
r;a)(Yu) = Wy<¢((r4)+Yy) = 0. La condicién (b) entonces sigue con el uso del Lema 4.37:

(r;a))u(zu) = wu<g((rg)*Zu) = wu<g((rg)*iu)
= Wugg((Ad(g7H)X) ), = Ad(gTHX
= Ad(g_l) C‘)u(j‘(’u) = Ad(g_l) wu(Zy).
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Definicién 4.44. Cada 1-forma de conexién w € A!(P, g) sobre un fibrado principal
P -5 M determina una 2-forma de curvatura Q € A2 (P, g), definido por

Q:=dow+owAo. (4.52)

Esta es la versién global de la segunda ecuacién de Cartan en (4.40). 0

En el caso particular del fibrado de marcos P = FM, con g = M,(R), hace falta
determinar la relacién entre la 1-forma w € A'(FM, g) y la matriz [a)j.] de 1-formas
locales en A'(U, g). Para eso, basta notar que un marco local {Xi,...,X,} definido en
una carta (U, ¢) de M no es otra cosa que una seccién local y € I'(U, FM) del fibrado de
marcos. Es cuestion de chequear que [a)j.] = y*w: la matriz de las 1-formas locales wj. se
obtiene de la 1-forma de conexién por un pullback por y* a través del marco local dado.

Como y* conmuta con la derivada exterior d y con productos exteriores, la definicién
(4.52) y las ecuaciones de estructura (4.39) muestran que [Qj'.] = x*Q € A%(U, g). Esto
indica por qué la Q de (4.52) se llama una 2-forma de curvatura.

Por un procedimiento similar, se puede determinar una 1-forma 0 € A'(P,R") tal
que la columna de 1-formas locales [0'] € A'(U, R™) es un pullback a través del marco
local: [0'] = x*0. Entonces se define la 2-forma de torsién 7 por la férmula

T:=d0+w A0 e A%2(FM,R")

cuyo pullback [7'] = y*r € A%(U, R") ofrece las 2-formas locales que cumplen la primera
ecuacién de estructura de Cartan.

Es natural preguntar por qué no se podria hacer un pullback de 6, w, 7y Q para
obtener formas globales 6' € A'(M), etcétera, mediante una seccién global y: M — FM
del fibrado de marcos? Pues resulta que en muchos casos tales secciones globales no
existen. El Ejercicio 4.17 muestra que un fibrado principal admite secciones globales solo
si es trivial, en marcado contraste con los fibrados vectoriales, cuyas secciones globales
abundan.

» En el caso de una variedad riemanniana (M, g), se puede emplear el fibrado principal
OM - M de marcos ortonormales y repetir la construccidon anterior del subfibrado
horizontal con la conexiéon de Levi-Civita V = V9. Cabe preguntar, entonces, cudl seria
la relacién entre la 2-forma de curvatura Q € A%(OM,so(n)) y el tensor de curvatura
riemanniana R ? En el Ejercicio 4.12, se exhibe esta relacién en coordenadas locales:

i _ 1pi pk l
Q) = 3R, 0° NG
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4.5. Ejercicios sobre conexiones y curvatura

Ejercicio 4.1. Sea V una conexién afin sobre una variedad diferencial M. Un campo
vectorial Y € X(M) es paralelo alo largode unacurvay: I — Msi V)Y =0 € T, ()M
paratodot € I.

Si Y|y = f7 9; en las coordenadas locales de una carta (U, ¢) de M, demostrar que Y
es paralelo a lo largo de y si y solo si

d , .
L F o)+ TV () foy( =0 (k=1,...n)

para todo ¢t € I. Deducir que existe algin ¢ > 0 con (—¢,¢) C I tal que los vectores

{Y, €e M : q € y((—¢,¢)) } estdn determinados por Y,; ue la correspondencia
q q qcy por Iy q %

Y, — Y, determina un isomorfismo lineal ¥, : T,M — T,M para tales puntos q. Concluir

que V determina una regla de transporte paralelo a lo largo de cada curva suave en M.

Ejercicio 4.2. Verificar la regla de cambio de variables (4.7) para los simbolos de Chris-
toffel de una conexion afin:

= _ ox' oxl oyt . Px! oyt
oy ays oxk U ayrys ox!
Ejercicio 4.3. Sea R* = (0, o), la cual es una variedad unidimensional con coordenada

local r > 0 y campo vectorial basico % € X(R*).Sea Z :=r % el campo de Euler en R*.
Demostrar que Z es paralelo a lo largo de R* con respecto a la conexién afin V sobre R*

dada por
d 1d
“aul2) -1
dldr\ gy rdr
Demostrar que la (nica) geodésica y : R — R* determinada por las condiciones iniciales
y(0)=1,y(0) =a %|1 estd dada por la funcién exponencial y(t) = e®.

Ejercicio 4.4. Sea S ¢ R3 una superficie regular, esto es, { p € R3 : f(p) = a} donde
f: R® — R es suave y a es un valor regular de f (Corolario 1.46). El gradiente v f
es un “campo normal” (que no se anula) sobre S. Se identifica TP[R3 con R? y el plano
tangente a la superficie T,S con el subespacio vectorial {v € R3:V f(p)-v=0}. Sea
Ty TPR?’ — T,S la proyeccion ortogonal; y sea D la derivada direccional en R3 dada
por (4.1). Si X,Y € X(S), definase VxY := n(DxY). Demostrar que esta V es una
conexion afin sobre S.

Ejercicio 4.5. Demostrar que las geodésicas que pasan por el punto (1,0, 0) del cilindro
x2+y?=1enR3son: (@) larectax =1,y =0; (b) el circulo x> +y?> =1,z = 0; y (c) las
hélices t — (cost,sent,ct), con ¢ € R\ {0}. [ Indicacién: coordenadas cilindricas. |
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Ejercicio 4.6. Completar la demostracién de la Proposicién 4.14, como sigue.
Sea A(X,Y,Z)
=Xg(Y,2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y) - g([Y, Z]. X) — g([X. Z]. Y) + 9([X. Y], Z).

(@) Verificar que A(X,Y,Z) es C*(M)-lineal en X y en Z. Esto muestra que el campo
vectorial B(X,Y) € X(M) dado por g(B(X,Y),Z2) := %A(X, Y, Z) es tensorial en X
y R-lineal en Y.

(b) Chequear que B(X,hY) = (Xh) Y + h B(X,Y) para todo h € C*(M).
(c) Verificar que la conexién V9 dada por ViY := B(X,Y) es libre de torsién.
(d) Verificar que esta conexién V9 es compatible con la métrica g.
Ejercicio 4.7. Si VY es la conexién de Levi-Civita sobre la esfera S? con la métrica
g:=d6*+sen’0dg? asique gpo =1, 909 =990 =0, gpg = sen? 6,

hallar los 8 coeficientes de Christoffel 1";;(9, $)en U NV =S2\ {+e3} en términos de las
coordenadas esféricas.

Ejercicio 4.8. Si (M, g) es una variedad riemanniana orientada, su forma de volumen
riemanniana se define localmente por

Vg 1= pdx' A---Adx", con p:=.[det[g;].

Si Fl.’; son los simbolos de Christoffel de la conexién de Levi-Civita V9, comprobar esta

férmula local para su traza parcial I“jk:
; 1 . 10
Jj _ = _jl = P _
rjk - 29 akgjl = 0 9k = ak(l()gp)-

Ejercicio 4.9. Considérese el semiplano superior H? := { (x,y) € R? : y > 0} con la
métrica riemanniana g = y~2(dx? + dy?) = y~?(dx ® dx + dy ® dy). Calcular sus coefi-
cientes de Christoffel I“i’; y el componente Ri12 del tensor de curvatura riemanniana.
Demostrar que su curvatura escalar es constante: S = —2.

Ejercicio 4.10. Sea M una subvariedad de R™ mediante un encaje j: M — R™. Se
puede identificar T,R™ ~ R™ por A, = a'(p) %Lj o a, = (a'(p),....,a"(p)) € R™. La
métrica euclidiana en R" es §(A, B) :=a - b.

La métrica inducida g sobre M se define como el pullback g := j*(§); en otras
palabras, g(X,Y)(p) := x, - y, para todo p € M.
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@ SiF = $71: $(U) — U c R™ parametriza el dominio de una carta local (U, ¢)
de M, verificar que g;; = 9;F - 9;F son los componentes de la métrica inducida.

(b) En particular, usando las coordenadas esféricas
ﬁ(@, ¢) := (asen @ cos ¢, asendsenq,acosb)

de la esfera M = a S? de radio a en R3, calcular los g;; como funciones de (6, ¢).
() Calcular los coeficientes de Christoffel para a S? en coordenadas esféricas.

Ejercicio 4.11. Considérese la esfera S® como la subvariedad de R* dado por x - x = 1,
donde x = (x° x!, x2 x®) € R* denotan las coordenadas cartesianas.

(@) Bajo la métrica inducida del Ejercicio 4.10, mostrar que las tres'4 campos vectoria-

les:
E; = —x180+x081 +x382—x283
E; = —xzao—x‘?’al +x032+x1<93
E; = —x360+x281—x182+x083

son ortonormales en X(S?), esto es, g(Ey, Eq) = 1;y g(E4 Ep) = O para a # b.

(b) En vista de que V;0; = 0 en R?, se obtiene Vi ,,(h/ 9;) = f' 9;(h/) 9;. Demostrar
que Vg E, =0paraa=1,2,3;yque

Vg Eo = E3 = =V, Eq, Vg,E3 = Ey = =V, Eo, Vg,E1 = Ey = =V Es.

(c) Concluir que la conexién de Levi-Civita para S3 obedece
Ve Ep = €ap Ec,
donde £15° = e93' = £312 = +1; €18 = £31° = €39) = —1; y los otros &,;° = 0.
(d) Comprobar que [E,, Ey] = 2 €, E. para a, b, c € {1, 2, 3}.

(e) Obtener una expresiéon para g(R(E,, Ep) E., E;) donde a, b, c,d € {1, 2,3}.

4El campo de Euler Eg := x° 9y +x! 91 +x2 95 + x3 93 en X(R*) es ortogonal a estos tres: §(Eo, E;) = 0
para a = 1,2, 3. Este es el campo normal a S® ¢ R#, en la terminologia del Ejercicio 4.4.
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Ejercicio 4.12. Dado un marco local {Xi, ..., X,} de X(U), sean 0, ..., 0" las 1-formas
locales duales, definidos por (4.37a). Si V = V9 es la conexion de Levi-Civita para una
métrica g sobre M, comprobar que las 2-formas locales de curvatura Qj. estdn dadas por:
i _ 1pi gk A pl
Qj = 5R,;, 0 A0
Ejercicio 4.13. Sea w = [a)j.] € AYU; M,(R)) la matriz de 1-formas locales asociada

a una conexion afin. Si Q = [Q;] € A%(U; M,(R)) es la matriz de 2-formas locales de
curvatura, demostrar la segunda identidad de Bianchi:

dQ=QAw—-wAQ.

Ejercicio 4.14. Si {X],..., X} es un segundo marco local de X(U), relacionado con el
marco local {Xj, ..., X} del Ejercicio 4.12 por una matriz de cambio de base g = [g;'.]:
VA |

sean 0 = [0"'], o’ = [w}i], Q= [Q}i] las colecciones de formas locales correspondientes.

(@) Demostrar que ¢’ y ’ estan relacionadas con 6 y w a través de estas formulas de
cambio de base:
0 =g7'o, W =g log+gtdg.

(b) Demostrar que Q" y Q estan relacionadas por una conjugacion matricial:

Q' =¢1Qq.

Ejercicio 4.15. Considérese el semiplano superior H? del Ejercicio 4.9, con la métrica
riemanniana g = y~2(dx? + dy?). Mostrar que el marco (global!) {X;,X,} dado por
X1:=y%, Xp:=y a% es ortonormal y que 0! = y~tdx, 6% =y ldy.

Usar las ecuaciones de estructura de Cartan para hallar las matrices de 1-formas
o= [w}] yQ= [Qj.]. Calcular su curvatura gaussiana K := Q) (X1, X2).

Fjercicio 4.16. El circulo T actda sobre S® = {(z,w) € C? : |z]> + |w|?> = 1} por
(z,w) <e? := (e e!®w). Comprobar que se puede identificar el espacio cociente S3/T
con la esfera S?. Demostrar que asi se obtiene un fibrado principal S® —2,$2 con grupo
de estructura T. [ Este es el fibrado de Hopf. ||
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Ejercicio 4.17. Dos fibrados principales Q Pm y P —Z> M con la misma base M yel
mismo grupo de estructura G son isomorfos si hay un difeomorfismo f: Q — P tal que

oo f=pyademas f(v<g) = f(v) <gparatodov € Q, g € G.
Sis: M — P es una seccion global, esto es, una funcién suave tal que o os = 1y,

demostar que el fibrado principal P 25 M es trivial, es decir, isomorfo al fibrado principal
trivial M x G 25 M con la accién (p,g) <h = (p, gh).
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