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Resumen

Probamos en un topo arbitrario que la clase de los objetos K-
finitos decidibles es igual a la clase de los cardinales finitos de E si y
solo si todo X K-finito decidible tal que X → 1 un epimorfismo si y
solo si X → 1 es tal que tiene una sección 1→ X .
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Abstract

In an elemetary topos ε, we prove that the class of K-finite de-
cidable objects is the same to the class of finite cardinals in E if and
only if every K-finite decidable object X such that X → 1 is epic,
then 1→ X is split epic.
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1 Introducción

Sea ε un topos elemental. Dado X un objeto de ε, recuérdese que el objeto
K(X) de los subobjetos K-finitos de X se define como el subobjeto más
pequeño de ΩX que es cerrado bajo uniones binarias y que contiene a pφq :
1→ ΩX y {·}X : X → ΩX ; y decimos que X es K-finito si pXq : 1→ ΩX

se factoriza a través de K(X) → ΩX . K+(X) es el subobjeto de ΩX más
pequeño, cerrado bajo uniones binarias y que contiene a {·}X : X → ΩX .
Recuérdese que:

K+(X) ⊆ K(X)
pφq
← 1,

es un diagrama coproducto ([4], pag. 206, lema 1.5).

Definición 1 Dado un objeto X en ε, f : K+(X)→ X es una función de
elección si ∀X ′ ∈ K+(X), f(X ′) ∈ X ′.

Los cardinales finitos en ε son exactamente los objetos de ε que son
decidibles (es decir los X tales que ∆ : X → X ×X es complementada en
X×X), K-finitos con funciones de elección externas f : K+(X)→ X. Ver
[3] (p. 79, teorema 5).

Definición 2 Sea X decidible, si X ′,X ′′ ⊆ X y f : K+(X ′) → X ′, g :
K+(X ′′)→ X ′′ son funciones de elección, def́ınase

C(f, g) : K+(X ′ ∪X ′′)→ X ′ ∪X ′′

como sigue

C(f, g)(y′) =

{

g(y′ ∩X ′′) si y′ ∩X ′ = pφq

f(y′ ∩X ′) si y′ ∩X ′ ∈ K+(X ′).

Nota. C(f, g) es una función de elección. Se debe probar que C(f, g)
es una función. Como X es decidible se tiene que K(X) ⊆ 2X y K(X)
es un ideal del álgebra booleana 2X (ver lema 6.1 de [4]); por lo tanto
X ′ ∩ y′ ∈ K(X ′) y X ′′ ∩ y′ ∈ K(X ′′) si y′ ∈ K(X ′ ∪X ′′). Por otro lado
por el lema 1.4 de [4] se tiene que

∀z ∈ K(X)(z ∈ K+(X) ∨ z = pφq).

Entonces K+(X ′ ∪X ′′) es la unión disjunta de

A =
{

y′ ∈ K+(X ′ ∪X ′′)/y′ ∩X ′ = pφq
}

y
B =

{

y′ ∈ K+(X ′ ∪X ′′)/y′ ∩X ′ ∈ K+(X ′)
}

.
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Por lo tanto se tiene que

y′ ∈ A ⇒ y′ ∩X ′ = pφq

⇒ y′ ∩X ′′ 6= pφq

⇒ y′ ∩X ′′ ∈ K+(X ′′).

Luego, C(f, g) es una función ya que

(C(f, g)|A)(y′) = g(y′ ∩X ′′) y

(C(f, g)|B)(y′) = f(y′ ∩X ′).

Por otro lado se tiene que

y′ ∈ K+(X ′ ∪X ′′) ⇒ y′ ∩X ′′ ∈ K+(X ′′) ∨ y′ ∩X ′ ∈ K+(X ′)

⇒ C(f, g)(y′) = g(y′ ∩X ′′) ∨ C(f, g)(y′)

= f(y′ ∩X ′)

⇒ C(f, g)(y′) ∈ y′ ∩X ′′ ∨C(f, g)(y′) ∈ y′ ∩X ′

⇒ C(f, g)(y′) ∈ y′,

por lo tanto Cf, g) es una función de elección.

2 Desarrollo

Definición 3 Sea X un objeto de ε. Se denota S(X) el subobjeto de ΩX

dado por

{x′ ∈ ΩX/∃f ∈ ΩΩX
×X(f : K+(X ′)→ X ′) es una función de elección.}.

Proposición 1 Sea ε un topos, X ∈ |ε|. Si X es decidible entonces
K(X) ⊆ S(X).

Prueba. Es suficiente probar que {·}X : X → ΩX y pφq : 1 → ΩX se
factorizan a través de S(X) y que S(X) es cerrado bajo uniones binarias.

(a) pφq : 1 → ΩX se factoriza a través de S(X) ya que K+(φ) = φ y
[[X ′ ⊆ φ ∧X ′ ∈ K+(φ) ]] = φ.

Por lo tanto la fórmula X ′ ⊆ φ ∧ X ′ ∈ K+(φ) ⇒ idφ(φ) ∈ X ′ es
válida, donde idφ : K+(φ) = φ → φ es la función de identidad. Por
lo tanto idφ : φ → φ es una función de elección y pφq : 1 → ΩX se
factoriza a través de S(X).
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(b) {·}X : X → ΩX se factoriza a través de S(X) ya que si h : K+({x})→
{x} es dado por h(y) = x para cada y ∈ K+({x}) , entonces h es
una función de elección ya que

y′ ∈ K+({x}) ⇒ ∃z ∈ X, z ∈ y ∧ y ⊆ {x}

⇒ ∃z ∈ X, z ∈ y ∧ z = x

⇒ x ∈ y

⇒ h(y) ∈ y.

(c) S(X) es cerrado bajo uniones binarias:

si x′, x′′ ∈ S(X) entonces ∃f, g ∈ ΩΩX
×X tales que f : K+(x′) →

x′ ∧ g : K+(x′′)→ x′′ función de elección, entonces C(f, g) : K+(x′ ∪
x′′)→ x′ ∪ x′′ es una función de elección, luego x′ ∪ x′′ ∈ S(X).

Por lo tanto de (a), (b) y (c) tenemos que K(X) ⊆ S(X).

Si X ∈ |ε| se denota Cf (X) el subobjeto de XK+(X) dado por

{h : K+(X)→ X/h es una función de elección}.

Corolario 2 Sea X ∈ ε decidible y K-finito. Entonces Cf (X) → 1 es un
epimorfismo.

Prueba. Por la proposición 1 sabemos que K(X) ⊆ S(X). Como X es K-
finito se tiene que pXq : 1→ ΩX se factoriza a través de K(X) y entonces
se factoriza a través de S(X), por lo tanto la fórmula ∃n ∈ XK+(X)n ∈
Cf (X) es válida y entonces Cf (X)→ 1 es un epimorfismo.

Corolario 3 (Benabou) Todo objeto K-finito en un topos booleano es un
objeto de elección interno.

Prueba. Sea X K-finito en un topos booleano ε. Por el lema 1.4 de [4]
tenemos que K(X) = 2X , entonces

K+(X) = {X ′ ∈ 2X/∃x ∈ Xx ∈ X ′}

y por el corolario 2, X tiene una función interna de elección

f : {X ′ ∈ 2X/∃x ∈ X,x ∈ X ′} → X.

Denótese εdKd la subcategoŕıa llena de todos los objetos K-finitos de-
cidibles de ε. Por el teorema principal de [4], sabemos que εdKf es un
topos.
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Lema 4 Sean A,B,C objetos K-finitos decidibles en un topos ε y C >→ A
un morfismo mónico. Si f : A→ B es cualquier función, entonces ∀f(C)
es K-finito decidible. Más aun ∀f(C) construido en εdKf o ε produce el
mismo objeto.

Prueba. Sabemos que

∀f(C) = {b ∈ B/f−1(b) ∩ pCq = pCq}.

Entonces el siguiente diagrama es un producto fibrado:

por lo tanto ∀f (C) ∈ |(εdKf )|.

Proposición 5 Si X es K-finito decidible en un topos ε, entonces Cf (X)
es K-finito decidible. Más aún Cf (X) computado en ε o en εdkf produce
el mismo objeto.

Prueba. Por el lema 1.4 de [4] se tiene que K(X) = 2X y entonces

donde g es una variable de tipo Xk+(X) y X ′ es una variable de tipo K+(X)
. Por lo tanto [[ g(X ′) ∈ X ′ ]] computado en εdKf o en ε da el mismo objeto
y por el lema 4, se tiene que

Cf (X) = ∀pr2([[ g(X ′) ∈ X ′ ]]) es K-finito decidible.

Teorema 6 Sea ε un topos elemental, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) εdKf = εfc.
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(ii) Todo epimorfismo en εdKf tiene una sección ( εdKf satisface el ax-
ioma de elección).

(iii) Si X es K-finito decidible y X → 1 es un epimorfismo entonces
X → 1 tiene una sección.

Prueba. (i) ⇒ (ii) εdKf satisface el axioma de elección (teorema 14 de
[2]).
(ii)⇒ (iii) trivial.
(iii) ⇒ (i) Sea X K-finito decidible. Por el corolario 3 sabemos que
Cf (X) → X es un epimorfismo y entonces existe una función de elección
externa f : K+(X)→ X . Entonces X es un cardinal finito por el teorema
5 de [3] y consecuentemente εdKf = εfc.
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