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Introduccion

Uno de los conceptos fundamentales del dlgebra es un médulo sobre un anillo. Un mddulo
sobre un cuerpo K es un espacio vectorial; un médulo sobre el anillo Z de nimeros enteros
es un grupo abeliano. La teoria de médulos, entonces, incorpora ciertos rasgos del dlgebra
lineal y de la teoria de grupos abelianos. Sin embargo, el estudio de los modulos tiene un
caricter propio que va mas alld de las técnicas de esas teorias particulares.

Los médulos sobre un anillo conmutativo aportan informacién sobre la estructura del
anillo subyacente. Se observa en muchas casos un comportamiento similar para la totalidad
de modulos sobre ciertos anillos no conmutativos. Cuando las clases de médulos para dos
anillos dados son equivalentes, en cierto sentido técnico pero bastante natural, se dice que los
dos anillos subyacentes son equivalentes en el sentido de Morita. De este modo, en diversos
contextos, la conmutatividad del anillo pasa a segundo plano.

Los médulos sobre un anillo dado A pueden considerarse, entonces, tanto individual como
colectivamente. La clase de todos los A-mddulos es un ejemplo de una categoria, y este ejem-
plo abre la puerta al estudio de las categorias en general. El tratamiento de las colecciones
de A-moddulos bajo este punto de vista “natural” se concretiza en diversos protocolos que for-
man la llamada dlgebra homolégica, que es una herramienta indispensable de las matematicas
modernas.

Uno de los aspectos mds llamativos de la teoria de categorias es la dualidad obtenida por
la “reversion de las flechas”. De este modo, la accion de un édlgebra (anillo con multiplicacion
escalar) sobre uno de sus médulos se transforma en la “coaccidn de una codlgebra sobre un
comoédulo”. Estas estructuras duales resultan ser muy abundantes: hoy en dia se emplean
para algebraizar muchas ramas de la matematica anteriormente distintas, como el anélisis y
la geometria diferencial. La subdivision escolar de las matemadticas en cajones de dlgebra,
andlisis y geometria retrocede ante el panorama unificador de las matematicas del siglo XXI.

En este curso, se estudiara la teoria de médulos desde diversas perspectivas, siguiendo
mas o menos el orden de su desarrollo historico. En primer lugar, se buscard la estructura
de un s6lo médulo sobre un anillo principal y sus implicaciones para una transformacion
lineal de espacios vectoriales. Luego se introducen los conceptos fundamentales de categoria
y de funtor, con énfasis en las llamadas categorias abelianas (que generalizan categorias de
modulos sobre un anillo). Luego se consideran las clases principales de mddulos: proyec-
tivos, inyectivos y llanos, y sus funtores de homomorfismo y producto tensorial, lo cual con-
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duce a las equivalencias de Morita. Al considerar complejos de médulos sobre un anillo fijo,
se introducen las herramientas de homologia y cohomologia, con énfasis en sus propiedades
funtoriales.
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1 Modulos sobre un Anillo
1.1 Anillos enteros y principales

Antes de abordar la teoria de mddulos sobre un anillo, conviene recordar ciertos propiedades
bésicas de anillos.

Definicion 1.1. Un anillo es un conjunto A, dotado de dos leyes de composicion (suma y
producto) tales que:

1. (A,+) es un grupo abeliano, con cero 0 € A;
2. el producto es asociativo y hay una identidad multiplicativa 1 € A;
3. hay distributividad: valen a(b+c) = ab+ ac, (a+b)c = ac + bc para todo a,b,c € A.

Hay un anillo trivial con un solo elemento, en el cual vale 1 = 0 (se escribe A = 0 en ese
caso). En cualquier otro anillo, el cero aditivo 0 y la identidad multiplicativa 1 son distintos.

Ejemplo 1.2. Los ejemplos mds familiares de anillos son los siguientes.
e El conjunto Z de los nimeros enteros es un ejemplo de un anillo conmutativo.

e Un anillo conmutativo [F en donde cada elemento a # 0 posee un inverso multiplicativo
a~! se llama un cuerpo.? Los ejemplos mds familiares son los nimeros racionales Q;
los nimeros reales R; y los nimeros complejos C.

e Elanillo finito Z/nZ = {0,1,2,...,n— 1}, cuyos elementos son los residuos de enteros
bajo division por n, puede contener “divisores de cero”: si n = rs es una factorizacién
no trivial de n en N, entonces 75 = 0 en Z/nZ. En cambio, si p € N es un ndimero
natural primo, entonces F, := Z/pZ es un cuerpo finito.

e Si IF es un cuerpo, los polinomios p(t) = ag+ at +ast> + --- +ayt" con coeficientes
ap,ay,...,a, € F forman un anillo conmutativo Ft]. Si g(t) = bo+ b1t + - - -+ byt™ es
otro polinomio, entonces

p(t)q(t) = agbo + (aohy + aibo)t + (aphy + arby +axbo)t* + - - - + apby t",

asi que p(t)g(t) = 0 en F[t] siy s6lo si p(r) =0 o bien ¢(t) = 0 en F[t]. En otras
palabras, el anillo F[¢] no contiene divisores de cero.

! Originalmente, la definicién de anillo no contemplaba la necesidad de que A tuviera una identidad multi-
plicativa, y los “anillos sin identidad™ aparecen todavia en los libros de texto més viejos. A partir de 1960, los
tomos de Bourbaki abogaron por incluir la identidad en la definicién de anillo. Hoy en dia los textos cldsicos
como los de Jacobson, Lang, Maclane y Birkhoff, todos postulan la presencia de 1 € A.

2El nombre viene del alemdn Korper, un término introducido por Richard Dedekind en 1871; se llama corps
en francés, cuerpo en espaiiol, corp en rumano, etc., pero en inglés se llama field. En espafiol, no debe usarse la
traduccion secundaria “campo”, reservada para campos vectoriales, campos magnéticos, etc.
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e Si A es un anillo cualquiera y si n € {1,2,3,...}, el anillo de matrices M, (A) consta
de matrices n X n con entradas en A, con el producto matricial evidente:

n
c=ab siysolositodo ¢y = Z a;jbji.
j=1

Paran > 2, el anillo M,,(A) no es conmutativo, aun cuando el anillo A sea conmutativo.

e Si G es un grupo finito y si F es un cuerpo, el anillo grupal F[G] consta de sumas
formales @ =Y cgaxx con x € Gy a, € I, con la operacion de suma evidente: si
B =Y, ccbxx, entonces a+ B =Y cg(ax+ by) x, mientras

of - (ZG axx) (yzG by y) ~LYano-¥ (xyzzaxby) .

La identidad de [F|G] es el elemento neutro 1 € G, considerado como suma formal con
un solo término.

Definicion 1.3. Un homomorfismo de anillos ¢ : A — B es una aplicacion que preserva las
operaciones de suma y producto y respeta la identidad multiplicativa:

¢(a1 +a2) = ¢(ar) + 9(az), o(a1a2) = ¢(a1) @(a2), ¢(1a) = 5.

Un homomorfismo inyectivo se llama un monomorfismo, un homomorfismo sobreyectivo es
un epimorfismo, un homomorfismo biyectivo es un isomorfismo.

Definicion 1.4. Un ideal (bilateral) en un anillo A es un subgrupo aditivo de A tal que
xeB,acA — axe B, xa€B.

Las coclases aditivos a+ B := {a+x: x € B}, elementos del grupo cociente A/B, admiten
un producto (A+B)(b+B) :=ab+ B, yaque (a+x)(b+y)=ab+ (ay+bx+xy) €ab+B
para todo x,y € B. Luego A/B es un anillo con identidad 1+ B, llamado el anillo cociente
de A por el ideal B.

La aplicacion cociente 1: A — A/B : a — a+ B es un epimorfismo de anillos, cuyo
niicleo kern coincide con el ideal B. Por otro lado, si ¢: A — A’ es un homomorfismo de
anillos cualquiera, su nicleo ker @ := {a € A : ¢(a) =0} es un ideal de A.> Obsérvese que
leBsiysolosiB=A,siysolosiA/B=0.Si0# B#A, se dice que B es un ideal propio
de A.

Definicion 1.5. Un ideal a la izquierda en un anillo A es un subgrupo aditivo M de A tal que
am € M para todo a € A, m € M. En este caso, las coclases forman un grupo aditivo abeliano
A/M que generalmente no es un anillo.

Un ideal a la derecha en un anillo A es un subgrupo aditivo N de A tal que na € N para
todoa € A,n € N. Una parte B C A es simultdneamente un ideal a la izquierda y un ideal a la
derecha si y s6lo si B es un ideal bilateral.

3El cero del anillo A/B es la coclase B. Sin embargo, es costumbre denotar cualquier cero por el digito 0, y
cualquier identidad multiplicativa por el digito 1. Con algiin riesgo de confusién, el anillo trivial {0} también
se denota simplemente por 0.
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Ejemplo 1.6. Si F es un cuerpo y si n € {2,3,...}, el anillo de matrices A = M,(F) es
simple, es decir, no tiene ideales propios. Sin embargo, A posee varios ideales a la izquierda.
SiJ={ji,---,Jm} C{l,...,n} es un juego de indices, sea B, la totalidad de matrices en A
en donde solamente las columnas ji, ..., j, no son nulas: by, = 0 para k ¢ J. Entonces cada
Bj es un ideal a la izquierda de A.

Definicion 1.7. El ideal generado por una parte S C A es la interseccion de todos los ideales
de A que incluyen S. Cuando S = {by,...,b,} es finito, se denota este ideal por (by,...,by).
Cuando A es conmutativo, cada elemento de (by,...,b,) es de la forma a1b; + - - - + a,b, para
algunos elementos ay,...,a, € A.

Un ideal generado por un solo elemento b € A es un ideal principal de A. En general,
(b) = AbA :={Y,; jaibc; : cadaa;,c; € A} (con sumas finitas). Cuando A es conmutativo,
es(b)=Ab={ab:acA}.

Un anillo conmutativo A # 0 en el cual cada ideal es principal es un anillo principal.

Definicion 1.8. Un anillo conmutativo A es un anillo entero si ab =0 en A implicaa=0o0
bien b = 0; es decir, A no contiene divisores de cero.*

Sia,b €A cona#0,seescribe a\ by se dice que a divide b, si y sdlo si hay un elemento
¢ € A tal que b = ca. Ese elemento es tinico, porque ca = c’a s6lo si (¢ — ¢)a = 0, sélo si
¢ = ¢/, yaque A es entero. También se escribe ¢ = b/a en este caso. Obsérvese que no hace
falta que a sea inversible.

Ejemplo 1.9. El anillo Z es un anillo entero principal.® En efecto, si B es un ideal propio de
Z, sea b el menor elemento positivo de B. Si x € B, la division con residuo x = by + r con
0 < r < bconlleva r € By por tanto r = 0: se concluye que B = (b). Ademas, el generador
b de este ideal principal es el maximo comun divisor de todos los elementos de B.

Ejemplo 1.10. El ejemplo Z se puede generalizar. Si [ es un cuerpo, el anillo de polinomios
[F[¢] en un “indeterminado” ¢ es un anillo entero principal. En efecto, los polinomios admiten
divisién con residuo: si f(t), g(t) € F[t], con g(t) # 0, entonces hay un tnico par de poli-
nomios ¢(z), r(t) tales que f (1) = q(t) g(¢t) +r(t) y ademas r(z) tiene menor grado que g(r) o
bien r(z) = 0. (La existencia y unicidad del “cociente” ¢(t) y el residuo r(¢) se verifican con
el algoritmo euclidiano.)

Definicion 1.11. Mas generalmente, un anillo entero A se llama un anillo euclidiano si hay
una funcién 6: A\ {0} — N tal que, para cada par de elementos no ceros a,b € A, existen
q,r € A tales que a = gb+ r, donde o bien r = 0, o bien §(r) < 6(b).

En el caso A = Z, se toma 8(n) := |n/, el valor absoluto.

En el caso A = F[t], §(f(r)) es el grado del polinomio no nulo f(¢). Conviene dejar
indefinido el grado del polinomio nulo; entonces un polinomio de grado cero es simplemente
una constante ¢ # 0.

4En francés, anneau entier; pero en inglés, integral domain. Serge Lang, Algebra, 3a edicién (Springer,
New York, 2002) usa el término entire ring. Kronecker (1881) llamé “dominio de racionalidad” a lo que ahora
se llama cuerpo. Huyan de los textos en espafiol que hablan de “dominio integro” o “dominio de integridad”.

En vez de “anillo entero principal”, también se usa la terminologfa arcaica “dominio entero principal” —en
inglés, principal ideal domain o bien PID.
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Lema 1.12. Un anillo euclidiano es un anillo entero principal.

Demostracion. Si J es un ideal no nulo del anillo euclidiano A, hay un elemento ¢ # 0 en J
tal que 8(c) es minimo. Entonces cada a € J es de la forma a = gc+r, con r = 0 o bien
0(r) < 8(c). Pero r =a—qc € J, asi que la posibilidad de que d(r) < 8(c) queda excluida
por la minimalidad de &(c); por lo tanto, es r = 0. La relacién a = gc dice que ¢\ a para todo
a € J,y por ende J = (c) es un ideal principal. O

Si A =F[t;] es un anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo F, se puede formar
el anillo F[t;,#,] := Alt] de polinomios en dos “indeterminados” #1,1,, e inductivamente se
definen los anillos F[ty,...,,]| de polinomios en m indeterminados. Estos son anillos enteros,
pero no son principales param > 1: el ideal (¢1,#,) en F[t;,1;], que retine todos los polinomios
en dos variables con coeficiente constante nulo, no admite un solo generador.

Definicion 1.13. Un elemento inversible u € A se llama una unidad del anillo A. Dos ele-
mentos a,b € A se dicen asociados si hay una unidad u € A tal que ua = b; es fécil ver que
esta es una relacion de equivalencia.

Si A es un anillo entero, un elemento no nulo a € A es irreducible si a no es inversible y
si a = bc es posible s6lo si b 6 ¢ es una unidad.

Un anillo entero A es un anillo factorial si cada elemento no nulo admite una factori-
zacién® en irreducibles a = p1p> ... p, que es iinica en el siguiente sentido: sia = q1q> ... g
es otra factorizacion en irreducibles, entonces s = r y hay una permutacion de indices ¢ € S,
tal que p; y g¢(;) son asociados, para j =1,...,r.

El nimero r de factores irreducibles se llama la longitud del elemento a, denotado /(a).
Si u es una unidad de A, se pone /(u) = 0.

Ejemplo 1.14. Sea A un anillo conmutativo. Un elemento d € A es un maximo comun
divisor de dos elementos a,b € Asi (i) d\ay d\ b; (ii) paracadac € Atalque c\ay c\ b,
vale ¢\ d. Dos elementos d con esta propiedad son asociados. Si A es un anillo principal, cada
par de elementos a,b posee un maximo comun divisor: se puede tomar d como un generador
del ideal (a,b) C A.

La igualdad (a,b) = (d) da lugar a la identidad de Bézout: d es un maximo comin
divisor de a y b si y s6lo si hay elementos p,q € A tales que ap+bg =d.

Un teorema clésico de la teorfa de anillos’ dice que cada anillo entero principal es facto-
rial. También puede mostrarse que si A es un anillo factorial, entonces el anillo de polinomios
Alt] es también factorial. Por lo tanto, para cualquier cuerpo F, el anillo [Ft1,#,] es un ejemplo
de un anillo factorial que no es principal.

Terminologia arcaica: “dominio de factorizacién tinica”.
"Constiltese uno de los textos bésicos:
Isadore N. Herstein, Topics in Algebra, Blaisdell, New York, 1964.
Nathan Jacobson, Basic Algebra I, W. H. Freeman, New York, 1985.
Serge Lang, Algebra, 3* edicion, Springer, New York, 2002.
Saunders MacLane y Garrett Birkhoff, Algebra, Macmillan, New York, 1967.
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1.2 Modulos sobre un anillo

Definicion 1.15. Si A es un anillo, un A-médulo a la izquierda es un grupo abeliano M, junto
con una aplicacién u: A x M — M, denotado por ax := p(a,x), que cumple las propiedades
siguientes:

(a) a(x+y) =ax+ay, paratodo a € A, x,y € M,
(b) (a+Db)x=ax+bx, paratodo a,b € A, x € M,
(c) a(bx) = (ab)x, paratodo a,b € A, x € M;
(d) 1x =x, para todo x € M.

La aplicacion u se llama una accién de A sobre M.

Lema 1.16. Sea M un A-mdédulo a la izquierda; entonces para a € Ay x € M, valen las
igualdades:
a0 =0, 0x =0, (—1D)x=—x.

Demostracion. La propiedad (a) de la Definicién 1.15 implica a0 = a(0+ 0) = a0 + a0.
La propiedad (b) implica Ox = (04 0)x = Ox+ Ox. Ademds, la propiedad (d) demuestra la
relacion 0 = (1 —1)x = Ix+ (—1)x =x+ (—1)x. O

Definicion 1.17. Un grupo abeliano N es un A-médulo a la derecha si existe una aplicacion
v: N XA — N, denotado por xa := v(x,a), que cumple las propiedades:

(x+y)a=xa+ya, x(a+b) =xa+xb, (xb)a = x(ba), xl =x,
paratodoa,b € A, x,y € N.

La mayoria de los A-mddulos considerados en este curso son A-moddulos a la izquierda.
Cuando el anillo A es conmutativo, la asignacion ax := xa convierte un A-modulo a la derecha
en un A-moédulo a la izquierda. Esta correspondencia puede extenderse a anillos no conmu-
tativos, mediante el siguiente artificio.

Definicion 1.18. Sea A un anillo cualquiera. Su anillo opuesto A° es el anillo tal que (A°, +)
coincide con (A, +) como grupo abeliano, pero cuyo producto es el reverso del producto de A.
Dendtese los elementos de A° por {a° : a € A }; se define

a’b® := (ba)°.

Evidentemente, la aplicacion idéntica a — a° es un isomorfismo de anillos entre A y A° siy
sOlo si A es conmutativo.

Obsérvese que cualquier A-médulo a la derecho M puede ser considerado como un A°-
modulo a la izquierda, al definir

a’x:=xa paratodo a€A, xeM.

De ahora en adelante, el término “A-mo6dulo” indicard un A-mdédulo a la izquierda, salvo
indicacion expresa de lo contrario.
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Ejemplo 1.19. Un médulo V sobre un cuerpo F es simplemente un espacio vectorial, en
donde la operacién p: F xV — V es la multiplicacion escalar. La teoria de médulos entonces
generaliza la teoria de espacios vectoriales (es decir, el dlgebra lineal) para que los “escalares”
sean elementos de un anillo cualquiera.

Ejemplo 1.20. Un Z-médulo M es simplemente un grupo abeliano sin mds estructura. De
hecho, la propiedad 1x = x y la propiedad distributiva » implican que

nx=(14+14---+1)x=x+x+---+x (nveces),

para n € N; ademas, (—n)x = (—1)(nx) = —nx. De este modo, la accién de Z sobre M es
Unica y coincide con la accion evidente.

Ejemplo 1.21. Cualquier anillo A es un médulo sobre si mismo, tanto a la izquierda como
a la derecha, al definir pu(a,b) = v(a,b) := ab, la operacién de multiplicacién en A. Las
propiedades (a—d) de la definicién de A-modulo son las dos leyes distributivas, la asociativi-
dad y la propiedad de identidad de 1 € A.

Ejemplo 1.22. Si M es un ideal a la izquierda en un anillo A, entonces M es un A-médulo, ya
que am € M paraa € A, m € M, y las propiedades de anillos verifican las propiedades (a—d)
de la definiciéon de A-mddulo.

El grupo abeliano cociente A/M es también un A-mddulo, al definir a(b+ M) :=ab+ M.

Ejemplo 1.23. SiAesunanilloysin=1,2,3,..., sea A" el grupo abeliano de n-tuplas de
elementos de A, con suma (ay,...,a,)+ (b1,...,b,) := (a1 + by,...,a, + by,). Entonces A"
es un A-mddulo, al definir la accién c(ay,...,a,) := (cay,...,cay).

Los elementos especiales e; := (1,0,...,0), e :=(0,1,...,0),..., ¢, :=(0,0,...,1) for-
man una base para A", en el siguiente sentido:

e cada elemento de A” es de la forma aje; + - - - + a,e,, con coeficientes ay,...,a, € A;
e Siajei+---+aue, =0en A", entoncesa; = --- =a, = 0enA.

Cuando A es un cuerpo, cualquier A-moédulo (es decir, cualquier espacio vectorial sobre A)
posee una base: un conjunto generador, linealmente independiente. Para anillos mds genera-
les, esto no ocurre. El A-mddulo A" es libre, es decir, posee una base; pero en general hay
A-moédulos que no son libres.

Ejemplo 1.24. Si A es un anillo, entonces A” es un médulo a la derecha sobre el anillo de
matrices M, (A): para una matriz b = [b;j] € M,(A), se define (ay,...,a,)b = (c1,...,¢n)
donde ¢; := Z?zlaibij para j=1,...,n.

Al considerar los elementos de A" como columnas con entradas en A, el grupo abeliano
A" tiene la estructura de M, (A)-mddulo a la izquierda, al tomar

by ... b c1 brici +---+biuey

by ... bm Cn buici+ -+ +buncy
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En la préctica, este segundo punto de vista es mas util. En adelante, se tomard A" como la
totalidad de n-columnas con entradas en A, salvo mencién explicita de lo contrario. Cuando
hay que mirar a A” como la totalidad de n-filas con entradas en A, se lo denotara por "A.

Ejemplo 1.25. Si 7: V — V es un operador lineal sobre un espacio vectorial V sobre un
cuerpo FF, entonces V es un médulo para el anillo de polinomios F[f], del modo siguiente.
Si f(t) = ap+ait +axt> +--- +a,t" € Ft], sea f(T) := apl +a1T +ayT?> +--- +a,T" el
operador lineal correspondiente. Definase

f(t)-v:=f(T)(v) paratodo veV. (1.1)

Es facil comprobar las propiedades (a—d) de la Definicién 1.15 para A = F[t|, M = V. Por
ejemplo, si f(t), g(t) € Flt], v € V, entonces

f@)- (g(t)v) = f(1) - 8(T)(v) = F(T)(g(T)(v)) = f&(T)(v) = fg(t) -,

donde fg(t) := f(t) g(t) es el producto de los polinomios f(z) y g(z) en F[¢]. Las propiedades
algebraicas del operador T estan reflejadas en las propiedades de este F[¢]-mddulo.

» Después de pasar revista a estos ejemplos, es oportuno considerar algunos construcciones
basicas, que son andlogas a lo que se hace con grupos y anillos. El concepto mas importante
es el de homomorfismo de médulos.

Definicion 1.26. Un submédulo de un A-mdédulo M es un subgrupo aditivo N de M tal que
ay € N paratodoa € A,y € N.

Si [F es un cuerpo, M un espacio vectorial sobre I, entonces un F-submddulo es un subes-
pacio vectorial de M. Por otro lado, si M es un grupo abeliano (es decir, un Z-mdédulo), un
Z-submoddulo es simplemente un subgrupo abeliano de M.

Si N es un A-submddulo de M, el grupo abeliano cociente M /N es también un A-médulo,
al poner a(x+ N) := ax+ N. Este es el modulo cociente de M por N.

Definicion 1.27. Una aplicacion ¢ : M — N entre dos A-mddulos es un homomorfismo de
moédulos si

ex+y) =)+ (), ¢(ax)=a@(x), paratodo x,ycM,acA.

El nicleo de ¢ es el A-submédulo kerg :={xe M : ¢(x) =0} C M. Laimagen de ¢ es el
A-médulo im¢ :={@(x) EN:xEM} CN.

Un homomorfismo inyectivo se llama un monomorfismo; un homomorfismo sobreyec-
tivo se llama un epimorfismo; y un homomorfismo biyectivo se llama un isomorfismo.

Definicion 1.28. El conjunto de los homomorfismos de A-mddulos de M en N se denota por
Homy (M, N). Este es un grupo abeliano bajo la suma puntual de homomorfismos:

(p+v)(x):=¢(x)+y(x) €N, paratodo @,y €Homy(M,N), x€ M. (1.2)

Si N = M, un homomorfismo ¢ : M — M se llama endomorfismo de M. El anillo (bajo
composicién) de todos los endomorfismos de M se denota por Ends (M) = Homy (M, M).
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Cuando N es un A-submoddulo de un A-moédulo M, se dispone de dos homomorfismos
“candnicos”: la inclusion i: M — N, el cual es un monomorfismo; y la aplicacion cociente
n: M — M/N definido por n(x) := x+ N, el cual es un epimorfismo.

Lema 1.29. Si ¢: M — M’ es un homomorfismo de A-médulos y si N es un submédulo de M
tal que N C ker @, entonces hay un vinico homomorfismo ¢: M/N — M’ tal que

@(x+N)=¢(x) paratodo x€M. (1.3a)

Equivalentemente, si: M — M /N denota la aplicacion cociente, entonces ¢ = @, asi que
se verifica la conmutatividad del diagrama siguiente:

m—2 (1.3b)

/1
”l T
M/N

Ademads, @ es sobreyectiva siy solo si Q es sobreyectiva, ¢ es inyectiva si'y solo siker @ = N;
luego, @ es biyectiva si 'y solo si ¢ es sobreyectiva con ker ¢ = N.

Demostracion. La unicidad de ¢ es clara, porque la formula (1.3a) determina la aplicacion
¢. Para la existencia, es cuestion de notar que la aplicacion dada por esta férmula estd bien
definida. En efecto, six+N =y+ N, entonces x —y € N C ker @, asi que ¢(x) = ¢(y).

Las propiedades listadas de @ son evidentes. [

Los tres “teoremas de isomorfismo”, que son familiares en los casos de los grupos y
anillos, se verifican también para los A-mddulos.

Proposicion 1.30. Sea M un A-médulo, sea ¢ : M — M’ es un homomorfismo de A-médulos,
y sean L,N dos A-submodulos de M. Entonces:

1. Hay un isomorfismo de A-médulos (M /ker @) ~ im @.

2. Los grupos abelianos LON y L+ N son A-submodulos de M y hay un isomorfismo
L/(LNN)~(L+N)/N.

3. Si LC N C M, hay un isomorfismo M/N ~ (M/L)/(N/L).

Demostracion. Ad(1): Apliquese el Lema 1.29 con N — ker @, M’ — im ¢. La aplicacién
¢ dado por (1.3) es el isomorfismo deseado.

Ad(2): Es inmediato verificar que LUN y L+ N :={x+y:x €L, y € N} son A-
submédulos de M. Definase un homomorfismo 6: L — M /N por 0(x) := x+ N. Fijese que
ker@ =LNNyqueimO ={x+N:x€L} = (L+N)/N. La parte anterior proporciona el
isomorfismo 8 deseado.

Ad(3): Definase un homomorfismo y: M/L — M /N por y(x+L) :=x+ N. Fijese que
kery ={x+L:xeN}=N/Lyqueimy ={x+N:xeM}=M/N. La primera parte
proporciona el isomorfismo Y deseado. [




MA-860: Teoria de Mddulos 11

Corolario 1.31. Cualquier homomorfismo de A-modulos ¢@: M — N admite una factor-
izacion candnica® como composicion de un epimorfismo, un isomorfismo y un monomor-
fismo.

Demostracion. Por la Proposicién anterior, el segundo factor en la siguiente composicion
¢ =i(@n es un isomorfismo:
M N

1| I

M/kerq)Limq)

donde n: M — M /ker @ es la aplicacion cociente, i: im @ — N es la inclusion. [

1.3 Sumas directas y modulos libres

Dados dos A-mdédulos M y N cualesquiera, se puede formar su suma directa M & N como
grupos abelianos; este puede considerarse como A-modulo de manera evidente. En los textos,
se encuentran discusiones de suma directa “externa” y suma directa “interna”, lo cual puede
crear cierta confusion. Esta distincion es a veces ttil en cdlculos concretos, pero en todo caso
esos dos objetos son isomorfos, aun cuando no coinciden.

Definicion 1.32. Si M y N son dos A-mddulos, su suma directa (externa) es el conjunto
M @ N de pares ordenados’ (x,y) conx € M,y € N, con la siguiente suma y accion de A:

(x1,01) + (x2,¥2) := (x1 +x2,y1+¥2),  a(x,y) = (ax,ay) para ac€A.

Mas generalmente, si My, ..., M, es un juego finito de A-mddulos, su suma directa (ex-
terna) M| & M, & - - - & M,, es la totalidad de n-tuplas ordenadas (xi,...,x,) con x; € M; para
i=1,...,n,donde la suma y la accién de A se define entrada por entrada.

Lema 1.33. La suma directa de A-modulos M & N determina cuatro homomorfismos:

i in
M__—_—M®ON=—C (1.4a)
P1 p2

que cumplen las siguientes igualdades:
prit=1y, p1i2=0, pri1=0, prib=1y, i{1p1+i2p2=lyen. (1.4b)

Demostracion. Estos homomorfismos se definen asi:

il(x) = (X,O), iZ(y) = (Ovy>7 P1 (X,y) =X PZ(X,)/) =)

8La palabra candnica tiene un sentido técnico especifico, como se verd mds adelante. Por ahora, se le usa
informalmente, en el sentido de un procedimiento estdndar que se aplica de la misma manera en todos los casos.
9Es decir, M @ N coincide con el producto cartesiano M x N como conjunto sin operaciones algebraicas.
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parax € M, y € N. Las primeras cuatro de las relaciones (1.4b) son evidentes. Para la dltima
relacién, obsérvese que tanto i} p; como i, p; pertenecen al anillo Ends (M @ N) y por ende
poseen una suma puntual:

(i1 p1+i2p2)(x,y) =i p1(x,y) +ia p2(x,y) = i1(x) +i2(y) = (x,0) +(0,y) = (x,y)
asi que i1 p1 + iz p2 es el endomorfismo identidad sobre M & N. L]

Lema 1.34. Dados dos A-modulos M y N, un tercer A-médulo L es isomorfo a M &N siy
solo si hay cuatro homomorfismos:
131 %}

M_—L=—_N
T V(%)

que cumplen las siguientes igualdades:
mu=Ily, mir=0, Mmu=0 mp=Iy, uMm+tiLm=1. (L.5)

Demostracion. Sihay un isomorfismo 6: M &N — L, sean iy, ip, p1, p2 los homomorfismos
definidos en el Lema anterior, que cumplen (1.4). Entonces los homomorfismos 11 := 6y,
:=0ip, m = p19_1, = pze_1 cumplen las relaciones (1.5).

Por otro lado, dados homomorfismos 11, 12, 7|, > que cumplen (1.5), definase

O:=iim+irm:L—M®N, l::l1p1+12p2:M€BN—>L.

Sus composiciones son endomorfismos: A0 € End (L) mientras 64 € End4 (M & N). De las
relaciones (1.4b) y (1.5) se obtiene

Ad=upiim+upibm+uppiim+upbm=um+Lm=1g,
OA=i1mupr+ixmupi+iimbpr+ixMmpr =i p1+i2p2 = lyen,

lo cual muestra que 6 es un isomorfismo con inverso 6! = A. Luego, es L~ M ® N. ]

Corolario 1.35. Si M y N son A-submodulos de un tercer A-modulo K tales que MNN = 0,
entonces la suma (ordinaria) M+ N = {x+y€K:xeM, y € N} es isomorfoa M ® N.

Demostracion. Seant;: M — M+Ny1,: N— M-+ N las inclusiones 11 (x) :=x, 1p(y) :=y.

Para definir unos homomorfismos 7;: M+N — My m: M+ N — N que cumplen (1.5)
en el caso L =M + N, fijese que cada elemento de M + N puede expresar en la forma x+y
conx € M,y € N de manera tinica. En efecto, six’ € M,y € N conx’ +y = x+y, entonces
X' —x=y—y en K; pero este es un elemento de M NN, asi que ' —x =y —y =0, luego
X =xy=y.

Entonces las proyecciones 7; (x+y) :=x, @ (x+y) := y son bien definidas y se verifican
las primeras cuatro relaciones de (1.5). Ademas,

(l1 m+1 nz)(x+y) = ll(x) + lz(y) =x+Y,

de modo que 11 ] + 1 T = 174+ n. Ahora el Lema 1.34 muestraque M +N ~M & N. L]
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Cuando M y N son A-submddulos de otro A-mddulo tales que M NN = 0, como en el
enunciado del Corolario anterior, se dice que M + N es la suma directa interna de M 'y N.
En vista del isomorfismo ya comprobado, se escribe esta suma como M ¢& N también. En
adelante, no se distinguird entre suma directa “interna” y “externa”, sino que el contexto
indicard el caso.

Ejemplo 1.36. Si A es un anillo, el médulo A" es la suma directa AGAS---BA con n
sumandos.

Al tratar de formar la suma directa de una familia infinita de A-médulos {M; : j € J }, los
senderos se bifurcan. Por un lado, se puede formar el producto cartesiano [];c; M; de los M;
e imponer una suma y una accién de A entrada por entrada:

()i + )= xj+yp)j,  alx))j=(ax;);.

El A-médulo asi obtenido se 1lama el producto directo de los A-mddulos individuales M ;.
Las proyecciones py: [[;Mjc; — M que acompaian el producto cartesiano, definidas por
pr((xj);) := xx, son homomorfismos de A-médulos.

Se define la suma directa P ;. ; M; como el A-submddulo de []; M; cuyos elementos son

las familias (x;); con xj = 0 salvo por un niimero finito de indices j € J. Las inyecciones
i My — € jc; M, se definen al declarar que i (yy) es la familia (x;); tal que x; := yi, x;:=0
para j # k.

En el caso de que todos los A-mo6dulos M son copias de un s6lo médulo M, se escribe

M =[Im, MY =Pm,

jer jer

habido cuenta de que M/ ) =M si y s6lo si el conjunto J es finito. Si J es un conjunto finito
con n elementos, estoes M" =M POM D --- DM (n veces).

Definicién 1.37. Sea S = {x; : j € J} una familia de elementos de un A-médulo M. Esta
familia S genera M si todo elemento de M es una combinacion A-lineal de elementos de S,
es decir,

aj,qjy,...,a;, €A
XEM = x=ajx;, +ajxj,+-+ajxj, con ST e =
' Xj13XjyyensXj, €S,

Se dice que S es linealmente independiente (a veces, “A-linealmente” independiente) si una
tal combinacion A-lineal de sus elementos es cero solo siaj =aj, =---=a; =0. Si Ses
linealmente independiente y ademds genera M, se dice que S es una base del A-mé6dulo M.

Definicion 1.38. Se dice que un A-mdédulo M es libre si posee una base.

SiS={x;:jeJ} esunconjunto cualquiera, sea A(S) el conjunto de funciones f: S — A
tal que f(x) = 0 salvo por un niimero finito de elementos de S. Parax € S, a € A, denétese por
ax la funcién x — a, y — 0 si y # x. Bajo la suma puntual de funciones, cualquier elemento
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de A(S) es de la forma aj x;, +ajxj, +---+ajxj, conaj,...,a;, €AYy xj,...,xj €.
Entonces A(S) es un A-médulo libre, del cual S es una base. Se dice que A(S) es el A-médulo
libremente generado por S.

Se adopta el convenio que el elemento nulo 0 € M es una combinacion lineal de cero
elementos, asi que el conjunto vacio @ genera el submddulo trivial {0}. Bajo este convenio,
el A-médulo trivial O (es decir, {0}) es un A-mddulo libre con base vacia.

Ejemplo 1.39. Considérese el anillo Z/m = Z/mZ = {0,1,2,...,m— 1}, de residuos de
enteros bajo division por un nimero entero m > 2. Este es un Z-moédulo (es decir, un grupo
abeliano) bajo la accién evidente nk := nk para n € Z, k € Z/m. Este anillo posee un solo
generador, 1 (es decir, es un grupo ciclico) pero {1} no es una base, porque m1=0en Z/m
aunque m # 0 en Z. El Z-médulo Z/m no es libre, debido a este fenémeno de “torsién”.

La suma directa AV) = @ jesA es un A-médulo libre. En efecto, sea uy := it (1) el ele-
mento de AY) con 1 en el lugar k y cero en los demds lugares. Entonces cada elemento de
AY) es una combinacién lineal de los uy; la inica combinacidn lineal nula es la trivial, que da
el elemento cero de AY). Luego {uj: j€J} esunabase para AV,

Proposicion 1.40. Sea L un A-médulo libre, con base {x;: j € J}, y sea N un A-médulo cual-
quiera. Sea {y;: j € J} un juego de elementos de N. Entonces hay un tinico homomorfismo
¢: L — N tal que ¢(x;) =yj paratodo j € J.

Demostracion. Cada elemento de L es una suma finita de la forma x = a;,x;, +---+ajx;,

donde los coeficientes aj, , ... ,a;, son univocamente determinados por x. Se define, necesari-
amente,

¢(x) = @(ajxj, +--+ajxj) =a;yj,+-+a;yj €N, (1.6)
Es facil que esta receta es un homomorfismo de L en N. [

Corolario 1.41. Si L y M son A-mdédulos libres con bases de la misma cardinalidad, entonces
Ly M son isomorfos. En particular, si S = {xj: j € J }, entonces A(S) ~AV),

Demostracion. Sean {x;:j € J}, {yj:j€J} bases para L y M, respectivamente. La
Proposicién anterior determina dos homomorfismos ¢ : L — M, y: M — L tales que ¢(x;) =
yj ¥y ¥(yj) = x; para todo j € J. Entonces y¢ € Ends(L) cumple y¢(x;) = x; para todo
j €J,luego yo = 1 por la unicidad de la citada Proposicién. De igual manera, se obtiene
@y = 137 en Endy (M). En otras palabras, ¢ es un isomorfismo con inverso ¢! = y. [

En particular, si L es libre y posee una base de n elementos, entonces L ~ A".
La Proposicién 1.40 tiene un resultado parejo (a continuacién) que resalta la importancia
de los médulos libres.

Proposicion 1.42. Sea M un A-mddulo cualquiera. Entonces existe un A-mddulo libre L
que admite un homomorfismo sobreyectivo ¢ : L — M. Por lo tanto, M es un cociente de un
A-méddulo libre.
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Demostracion. Sea {y;: j € J} un juego de elementos que genera M; por ejemplo, puede
tomarse M mismo como conjunto generador. Sea S := {x; : j € J } otro conjunto de la misma
cardinalidad, y considérese el A-mdédulo libre A(S). La aplicacion S — M : xj — y; se extiende
a un homomorfismo ¢: A(S) — M, que cumple (1.6) y por ende es sobreyectivo.

Por la Proposicion 1.30, se obtiene A(S)/ker ¢ ~ im @ = M, lo cual demuestra que M es
un cociente de A(S). O

En el caso de que [ sea un cuerpo, cualquier [F-mddulo es libre: se sabe que cualquier
espacio vectorial V sobre I posee una base, y que V ~ [F” si la base de V tiene n elementos.

Ademads, se sabe que la dimensién de un espacio vectorial estd bien definida: si " ~ ",
entonces m = n. Este resultado extiende a anillos conmutativos.

Proposicion 1.43. Si A es un anillo conmutativo y si un modulo libre L tiene dos bases
{x1,..sxn} y{y1,-. ., ym}, entonces m = n.

Demostracion. Supongase que m < n. Hay coeficientes b;j, ¢, en A, parai,s =1,....my
Jj,r=1,...,n,tales que
m n
x]:ZbinD Ys = Zcrsxm (L.7)
i=1 r=1

Por sustitucion de cada una de estas férmulas en la otra, se ve que

n
Z ij Cki Xk Z Zcrsbtryh

r=I1t=

I|
] M5

para j,k=1,...,ny s,t =1,...,m. Por la unicidad de los coeficientes de combinaciones
lineales respecto de una base y la conmutatividad de A, se concluye que
n n
Z bz] Cki = Z Crib ij = 5](]7 Z Crsber = Z by crs = &y, (1.8)
r=1 r=1

donde aparecen deltas de Kronecker a los lados derechos. De forma més compacta, las b;;
son entradas de una matriz m X n sobre A y las c,; son entradas de otra matriz n X m sobre A.
Para compararlos, es oportuno definir dos matrices in M,,(A) por

by1 by ... Dby
: e c1y - ¢im 0 ... 0
| bm b2 ... bun e oo com 0 ... 0
B=10o o ... o 7| :
. . M . Cnl “oe Cnm O e O
0 o ... 0

Las relaciones (1.8) se escriben de manera abreviada asi:

BC=1,©0,_,,  CB=l,,
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donde 1, es la matriz identidad en M, (A), mientras 1,, & 0,_,, es la matriz diagonal con m
entradas diagonales iguales a 1 seguidos por n — m entradas diagonales iguales a 0.

Para ver que estas dos igualdades son inconsistentes si m < n, recuérdese que para un
anillo conmutativo A se puede definir el determinante en M, (A) por la formula usual de
Leibniz:

detP:= Y (=1)°p16(1)P20(2)- - Pro(n)-
ocS,
Es inmediato que det(1,) = 1 y que det(PQ) = det P det Q para P,Q € M,(A) —la multi-
plicatividad se demuestra por el argumento usual, ya que A es conmutativo. Si fuera m < n,
los elementos u = det B, v = det C cumplirian vu = 1, uv = 0 en A, lo cual es imposible
porque u = ul = uvu = Ou = O contradice vu = 1. Se concluye que m = n. 0

Corolario 1.44. Si A es un anillo conmutativo y si A™ ~ A", entonces m = n. =

Definicion 1.45. Siun A-mddulo libre L es finitamente generado, su rango es la cardinalidad
de cualquiera de sus bases. En particular, el rango de A" es n.
El rango de un espacio vectorial es su dimension.

Las expansiones (1.7) definen B y C como matrices de cambio de base en un A-moédulo
libre. Mads generalmente, considérese un homomorfismo y: L — M entre dos A-mddulos
libres con las respectivas bases {xi,...,x,} de Ly {y1,...,ym} de M. Entonces la unicidad
de los coeficientes en expansiones muestran que si

V(x;j) = Zcij)’h
i=1

entonces la matriz rectangular C € Mm,,(A) caracteriza el homomorfismo y. Ademds, si
¢@: L — M es otro homomorfismo cuya matriz es B, entonces la suma puntual ¢ + vy, definido
por

o+ y(x):=¢x)+y(x), paratodo x€L,

tiene matriz B+ C. En breves palabras, la correspondencia v < C define un isomorfismo de

grupos abelianos,
Homy (L, M) ~ My, ,(A), (1.9)

donde M,, ,(A) denota la totalidad de matrices m x n con entradas en A. Ahora, el lado
derecho es una A-médulo (a la izquierda) de manera obvia: si a € A 'y C = [¢;;], entonces
aC = [ac;;]. También se puede definir ay € Homy (L, M) por (ay)(x) := ay(x) para todo
x € L. Pero ahora resulta que, para a,b € A:

(ay)(bx) =ay(bx) =aby(x), mientras b(ay)(x)=bay(x).

Esto es, la aplicacién ay: L — M entrelaza la accidn del elemento b de A sélo si ab = ba,
en general. La biyeccion (1.9) es un isomorfismo de A-mddulos si 'y solo si el anillo A es
conmutativo.
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En el caso de que L = M, se compara el anillo End4 (L) = Homgy (L, L), bajo composicion
de endomorfismos, con el anillo M,(A), bajo producto de matrices. Los célculos de la de-
mostracion de la Proposicion 1.43 indican que hay un isomorfismo de anillos

Endy (L) ~ M,(A),

si y solo si el anillo A es conmutativo.

En el caso de un anillo no conmutativo A, se puede notar que las tnicas diferencias con
el caso conmutativo son unos cambio de orden de multiplicacion. Es un ejercicio comprobar
que End4 (L) ~ M, (A°) en general, cuando L es un A-mddulo libre de rango n.

1.4 Moddulos sobre un anillo entero principal

Para poder investigar la estructura de A-mdédulos en mds detalle, es conveniente restringir
la mirada a una clase especifica de anillos. Recuérdese que un anillo entero principal es un
anillo conmutativo A, sin divisores de cero, en la cual cada ideal es generado por un solo
elemento de A.

Proposicion 1.46. Sea A un anillo entero principal. Sea L un A-mdédulo libre de rango n 'y
sea M un submdédulo de L. Entonces M también es libre, de rango m < n.

Demostracion. Por induccion sobre el rango n de L. El caso n = 0 es trivial, porque L =
M=0. Enelcason=1, es L=Ax:={ax:a €A}, donde {x} es una base de L. Si
J:={be€A:bxec M}, esclaro que J es un ideal de A; entonces J = (c) para algiin ¢ € A,
de donde M = {acx:a € A}. Si M # 0 (fijese que el submddulo nulo es libre de rango 0),
entonces ¢ # 0 en A. Ahora, si acx = 0 en M, entonces ac = 0 en A, lo cual implica a = 0,
por ser A entero. Luego {cx} es una base de M asi que M es un A-mddulo libre de rango 1.

Paran > 1,sea {xy,...,x,} unabase de Ly sea L; el submddulo generado por {x3,...,x,},
el cual es libre, de rango n — 1. Por la hipétesis inductiva, podemos suponer que cada
submodulo de L es libre.

No hay mas que hacer si M C L;; considérese el caso M Z L;. Sea J el conjunto de los
coeficientes b € A tal que exista x € M de la forma

x=bx;+axr»+---+ayx, con ap,...,a,€A.

Queda claro que J es un ideal (no nulo) de A, asi que J = {c} para algtin ¢ # 0 en A. Entonces
hay un elemento y € M de la forma y = cx; +dahxa + - - - +alx,. Alescribir b € J como b = dc,
se obtiene

x—dy=(ay—ddy)xy+ -+ (an — dayx,) € MNLy.

En otras palabras, cada x € M es de la forma dy+z cond € A, z€ MNLy; en breve, es
M = Ay+ (M NLy). Por otro lado, se ve que AyNnL; = 0, debido a la independencia lineal
de {x1,...,x,}, asi que esta suma es directa: es M = Ay® (M NL;). Como M NLy es libre
por hipdtesis, con una base {zj,...,z,—1} para algin m < n, se concluye que M es libre, con
base {y,z1,.--,Zm—1}- O
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Corolario 1.47. Sea A un anillo entero principal. Si M es un A-mdédulo finitamente generado
y si N es un submodulo de M, entonces N también es finitamente generado.

Demostracion. Por la Proposicion 1.42, si M es generado por {yy,...,y,}, hay un A-médulo
libre L con base {xy,...,x,} y un homomorfismo sobreyectivo ¢ : L — M determinado por
@(x;)):=y;parai=1,...,n. SeaL; :== @ '(N)={x € L:¢@(x) € N} la preimagen de N
en L. Entonces L, es libre, con una base {zy,...,z,} tal que m < n. Luego N es generado por

{(P(Zl)v"‘v(P(Zm)}- ]

(Cudl es la estructura de un A-médulo finitamente generado, sobre un anillo entero princi-
pal? Es posible reducir la cuestion a un procedimiento sobre matrices, que se llama reducciéon
a la forma normal de Smith,'0 al aprovechar los resultados anteriores.

Sea A un anillo entero principal y sea M un A-mddulo finitamente generado. Si M es ge-
nerado por n elementos, hay un homomorfismo sobreyectivo ¢ : A" — M (Proposicion 1.42).
Si K :=ker ¢, entonces M ~ A" /K y K es un submédulo libre de rango m < n. Dendtese por
{e1,...,en} la base estandar de A" y sea {z1,...,2,} una base de K. Al expresar cada z; en
términos de la base estandar de A", se obtiene un sistema de ecuaciones

Z1 =cr1e1+cpper+---+cCipen,
2 =cC1e1+cpey+ -+ coypep,

Im =Cm1 €1 +Cm2€2+ -+ Cmnép, (1.10)

donde los coeficientes c;; son elementos de A.

Esta matriz C € M, ,(A) depende de la eleccion de bases en K 'y A”. De la demostracion de
la Proposicion 1.43 (en su caso m = n), se sabe que cualquier cambio de base en un A-mdédulo
libre de rango n utiliza una matriz inversible en M, (A). Concretamente, sea {yj,...,yn } otra
base de K y sea {uy,...,u,} otra base de A”. Entonces hay matrices Q € M,,(A) y P € M,(A)

tales que
n m
ug =y psjej,  Yi= Y 4z
j=1 i=1

SiR € M,(A) es la matriz inversa de P, entonces

nm n n

m n n
=Y Y aucije;= Y. Y. Y. auicijrjsus =} busits
i=1j=1 =

i=1j=1s5=1

asi que C — B € M, ,(A), donde
B=QCP .

En otras palabras, C y B son matrices rectangulares equivalentes, en el sentido de que se
obtiene una de la otra y premultiplicar y postmultiplicar por matrices inversibles.

9Henry John Stephen Smith (1826-1883), matemético inglés, fue autor de varios trabajos sobre formas
cuadraticas y teoria de ndimeros.
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En el contexto conocido del dlgebra lineal, cuando A sea un cuerpo [F, esta relacién
de equivalencia de matrices deja invariante el rango de la matriz rectangular C (el nimero
maximo de columnas o filas linealmente independientes). Hay un algoritmo conocido en el
cual se transforma C en una forma escalonada estandar, mediante ciertas operaciones de filas
(construccion de Q) y de columnas (construccion de P~1). Siel rango de la matriz C es k,
el resultado final es una matriz B con by; = byy = --- = by, = 1 y cuyas demds entradas son
ceros. Esto es posible porque cada elemento no nulo de I tiene un reciproco. Para un anillo
entero principal que no sea un cuerpo (A = Z, por ejemplo), la falta de divisibilidad conduce
mds bien a una matriz B que se llama la forma normal de Smith de la matriz original C.

Teorema 1.48 (Forma normal de Smith). Sea A un anillo entero principal y sea C € My, ,(A)

una matriz con entradas en A. Entonces C es equivalente a una matriz diagonal'! de la forma
di 0
d> 0 0
D= d, 0 =:diagld,,dy,...,d,,0,...,0], (1.11)
0 0
0
0 0

donde dy,...,d, #0yd;\djparai< j.

Demostracion. Para comprobar esta equivalencia de matrices, hay que recordar las opera-
ciones de fila y las operaciones de columna del algebra lineal. Las tres operaciones de fila
elementales, con sus efecto sobre las filas ¢!,...,c™ de una matriz son las siguientes:

e multiplicar una fila por un elemento inversible, ¢’ — uc’;

e sustraer de una fila un multiplo de cualquier otra fila, ¢ —c—ack

e intercambiar dos filas de la lista, ¢/ < ck.
Cada operacion es reversible y se ejecuta al premultiplicar 1la matriz C por una matriz in-
versible Q € M,,(A), es decir, C — QC en M,, ,(A). Las operaciones de columna correspon-
dientes son ¢ — ucj; cj— ¢j—acy; 'y ¢j < ¢;; cada una de ellas es reversible y se ejecuta
al postmultiplicar la matriz C por una matriz inversible P € M, (A), es decir, C — CP en
My n(A).

» Caso 1: si A es un anillo euclidiano.

Si C = 0, no hay mds que hacer. Si C # 0, sea c;; la entrada no nula de C tal que 6(c;;)
sea minimo. Después de efectuar las operaciones ¢! < ¢/ y ¢| < ¢ j» s€ puede suponer que
esta entrada es cq1.

11Se dice que una matriz rectangular B es diagonal si b; ;=0 parai# j: las tinicas entradas no nulas de B, si
las hay, est4n en la “diagonal principal”.
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Ahora, para cada i = 2,...,m, resulta que ¢;; = a;c11 +rj1 con r;; =0 o bien d(rip) <
8(c11). Ejeciitese las operaciones ¢/ — ¢’ —a;c! parai=2,...,m. Sicada r;; = 0, entonces
la primera columna de la matriz queda “limpia”, es decir, con ceros debajo del “pivote” cy;.
En el caso contrario, hay que elegir la fila i con &(r;1) minimo, hacer el intercambio ¢! « ¢!
que reemplaza cq; por riy, y volver a limpiar la primera columna. Después de un ndimero
finito de iteraciones, quedan ceros debajo de la diagonal en la primera columna.

De igual modo, se proceda a limpiar la primera fila (para que hayan ceros a la derecha del
nuevo pivote c11) con operaciones de columna. Ya se puede suponer que C es de la forma

C11 0 0
0 ¢ ... C

c=| > T (1.12)
0 COm -+ Cmn

con 6(cy1) < 8(cys) para cada entrada no nula c,5. Si ¢j; no divide ¢, la operacién de
columna ¢; — ¢ + ¢; produce una primera columna nueva (cjy,Cas,---,Cms)’. Después de
limpiarla con operaciones de fila como antes, se obtiene una nueva entrada c;; # 0 con un
menor valor de 6(cy1). Al repetir este proceso un nimero finito de veces, se obtiene una
nueva matriz de la forma (1.12) en donde ¢ \ ¢, para r,s > 2. En particular, vale ¢y \ ¢22.

En seguida, se aplica todo el proceso anterior para limpiar la segunda columna y la se-
gunda fila. (Las operaciones apropiadas no afectaran las primeras fila y columna, ya limpias.)
Al final de ese paso, se obtiene c1; \ ¢22 \ ¢33 y ademds ¢2; \ ¢5 para todo r,s > 3.

Al continuar asi, se llega a una matriz D de la forma (1.11). Debido a que todos los pasos
del algoritmo son operaciones de fila o columna reversibles, se ve que D = QCP para ciertas
matrices inversibles O, P.

» Caso 2: si A no es un anillo euclidiano.

En este caso, hay que la longitud [(a) de una factorizacién en irreducibles en vez de §(a),
para a # 0 en A. (Véase la Definicién 1.13.) Elijase ¢;; # 0 con [ (ci j) minima y transfiérase
cij ala posicion (1,1). Para simplificar la discusion, supongase que m =n =2y que cyj no
divide ¢;. Sea d un maximo comun divisor de c11 y ¢21; fijese que I(d) < I(c11). Existen
p,q € Atalesque c p+cpg=d. Seanr:=c1/dys:=cp/d. Entonces (pr+gs)d =d,y
por ende pr+gs = 1 porque d # 0 y A es entero. Ahora'?

COC)-G0 -6

En otras palabras, la matriz Q := ]sj —qr es inversible y la premultiplicacion por Q anula

la entrada c1, y reemplaza ¢y por un divisor no nulo con una entrada de menor longitud.

Se adapta este argumento al caso general al reemplazar este matriz Q por Q@ 1,,_>. Se
limpia la primera columna con un ndmero finito de premultiplicaciones de esta clase, y se
limpia la primera fila con un nimero finito de postmultiplicaciones de matrices del estilo de
Q' ®1,_». El resto del algoritmo procede como en el caso euclidiano. [

12Un asterisco en una matriz denota una entrada cuyo valor especifico no tiene importancia para el cilculo.
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Las entradas diagonales (d,...,d,,0,...,0) de la forma normal de Smith no quedan de-
terminadas univocamente, ya que siempre es posible premultiplicar (o postmultiplicar) D por
una matriz diagonal con unidades de A en la diagonal, obteniendo asi otra matriz equivalente
D’ de la forma (1.11). Sin embargo, esta falta de unicidad no es muy grave, ya que las nuevas
entradas d son asociados de los d; originales. Esta es la misma falta de unicidad que hay en
la definicién de un maximo comun divisor de dos o mas elementos de A, que impide hablar
de el maximo comiin divisor.'?

Por otro lado, los ideales principales (dy), (d2), ..., (d) no son ambiguos, ya que si
d] = u;d; para una unidad u; siy s6lo si (d!) = (d;). La condicién d; \ d;j para i < j se traduce
en (d;) D (d;), asi que estos ideales forman una cadena descendiente:

(di) 2 (d2) 2--- 2 (dm), con(d;)=0paraj>r. (1.13)
El proximo resultado dice que esta cadena caracteriza la clase de equivalencia de la matriz C.

Definicién 1.49. Si C € M), ,(A), con m < n, donde A es un anillo entero principal, y si
k=1,2,...,m, sea D(C) € A un mdximo comun divisor de todos los menores k x k de la
matriz C. Coldquese Dy(C) := 1 € A. Los Dy(C) se llaman divisores elementales de C;
quedan determinadas hasta multiplicacion por unidades de A.

Proposicién 1.50. Si C € My, ,(A), con m < n, donde A es un anillo entero principal, y
sean {Dy(C) 1k =0,1,...,m} sus divisores elementales."* Entonces Dy_,(C)\ Dy(C) para
k=1,....,m; y la forma normal de Smith de C tiene las entradas diagonales no ceros

dy=D(C), dry=Dy(C)/D:(C),..., dr=Dy(C)/D;—1(C), (1.14)
donde r es el mayor indice tal que D,(C) # 0.

Demostracion. Si Q € M,,(A), lafilaide QC es Y1 gij ¢/, una combinacién A-lineal de las
filas ¢/ de C. Por tanto, los menores k x k de OC son combinaciones A-lineales de los menores
de C. Luego, el maximo comun divisor D (QC) de estos menores de QC divide Dy (C). Si Q
es inversible, este argumento se revierte, de modo que Dy (QC) divide Dy (C); luego Dy (QC)
y Dy(C) son asociados.

SiP e M,(A),lacolumna jde CPesY" | cip; j» una combinacion A-lineal de las colum-
nas ¢; de C. Luego, los menores k X k de CP son combinaciones A-lineales de los menores
de C; luego Dy (CP) divide Dy (C), y estos elementos de A son asociados si P es inversible.

Se concluye que Dy(B) = Dy (C) hasta mdltiplos por unidades, si B y C son matrices
equivalentes.

Es claro que los menores k X k no ceros de la forma normal de Smith (1.11) son deter-
minantes de submatrices diagonales, d;, d;, ...d;,. La condicién d; \ d; para i < j impone que
el maximo comun divisor de entre ellos es dyd; ...d) para k < r, o bien O para k > r. Luego
D (C)=Dy(D) =d\d; . ..dy parak < ry ademds D (C) = 0 para k > r, lo cual es equivalente
a(1.14). ]

B3Por ejemplo, los enteros —6,9, —33 € Z tienen dos maximos comunes divisores, 3 y —3, que difieren por la
unidad —1 de Z. Ahora, en Z se puede agregar el requisito que el maximo comun divisor sea positivo, en cuyo
caso se puede escribir med(—6,9,—33) = 3.

%Los D¢ (C), y por consiguiente los d;, estdn determinadas hasta multiplos por unidades de A.
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Corolario 1.51. Si A es un anillo entero principal, la cadena de ideales (1.13) depende
linicamente de la clase de equivalencia de la matriz C € My, ,(A). Estos ideales (d;) se
llaman los factores invariantes de la matriz C.

En algunos anillos enteros principales, la ambigiiedad en la definicion de “médximo comun
divisor” puede removerse. Tal es el caso de Z, en donde se pide que cualquier madximo comun
divisor sea positivo. (Las unidades de Z son 1 y —1.) También es el caso del anillo de
polinomios F|t], cuyas unidades son las constantes no ceros. Se dice que

f(t)=ap+ait+---+ayt" esunpolinomio ménicosi a, = 1.

Al exigir que cada maximo comun divisor de un juego de polinomios sea monico, este queda
determinado univocamente.

Cuando A = F[t], entonces, se pide que la forma normal de Smith tenga entradas d; = d;(¢)
que sean polinomios ménicos, y se llaman factores invariantes a estos polinomios d;(z), en
vez de los ideales que generan.

» Con estos preparativos, se puede develar la estructura de un modulo finitamente generado
sobre un anillo entero principal. Conviene introducir un poco més de terminologia.

Definicion 1.52. Un A-médulo M es ciclico si hay un solo elemento x € M tal que M = Ax =
{ax:acA}.

El anulador de un elementoy € M es el ideal I, ;== {b € A: by =0} de A. Si M es ciclico
con generador x, la aplicacién a + I, — ax define un isomorfismo de A-médulos A/I, ~ M.
Un A-médulo ciclico M = Ax ~ A/I, es libre, de rango 1, si y sélo si {x} es una base de M,
siy sOlosil, =0.

Definicion 1.53. Si M es un A-médulo, un elemento z € M es un elemento de torsion si
a €A, az#0,tal que az=0en M. Si todos los elementos de M son elementos de torsidn, se
dice que M es un médulo de torsion.

Si A es un anillo entero principal, el conjunto M;,; de elementos de torsion en M es un
A-submédulo de M (;por qué?), llamado el submoédulo de torsion de M.

Teorema 1.54. Sea A un anillo entero principal y sea M un A-médulo M finitamente gene-
rado. Entonces hay una cadena descendiente de ideales principales (dy) 2 (dp) 2 -+ D (dy)
[cuyos generadores cumplen dy \ dy \ - - -\ d,] tales que M sea isomorfo a una suma directa
de A-modulos ciclicos:

M~A/(d)DA/(dr)D---DA/(dy). (1.15)

Si r es el mayor indice tal que d, # 0, entonces Moy ~A/(d}) ©--- DA/ (d,); ademds, si
r < n, entonces M ~ Mo QA" .

Demostracion. Por la Proposicion 1.42, M es el cociente de un A-médulo libre: hay unn € N
y un submédulo K C A" tales que M ~ A" /K. Por la Proposicién 1.46 y el Corolario 1.47,
K es un A-médulo libre y finitamente generado, de rango m < n. Los elementos de una base
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de K pueden expresarse como combinaciones lineales de elementos de una base de A", como
en (1.10). Por cambios de base en K y en A", se puede asumir que la matriz de coeficientes
tenga la forma normal de Smith (1.11).

Entonces A" posee una base y1,...,y, y hay elementos di,...,d, €A, cond; \d> \ -\ d,

tales que {dyy1,...,d,y,} sea una base de K (obsérvese que en este caso, r = m en la forma
normal de Smith). Si r < n, definase d; := 0O para j = r+1,...,n. Entonces
A DA
M~ A K o AN © DAY (1.16a)

Adyy, @ - DAdyy,
Considérese el homomorfismo

n n
Ay,
v:PAy — P ayi++anyn — (@1 +Adiy1) + -+ (@nyn +Adyyn).

Este y es sobreyectivo y su nicleo es el submédulo Adyy) &--- &Ad,y,. Al aplicar la Propo-
sicion 1.30, el isomorfismo (1.16a) se convierte en otro:

Ayl . Ayn

M~A"/K ~ .- )
/ Adiyr Adyy,

(1.16b)

El homomorfismo ¢;: A — Ay;/Ad;y; dado por @;(a) := ay; + Ad;y; tiene nicleo (d;).
Luego ¢; induce un isomorfismo A/(d;) ~ Ay;/Ady;. Al combinar estos isomorfismos con
(1.16b), se obtiene la conclusion (1.15).

La cadena descendiente de ideales (d;) puede terminar con algunos ideales nulos: esto es
el caso si hay r < n con (d,) # 0 pero (d;) =0 para j=r+1,...,n. En ese caso, los tltimos
n — r sumandos de (1.15) forman un submodulo libre: A ---HA ~ A",

Six € M es un elemento de torsion, entonces x = x| + - -- +x,, donde x; € M; ~ A/(d;),
asi que dy...d,x =dy...d(xp11+ - +x,) =0 siy solo six.p---x, =0. Por tanto, el
submédulo de torsion de M es Moy =M @ ---SM, ~A/(d)) D---DA/(d,). O

En la demostracion anterior, no se excluye que algunos de los d; sean unidades del
anillo A, en cuyo caso (d;) =Ay A/(d;) =0. Como los ideales (d;) forman una cadena
descendiente, esto significa que la sucesion dy,...,d, puede empezar con algunos unidades:
serfa (dj) =A para j=1,...,ky por tanto M ~A/(dys1) ®---®A/(dy). En tltima instan-
cia, es posible rehacer el argumento al reemplazar A" por A”¥ con base {yi;1,...,Yn}, para
eliminar redundancias.

Ejemplo 1.55. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces hay n € N y enteros
positivos my,...,m, € N para algtn r < n tales que!>

G=Z/mSL/my&® - BL/m,B---BL"". (1.17)

y ademds vale mj \ my \ - -+ \ m,.

15 Aqui se emplea el convenio de notacién Z/m := 7/ mZ.
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En efecto, un grupo abeliano es un Z-mdédulo y Z es un anillo entero principal, de modo
que el Teorema 1.54 es aplicable al caso. Cada ideal no nulo de Z es de la forma (d;) = m;Z,
donde m; := |d,| es positivo; entonces Z/(d ;) = Z/m;.

Se ve que G es la suma directa de un grupo abeliano libre Z"~" y su subgrupo de torsién
Zjm & & L/m,.

Un grupo abeliano es ciclico si posee un solo generador. Entonces o bien es G ~ Z (grupo
ciclico infinito) en el caso libre, o bien G ~ Z/m para algiin m € N con m > 2.

Ejemplo 1.56. Un grupo abeliano finito es de la forma G ~ Z/m; & Z/my, & --- S Z/m,, ya
que no puede tener sumandos infinitos. El orden del grupo es |G| = mym;...m,. Dado un
grupo abeliano finito de orden #n, su clase de isomorfismo es determinado por las factoriza-
ciones n = mymy ...m, que cumplen m; \my \ -\ m,.

Si n = 24, por ejemplo, las tinicas posibilidades son 24 solo, 2\ 12, 6 2\ 2\ 6. Luego los
grupos abelianos de orden 24 son

7)24,  Z)287/12, L)2®7/287/6.

Obsérvese que Z/3 &7 /8 ~ 7./24, mientras Z /4B 7,/6 ~ 7 /2 S Z /12 (;por qué?).

1.5 Clasificacion de transformaciones lineales

La estructura de los médulos sobre anillos enteros principales tiene una aplicacion inmediata
en el dlgebra lineal tradicional. Hay dos relaciones importantes que pueden usarse para clasi-
ficar aplicaciones lineales o matrices: equivalencia y semejanza. Dos aplicaciones lineales
S,T € Homp(V,W) de un espacio vectorial en otro son equivalentes si poseen una misma
matriz A, aunque sea con respecto a bases diferentes de V' y de W. Dos matrices rectan-
gulares A,B € My, ,(F) son equivalentes si B = QAP donde Q € M,,(F) y P € M,(FF) son
matrices inversibles. Se sabe que dos aplicaciones lineales (o dos matrices) son equivalentes
si y s6lo si poseen el mismo rango.'® Entonces el rango es un invariante que determina las
clases de equivalencia, sea en Homp(V,W) o bien en M, ,(IF).

Para clasificar operadores lineales T € Endr(V') de un espacio vectorial V, o bien para
clasificar matrices cuadradas A € M,(F), se dispone de una relaciéon maés fina, la de se-
mejanza. Dos operadores lineales 7 € Endp(V) y S € Endp(W) son semejantes si existe
una aplicacién inversible R € Homp(V,W) tal que S = RTR™!'. Dos matrices cuadradas
A,B € M,(F) son semejantes si B= PAP~! donde P € M,(FF) es una matriz inversible. Un
invariante bajo semejanza que es bien conocido es el polinomio caracteristico,

pr(t) :=det(tly —T), pa(t) :=det(t1,—A).

De hecho, es evidente que pp(t) = pa(t) si B= PAP~! y luego pr(t) = pa(t) si A es la
matriz de T con respecto a una base cualquiera de V. Pero este invariante no es clasificante:

I6E] rango de una aplicacion lineal T € Homp(V,W) es la dimensién r(T') de su imagen T(V). El rango de
una matriz A es el nimero méaximo r(A) de columnas linealmente independientes de A. Si A es la matriz de T
con respecto de un par de bases para V 'y W, se sabe que r(A) = r(T).
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es facil producir ejemplos de dos matrices con el mismo polinomio caracteristico que no son
semejantes.

Se busca, entonces, una familia de invariantes de un operador lineal, o bien de una matriz
cuadrada, que efectua esta clasificacion hasta semejanza. Resulta que se trata de un con-
junto finito de polinomios, en vez de uno solo; y que la manera mas eficiente de exhibir este
conjunto de polinomios emplea la teoria de mddulos sobre anillos enteros principales.

Definicion 1.57. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre un cuerpo F, y sea T €
Endp (V) un operador lineal sobre V. Como ya se expuso en el Ejemplo 1.25, V es un médulo
para el anillo de polinomios F[¢], mediante (1.1):

f(t)-v:=f(T)(v) paratodo veV.

Ahora F[t] es un anillo entero principal, asi que le Teorema 1.54 es aplicable: V es la
suma directa de un nimero finito de submodulos ciclicos.

Teorema 1.58. Sea V un espacio vectorial finitodimensional sobre F. El F[t|-médulo V
determinado por un operador lineal T € Endp(V) es un médulo de torsion, cuyos factores
invariantes son polinomios monicos

di(t)\da (1) \---\ dn(1),

donde d,(t) es el polinomio minimo de T; ademds, el producto di(t)dy(t)...d,(t) es el
polinomio caracteristico pr(t) de T.

Demostracion. La dimension n := dimpV es finito, pero dimpF[f] es infinito: luego, esta
descomposicién no puede contener un sumando libre. Por tanto, V es un F[t]-médulo de
torsion.

Sea {vi,...,v,} una base de V y sea A = [q;;| la matriz de T con respecto a esta base,
dada explicitamente por la formula

n
T(vj) =: Zaijvi, para j=1,...,n.

i=1
Para poder aplicar el Teorema 1.54, hay que expresar V como un cociente de [F|¢]-mddulos
libres M/K. Tomese M = F[t]" y sea {e],...,e,} una base estindar de F[¢]" como mddulo
libre sobre [F[t]. Sea n: F[¢]" — V la aplicacion cociente determinado por 1n(e;) := v; para
j=1,...,n. Ahora n es por definicién un [F[t]-homomorfismo, asi que vale n(f(t)e;) =

f(T)(v;) paratodo f(t) € F[t]. Sea K := kern. Fijese que

n
T](tej—Zaije,) = T(vj)—Zaijvi:O,
i=1 1

y por ende cada combinacién F|t]-lineal de la forma

n
Zj ::tej—Za,-jei (1.18)

i=1
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es un elemento de K.

Afirmacion:'7 el conjunto {z1,...,2n} es una base de K. Para comprobarlo, hay que
mostrar que los z; generan K y que son F[¢]-linealmente independientes.

Cada x € F[t]" se expresa como x = Z;?ZI hj(t)e;. Al usar repetidamente las sustituciones
tej=z;+Y} ja;je;, se obtiene

n n
X = Zbiei+ Zgj(t)zj
i=1 =

para ciertos polinomios g;(t) y escalares b; € F. Ahora n(x) = Y1 bin(e;) = X1 bivi.
Luego x € K si y s6lo si (x) =0, siy sélosi by =---=b,=0en T, siy sélosixe
F[t](z1,-..,2n). En otras palabras, K es generado por {zj,...,z,}

Por otro lado, si }j_, g;(t)z; =0, entonces Yi_1g;(t)e; = ¥ ;_ aijg;(t)ei 1o cual
implica que

n
tgr(t) = Zakjgj(t) paracada k=1,...,n.
j=1

Si esta relacion no es trivial y si gx(¢) es el polinomio de mayor grado en {g;(¢),...,gn(f)},
esta relacion es absurda porque el lado izquierdo tiene mayor grado que el lado derecho: la
tnica salida es que g (t) = --- = g,(¢) = 0 en F[t]. Luego, {z1,...,2,} es una base de K.

Al comparar las expresiones (1.18) con la férmula (1.10), se ve que la matriz C que
relaciona las bases de K y de F[r]" es C =11, — A. (Fijese que m = n en el caso actual.) Por
el Teorema 1.48, hay matrices inversibles P(t),Q(t) € M, (IF[t]) tales que

0(1) (11, — A) P(1)™" = diagldy (1), (1), ... du(1)], (1.19)
donde cada dj(t) es un polinomio moénico en F[t], con dy(¢) \ d2(2) \ - -- \ du(2).
Si los primeros k factores invariantes son de grado cero (es decir, d; (1) = --- = di (1) = 1),

entonces la descomposicion de V como F|¢]-médulo es

V > Ft]/(dig1 (1)) & - - & F[r] / (dn(1)).

Cadav €V esuna suma v = wyy|+---+wy, donde d;(T)(w;) =dj(t) -w; = 0 para cada j.
Ademis, como d(t) \ dy(t), se obtiene d,(T)(v) = 0 para v arbitrario, por tanto d,,(T) =0
en Endp(V). Si w, es un generador para el médulo ciclico F¢]/(d,(t)), y si g(¢t) € F[t] es un
polinomio tal que g(7') = 0, entonces g(z) - w, = 0, lo cual implica que g(z) € (d,(t)), o lo
que es lo mismo, que d, () \ g(¢). Esto dice que d,(t) es el polinomio minimo de 7.

Para identificar el polinomio caracteristico, s6lo hay que evaluar los determinantes —en
el anillo M,,(F[t])— de ambos lados de (1.19). Obsérvese que (det Q(¢)) y (det P(r)) son
polinomios inversibles en F(t], es decir, constantes no nulos. Luego hay ¢y # 0 en F tal que

pr(t) =pa(t) :=det(t1, —A) = cod(t)dr(t)...dy(t).

70bsérvese que [F[¢]-m&dulo libre puede tener un submdédulo libre propio del mismo rango, en contraste de
lo que ocurre con espacios vectoriales, en donde un subespacio propio tiene menor dimensidén que un espacio
vectorial que lo incluye.
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Pero det(r1, —A) y cada d(t) son polinomios moénicos: al comparar los coeficientes de ¢",
se ve que co = 1 y por ende pr(t) =d;(t)da(t)...du(t). O

Corolario 1.59. Si T € Endp(V) es un operador lineal, cada factor irreducible de su poli-
nomio caracteristico pr(t) es también un factor de su polinomio minimo qr(t). =

Ejemplo 1.60. Para calcular los factores invariantes de una matriz A € M, (IF), los cuales por
definicion los factores invariantes del operador x — Ax, x € "', se aprovecha los divisores
elementales Dy(t) de la matriz t1,, — A € M,(IF[t]); la férmula (1.14) proporciona los d;(t).
Por ejemplo, considérese las matrices'®

310000 =3 —1

030000 13

003000 r—3
A=1000400| fle—A= f—4

0000 40 i

000005 1—5

Los divisores elementales de la matriz ¢ 14 — A son
Dl(l‘) :Dz(l‘) :D3(l‘) :D4(t) =1,
Ds(t) = (1—3)(t —4),
De(1) = pa(t) = (1 =3)°(t =4)*(t = 5).

De ahi se obtiene

di (1) dz(f)zd() da(1) =
ds(t) = (1 =3)(r —4),
do(1) = qa(t) = (1 =3)*(t —4) (1 = 5).

Fijese que A tiene la forma normal de Jordan.
Sea B la matriz diagonal obtenida al cambiar a1 = 1 a b1 = 0, con b;; = a;; para las
otras entradas. Los divisores elementales de ¢ 14 — B son

D (t) = Da(t) = D3(t) = 1,
Dy(t)=(t—3),  Ds(t)=(t—3)*(t—4),
De(t) = pp(t) = (t—3)°(t —4)*(t - 5).

Los factores invariantes de B son

d](l‘):dz(t):d3() 1,

da(t) = (1 =3),  ds(1) = (1 =3)(t—4),

de(t) = qp(1) = (1 =3)(t —4)(t = 5).
El siguiente Teorema comprueba algo que en este ejemplo es evidente, a saber, que las ma-
trices A y B no son semejantes.

'8En el despliegue de la matriz f 15 — A, se usa el convenio de que una entrada en blanco es un cero.
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Teorema 1.61. Dos operadores lineales T € Endp(V) y S € Endp(W) son semejantes si y
solo si poseen los mismos factores invariantes.

Demostracion. Los operadores S'y T son semejantes si y sélo si hay bases {vi,...,v,} de V
y {wi,...,w,} de W tales que

n n
S(wj):Zaijw,-, T(vj):Zaijv,-, para j=1,...,n,
i=1 i=1
con la misma matriz A = [a;;]. La aplicacién lineal R: V. — W dado por R(v;) =: w; es
inversible, con S = RTR™ 1.

Si Sy T son semejantes, entonces en la demostracion del Teorema 1.58 se puede usar la
base {wy,...,w,} de Wy el operador S en vez de la base {v,...,v,} de V y el operador T.
De este modo, se llega a la misma matriz de relaciones C =1, —A y por tanto a los mismos
factores invariantes d (t), ... ,d,(t).

Para la direccion inversa, es suficiente tomar V = " y T = T, donde el operador lineal
Ty € Endp(F") es definido por Ty (x) := Ax, ya que cualquier operador en Endgr(V) es se-
mejante a algin 7y si n = dimpV. En adelante se comprobard que 74 es semejante a cierto
operador que depende Unicamente de sus factores invariantes.

Si d(t) € Ft] es un polinomio ménico de grado m, el cociente Wy := F[t]/(d(t)) es un
espacio vectorial sobre IF, cuya dimensién es m. En efecto, si f(¢) € F[t], entonces f(t) =
q(t)d(t) + r(t) por divisién de polinomios, donde r(¢) = 0 o bien r(¢) es un polinomio de
grado menor que m. Cada coclase en F[r]/(d(t)) tiene un representante r(r) := r(r) + (d(t)),
con r(t) = co+cit +---+cp_1t"'. Luego {fk :k=0,1,...,m— 1} es una base de W,.
Considérese el operador lineal S; € Endr(W;) dado por

Sa(r(t)) =1r(t). (1.20)

Més generalmente, si d(t), .. .,d,(t) son polinomios ménicos en Ft], sea Sy, . 4, €l operador
lineal sobre W =Wy, & --- & Wy, dado por

Sy oy (11(t), o ora(t)) i= (2r1(2),... (1))

Dada una matriz A € M,(F), sean d,(t),...,d,(t) los factores invariantes del operador
Ty. Sea n: F[t]" — W el homomorfismo cociente; su nicleo es kern = D(¢) F[t]", donde
D(t) :=diag[d,(t),...,d,(t)] es la matriz diagonal al lado derecho de (1.19). La demostracion
del Teorema 1.58 muestra que hay matrices inversibles Q(z), P(t) € M,,(IF[¢]) que cumplen

0(1) (11, —A)=D()P(t) 'y (t1,=A)P(1)" =0(1)" D). (1.21)
Sean {y: F[t]" — F"y R: F" — W las aplicaciones F-lineales dados por
Ca(f()x) := f(A)x, R(x):=n(Q(r)x), para xel"

Entonces ker {4 = (11, — A)F[¢]" y las férmulas (1.21) implican que Q(r)(ker{4) = kern.
Esto implica que R es inyectivo, porque

R(x)=0 = Q(t)xeckern = xeclF"Nkerfy — x=0,
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y ademads R es sobreyectivo porque
n
dimpW = dimp(Wy, @ ---®W,,) = Z grd(r) =gr(di(t)...dy(t)) = gr(pa(t)) = n.
j=1

Por tanto, R € Homp(F", W) es un isomorfismo lineal.
Six € F", entonces 7x — Ax € ker {4. En vista de que Q(r) (ker {4 ) = kern, se obtiene

R(Ax) =1 (Q(r)Ax) =1 (Q(r)tx) =N (1 Q(t)x) = S4,,..a,(R(x)) paratodo xe€F",

por la definicion de Sy, .. 4,. En otras palabras, RTy = Sy, . 4, R, asi que RT R = Sdy....dy-
Por lo tanto, los operadores Ty y Sy, ... 4, sSon semejantes. ]

Corolario 1.62. Dos matrices cuadradas A,B € M,,(IF) son semejantes si y sélo si poseen los
mismos factores invariantes. H

1.6 Ejercicios sobre anillos y modulos

Ejercicio 1.1. (a) Demostrar que Z/6 es un anillo principal que no es entero.

(b) Si IF es un cuerpo, el anillo F[r],1,] es entero pero no es principal. Comprobar esta
tltima afirmacion al verificar en detalle que el ideal (¢1,%,) de F[t;,#;] no puede ser generado
por un sélo polinomio en los dos indeterminados #1, ;.

Ejercicio 1.2. Un anillo A se llama anillo booleano si a> = a para todo elemento a € A.

Demostrar que 2a = 0 para cada a € A; y que A es conmutativo. Dar un ejemplo de un anillo
booleano con 8 elementos.
[Indicacién: Calcular (a+a)?y (a+b)? paraa,b € A.]

Ejercicio 1.3. Un A-médulo M se llama simple o irreducible si no posee A-submddulos
salvo M y 0. Un A-mddulo se llama semisimple si es una suma directa de A-submodulos
simples. Si m € N*, demostrar que el anillo Z/m es semisimple (como Z/m-mddulo a la
izquierda) si y s6lo si m es el producto de nimeros primos distintos.

Ejercicio 1.4. (a) Un A-médulo M es ciclico si es generado por un solo elemento x, es decir,
siM=Ax={ax:acA}. SiJesunideal de A, demostrar que el A-médulo A/J es ciclico.

(b) Mostrar que M es irreducible si y s6lo si M es ciclico y cada elemento no cero es un
generador de M.

(¢) [Lema de Schur]: Si My M’ son dos A-médulos irreducibles, mostrar que cada ele-
mento no nulo ¢ € Homy (M, M") es un isomorfismo. [Indicacién: Usar la descomposicién
canénica de ¢.] Concluir que Ends (M) es un anillo de division'® si M es irreducible.

19Un anillo de divisién es un anillo D, no necesariamente conmutativo, en donde cada elemento no nulo es
inversible. Cualquier cuerpo es un anillo de division. El anillo H de cuaterniones reales es un anillo de divisién
no conmutativo.
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Ejercicio 1.5. (a) Una representacion de un grupo finito G sobre un espacio F-vectorial V
es un homomorfismo de grupos p: G — GL(V'), donde GL(V) es el grupo de automorfismos
lineales de V. Mostrar que esta representacion hace de V un médulo sobre el anillo F[G].

(b) Si H es un subgrupo de G, demostrar que F[G] es un mddulo libre sobre el anillo F[H].

Ejercicio 1.6. Sea M un A-mdédulo y sean M1, M>, ..., M, una coleccion finita de submdédulos
de M tales que

(@ Mi+My+---+M,=M;y
b Min(My+---+Mj_1+Mj 1 +---+M,)=0paracada j=1,...,n.
Demostrarque M ~ M| Mo B --- S M,,.

Ejercicio 1.7. Una matriz cuadrada R € M,,(Z) se llama unimodular si det R = £1. Mostrar
en detalle que R es inversible en el anillo M, (Z) si y s6lo si R es unimodular.

Ejercicio 1.8. Sea A un anillo, no necesariamente conmutativo, y sea M un A-mdédulo libre
con una base de n elementos. Mostrar que hay un isomorfismo de anillos Ends (M) ~ M,,(A°).

Ejercicio 1.9. (a) Transformar la siguiente matriz C € M3(Z) a D, su forma normal de Smith:

-2 3 0
C=|-3 3 0
—12 12 6

(b) Obtener matrices inversibles Q, P € M3(Z) tales que D = QCP~!.

Ejercicio 1.10. Si A es un anillo entero principal y si C € M), ,(A) es una matriz rectangu-
lar con m < n, demostrar que C y su transpuesta C’ € M, ,,(A) tienen los mismos factores
invariantes d, ... ,d,,.

Ejercicio 1.11. Paraa € A y k > 2, sea Jy(a) € My(A) el bloque de Jordan con entrada
diagonal a, es decir,

a 1
a 1 0
a
Ji(a) :=
1
0 a 1

(a) Calcular los divisores elementales Dy y los factores invariantes d; de la matriz Ji(a).

(b) Calcular los divisores elementales y los factores invariantes de la matriz Ji(a) ® J;(b),
suma directa de dos bloques de Jordan.

Ejercicio 1.12. Comprobar los isomorfismos de grupos abelianos Z/3 & Z/8 ~ 7./24 y
ademds Z/4GZ/6 ~Z/2®7Z/12.
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Ejercicio 1.13. Clasificar todos los grupos abelianos de orden 400.

Ejercicio 1.14. Demostrar que las siguientes matrices Ry S (“clock and shift”):

1 0 0 O 0100

0 i O O 0010
k= 00 -1 0] §= 000 1)

00 0 —i 1 000

son semejantes en M4(Z[i]), donde i = v/—1.
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2 Elementos de la Teoria de Categorias

En el primer capitulo, los médulos sobre un anillo fueron introducidos y en un caso particular
(médulos finitamente generados sobre un anillo entero principal) fueron clasificados hasta
isomorfismo. Sin embargo, la tarea de describir y clasificar médulos individuales no puede ir
demasiado lejos. Lo que hace del estudio de los modulos una teoria interesante e util son las
relaciones entre varios médulos, mediados por homomorfismos. Histéricamente, la utilidad
de los mddulos (en especial, los grupos abelianos finitamente generados) fue realizado en
ciertos problemas de topologia, cuando se logré asociar a los espacios topolégicos una serie
de grupos y médulos interesantes.

Para esclarecer la esencia de los procedimientos algebraicos empleados en topologia en
la primera mitad del siglo XX, Eilenberg y MacLane postularon una esquema general de
procedimiento, que ha adquirido el nombre de “teoria de categorias”.! Luego fue percibido
que ese enfoque es una clave para simplificar y extender la llamada geometria algebraica,
principalmente por medio de los trabajos de Grothendieck en los afios sesentas. Hoy en dia, se
ha convertido en un lenguaje obligatorio para formular y discutir la matemdtica moderna. En
este capitulo se introducirdn los conceptos basicos de categoria y funtor, para poder aplicarlos
al estudio de los médulos en los capitulos posteriores.

2.1 Definicion y ejemplos de categorias

La notacion para las categorias no ha sido estandarizada todavia: los textos principales pre-
sentan diversos variantes.”> En este curso, las categorias serdn identificadas por una letra
sanserif: tales como Ab, An, A-Mod, Top. Todos los ceros serdn denotados por el digito 0 y
todas las aplicaciones idénticas por el digito 1, salvo mencién explicito de lo contrario.

Definicion 2.1. Una categoria C retne tres cosas:
1. Una clase de objetos Ob(C);

2. una familia de conjuntos Hom¢ (A, B), uno para cada par de objetos A,B € Ob(C); los
elementos de Hom¢ (A, B) se llaman morfismos de A en B;

3. una familia de aplicaciones
Homc (A, B) x Hom¢(B,C) — Hom¢(A,C),

llamada composicién de morfismos, para cada triplete de objetos A, B,C € Ob(C); la
composicién de f € Homc(A,B) y g € Homc(B,C) se denota por gf € Homc(A,C).

'El trabajo germinal fue el articulo de: Samuel Eilenberg y Saunders MacLane, General theory of natural
equivalences, Transactions of the American Mathematical Society 58 (1945), 231-294. En este ensayo se
introdujo en término “categoria” por primera vez, amén de los conceptos de “funtor” y “transformacién natural”,
con gran cantidad de ejemplos.

%Las notaciones y definiciones mas comunes estdn bien resumidos en: Sergey I. Gelfand y Yuri I. Manin,

Homological Algebra, en el Encyclopedia of Mathematical Sciences 38 (Algebra V), Springer, Berlin, 1994.
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Estos datos deben cumplir tres requisitos:

(a) Los conjuntos de morfismos Hom¢ (A, B) son disjuntos: cada morfismo f determina
univocamente dos objetos A, B tales que f € Homc (A, B).

(b) Para cada objeto A € Ob(C) existe un tunico morfismo idéntico 14 € Homc(A,A) tal
que f 14 = f paratodo f € Homc(A,B)y 14 g = g paratodo g € Hom¢(C,A).

(c) Lacomposicion es asociativa: si f € Homc(A,B), g € Hom¢(B,C) y h € Homc(C, D),
entonces
h(gf) = (hg)f en Homc(A,D).

En general, aunque no siempre, la coleccion de objetos es demasiado amplio para llamarse
un conjunto. La palabra clase se emplea aqui en el sentido técnico de “la teoria de clases” de
Godel y Bernays, que establece una jerarquia en la teoria de conjuntos. Cualquier conjunto
es una clase, pero no al revés: la coleccion de todos los conjuntos forma una clase que no es
un conjunto (este artificio evita la paradoja de Russell). En la teoria de Godel y Bernays, los
conjuntos son precisamente las clases que pueden ser miembros de otras clases.

La totalidad de morfismos, de entre todos los conjuntos Homc (A, B), es una clase deno-
tado a veces por Mor(C). En general, esta clase tampoco es un conjunto. Sin embargo, todos
los cdlculos con morfismos s6lo involucran un nimero finito de los conjuntos Hom¢ (A, B) a
la vez: para los fines de este curso, no hay que preocuparse mucho sobre la axiomética de la
teoria de conjuntos.

En muchos de los ejemplos que siguen, aunque no siempre, los morfismos son funciones.
En estos casos, se acepta la notacién g o f como sinénimo de gf. También es comodo usar la
notacién “f: A — B” como abreviatura de “f € Homc(A, B)”, aun en los casos en donde f
no es una funcion de A en B, strictu sensu.

» Elrasgo distintivo del manejo de las categorias es la consideracion de objetos y morfismos
como un paquete inseparable. En los ejemplos que siguen, hay que declarar cudles son los
objetos y cudles son los morfismos, para describir la categoria con toda precision.

Ejemplo 2.2. La categoria mds sencilla es Set, cuyos objetos son los conjuntos.’ Los mor-
fismos en Homge (X ,Y) son las funciones f: X — Y.

Ejemplo 2.3. La categoria Gr: sus objetos son los grupos y los morfismos en Homg, (G, H)
son los homomorfismos de grupos ¢: G — H.

La categoria Ab de los grupos abelianos es una subcategoria de Gr, es decir, todos los
objetos (respectivamente, morfismos) de Ab son objetos (respectivamente, morfismos) de Gr.
Esta es una subcategoria plena, es decir, Hompy,(G,H) = Homg,(G,H) cuando G y H son
grupos abelianos.

3Los objetos de Set se describen con distintas palabras en todos los idiomas: set en inglés, conjunto en
espafiol (ou em portugués), ensemble en francés, insieme en italiano, Menge en aleméan, zbior en polaco,
mnozhestvo en ruso,... En tales casos, se usa la abreviatura inglesa porque, como una vez dijo William de
Ockham, entes non sunt multiplicanda praeter necessitatem.
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Ejemplo 2.4. La categoria Mon: sus objetos son los monoides y Homp,, (M, N) consta de
los homomorfismos de monoides /2: M — N, es decir, funciones que respetan productos y
preservan los elementos neutros.

Esta vez, Gr es una subcategoria plena de Mon, porque todo homomorfismo de monoides
entre dos grupos también respeta inversos.

Ejemplo 2.5. La categoria An: sus objetos son los anillos y los morfismos en Homa,, (4, B)
son los homomorfismos de anillos y: A — B.

Ejemplo 2.6. Si A es un anillo, los A-médulos (a la izquierda) son los objetos de una cate-
goria A-Mod: en este caso se escribe Homy (M, N) en vez de Homy-poq(M,N) para denotar
los homomorfismos de A-mdédulos ¢: M — N.

Los A-modulos a la derecha son objetos de otra categoria, denombrada Mod-A: si el
contexto lo permite, también se escribe Homy (R, S) en vez de Hompgog-4 (R, S) para denotar
los homomorfismos de A-mddulos a la derecha y: R — S.

Ejemplo 2.7. La categoria Top: sus objetos son los espacios topologicos y los morfismos en
HomT,,(X,Y) son las funciones continuas f: X — Y.

Ejemplo 2.8. La categoria Dif: sus objetos son los variedades diferenciales (reales, de
dimension finita) y los morfismos en Homp;s(X,Y) son las funciones suaves f: X — Y.

Ejemplo 2.9. Hay otra categoria Htp cuyos objetos son todos los espacios topoldgicos, pero
los morfismos son diferentes. Dos funciones continuas f,g: X — Y son homotdpicas si hay
una funcion A: [0,1] x X — Y tal que h(0,x) = f(x) y h(1,x) = g(x) para todo x € X. La
homotopia es una relacién de equivalencia® entre funciones continuas de X en Y. Ahora los
morfismos en Homy,(X,Y) son las clases de homotopia en Homt,,(X,Y). Si [f] denota
la clase de homotopia de la funcién f, se define [g][f] := [go f] y es facil ver que las tres
condiciones de la Definicion 2.1 quedan satisfechas.

Definicion 2.10. Una categoria C es una categoria pequeiia si Ob(C) es un conjunto.

Ejemplo 2.11. Sea J un conjunto parcialmente ordenado. Esto es, hay una relaciéon <
definido sobre J que es reflexivo, transitivo y antisimétrico. Entonces J da lugar a una cate-
goria pequefia J, donde

e Ob(J) =1,
e Hom;(i, j) := {fji} (un solo morfismo) si i < j, mientras Hom,(i, j) :==0sii £ j.

Fijese que para todo j € J, vale 1; = fix € Homy(k, k), por reflexividad. Ademads, vale
Jijfji= frisii < j <k, por transitividad. La asociatividad de la composicion es consecuencia
de la unicidad del morfismo fj;,s1i < j <k <.

“La idea es que f = ho y g = hj son extremos de una familia de funciones continuas 7, (x) := h(t,x),
parametrizada por 0 < ¢ < 1. En los libros de topologia algebraica, Homp, (X ,Y) es denotado por [X,Y].
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Ejemplo 2.12. Sea X un espacio topoldgico y sea T(X) su topologia (el conjunto de las partes
abiertas de X). Entonces hay una categoria pequeiia Top-X definido por Top-X := C(T(X)).
En otras palabras, los objetos son las partes abiertas de X; si U y V son partes abiertas de X,
entonces Homop-x (U, V) := {iyy} siU C V, donde iyy: U — V es la inclusion; y no hay
morfismo alguno en Homrop-x (U,V)siU Z V.

Ejemplo 2.13. Una categoria pequefia C con un solo objeto define un monoide: si Ob(C) =
{x}, entonces Mor(C) tiene una ley de composicion asociativa con una identidad 1, asi que
Mor(C) es un monoide.

En una categoria C cualquiera, un morfismo f € Homc¢(A,B) es morfismo inversible o
bien un isomorfismo si hay otro morfismo g € Hom¢(B,A) tal que

gf =la, fg=1p.

Este g es el morfismo inverso de f. Fijese que el inverso g es unico, porque si hf =14y
fh=1p, entonces h = 14h = (gf)h = g(fh) = glp = g. Si C es una categoria con un sélo
objeto en la cual todo morfismo es inversible, entonces Mor(C) es un grupo. De hecho,
cualquier grupo G es de esta forma: definase Ci por Ob(Cg) := {*} y Homc, (*,*) := G.

Definicion 2.14. Un grupoide es una categoria pequeiia C en la cual todo morfismo es in-
versible. Si Gop = Ob(C) y G := Mor(C), el grupoide se denota por G; = Gy. Si f: x —y
es un morfismo y si g: y — x es su inverso, las férmulas

r:Gy—Go: fr—y, i:G1—G:f—g,

s:G1—Go: f—x, u:Go— Gyp:x— 1y
definen cuatro aplicaciones entre conjuntos: la meta r, la fuente s, la inversion i y la unidad u.
(Las dos flechas en G =% G( denotan la meta y la fuente.) Las propiedades de grupoides

pueden enunciarse en términos de estas cuatro aplicaciones y el “dominio de la multipli-
cacion” Gy :={ (f,h) € Gy x Gy : r(h) = s(f) }

Definicion 2.15. Si C es una categoria cualquiera, C° denota la categoria opuesta (o cate-
goria dual)® definido por

Ob(C?) :=0b(C), Homce (A, B) := Hom¢(B,A). (2.1)

Es decir, wC°® posee los mismos objetos que C pero “las flechas apunten en la direccién
opuesta”. Si se denota (por una sola vez) por f° el morfismo f € Homc (A, B) visto como
elemento de Homc-(B,A), entonces la ley de composicién en C° es f°g° := (gf)°.

SEs evidente de la definicién que (C°)° = C, o mejor dicho, que las categorias (C°)° y C son isomorfos en
el sentido de que haya una biyeccion entre sus objetos (respectivamente, entre sus morfismos) que preserva la
ley de composicidn sin alterar su orden. Esta nocién de isomorfismo de categorias resulta bastante banal y serd
reemplazada mds adelante por un poderoso concepto de equivalencia de categorias.
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2.2 Funtores y transformaciones naturales

Una vez que se haya absorbido el concepto de que los morfismos son tanto 0 més importantes
que los objetos en una categoria, el siguiente paso es inquirir sobre las posibles aplicaciones
de una categoria en otra. Hay que hacer dos avisos: uno, que como los objetos no siempre
forman conjuntos, estas aplicaciones no siempre serdn funciones strictu sensu; y dos, que se
trata de hacer corresponder no sélo los objetos sino también los morfismos. La formulacién
de este tipo de correspondencia generalizada fue el gran avance de la obra de Eilenberg y
MacLane, quienes introdujeron la siguiente definicion.

Definicion 2.16. Un funtor F (a veces llamado funtor covariante) de una categoria C en
otra categoria D consta de:®

1. una aplicacién Ob(C) — Ob(D) : A — FA;
2. una aplicacién Mor(C) — Mor(D) : ¢ — F ¢, tal que

¢ € Hom¢(A,B) = F¢ € Homp(FA,FB);

que cumple las siguientes condiciones:
(@) F(yop)=(Fy)(Fo) toda vez que ¢ € Homc(A,B), y € Homc(B,C);
(b) F1g = 1g4 paratodo A € Ob(C).

Se escribe F: C — D si F es un funtor de C en D.

Definicion 2.17. Un cofuntor (a veces, funtor contravariante) de una categoria C en otra
categoria D es, por definicion, un funtor covariante G: C° — D.
Ahora, las correspondencias Ob(C) — Ob(D) : A — GA y Mor(C) — Mor(D) : ¢ — G ¢
cumplen
¢ € Hom¢(A,B) = G¢ € Homp(9B,5A);

que cumple G14 = lg4 paratodo A € Ob(C) y ademads

S5(ve) =(5¢)(Sy) todavezque ¢ €Homc(A,B), y € Homc(B,C).
En otras palabras, un cofuntor “revierte el sentido de las flechas”.

Ejemplo 2.18. Si C es una categoria cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos son
aplicaciones entre los conjuntos respectivos, se puede definir un funtor ¥: C — Set por FA :=
Ay Fo:= ¢ para A € Ob(C), ¢ € Mor(C). El papel de este funtor es simplemente el de
“olvidar” cualquier estructura extra de los objetos y morfismos de C, por tanto se llama un
funtor olvidadizo. Hay funtores olvidadizos Gr — Set, Ab — Set, An — Set, etcétera, que

® Algunos autores escriben F(A) por FA y F(¢) por F ¢, lo cual no hace dafio. Sin embargo, es preferible
usar la notacién sin adornos para evitar selvas de paréntesis —conviene recordar el sabio consejo de Ockham.
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suprimen las operaciones de producto o suma y abandonan la mulitplicatividad o aditividad
de los homomorfismos.

De igual modo, hay funtores olvidadizos An — Ab (que olvida la operacién de producto),
A-Mod — Ab (que olvida la accién del anillo A), Dif — Top (que olvida la estructura difer-
encial), etcétera.

Ejemplo 2.19. Si A es un anillo, M,(A) denota el anillo de matrices n x n con entradas
en A. Si f: A — B es un homomorfismo de anillos, definase M, f: M,(A) — M,(B) por
M, f([aij]) := [f(aij)], aplicando f a una matriz entrada por entrada. En vista de la relacion

n n
f(z aijbjk) =Y flaij) fbjp),
j=1 j=1
se ve que M, f es también un homomorfismo de anillos. La correspondencia A — M,(A),

f+— M, f define un funtor M,,: An — An.

Ejemplo 2.20. Si X es un conjunto, P(X) denota el conjunto de todas las partes de X. Si
f+ X — Y es un funcion entre conjuntos, definase Pf: A — f(A) CY paratodo A C X; fijese
que Pf(0) = 0. La correspondencia X — P(X), f — Pf define un funtor P: Set — Set.

Ejemplo 2.21. Si G es un grupo, no necesariamente abeliano, se sabe que el subgrupo G’
formado por productos finitos de conmutadores ghg='h~! es un subgrupo normal de G y
que el cociente &(G) := G/G’ es un grupo abeliano. Si ¢: G — H es un homomorfismo de
grupos, es claro que (G’) C H’, lo cual induce un homomorfismo a(¢) = :G/G' — H/H'.
De este modo, se define un funtor o : Gr — Ab, llamado abelianizacion.

Definicion 2.22. Si C es una categoria y si A € Ob(C), considérese la correspondencia
Homc¢(A,—) : C — Set: B— Homc(A,B). (2.2)

Para que esta asignacion de objetos defina un funtor, hay que agregar una correspondencia
entre morfismos. Dado un morfismo g € Hom¢(B,C), el diagrama

A

sugiere que al morfismo g se le debe asociar la aplicacion f — gf:

B

C

g« =Homc(A,g) : f — gf : Homc(A,B) — Homc(4,C).

Si h € Homc¢(C,D), entonces Hom¢ (A, hg) : f +— hgf es la composicién (en el sentido usual,
de funciones) de f +— gf con gf — hgf, de modo que

(hg)s« = Homc(A,hg) = Homc(A,h) oHomc (A, g) = hy 0 g..

Luego Homc (A, —) : C — Set es un funtor covariante.
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Definicion 2.23. Si C es una categoria y si B € Ob(C), considérese la correspondencia
Hom¢(—,B) : A+— Homc(A,B). (2.3)

Dado un morfismo & € Hom¢(C, D), el diagrama

h D
N S
B

sugiere que al morfismo /4 se le debe asociar la aplicacion g — gh:

C

h* =Homc(h,B) : g +— gh:Homc(D,B) — Hom¢(C,B).

Si k € Homc (A, C), entonces Homc (hk, B) : g — ghk es la composicion (en el sentido usual,
de funciones) de g — gh con gh — ghk, de modo que

(hk)* = Homc (hk,B) = Homc (k,B) oHomc (h,B) = k* o h*.
Luego Homc¢(—,B) : C° — Set es un funtor contravariante de C en Set.

En el caso de la categoria A-Mod de A-mddulos (a la izquierda), cada conjunto de mor-
fismos Homy (M, N) es un grupo abeliano bajo la suma puntual de A-homomorfismos, dada
por (f+g)(x) := f(x) +g(x). Ademads, esta suma distribuye sobre composicién, de manera
evidente:

(g+h) f=gf+hf,  glh+k)=gh+gk

Si M,N € Ob(A-Mod), se concluye que los dos funtores anteriores llevan A-Mod en la cate-
goria Ab de grupos abelianos:

Homy (M, —) : A-Mod — Ab, Homy (—,N) : (A-Mod)® — Ab.

Notacion. Conviene introducir una abreviatura para denotar que A sea un objeto de la cate-
goria C. En vez de “A € Ob(C)” se escribird A €€ C. Esta notacion expresa correctamente la
jerarquia de pertenencia entre un objeto y su categoria.’

Definicion 2.24. Si C y D son dos categorias, su producto directo es la categoria C x D
definido por:

e Ob(C x D) :=0b(C) x Ob(D);
e Homc,p((4,X), (B,Y)) := Homc(A,B) x Homp (X, Y);

e (g v)(f,0):=(8f,ve), lux) :=(la, lx).

7Esta notacién no se encuentra (todavia) en los libros de texto. Yo lo aprendi de Ralf Meyer, un gran experto
contemporario en esta materia. Véase, por ejemplo, el uso de esta simbologia en: Ralf Meyer, Homological
algebra in bivariant K-theory and other triangulated categories. 11, preprint arXiv:0801.1344, Gottingen, 2008.
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Un funtor F: C x D — E también se llama un bifuntor de C y D en E. Por ejemplo, debe ser
claro cémo definir un bifuntor Hom¢: C° x C — Set.

Definicion 2.25. Una categoria C es una subcategoria de otra categoria D si
e Ob(C) COb(D)y
e Hom¢(A,B) C Homp(A,B) para todo A,B €€ C.

Si Homc(A,B) = Homp (A, B) para todo A, B €€ C, se dice que C es una subcategoria plena
de D. Por ejemplo, Ab es una subcategoria plena de Gr.

Definicion 2.26. Un funtor F: C — D es (a) fiel, (b) pleno, o (c¢) plenamente fiel si para
todo A, B €€ C, la aplicacion

J : Homc¢ (A, B) — Homp (FA, T B) (2.4)
es respectivamente (a) inyectiva, (b) sobreyectiva, o (c) biyectiva.

Ejemplo 2.27. Los funtores olvidadizos Gr — Set, Ab — Set, An — Ab, A-Mod — Ab y
Dif — Top mencionados en el Ejemplo 2.18 son todos fieles pero no son plenos.

La proyeccion P1: C x D — C, definido por P1((A,X)) := A, P((f,9)) := f, es pleno
pero no es fiel.

Si C es una subcategoria plena de D, entonces la inclusion de C en D es un funtor ple-
namente fiel. (Este ejemplo indica que un funtor plenamente fiel no es necesariamente una
biyeccion entre los objetos de Cy D.)

» Un funtor relaciona dos categorias, conservando sus estructuras (objetos, morfismos, ley
de composicién). También hay una manera preferida de relacionar dos funtores F: C — D,
G: C — D entre dos categorias dadas. Antes de definirla, conviene considerar dos funtores
importantes para la teoria de mddulos.

Definicion 2.28. Sea M un médulo a la izquierda sobre un anillo A. Su médulo dual
M* :=Homy (M,A)

es un A-médulo a la derecha, bajo la suma puntual de A-homomorfismos y la accién de A
dado por
(fa)(x):= f(x)a paratodo feM" acA, xeM.

Para todo b € A, vale (fa)(bx) = f(bx)a = bf(x)a = b(fa)(x), asi que fa € Homy (M,A).
Si ¢: M — N es un homomorfismo de A-mdédulos (a la izquierda), su transpuesta es la
aplicacion

' N* =M :g—goo.
Si y: N — P es otro homomorfismo de A-médulos (a la izquierda), entonces (Yo @) =

@ oy’ :hw howyo@. En otras palabras, M — M*, ¢ — @' es un funtor contravariante
D: (A-Mod)° — Mod-A, llamado dualidad.
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De la misma manera, si R es un A-mddulo a la derecha, entonces R* := Homy (R,A) es
un A-médulo a la izquierda, al definir (ck)(y) := ck(y) para k € R*, c € A, y € R, ya que
(ck)(yb) = ck(yb) = ck(y)b = (ck)(y)b para todo b € A. Luego R — R*, y — x' es otro
funtor de dualidad D: (Mod-A)° — A-Mod.

Definicién 2.29. Sea M un A-médulo a la izquierda. Sumédulo bidual M** :=Homy (M*,A)
es también un A-médulo a la izquierda. Hay un funtor covariante D?: A-Mod — A-Mod dado
por D2M := M**, D> f := fi = (f1)".

Ejemplo 2.30. Si V es un espacio vectorial finitodimensional sobre un cuerpo F, se puede
construir un isomorfismo lineal entre V y V* = Homp(V,F) al hacer corresponder una base
de V con la base dual de V*. Sin embargo, este isomorfismo lineal 7: V — V* depende de
una eleccion de bases: no hay un isomorfismo preferido que no dependa de las bases.

Dendtese por Vect-IF la categoria de espacios vectoriales sobre F y por FinVect-F su
subcategoria plena de espacios vectoriales finitodimensionales.

Hay una aplicacion candnica o natural entre un espacio vectorial V y su bidual V**, dada
por la evaluacion ny : V — V**, la cual se define por

Ny(x): f— f(x), para x€V, feV". (2.5)

Esta definicion no requiere elegir bases en V ni en V**. Fijese que 1y es inyectiva y que es
biyectiva si (y s6lo si) V es finitodimensional.

Si S: V — W es una transformacion lineal, y si " : V** — W** es su doble transpuesta,
entonces para cadax € V, 6 := 1Ny (x) € V**, vale

(S"omy(x))(g) =nv(x)(S'(g)) = v (x)(g0S) = goS(x) = g(S(x)) = nw (S(x))(g)
paratodo x € V, g € W*, de modo que
STony =nwoS:V — W™, (2.6)

En otras palabras, la familia de evaluaciones {ny : V €€ Vect-F } entrelaza la accién del
funtor D? sobre Vect-F.

Definicion 2.31. Si F,G: C — D son dos funtores, una transformacion natural entre Fy G
es una familia de morfismos 64 € Homp(FA,GA), uno para cada A €€ C, tal que

9906y =60goF, paracada ¢ € Homc(A,B). (2.7)

Dicho de otro modo: para cada ¢ € Mor(C), el siguiente diagrama es conmutativo:3

)
FA—2>GA

?wl lSw

8Un diagrama es conmutativo si cada cadena de flechas que une dos vértices dados tiene la misma com-
posicion.
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Se escribe 0: F — G, en forma abreviada. Se dice que 6 es un isomorfismo natural si cada
64 es un isomorfismo en la categoria D.

Una transformacion natural también se llama morfismo de funtores. Hay una categoria
Fun(C,D) cuyos objetos son los funtores F: C — D y cuyos morfismos son las transforma-
ciones naturales 8: ¥ — G. Cada funtor conlleva la transformacién idéntica 14 : A+ 1g, y
la ley de composicion es obvia: (61)4 := 64 0my paraA €€ C.

9

Definicion 2.32. Para cualquier categoria C hay un funtor idéntico 1-: C — C dado por
Ic(A):=A, 1c(9) := @ para A €€ C, ¢ € Mor(C).

Se dice que C y D son categorias isomorfas si hay funtores F: C — Dy G: D — C tales
que §F=1cyFG=1p.

Ejemplo 2.33. Las evaluaciones { ny : V €€ Vect-F } conforman una transformacién natural
entre el funtor idéntico lyectr el el funtor de bidualidad D?: Vect-F — Vect-F, en vista de
las relaciones (2.6):

V nV; V**

.
Nw

WHW**

Al reemplazar Vect-F por su subcategoria FinVect-F y al considerar la bidualidad D? de
FinVect-IF en si mismo, las evaluaciones 1 definen un isomorfismo natural, es decir, cada
Ny : V — V** es un isomorfismo lineal en FinVect-F.

Ahora, las evaluaciones no hacen uso de propiedad alguna de los espacios vectoriales que
no sigue vélido para A-moddulos (a la izquierda, digamos) cualesquiera: la definicion (2.5)
también determina un morfismo de funtores entre 14_pmoq ¥ D?: A-Mod — A-Mod.

» El concepto de “isomorfismo de categorias” en la Definicion 2.32 es de poca utilidad, por
ser practicamente trivial: los casos conocidos no son de mucha interés. El concepto valioso,
a continuacion, es la equivalencia de categorias. La idea maestra es que es suficiente obtener
isomorfismo, en lugar de igualdad, entre objetos o entre morfismos.

Definicion 2.34. Un funtor : C — D es una equivalencia de categorias si hay otro funtor
G: D — C (a veces llamado un cuasiinverso de ¥F) tal que exista un par de isomorfismos
naturales 0: §F — Icyn: G — Ip.

Ejemplo 2.35. Sea FinSet la categoria de conjuntos finitos (una subcategoria plena de Set) y
sea N la subcategoria plena de FinSet cuyos objetos son {1,2,...,n} (vacio en el caso n = 0)
paran € N={0,1,2,...}. Lainclusién I: N — FinSet es una equivalencia de categorfas. '

“Hay que advertir ciertas dificultades de la teoria de conjuntos a la hora de definir Fun(C,D). Si C es una
categoria pequea, no hay problema, porque la familia de transformaciones naturales entre dos funtores fijos es
un conjunto. Si C no es pequefia, hay que extender el contexto de conjuntos. Por ejemplo, las clases propias
no son elementos de otras clases, pero pertenecen a otros entes mas vastos llamados conglomerados; y asi
sucesivamente. En sintesis: se puede proceder como si C fuera pequeiia, sin mayor peligro.

19De hecho, puede tomarse Ob(N) = N, al recordar que un niimero natural es por definicién un conjunto
con n elementos: 0:=0, 1 := {0}, 2:={0,1}, etc. Véase, por ejemplo: Paul R. Halmos, Naive Set Theory,
Springer, New York, 1974.
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En efecto, para cada conjunto finito X,, de cardinalidad n, elijase un ordenamiento de sus
elementos: X, = {x1,...,x,}. Definase §: FinSet — N por §X, = {1,...,n} (ndtese que
G0=0)y Gf(j) :=k toda vez que f € Hom(X,,Y,,) cumple f(x;) =y con j=1,...,n.
Entonces §F{1,...,n} es una permutacién 0y, de {1,...,n} y FGX, es una permutacion
Nx, de X, en cada caso.

Obsérvese, en este ejemplo, que en general no hay unicidad de cuasiinversos.

Definicion 2.36. Un funtor F: C — D es esencialmente sobreyectivo si para cada X €€ D
hay un A € C tal que FA es isomorfo a X; es decir, Homp (F A, X) contiene un isomorfismo.!!

Fijese que la inclusion 7: N — FinSet del Ejemplo 2.35 es esencialmente sobreyectivo:
para cada conjunto finito X existe un n € N tal que haya una biyeccién entre {1,...,n} y X.

Proposicion 2.37. Un funtor F: C — D es una equivalencia de categorias si y solo si F es
plenamente fiel y esencialmente sobreyectivo.

Demostracion. Ad(=): Sea F una equivalencia de categorias y sea G un cuasiinverso
de J. Para X €€ D, el isomorfismo natural : FG — 1p proporciona un isomorfismo Ny €
Homp (FGX,X). Con A := GX €€ C se concluye que los objetos FA y X son isomorfos
en D, mediante nx. Luego, F es esencialmente sobreyectivo.

Témese A,B €€ C. Hay que mostrar que J : Homc(A,B) — Homp(FA, T B) de (2.4)
es biyectivo. Supéngase que F(¢) = F(w), es decir, F¢ = Ty para ¢,y € Homc(A,B).
Entonces §F @ = GF y. Por hipétesis, se sabe que 8: §F — I¢, lo cual, por (2.7), implica
que

o6y =06p053F @ =06g03Fy=yoby,
y luego @ = @oBy0 9A_1 =wyo0,0 OA_I = y porque 64 es un isomorfismo en Homp (§F A, A).
Por tanto, J es inyectivo. Como esto vale para todo A, B, se concluye que el funtor F es fiel.

Por la simetria del argumento, el funtor G también es fiel. Si @ € Homp(FA,FB), el
diagrama conmutativo

GFA Ao g
|
Sal 1@
o Y
§3B——B
permite definir ¢ := Ogo G o 9;1 € Hom¢ (A, B). Ahora SF ¢ = 91;1 o ¢ o B4 (del parrafo

anterior), asi que §F ¢ = Go. La fieldad de G entonces implica que F@ = a; se concluye que
JF es sobreyectivo. Como esto vale para todo A, B, se concluye que el funtor F es pleno.

Ad(«<): Sea F: C — D un funtor plenamente fiel y esencialmente sobreyectivo. Hay
que fabricar un cuasiinverso. Para cada X €€ D, hay un objeto X’ €€ C y un isomorfismo
Nx € Homp(FX',X), por la sobreyectividad esencial de F. Ademds, si B € Homp(X,Y),

""En general, se escribe A ~ B para denotar que dos objetos A,B €€ C son isomorfos; es decir, que
Homc (A, B) contiene un morfismo inversible.
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entonces 1y ' o B ony € Homp(FX',FY¥'). Como F es plenamente fiel, hay un tnico mor-
fismo B’ € Homc (X',¥") tal que FB’ = n, ' o B onx. Las correspondencias X +— X', B — B’
definen un funtor G: D — C. Por su definicién, este diagrama conmuta:

Fox X o x

o

FGy M oy

asi que n: FG — 1p es un isomorfismo natural.

Para cada A €€ C, hay un isomorfismo M54 € Homp(FGFA,FA). Por ser F plenamente
fiel, hay un tnico morfismo 64 € Hom¢(GFA,A) tal que F64 = Ngs. Ademds, 64 es un
isomorfismo que obedece F6,° l— n;i. Si ¢ € Homc¢ (A, B), sea 3 := F¢; entonces

Bongs=nN5p0FGB — FPoTFO4 =FO00FGFp —> @pobs = Og0S5F0,
porque F es un funtor fiel. Se concluye que 6 : §F — 1 es un isomorfismo natural. ]

Para la teoria de modulos, algunos de los funtores mas importantes son aquéllos que
fueron introducidos en las Definiciones 2.22 y 2.23. Un resultado basico de la teoria de
categorias es la Proposicion que sigue, llamado Lema de Yoneda,'? que identifica las trans-
formaciones naturales asociados a esos funtores con ciertos conjuntos.

Definicion 2.38. Si C es una categoria cualquiera, los funtores contravariantes F: C° — Set
son objetos de una categoria
C:= Fun(C®,Set).

Si B €€ C, la notacién hp := Homc(—,B) denotard el objeto de C definido por (2.3). Un
funtor contravariante ¥ €€ C se llama funtor representable si es isomorfo a ip (en la cate-
goria @) para algin B €€ C.

Los funtores covariantes G: C — Set son objetos de la categoria C°. SiA ce C, la no-
tacién A4 := Homc (A,—) denotara el funtor covariante definido por (2.2). Un funtor cova-
riante F €€ C se llama funtor representable si es isomorfo a b4 para algiin A €€ C.

Si Bee Cysi JF: C° — Set es un funtor contravariante, una transformacion natural
n € Homg (hp, F) es una familia de aplicaciones (entre conjuntos) {14 : A €€ C} tales que
los siguientes diagramas conmutan, para cada g € Hom¢(D,A):

Homc(A,B) —“~ FA (2.8)

| ng

Homc(D,B) —2~ D

donde g* = hgg = Homc(g,B) : f — fg, para todo f € Hom¢(A,B).

12Nobuo Yoneda (1930-1996) hizo diversos trabajos en informatica, pero su fama se debe principalmente a
este Lema.
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Proposicion 2.39 (Lema de Yoneda). Si Be€ Cysi F: C° — Set es un funtor contravariante,
hay una biyeccién o : Homg(hg,J) — FB dada por a (1) := np(1p).

Demostracion. Para verificar que o es inyectivo, hay que mostrar que cualquier transfor-
macién natural 1: hp — F queda determinada por np(15). Obsérvese que 15 € Homc (B, B)
implica que ng(1p) € FB.

Si f € Homc(A,B), entonces Ff: FB — FA como aplicacién entre conjuntos. El dia-
grama (2.8),con A — B, D — Ay g — f, muestra que F fong = nu o f*. Por lo tanto,

Na(f) =na(f"1s) = Ff(ms(1p)).
Ahora, si 6 € Homg(hp,F) cumple 0p(15) = np(1p), entonces O4(f) = Ma(f) para todo
AceCy f € Homc(A,B), asi que 6 = 1.

Para verificar que a es sobreyectivo, para cada elemento x € FB hay que construir una
transformacién natural 11 : hg — F tal que np(1p) = x. Definase ns(f) := Ff(x), para cada
f € Hom¢(A,B). Considérese el diagrama (2.8), para ver si conmuta, para esta familia de
aplicaciones {14 : A €€ C}. Si g € Hom¢(D,A), la conmutatividad del diagrama

g A
NS
B

D

y la funtorialidad de J muestran que

npog (f) =np(fg) =F(fg)(x) =TFgoTFf(x) =TFgonal(f),

asi que Npog* = Fgomny y el diagrama si conmuta, para todo g; es decir, 1 es natural. De su
definicidn, se obtiene

ne(1g) = Flp(x) = lg5(x) = x. n

Corolario 2.40. SiA €€ Cysi G: C— Set es un funtor covariante, las transformaciones nat-

urales 0 : h — G corresponden biyectivamente con los elementos del conjunto SA, mediante
0 «— QA(l A)-

Demostracion. Repitase la demostracion de la Proposicion anterior, mutatis mutandis; o bien
reemplace C por C° en esa Proposicion, con atencién a la direccion de las flechas. [

Ejemplo 2.41. Al tomar F = h¢ para algin C €€ C, el Lema de Yoneda dice que hay una
biyeccion

Homg (hg, he) < hc B = Homc (B, C) (2.9)
para todo B €€ C. Si f € Hom¢(B,C), entonces f = (1) donde np(1p) = f. La transfor-
macion natural 11: hp — hc satisface

Na(g) =Maog*(1p) = hcgonp(1p) = hcg(f) para gc Homc(A,B),
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y por ende

Na(g) =heg(f) =& f = fg = fg
En otras palabras, se obtiene 14 = f. : Homc(A,B) — Hom¢(A,C) cuando f = o(n). Se
ha comprobado que B +— hg, f +— fi es un funtor covariante de C en C. La biyeccién (2.9)
dice que este funtor es plenamente fiel. Ademads, es inyectivo sobre objetos, porque hy =
h¢ implica Hom¢(B,A) = Homc(B,C) para todo B €€ C, lo cual conlleva A = C porque
los conjuntos de morfismos son disjuntos, por definicién. Un funtor plenamente fiel que es

inyectivo sobre objetos se llama encaje de categorias. Este ejemplo es el llamado encaje de
Yoneda de C en C.

La biyeccion (2.9) tiene otra consecuencia. Si F: C° — Set es un funtor representable y
si hay dos objetos B,C €€ Ctales que F >~ hg y F ~ hc, entonces hay isomorfismos naturales
n:hg—Fy0:F— he en Mor(C), cuya composiciéon 7 es un isomorfismo natural en
Homg (hp,hc). Ahora 1 = f, para un isomorfismo tinico f € Homc(B,C). Dicho de otro
modo: dos objetos B,C €& C que representan el mismo funtor F son isomorfos, mediante un
isomorfo unico. Se dice, entonces, que el objeto que representa F es esencialmente tnico.

» El concepto de funtor representable permite reconsiderar ciertas propiedades conocidas
de aplicaciones entre conjuntos para que sean aplicables a morfismos de cualquier especie.

Lema 2.42. Una funcion f: X — Y esinyectiva si y solo si fog= foh =—> g = h (cancela-
cion de f a la izquierda), toda vez que g,h: W — X son funciones de otro conjunto W en X.

Una funcion f: X — Y es sobreyectiva si y sélo si ko f =lo f =—> k =1 (cancelacion
de f a la derecha), toda vez que k,l: Y — Z son funciones de Y en otro conjunto Z.

Demostracion. Si f es inyectiva, sean g,h: W — X dos funciones con el mismo dominio y
con codominio X. Para todo w € W, vale f(g(w)) = f(h(w)) siy sblo si g(w) = h(w); luego
fog= fohimplica g = h.

Inversamente, si f es cancelable a la izquierda, sean x,x, € X tales que f(x1) = f(x2)
enY. Sea S := {*} un conjunto con un solo elemento; definase g,h: S — X por g(*) := xj,
h(x) :=x;. Entonces fog(x) = foh(x), asi que fog = foh, luego g = h por hipétesis y por
tanto x; = xp.

Si f es sobreyectiva, sean k,l: Y — Z dos funciones con dominio Y y con el mismo
codominio. Ahora Y = { f(x) : x € X }; luego k(f(x)) = I(f(x)) para todo x € X si y s6lo si
k(y) =1(y) paratodoy € Y; es decir, ko f = lo f implica k = [.

Inversamente, si f es cancelable a la derecha, definase k,/: ¥ — {0,1} por k(y) := 0 si
y € f(X); k(y) :=1siy¢ f(X); mientras [(y) := 0 para todo y € Y. Es claro que k(f(x)) =
I[(f(x)) =0 para todo x € X, de modo que ko f = [ o f; se concluye que k =/, lo cual implica
que f(X) =Y, es decir, f es sobreyectiva. O

Definicion 2.43. En una categoria C, un morfismo f € Hom¢(A,B) es un monomorfismo
(también se dice que f es moénico) si fg = fh = g = h toda vez que g,h € Hom¢(D,A)
para algin D €€ C.

Por otro lado, un morfismo f € Homc¢ (A, B) es un epimorfismo (también se dice que f
es épico) si kf =f — k =1toda vez que k,! € Hom¢(B,C) para algin C €€ C.
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En la terminologia de funtores representables:
e fesmdnicosiy sélosi f,: Homc(D,A) — Homc (D, B) es inyectivo para todo D.
e fesépicosiysolosi f*: Homc(B,C) — Homc(A,C) es inyectivo para todo C.

Ejemplo 2.44. En las categorias A-Mod y Mod-A, un morfismo ¢ € Homy(M,N) es un
monomorfismo si y sélo si ¢: M — N es inyectivo como funcién. También es cierto que ¢
es un epimorfismo si y sélo si ¢ es sobreyectivo.!3

En la categoria An, la inclusién i: Z — QQ es inyectiva y por tanto es un monomorfismo de
anillos. También es un epimorfismo, porque un homomorfismo de anillos k: Q — A queda
determinado por su restriccion a Z (;por qué?), luego koi =l oi implica k = [. Este es un
ejemplo de un epimorfismo que no es sobreyectivo. También es un ejemplo de un morfismo
que es ménico y épico a la vez, pero no es un isomorfismo. !4

2.3 Categorias aditivas y abelianas

Las estructuras de las dos secciones anteriores son aplicables a categorias cualesquiera. Nue-
stro interés principal reside en las categorias de A-mddulos, que tienen algunas propiedades
especificas no compartidas por todas las categorias.

Definicion 2.45. En una categoria C, un objeto X €€ C es un objeto inicial si Hom¢(X,A)
tiene un solo elemento, para todo A €€ C. Un objeto ¥ €€ C es un objeto terminal si
Homc¢(A,Y) tiene un solo elemento, para todo A €€ C. Un objeto que es a su vez inicial y
terminal se llama un objeto cero en C.

Ejemplo 2.46. En la categoria Set, el conjunto vacio @ es el inico objeto inicial: Homge (0, Z)
contiene un sélo miembro, el cual es la “aplicaciéon vacia”. [Fijese que estos conjuntos de
morfismos siguen disjuntos, ya que Homget(0,Y) "Homget (0,Z) = 0 para todo Y, Z €€ Set.]
Cualquier conjunto de un solo elemento, S = {*}, es un objeto terminal en Set. La categoria
Set no contiene un objeto cero.

La categoria pequeiia del siguiente diagrama:

1ACA$B:\13

con dos objetos y tres morfismos, tiene un inico objeto inicial, un Ginico objeto terminal, pero
ningun objeto cero.

En las categorias Ab, An, A-Mod y Mod-A, hay un tnico objeto cero, el cual es, respecti-
vamente: el grupo trivial {0}, el anillo trivial {0}, o bien el A-mddulo trivial {0}.

13Para la demostracién de estas afirmaciones, véase: Nathan Jacobson, Basic Algebra II, W. H. Freeman,
New York, 1980, pp. 16-17.

%Este ejemplo “patolégico” no debe tomarse muy a pecho. Una categoria se llama balanceada si cada
morfismo que es ménico y también épico es un isomorfismo (posee un morfismo inverso). Las categorias
abelianas de la préxima subseccion, en particular A-Mod y Mod-A, son balanceadas.
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Definicion 2.47. Una categoria C es aditiva si cumple las siguientes condiciones:

(a) Los conjuntos de morfismos Homc (A, B) son grupos abelianos y la composicion de
morfismos es “bilineal”:

h(f+g)=hf+hg,  (h+k)f=hf+kf,
toda vez que f,g € Homc¢(A,B) y h,k € Hom¢(B,C).

(b) Existe un objeto cero, denotado 0 €€ C. Entonces Hom¢(A,0) = Hom¢(0,B) =0 en
Ab para todo A,B €€ C.

(c) Para todo A,B €€ C, existe una suma directa A® B €€ C, dotado de 4 morfismos
i1 € Homc(A,A & B), ip € Hom¢(B,A @ B), p1 € Homc(A & B,A) y también p, €
Hom¢ (A & B, B), como sigue:

i ip
A_—__—ADPB=—_B

P1 P2

que cumplen las relaciones (1.4b):
prit=14, p1io=0, priy =0, prio=1p, Hp1+i2p2=lass.

El Lema 1.34 muestra que la categoria A-Mod es aditiva, usando la suma directa de
A-moédulos definido en el capitulo anterior.

El niicleo de un A-homomorfismo f € Homy(M,N) es K =kerf:={xeM: f(x)=0}.
En el espiritu de la teorfa de categorias, hay que mencionar también la inyeccién i: K < M,
que es un monomorfismo en A-Mod.!> Para ser estricto, el nicleo de f es el par (K,i). (Los
puristas dirian que el monomorfismo i es el nicleo de f, ya que K no es més que el dominio
de este monomorfismo. !¢

El concepto “dual” al nicleo es el llamado conticleo. El condcleo de un A-homomorfismo
f €Homy(M,N)es L=coker f:=N/f(M), el médulo cociente de N por la imagen de f. Si
p: M — M/N es el A-homomorfismo cociente, el cual es un epimorfismo en A-Mod, también
se puede considerar el par (L, p) como el contcleo de f.

Un A-homomorfismo f es inyectivo siy solo si su nucleo es 0, y f es sobreyectivo si y
sOlo si su conucleo es 0. En general, los A-homomorfismos i: K — My p: N — L tienen la
caracterizacion siguiente.

Lema 2.48. Sea f € Homy(M,N) un homomorfismo de A-médulos, K :=Xker f. La inyeccion
i: K — M cumple las siguientes propiedades:

ISEn adelante, se usard las flechas < 6 ~— para denotar un monomorfismo y la flecha — para denotar un
epimorfismo.

16Quizés este es un buen momento para mencionar la ideologia de las flechas, segin la cual toda discusién
categdrica puede formularse en términos de morfismos solamente. Un objeto puede representarse por su mor-
fismo idéntico j, que cumple jf = f, gj = g toda vez que jf y gj estan definidos. Esto no pasa de ser un juego
entretenido, pero deja un mensaje: los morfismos son indispensables, los objetos s6lo son convenientes.
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(a) foi=0;

(b) Si g € Homy(R,M) es tal que fog =0, entonces existe un A-homomorfismo tinico
¢ € Hom(R,K) tal que io g’ = g. (Se dice que g factoriza a través del niicleo de f.)

Sea L := coker f. La sobreyeccion p: N — L cumple las siguientes propiedades:
(c) pof=0;

(d) Si h € Homy(N,S) es tal que ho f = 0, entonces existe un A-homomorfismo tinico
I € Hom(L,S) tal que I’ o p = h. (Se dice que h factoriza a través del coniicleo de f.)

Las factorizaciones (b) y (d) se resumen en las siguientes diagramas, en donde una flecha
quebrada indica un morfismo cuya existencia es consecuencia de una afirmacion:

K——m—Lsn M$N%L (2.10)
¥
AN /
g Tg hl PRIV
R S

Demostracion. Ad(a,c): De la definicion de nicleo y coniicleo, es evidente que foi =0
en Homa (K,N) y que po f =0 en Homyu (M, L).

Ad(b): Paratodoy € R, es f(g(y)) =0, asi que g(y) € ker f = K. Definase g': R — K
por g'(y) = g(y). Es evidente que iog’ = g. Si g’: R— K es tal que io g’ = iog, entonces
g" = ¢’ porque i es un monomorfismo; esto establece la unicidad de g’.

Ad(d): La condicién ho f =0 dice que h(f(M)) =0 C S. La funcién #': L — S dada
por /' (y+ f(M)) := h(y) es entonces un A-homomorfismo bien definido, Si 2”: L — S es tal
que 1"’ o p = I o p, entonces i’ = I’ porque p es un epimorfismo; luego 4’ es tnico. O

La dualidad (en el sentido categérico) de las propiedades de niicleo y conticleo se ve
al redibujar (2.10) sin nombrar los objetos ni los morfismos (con una reflexion derecha a
izquierda en el segundo diagrama):

o ——0 —>0 O<—0<—0
AN AN
AN N
AN N\
AN N\
[ ] [ J

Definicion 2.49. En una categoria aditiva C, un niicleo de un morfismo f € Hom¢ (A, B) es
un par (K,i), donde K €€ Cy i € Homc(K,A) es un monomorfismo, tal que fi =0 y cada
g € Homc¢(D,A) que cumple fg = 0 factoriza a través de i. Un coniicleo de f es un par (L, p),
donde L €€ Cy p € Homc(B,L) es un epimorfismo, tal que pf = 0y cada h € Hom¢(B,C)
que cumple i f = 0 factoriza a través de p:

kKioatop A-lop P @2.11)

S 7
N v
1PN Tg hi , A

D C
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Una categoria aditiva C es preabeliana si cada morfismo f € Mor(C) posee un ntcleo y un
contcleo.

En general, un nicleo de f en este sentido categdrico no es unico. Pero si (K,i) y (K, j)
son dos niicleos de f, hay morfismos tnicos j': K’ — Ky i’: K — K’, ofrecidos por (2.11),
tales que j'i = j, i'j = i. En consecuencia, ji'j = j y también i'j'i = i; como i y j son
monomorfismos, se concluye que j'i' = 1g y i'j/ = 1§, de modo que i’ € Hom¢ (K, K’) es un
isomorfismo:

K_ .

AN

A A—1-p

-

Kk’
Luego, los objetos K y K’ son isomorfos, mediante un isomorfismo i univocamente deter-
minado por los morfismos i, j. En resumen, un nucleo de f queda determinado hasta un
isomorfismo tinico. Dicho de otro modo, el niicleo de f es esencialmente tinico.

De la misma manera, un contcleo de f, si existe, es esencialmente tinico.

En las categorias “concretas” Ab, A-Mod, Mod-A, en donde hay una nocién “preexistente”
de nucleo, cualquier objeto K que es isomorfo a ker f cumple la definicién de nicleo en el
sentido de la Definicion 2.49: el morfismo i es la composicion del isomorfismo K — ker f
con la inclusiéon ker f — A. Ahora, quiza, es posible comprender mejor la nocién de la
equivalencia de categorias: los objetos isomorfos no pueden distinguirse, ni vale la pena
distinguirlos.

Hecha esa advertencia, conviene seguir la costumbre ya arraigada de hablar de el nicleo
y el conticleo de un morfismo. Asi se hard en lo sucesivo.

En particular, si una categoria C posee mas de un objeto cero, todos los objetos ceros son
isomorfos mediante isomorfismos tnicos (;por qué?). Al identificar estos ceros, se obtiene
una categoria C' que es equivalente a C (;por qué?) pero posee un solo objeto cero. En
adelante se asumird, sin perder generalidad, que en una categoria aditiva el objeto 0 es unico.

» Laultima propiedad deseable de las categorias de médulos requiere una breve explicacion.
Sea f € Homc¢ (A, B) un morfismo en una categoria preabeliana C. Considérese el diagrama
siguiente:

ker f — A- L . p—"s coker f (2.12)
,l S8 T .
q N J
. 2 .
001mf cokeri—"— > kerp 1mf

La primera fila contiene el morfismo f: A — B, su nicleo (ker f,i) y su condcleo (coker f, p).
El niicleo del conticleo, (ker p, j), se llama la imagen de f. (En la categoria A-Mod, en donde
coker f = B/ f(A), es evidente que coker p es isomorfo a f(A): de ahi el nombre “imagen”.)
Dualmente, el condcleo del niicleo (cokeri,q’) se llama la coimagen de f.

Ahora bien: como pf =0y (kerp, j) es el niicleo de p, hay un tnico morfismo g: A —
kerp tal que jg = f. Ademas, jgi = fi =0, luego gi = 0 porque j es un monomorfismo.
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Como gi = 0y (cokeri,q’) es el coniicleo de i, hay un tGnico morfismo f: cokeri — ker p tal
que fq' = g.

En breve: el diagrama (2.12) conmuta y muestra la existencia de un morfismo canénico
f: coimf — im f tal que f = jfq', donde ¢’ es un epimorfismo y j es un monomorfismo.
Esta es la descomposicion canénica del morfismo f.

En la categoria A-Mod, en donde se puede (re)definir coim f := A/ ker f, se puede hacer
una afirmacién mas fuerte: por el Corolario 1.31, el factor central f de la descomposicién
canénica es un isomorfismo. Esto conduce a la definicidn siguiente, cuya importancia ha sido
enfatizado por Grothendieck.!”

Definicion 2.50. Una categoria abeliana es una categoria aditiva C en donde
e cada morfismo f € Homc (A, B) posee un nucleo y un contcleo;

e para cada f € Homc(A,B), el morfismo candnico f: coker(ker f) — ker(coker f) es
un isomorfismo.

El Corolario 1.31 ahora dice que A-Mod es una categoria abeliana. Por razones que deben
de ser obvias, las categorias Mod-A y Ab también son abelianas. Sin embargo, en vista del
Ejemplo 2.44 y el Lema siguiente, la categoria de anillos An no es abeliana.

Si C es una categoria abeliana, su categoria opuesta C° es también abeliana (se intercam-
bian los ntcleos y conucleos).

Lema 2.51. Una categoria abeliana es balanceada, es decir, cada morfismo que es simul-
tdneamente monico y épico es un isomorfismo.

Demostracion. Si C es preabeliana y si f € Homc(A,B) es a la vez un monomorfismo y
un epimorfismo, entonces ker f = 0 y coker f = 0, de modo que cokeri = (A,14) y kerp =
(B,1p) en (2.12) y por ende f = f.

Luego, si C es abeliana, entonces f = f donde f es un isomorfismo. 0

En una categoria abeliana, el isomorfismo f: coim f — im f permite identificar la coim-
agen con im f. (Una vez mads, hay que recordar que el nicleo y el conicleo, y también la
imagen y la coimagen, estan determinados s6lo hasta isomorfismo.) Esto permite simplificar
el diagrama (2.12) del modo siguiente:

ker f —>A P, coker f (2.13)

! B
N/
im f

17 Alexander Grothendieck (n. 1928), uno de los mas grandes matemdticos del siglo XX, revoluciond la
geometria algebraica entre 1955 y 1970, mediante la aplicacién despiadada de los métodos abstractos. Su
obra principal, Eléments de Géométrie Algebrique, quedé incompleto cuando abandoné las matematicas en
1970 (aunque siguid escribiendo manuscritos hasta su desaparicién en 1991).
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donde g := fq' : A — im f es un epimorfismo y j: im f — B es un monomorfismo. En este
orden de cosas, (im f, j) sigue siendo el niicleo de p, pero ahora (im f, q) es el contcleo de i.
Este diagrama proporciona una factorizacion de f a través de su imagen, la cual se llama la
“factorizacién mono-epi” del morfismo dado.'®

Definicion 2.52. En una categoria abeliana C, sean f € Homc(A,B) y g € Hom¢(B,C) un
par de morfismos que cumplen gf = 0. Entonces hay un morfismo canénico k: im f — kerg
tal que el siguiente diagrama conmuta:

Al .p ¢
N 7N
imff§!k>kerg

C

donde (kerg,i) es el nicleo de g. En efecto, como gjg = gf = 0y g es épico, se obtiene
gJj =0, por lo tanto j factoriza a través de kerg.

Se dice que el diagrama A LB —5,C es exacto en B si k: im f — kerg es un isomor-
fismo. En términos menos rigurosos (pero inobjetables en la categoria A-Mod) se dice que
este diagrama es exacto si im f = kerg.

Definicion 2.53. En una categoria abeliana C, una sucesion exacta es un juego de morfismos

consecutivos:

A1 UE A; /i

A — (2.14)

tales que im f;_; = ker f; para cada indice i. (El conjunto indice puede ser Z o cualquier
subintervalo de Z: los casos N, =Ny {0,1,2,3,4} son de particular importancia.)

Lema 2.54. En una categoria abeliana:
. S . .
(a) La sucesion 0— A —— B es exacta si y solo si | es un monomorfismo.
. g C :
(b) La sucesion B—— C—0 es exacta siy solo si g es un epimorfismo.

. . h . . . .
(c¢) La sucesion 0 — A — B ——0 es exacta si y solo si h es un isomorfismo.

(d) La sucesion 0 — A i>Bi>C esexactasiysolosigf =0y (A, f) ~kerg.

(e) La sucesion ALBLC—M es exacta siy sélo si gf =0y (C,g) ~ coker f.

Demostracion. Las afirmaciones (a) y (b) son evidentes. Luego (c) es una consecuencia del
Lema 2.51.
Ad(d): Sigf=0y(A,f)~(kerg,i)esunnicleode g, entonces f es un monomorfismo:

.y . .y . q . J
por tanto, la sucesion es exacta en A. Ademas, en la factorizacion mono-epi A —im f — B

18 Algunos autores definen una categorfa abeliana como una preabeliana en donde cada morfismo admite una
factorizacién mono-epi (inica hasta isomorfismo tnico) tal que el diagrama (2.13) conmuta.
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de f, el factor g es un isomorfismo porque f ya es un monomorfismo. Esto dice que
(imf,j) ~ (kerg,i), asi que el morfismo candnico k: im f — kerg es un isomorfismo; por
ende, la sucesidn es exacta en B.

Inversamente, si la sucesion es exacta en A y en B, entonces f es un monomorfismo
y gf = 0. Ademéds, si h: D — B es un morfismo tal que gh = 0, entonces & = il donde
l: D — kerg. Luego h = jm donde (im f, j) ~ (kerg,i) y m: D — im f. Finalmente, f = jg
donde ¢ es un isomorfismo porque f es ménico, asi que h = fg~'m donde ¢~ 'm: D — A.
Esto muestra que (A, f) ~ (kerg,i).

Ad(e): Andloga a la demostracion de (d), por dualidad categoérica. 0

Definicion 2.55. Una sucesion exacta corta (SEC) en una categoria abeliana es una sucesion

de la forma:

0 Al.pft. ¢ 0 (2.15)

en donde f es un monomorfismo, g es un epimorfismo 'y kerg = im f.

Obsérvese que la sucesion

0 ker f ! 4 i coker f ——=(

es exacta, pero no es corta (por tener 6 objetos en vez de 5).

Definicion 2.56. La categoria SEC-C de sucesiones exactas cortas en C tiene como objetos
las SEC (2.15). Un morfismo entre dos SEC es un triplete de morfismos (¢, v, x) en Mor(C)
tales que el siguiente diagrama conmuta:

0 A B C 0
/! g
0 A B’ C’ 0,

estoes, Yf = f'oy xg = g'y. Es facil comprobar que SEC-C es una categoria aditiva.

2.4 Propiedades universales

El formalismo de categorias ofrece dos ventajas principales. Primero, permite obviar la dis-
tincion entre objetos isomorfos que no son idénticos. Segundo, ofrece un contexto adecuado
para el concepto de universalidad en matematicas.

Definicion 2.57. Sea J un conjunto parcialmente ordenado y sea J la categoria pequefia aso-
ciada, segun el Ejemplo 2.11. Sea F: J° — C un funtor contravariante. Concretamente,
esto es una familia de objetos {A; =Fj: j € J} en C, junto con una familia de morfismos
{ fjx € Homc(Ax,A;) : j < k} tales que fix = 14, para cada k'y fjifiy = f toda vez que
J<k<IL
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Un abanico'® sobre J en la categoria C es un objeto B €€ C junto con una familia de
morfismos { g; € Homc(B,A;) : j € J } que satisfacen fjxgx = g; toda vez que j < k:

/ \5&’1

Los abanicos sobre F en C forman los objetos de una categoria. Un morfismo de abanicos
(B,{gx}) — (B'.{g}}) es algin h € Hom¢ (B, B’) tal que los siguientes diagramas conmutan
toda vez que j < k:

Un limite de F en C es un objeto terminal (L,{py}), si existe, en esta categoria de abani-
0s.29 Se escribe L = limyA j en ese caso (la flecha quebrada denota el morfismo tnico en

Homc (B, L) que hace conmutativo el diagrama):

(2.16)

Un limite, si existe, es esencialmente iinico: si (L',{p}}) es otro abanico terminal, entonces
hay morfismos tinicos h: L' — Ly h': L — L' dados por (2.16), tales que p, h = p} y ademds
P’ = p, para todo k. Por la unicidad del morfismo B — L en (2.16), se concluye que £ es
un isomorfismo con h~! = 7',

Antes de explorar la existencia de limites en ciertas categorias, hay que notar una serie de
ejemplos que resaltan la gran flexibilidad de esta nocién. El primero es concepto fundamental
de producto en una categoria.

19 Algunos autores lo llaman cono en vez de abanico. Pero esto puede confundir con el concepto importante
de “cono sobre un morfismo” y ademas seria inelegante denotar el concepto dual por el vocablo “cocono”.
MacLane habilmente evita esa trampa; véase: Saunders MacLane, Categories for the Working Mathemati-
cian, Springer, New York, 1971. La terminologia abanico aparece en: Goro Kato, The Heart of Cohomology,
Springer, Dordrecht, 2006.

20Terminologia obsoleta: limite inverso o bien limite proyectivo. También se usa la notacién ‘liLn’ en lugar
de ‘lim’ simplemente.
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Ejemplo 2.58. En el caso J = {1,2}, un conjunto de dos elementos con un orden trivial

(no se impone 1 < 2), entonces J° = J y un funtor F: J — C, covariante o contravariante,

es simplemente un par (ordenado) de objetos A,B €€ C. En este caso el limite de J es un

producto de A y B: este es un objeto A X B €€ C, junto con dos morfismos p;: A x B — A,

p2: AXB—B:

C
I
¥

X

81 AXxB 82

A B

La propiedad universal del producto sigue del diagrama: dados dos morfismos g1: C — Ay
g2: C — B, hay un tnico morfismo g: C — A x Btalque p1g=g1y p28 = 2.

En la categoria Set, este es el producto cartesiano de dos conjuntos: las proyecciones
p1: X XY — X, pp: X XY — Y son las aplicaciones p;(x,y) := x, p2(x,y) := y; ademds,
dadas dos aplicaciones g1: Z— Xy gr: Z—Y,sedefineg: Z— X xY :z2+— (g1(2),82(2))-
Esta es la iinica aplicacidn tal que pjog = g1y p2 o g = g2, evidentemente.

En la categoria Gr, G x H es el producto directo de los grupos Gy H.

En la categorias Ab, A-Mod y Mod-A (de hecho, en cualquier categoria abeliana) la suma
directa A & B de dos objetos A y B es un producto, en este sentido categdrico.

Ejemplo 2.59. Sea J un conjunto cualquiera con un orden trivial (es decir j < k sélo si
J = k). Entonces un funtor F: J — C es una coleccién de objetos {A; € C: jeJ}. En
este caso el limite de F define productos [];c;A; con conjunto indice J. Las proyecciones
Dk (H jesA j) — Ay son las “proyecciones coordenadas” cuando los objetos A j son conjuntos
(con estructura).

Ejemplo 2.60. Hay limites etiquetados por categorias pequefias J que no son conjuntos par-
cialmente ordenados (al permitir mas de un morfismo entre dos objetos). Un buen ejemplo es
la categoria pequefia ® —= « , en donde Hom (e, x) consta de dos morfismos distintos. Un
funtor F: J° — C es un par de morfismos paralelos:

f
AT>B. 2.17)

Un abanico sobre J es un objeto D con un morfismo g: D — A tal que fg = hg. En este

caso, el limite de F es un par (K,i), donde i € Homc(K,A) tal que: (a) fi = hi; y (b) si

g € Hom¢(D,A) es tal que fg = hg, entonces hay un tnico morfismo g’ € Hom¢ (D, K) tal
. )

que ig' = g:

K—‘~A—=B

» h
N
rN Tg
g N

D
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Este par (K, i), si existe, se llama el igualador de los dos morfismos f,h: A — B.

Si C es una categoria aditiva y & = 0 es el morfismo nulo en Homc (A, B), es evidente
que el igualador de f y O es el niicleo de f. La condicion (b) del Lema 2.48 es la propiedad
universal del niicleo.

Ejemplo 2.61. Un conjunto parcialmente ordenado J es un conjunto dirigido si para cada
par de elementos j,k € J, hay un elemento [ € J tal que j <[y k < [. (Por ejemplo, un
conjunto totalmente ordenado es dirigido.) Sea { X; : j € J } una familia dirigida de conjuntos
tales que X; C X; si y solo si j < k; entonces las inclusiones {X — X ] < k} definen
un funtor contravariante F: J° — Set. En este caso, resulta que lim;X; = (;c; X; es la
interseccion de estos conjuntos.

Ejemplo 2.62. Sea J el conjunto {a, b, c}, parcialmente ordenado por ¢ < a, ¢ < b. Un funtor
F: J° — Cconsta de tres objetos A, B,C y dos morfismos f: A —-Cyg: B—C:

B (2.18a)
Js
A 4f>C

Un abanico sobre JF es un triplete (Z, h, k) que forma un cuadrado conmutativo:

z-"-p

b

A—=C
En este caso, un limite de & es un triplete (X, p,q):

(2.18b)

x-—2-pB

S
oQ

A—=C
tal que: con X €€ C,
(a) los morfismos p: X — B, q: X — A cumplen gp = fq;y
(b) dados (Z,h,k)conZ €€ C, h: Z— B, k: Z — A que satisfacen gh = fk, hay un tinico
morfismo /: Z — X talque pl =hyql =k.

Este (X, p,q), si existe, se llama el pullback?! del diagrama (2.18a). Para los morfismos, se
dice que p es el pullback de f por g y también que ¢ es el pullback de g por f.

21 Los franceses hablan de image inverse o bien diagramme cartésien u otros términos aun menos elegantes.
Afortunadamente, el anglicismo pullback (una palabra, sin guién) ha sido asimilado al castellano peninsular.
Cuenta el escritor Paul Theroux que en su primera visita a Buenos Aires visitd una noche a Jorge Luis Borges,
ya viejo y ciego, quien lo rogé que leyera en inglés durante varias horas. A cada rato Borges lo interrumpia con
risa, exclamando: You can’t say that in Spanish!
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Lema 2.63. En la categoria A-Mod, todos los limites existen: es decir, si J es un conjunto
parcialmente ordenado y si F: J° — A-Mod es un funtor con Mj := Jj para j € J, entonces
hay un A-mddulo L, esencialmente tinico, tal que L = lim; M.

Demostracion. Sea []jc;M; el producto directo de todos los A-médulos M;. Definase un
A-submodulo L de este producto por

L= {(xj)j c HMj : fu(x7) = x; toda vez que k < l}. (2.19)
jer

Sean pr: L — M, para k € J, las restricciones a L de las proyecciones coordenadas del
producto directo, es decir, pk((x i) j) := x¢ para (x;); € L. Entonces

fu opl((xj)j) = fulx) =x, = pk((xj)j) paratodo (x;); €L,

asi que (L,{px}) es un abanico sobre F. Si (N,{gi}) es otro abanico y si y € N, entonces
fu(g1(y)) = gk(y) toda vez que k < ; luego (g;(y)); € L. El A-homomorfismo h: N — L
definido por A (y) := (g;()); es evidentemente el inico A-homomorfismo tal que pyoh = g
para todo k € J. [

La misma demostracion establece la existencia de limites cualesquiera en categorias que
admiten productos arbitrarias y un concepto analoga al de “submédulo”. Por ejemplo, en la
categoria Set se puede formar el producto cartesiano de una familia de conjuntos { X;: j€ J }
y definir L := lim; X; como la parte de [];c;X; cuyos coordenadas cumplen fi;(x;) = xx
cuando k£ < /.

Por ejemplo, dadas dos aplicaciones de conjuntos f: X — Zy g: Y — Z, se definido el
producto fibrado de X,Y sobre Z como un pullback:

XxzY :={(x,y) €eXxY: f(x)=g(y)enZ}.

» El concepto dual de un limite es un colimite, obtenido de las definiciones anteriores por
reversion de flechas.

Definicion 2.64. Sea J un conjunto parcialmente ordenado y sea F: J — C un funtor cova-
riante. Concretamente, esto es una familia de objetos {A; = Fj: j € J} en C, junto con
una familia de morfismos { fjx € Homc(A;,Ay) : j < k} tales que fix = 14, para cada k y
Jufik = fjtodavez que j <k <.

Un coabanico sobre F en la categoria C es un objeto B €€ C junto con una familia de
morfismos { g; € Homc(A;,B) : j € J } que satisfacen g; fjx = g; toda vez que j < k:

fjk

A —L > A

\%k
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Los coabanicos sobre JF en C forman los objetos de una categoria. Un morfismo de coabanicos
(B,{gx}) — (B'.{g)}) es algin h € Hom¢ (B, B’) tal que los siguientes diagramas conmutan
toda vez que j < k:

f

Aj ~ Ay

ng/ N\ lgﬁc
/h

B B

Un colimite de I en C es un objeto inicial (C,{i;}), si existe, en esta categoria de coabani-
cos.22 Se escribe C = colim; A j en ese caso (la flecha quebrada denota el morfismo tnico en

Homc¢ (C, B) que hace conmutativo el diagrama):

(2.20)

Un colimite, si existe, es esencialmente tnico: si (C’, {i} }) es otro coabanico inicial, entonces

hay morfismos tnicos h: C — C'y h': C' — C dados por (2.20), tales que hij = i; y ademds
'i}, = iy para todo k. Por la unicidad del morfismo C — B en (2.20), se concluye que / es un

isomorfismo con A~ = /.

Ejemplo 2.65. En el casoJ = {1,2} con orden trivial, F: J — C un par (ordenado) de objetos

A,B €€ C, el colimite de F es un coproducto® de A y B: este es un objeto A LIB €€ C, junto

con dos morfismos ij: A —-AUB, ir: B— ALUB:

N7/

g1 AITlB )
|
Y

D

La propiedad universal del coproducto sigue del diagrama: dados dos morfismos g;: A — D
y &2: B — D, hay un tnico morfismo g: AUB — D tal que giy = g1y gi2 = g2.

22Terminologia obsoleta: limite directo o bien limite inyectivo. También se usa la notacién ‘lim’ en lugar
de ‘colim’.

2El término coproducto, al igual que producto, tiene varias acepciones. En un grupo, un anillo o un 4lgebra,
la operacién de multiplicacién también se llama “producto” aunque no coincide con la nocién de producto en el
sentido categdrico de esta secciéon. Dualmente, hay una estructura algebraica llamada codlgebra que posee una
operacién de “coproducto” en otro sentido; algunos lo llaman “comultiplicacién”.
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En la categoria Set, esta es la union disjunta X WY de dos conjuntos X ,Y. Formalmente,
se considera el producto cartesiano W := (X UY) x {0,1} y se define

XY = (X x {0)U(Y x {1})

como parte de W. Ahora bien, esta determinaciéon de X WY es esencialmente tinico: cualquier
otro conjunto que es biyectiva con éste servird el mismo propésito. Por ejemplo, si X NY =0,
se puede identificar X WY con X UY.

Las inyecciones i;: X — X WY, ip: ¥ — X WY son las aplicaciones i} (x) := (x,0), i»(y) :=
(y,1); ademads, dadas dos aplicaciones g;: X — Zy g>: Y — Z, se define g: X WY — Z por
g(x,0) :=gi1(x), gy, 1) := g2(y). Esta es la tinica aplicacion tal que goi; =gy goir = g.

Ejemplo 2.66. Sea J un conjunto cualquiera con un orden trivial. Un funtor F: J — C es
simplemente una coleccién de objetos {A; €€ C: j € J}. Ahora el colimite de J es un
coproducto | |;c;A; con conjunto indice J. En el caso C = Set, este es la union disjunta
) jcsA; de conjuntos.

Ejemplo 2.67. En una categoria aditiva, 1a suma directa A & B de dos objetos es un producto
y un coproducto, a la vez. Los morfismos p1, p2, i1, i> de la definicién de suma directa son
los morfismos canénicos asociados al producto y al coproducto, respectivamente.*

Ejemplo 2.68. Sea J la categoria pequeiia @ —= * , del Ejemplo 2.60. Un funtor covariante
F: J — C es también un par de morfismos paralelos (2.17). Un coabanico sobre J es un
objeto C con un morfismo g: B — C tal que gf = gh. El colimite de F es un par (L, p), donde
p € Homc(B,L) tal que: (a) pf = ph;y (b) si g € Hom¢(B,C) es tal que gf = gh, entonces
hay un tnico morfismo g’ € Hom¢(L,C) tal que g'p = g:

p

Este par (L, q), si existe, se llama el coigualador de los dos morfismos f,h: A — B.

Si C es una categoria aditiva y & = 0 es el morfismo nulo en Homc (A, B), es evidente que
el coigualador de f y O es el coniicleo de f. La condicion (d) del Lema 2.48 es la propiedad
universal del coniicleo.

Ejemplo 2.69. Sea J el conjunto {a,b,c}, parcialmente ordenado por ¢ < a, ¢ < b. Un funtor
covariante F: J — C consta de tres objetos A, B,C y dos morfismos f: C —-Ayg: C — B:

C4f>A (2.21a)

|

B

24 Algunos autores llaman biproducto a un producto que es también un coproducto.
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Un coabanico sobre J es un triplete (Z, h, k) que forma un cuadrado conmutativo:

En este caso, un limite de F es un triplete (Y, i, j):

C*f>A (2.21b)

¢ N

B— =Y

tal que: conY €€ C,
(a) los morfismosi: B—Y, j: A— Y cumplen jf =ig;y

(b) dados (Z,h,k)conZ €€ C,h: A— Z, k: B— Z que satisfacen hf = kg, hay un tinico
morfismo /: Y — Ztalquelj=hyli=k.

Este (Y,i, j), si existe, se llama el pushout del diagrama (2.21a). Para los morfismos, se dice
que i es el pushout de f por g y también que j es el pushout de g por f.

Lema 2.70. En la categoria A-Mod, todos los colimites existen: es decir, si J es un conjunto
parcialmente ordenado y si 3: J — A-Mod es un funtor con Mj := JF j para j € J, entonces
hay un A-mdédulo N, esencialmente iinico, tal que N = colim; M.

Demostracion. Sea @ ;c;M; la suma directa de todos los A-médulos M. Definase un A-
médulo cociente N de esta suma directa por N := (@ ;c;M;) /D, donde D es el A-submédulo
de @ jc; M; generado por { dy(xx) : k <1, x € My }, definidos por

Vj =X st j =k,
dy(x) == (v)); € DM, con  Qyji=—fulx) sij=I,
= yj =0 para otros j.

Sean: @;c;M; — N el A-homomorfismo cociente, sean i : My — @ ;c; M las inyecciones
candnicas y sean iy := 10 i;c My — N, parak € J. Six; € My sik <1, entonces

i (xk) — i) (fra (o)) = dia (1) € D,

por lo tanto, es ix(xx) = i;(fiu(xx)) en N. Luego (N,{it}) es un coabanico sobre F en
A-Mod. Si (K,{gx}) es otro abanico, hay un A-homomorfismo y: @ ;c;M; — K dado por
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w((xj);) ==Y jesgj(x;). Fijese que esa es una suma finita, por definicion de la suma directa.
Ahora

W(dy(xx)) = gk(xx) — 81(fru(xk)) =0 todavezque k<I,

y en consecuencia Y se anula sobre el A-submddulo K. Luego hay un tinico A-homomorfismo
h: N — K tal que hon = y. En particular, hoiy =honoi, = yoi; = g parak € J. Luego
h es el unico A-homomorfismo de N en K tal que hoi; = g, para todo k € J. 0

» Hay un punto de vista alternativa sobre limites y colimites, que aprovecha el Lema de
Yoneda.

Definicion 2.71. Sea C una categoria cualquiera, sea J una categoria pequefia y escribase
C:=Fun(J,C). Para cada objeto A € C, sea AA: J — C el funtor constante dado por

AA(j) == A, para cada j €€ J,
AA(i—j) = lg, para cada morfismo (i—j) € Mor(J).

Si f € Homc(A,B), definase la transformacion natural Af: AA — AB por (Af); := f para
cada j €€ J. Entonces A — AA, f — Af define un funtor A: C — C, llamado el funtor
diagonal determinado por J.

Si F: J° — C es un funtor contravariante, considérese otro funtor contravariante
F:C° — Set: A Homg(AA, F). (2.22a)

Este es un funtor representable si hay un objeto (esencialmente unico, por la discusion des-
pués del Lema de Yoneda) L €€ C tal que 27 ~ F en C. En otras palabras, hay una biyeccién

Homg(AA,F) «— hr(A) =Homc(A,L), paratodo A €€ C.

En el caso A = L, al morfismo 1, € Homc(L,L) le corresponde una transformacion natural
p: AL — J entre funtores de J en C. Esto es, para cada j €€ J hay un morfismo p;: L —
Aj = TJj tal que, para cada flecha j—k en Mor,(j,k) con fjx = F(j—k) € Homc(Ay,Aj),
vale fjxpx = p;1r, debido a (2.7). En otras palabras, (L,{px}) es un abanico sobre J.

Ahora debe de ser claro que cualquier otro abanico (B, {gx}) sobre F define una transfor-
macién natural g: AB — &, a la cual le corresponde un morfismo i € Hom¢ (B, L). Ademas,
Ah: AB — AL es una transformacion natural tal que poAh = (Ah)*p = g en Homg(AA, F);
esto significa que p;h = g; para cada j, de modo que (L,{px}) es un objeto terminal en la
categoria de abanicos sobre F, es decir, el limite de ¥ en C.

Para resumir: la existencia de un limite para un funtor contravariante & € Fun(J°,C) es
equivalente a la representabilidad del funtor F de (2.22a) por un objeto de C; y ese objeto es
el limite buscado, hasta un isomorfismo unico.

De igual manera, si § € Fun(J,C) es un funtor covariante, § posee un colimite si y s6lo
si el funtor covariante _

G:C—Set:A— HomE(S,AA) (2.22b)

es representable por un objeto C € C, y este objeto es el colimite de G en C.
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2.5 Ejercicios sobre categorias y funtores

Ejercicio 2.1. Sea G un grupo cualquiera. Una accion de G (a la izquierda) sobre un con-
junto X es una funcién A: G x X — X que cumple A(1,x) =xy A(g,A(h,x)) = A(gh,x)
para todo x € X y g,h € G. [Si se escribe A(g,x) =: gi>x, estas propiedades son 1>x = x,
g> (hx) = gh>x, respectivamente.

Hay una categoria G-Set cuyos objetos son pares (X,A), donde A es una accién de G
sobre X. Identificar los morfismos de esta categoria y verificar sus propiedades necesarias.

Ejercicio 2.2. Un grupoide G; = Gy es una categoria pequeia en la cual cada morfismo es
un isomorfismo. Mostrar que lo siguiente es una definicion equivalente. “Hay dos conjuntos,
Go y Gy, y cuatro funciones r,s: G — Gy, u: Go — Gy y i: G; — Gy; ademads, al poner
Gy :={(g,h) € G| x Gy : s(g) = r(h)}, hay un producto m: G, — Gy : (g,h) — gh; se
cumplen estas propiedades:

e r(gh) =r(g)y s(gh) = s(h) para todo (g,h) € Ga;

e r(u(x)) = s(u(x)) = x para todo x € Go;

o u(r(g))g =gu(s(g)) = g paratodo g € Gy;

o gi(g) =u(r(g))yi(g)g=u(s(g)) paratodo g € Gi;

o (f8)h= f(gh) toda vez que (f,g) € G2y (8,h) € G2

Ejercicio 2.3. Si ¢: A — B es un homomorfismo de anillos y si M €€ B-Mod, definase
TpM €€ A-Mod al colocar ToM := M con la accién a-x := @(a)x paraa € A, x € M. {Cémo
debe definirse Ty f para f € Homg(M,N), para que haya un funtor Ty : B-Mod — A-Mod?

Ejercicio 2.4. (a) Comprobar en detalle que la abelianizacién de grupos a(G) := G/G’ es un
funtor entre las categorias Gry Ab.

(b) La abelianizacion también puede considerarse como un funtor o: Gr — Gr (en vez de
a: Gr — Ab). Para cada grupo G, sea Vg: G — G/G' la aplicacién cociente. Mostrar que la
familia { vg : G €€ Gr} define una transformacion natural entre las funtores 1g, y .

Ejercicio 2.5. (a) Sea X un espacio topologico. Definase una categoria Top-X cuyos objetos
son las partes abiertas U C X y en donde Hom,-x (U, V) contiene tinicamente la inclusion
iyy: U =V siU CV,y este conjunto es vacio si U € V. Un prehaz de grupos abelianos
sobre X es un funtor contravariante P: (Top-X)° — Ab. Describir la definicién de un prehaz
directamente, sin usar la terminologia de categorias y funtores.

(b) Considérese la categoria de prehaces, PreHaz-X := Fun((Top-X)°,Ab). Describir sus
morfismos.

Ejercicio 2.6. Si A es un anillo, definase la categoria Matr-A por Ob(Matr-A) :={1,2,3,...}
y Hompmatr-a (n,m) := M, ,(A); 1a ley de composicion de morfismos es la multiplicacién de
matrices.

Si [F es un cuerpo, mostrar que las categorias Matr-IF y FinVect-F son equivalentes.
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Ejercicio 2.7. Sea AnEnt la categoria de anillos enteros, una subcategoria plena de la cate-
goria An de anillos. SiA €€ AnEnty si ¢: Q — A es un homomorfismo de anillos, comprobar
que @ queda determinado por su restriccién @ |z a Z. Concluir que la inclusién i: Z — Q es
un epimorfismo en AnEnt. Deducir que la categoria AnEnt no es abeliana.

Ejercicio 2.8. Algunos autores definen una categoria abeliana como una categoria pre-
abeliana C que cumple el axioma siguiente: para cada morfismo f € Homc(A, B), hay una
sucesion de morfismos

K

A X B L
tal que: (a) f = jq;

(b) (K,i) es unnicleo de f'y (L, p) es un condcleo de f;

(c) (X,j)esunnicleode py (X,q) es un conticleo de i.

Mostrar que esta definicion es equivalente a la otra, que dice: “una categoria abeliana es una
categoria preabeliana en donde cada morfismo candnico f: coker(ker f) — ker(coker f) es
un isomorfismo”.

Ejercicio 2.9. Verificar los detalles de la demostraciéon del Lema 2.51, para un morfismo
f € Homc (A, B) en una categoria preabeliana, con nicleo (ker f,7) y contcleo (coker f, p) :

(a) f es un monomorfismo siy sélo si ker f = 0, si y s6lo si cokeri = (A, 14);
(b) f es un epimorfismo si y sélo si coker f =0, si y s6lo si kerp = (B, 1p).

Ejercicio 2.10. Demostrar el Lema 2.54, inciso (e), que dice que, en una categoria abeliana,

una sucesion A LB 2,C—0 es exacta si ysolosigf =0y (C,g) ~ coker f.
Ejercicio 2.11. En una categoria abeliana, demostrar que la sucesion “corta”

7

0—A1sBS.Cc—0

es exacta si'y sélo si: f es ménico, g es épico, (A, f) ~kergy (C,g) ~ coker f.

Ejercicio 2.12. Sea f € Hom¢(A, B) un morfismo en una categoria preabeliana C. Mostar

que el nucleo de f es el pullback del diagrama A LB%O; y que el contcleo de f es el

pushout del diagrama 0 «—A 1, B.

Ejercicio 2.13. Sea J una categoria pequefia y sea C una categoria abeliana. Demostrar que
la categoria C := Fun(J, C) es también abeliana. [ Indicacién: Definir los niicleos y conticleos

en C “puntualmente”. |
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3 Mbodulos Proyectivos e Inyectivos

En este capitulo, A denotara un anillo, no necesariamente conmutativo. Por “A-mdédulo” se
entenderd un A-moédulo a la izquierda, salvo indicacién de lo contrario.

3.1 Modulos proyectivos

Es 1til comenzar con una reformulacion del concepto de suma directa de A-mdédulos, en
términos de sucesiones exactas cortas.

Lema 3.1. Para una determinada sucesion exacta corta de A-mddulos,

0—L—topy—2-nN—0p 3.1)

las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) hay una A-homomorfismo s: N — M tal que gos = 1y,
(b) hay una A-homomorfismot: M — L tal queto f =1y,
(c) hay un A-submodulo R de M tal que M = im f & R (suma directa interna).

Demostracion. Ad(a) = (b): Toémese x € M y sea y := g(x). Entonces g(x) = g(s(y)) o
bien g(x —s(y)) = 0; como kerg = im f, se concluye que hay w € L tal que x —s(y) = f(w),
es decir, x = f(w) +s(y).

Siw €L,y €N cumplen x = f(w') +s()/), entonces f(w) +s(y) = f(w') +s(y), asi
que f(w—w') =s(y' —y). Luego 0= g(f(w—w')) = g(s(y/ —y)) =)' —yy también w = w’
porque f(w—w') =0y f es inyectivo. Por tanto, cada x € M se escribe de manera tnica
como una suma f(w) + s(y). Definase r: M — L por t(f(w)+s(y)) := w. Es facil ver que ¢
es un A-homomorfismo bien definido que cumple 7 f = 1;.

Ad(b) = (c): Parax € M, seaw:=t(x) € L. Vale t(x— f(w)) =1t(x) — 1.(t(x)) =0,
asi que v:=x— f(w) € kert. Luego x = f(w)+v €im f +kerz. Si hay w' € L,V € kert tales
que x = f(w)+v=f(w)+V, entonces w =1(x) =1(f(w')) =w' y en consecuencia vale
v ="', Por tanto, cada x € M se escribe de manera tinica como una suma f(w) + v; esto dice
que M = im f & kert, como suma directa interna.

Ad(c) = (a): Paracaday € N, hay x € N tal que g(x) = y porque g es sobreyectivo.
Escribase x = f(w) + u (de manera dnica) paraw € L, u € R. Si y = g(x') para otro X' =
FfW)+u' € M, entonces x —x' e kerg=im f, asique u—u' =x—x'— f(w—w') € RNim f
y por ende vale u’ = u. Ademas vale y = g(x) = g(u). Definase s: N — M por s(y) := u. Es
facil ver que s es un A-homomorfismo bien definido que cumple gs = 1y. U

Definicion 3.2. Si una sucesion exacta corta de A-md6dulos (3.1) cumple una (y por ende
todas) de las condiciones del Lema anterior, se dice que esta sucesion exacta corta escinde.
Se escribe

0 L M N 0 (3.2)
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si s € Homy(N,M) cumple gs = 1y. En este caso, vale M = f(L) ®s(N) ~ L& N: una
sucesion exacta corta escinde si y s6lo si su médulo central es isomorfo a la suma directa de
los dos mddulos laterales.

Definicion 3.3. Un moédulo proyectivo sobre A es un A-médulo P que cumple la siguiente
propiedad: dados dos A-homomorfismos f: P — Ny g: M — N con g sobreyectivo, existe
un A-homomorfismo h: P — M tal que goh = f. En otras palabras, el siguiente diagrama,

cuya fila inferior es exacta, conmuta:’

P (3.3)
ho lf
»
M—5-N—>0.

Por ejemplo, cualquier A-médulo libre L es proyectivo. En efecto, sea S una base de L;
dados f: L — Ny g: M — N, elijase, para cada s € S, un elemento x; € M tal que g(x;) =
f(s). Entonces la asignacion h(s) := x, extiende por A-linealidad a un A-homomorfismo
h: L — M tal que g(h(s)) = f(s) paracadas € S, y por tanto goh = f.

Proposicion 3.4. Para un A-mddulo P, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) P es un A-mddulo proyectivo.
(b) Cada sucesion exacta corta 0 — M — N — P — 0 escinde.
(¢) P es un sumando directo de un A-modulo libre.

Demostracion. Ad(a) = (b): Dada una sucesién exacta corta 0 — M — N — P — 0, hay
un diagrama conmutativo

0—=M—>N—>p 0,

y la condicion go h = 1p dice que esta sucesion exacta corta escinde, en vista del Lema 3.1.
Ad(b) = (c): El A-médulo P es un cociente de un A-mddulo libre L. Sea g: L — P la
aplicacidn cociente, sea K :=kerq y sea j: K — L la inclusién. Entonces la sucesion corta

0 |y . Sy 0

es exacta. Sis: P — L es un A-homomorfismo tal que gos = 1p, entonces s es inyectivo y la
demostracion del Lema 3.1 muestra que L = j(K) ®s(P) ~ K®P.

"Muchas veces se escribe M — N — 0, bajo la hipétesis de exactitud, en vez de M — N, para indicar que un
morfismo g: M — N es un epimorfismo.
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Ad(c) = (a): Si L es un A-médulo libre y si K es un A-médulo tales que L =K @ P,
sea q: L — P la aplicacion cociente, y considérese el siguiente diagrama:

Como L es libre y por ende proyectivo, hay un A-homomorfismo /#’: L — M tal que goh' =
fogq. Ahorasea h: P — M larestriccién de 4’ al submddulo L de P, es decir, h := I’ oi donde
i: P— Leslainclusién. Entonces goh=goh'oi= fogoi=f. [

Corolario 3.5. Si A es un anillo entero principal, un A-modulo es proyectivo siy solo es libre.

Demostracion. Un A-moddulo libre es proyectivo, para cualquier anillo A. La Proposicion
anterior muestra que un A-mdédulo proyectivo es (isomorfo a) un submédulo de un A-mddulo
libre. Ahora, la Proposicion 1.46 muestra que un submoddulo de un A-mdédulo libre es también
libre, cuando A es un anillo entero principal. [

Ejemplo 3.6. El isomorfismo Z/6 ~ Z/2 & 7 /3, como mddulos sobre el anillo Z /6, muestra
que Z /2y Z/3 son médulos proyectivos, pero no libres, sobre Z /6.

Ejemplo 3.7. Sea B= M, (A), para algin anillo A con n > 2. Entonces A", considerado como
la totalidad de columnas formados por n elementos de A, es un B-mdédulo (a la izquierda).
Ahora B~ A"@---® A" (n veces): cada matriz en M, (A) es un juego de n columnas, y este
isomorfismo es B-lineal (;por qué?). Luego A" es un B-mddulo proyectivo, pero no libre.

Lema 3.8. Si P = c; Pj, entonces P es proyectivo si'y sdlo si cada P; es proyectivo.

Demostracion. Si cada P; es proyectivo, entonces L; ~ M; & P; donde cada L; es un A-
médulo libre. SiL:=€D;Ljy M := @ ; M}, entonces L ~ M & P donde L es libre: se concluye
que P es proyectivo.

Inversamente, si P es proyectivo, hay un A-mdédulo libre L y otro A-mdédulo M tal que
L~M®P.SiN;:=M®&@;,; P, entonces L = N; @ P; y por ende P; es proyectivo. [

» Hay una caracterizacion importante de médulos proyectivos en términos de funtores repre-
sentables, que permite transferir el concepto de proyectividad a cualquier categoria abeliana.
Comenzamos con un poco mds de terminologia para funtores.

Definicion 3.9. Si Cy D son categorias aditivas, un funtor F: C — D se llama funtor aditivo
siF (¢+y)=TFe+Fytodavez que ¢,y € Homc(A,B). En otras palabras, cada aplicacion
F : Homc¢(A,B) — Homp(FA,F B) es un homomorfismo de grupos abelianos.

Por ejemplo, si C es una categorfa aditiva, los funtores representables 44 = Hom¢ (A, —) :
C — Ab son funtores aditivos.
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Definicion 3.10. Si C y D son categorias abelianas, sea F: C — D un funtor aditivo (cova-
riante). Se dice que JF es un funtor exacto si para cada sucesion exacta corta en C,

0 A-l-p-t.¢ 0 (3.4)

la sucesion corta correspondiente en D es también exacta:

F F
0——Ja—Logp 28 50—,

Si, para toda sucesion exacta corta (3.4), solo se obtiene exactitud de la sucesion

F F
0—— g4 L g5 5 g¢,

se dice que J es exacto a la izquierda. En cambio, si s6lo se puede concluir exactitud de la

sucesion
Ir Jg
FA FB FC 0,
se dice que J es exacto a la derecha. Finalmente, si se obtiene tinicamente la exactitud de la

sucesion

F 7,
54 —L- 585 3,
se dice que F es semiexacto.

Lema 3.11. Si R es un A-médulo, el funtor representable h® = Homy (R, —) : A-Mod — Ab
es exacto a la izquierda.

Demostracion. Sea(O)— L LM —%, N—0 una sucesi6n exacta corta en A-Mod. Hay que

mostrar que la sucesion

0 — Homa(R,L) —~ Homy (R, M) —"~ Homy (R, N)

es también exacta: es decir, que f, es inyectivo, que g, o f, = 0y que im f, = ker g..

Si h € Homy (R,L) cumple fi.(h) = 0, entonces foh = 0, luego h = 0 porque f es un
monomorfismo. Por tanto, f, es inyectivo.

Es g« o fi. = (go f)« = 0 por la funtorialidad de hR: en consecuencia, se obtiene im J« C
kerg,. Ademads, si k € Homy (R, M) cumple g.(k) = gok =0y six € R, entonces g(k(x)) =0,
asi que k(x) € kerg =im f, y por ende k(x) = f(y) para algin y € L. Este y es tnico porque f
es un monomorfismo; al escribir y =: I(x), se obtiene I € Homu (R, L) tal que k = fol = f.(I).
Se concluye que kerg, C im f,. [

El funtor representable contravariante hg = Homys (—,R) : A-Mod — Ab es también ex-

acto a la izquierda, en el sentido de llevar una sucesion exacta corta ) — L L M-22N—0

de A-mddulos en una sucesion exacta

0 —> Homy (N, R) —* > Homs (M,R) —~ Homy (L, R). (3.5)

Se demuestra esta exactitud (siniestra) por argumentos anédlogas a las del Lema 3.11.
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Lema 3.12. Un A-médulo P es proyectivo siy sdlo si el funtor covariante h¥ = Homy (P, —)
es exacto.

Demostracion. Sea P un A-mdédulo proyectivo. Si0— L LM —% N ——0es una sucesién

exacta corta en A-Mod, hay que mostrar que la sucesion corta de grupos abelianos

0 — Homy (P,L) —"~ Homy (P,M) —**~ Homs (P,N) —— 0

es exacta. Por el Lema 3.11, basta mostrar que g, es sobreyectivo si g es un epimorfismo de
A-médulos. Pero la sobreyectividad de g implica que cada f € Homu (P,N) es de la forma
f = goh para algin h € Homy (P,M), segtn el diagrama (3.3). Esto dice que f = g.(h);
luego g. es sobreyectivo.

Inversamente, si h” es exacto a la izquierda, dados f € Homy(P,N) y g € Homa(M,N)
con g sobreyectivo, se concluye que g. es sobreyectivo, de modo que f = goh para algin
h € Homy (P,M): en otras palabras, P es proyectivo. O

Hay una generalizacién del Lema anterior a cualquier categoria abeliana C. Brevemente,
se dice que P €€ C es un objeto proyectivo si se reproduce el cuadro (3.3): dado un epimor-
fismo g € Homc (A, B), cada morfismo f € Homc (P, B) puede “levantarse” a un morfismo
h € Homc(P,A) tal que gh = f. Resulta que un objeto P es proyectivo si y sélo si el funtor
covariante h”: C — Ab es exacto.

» Una construccidon algebraica importante utiliza los médulos proyectivos sobre un anillo
determinado A. Se aprovecha la circunstancia que la suma directa P & Q de dos A-mddulos
proyectivos es también proyectivo. Si se reemplaza el A-mddulo P por su clase de isomor-
fismo [P], es posible definir una operacién de suma:

[Pl +[Q] =[P Q] (3.6)

Como (P®Q)DR~P®(Q®R) y también Q® P ~ PP Q por isomorfismos obvios, estas
clases de isomorfismo forman un monoide conmutativo, cuyo elemento nulo es [0]. Para
promover este monoide a un grupo abeliano, se usa una “construccion universal”, introducido
por Grothendieck.

Proposicion 3.13. Sea S un monoide conmutativo cualquiera. Hay un grupo abeliano K(S),
junto con un homomorfismo de monoides 1: S — K(S), que posee la siguiente propiedad
universal:

K(S) (3.7)
IT \G\ .
S—G

cualquier homomorfismo ¢: S — A de S en un grupo abeliano G determina un vinico homo-
morfismo de grupos 6: K(S) — G tal que 6o1 = ©.
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Demostracion. Se adapta la construccién conocida del grupo Z a partir del monoide N. El
unico detalle que merece notar es que N posee una propiedad de cancelacion que no es
compartido por todos los monoides: si r+n = s+ n para r,s,n € N, entonces r = s.

Definase K(S) como el cociente de conjuntos (S x S)/~ bajo la siguiente relacion de
equivalencia:

(x,y) ~ (+',y') siysélosi x+) +z=x'+y+z paraalgin z€S.

Definase 1(x) := [(x,0)] parax € S. La suma en K(s) es [(x,y)] + [(«/,))] := [(x+ X,y +)')],
la cual es obviamente asociativa y conmutativa, con elemento nulo [(0,0)]. El negativo de

[(x,y)] es [(v,x)], ya que (x+y,x+y) ~ (0,0).
Si 6: S — G es un homomorfismo de S en un grupo abeliano G, definase

&[(x,y)] :=o(x) —o(y).
Esto es un homomorfismo, evidentemente tnico y bien definido, tal que 6 o1 = ©. O]

Debe de ser evidente que el grupo K(S) es esencialmente tnico; este grupo se llama el
grupo de Grothendieck del monoide S.

Ejemplo 3.14. Fijese que el homomorfismo canénico t1: S — K(S) es inyectivo si y sélo si
el monoide S tiene la propiedad de cancelacion.

Si S = (N,-) es el monoide multiplicativo de enteros (con elemento identidad 1), la pre-
sencia del elemento 0 € N destruye cancelacién: -0 = s-0 = 0 no implica r = s. En este
caso, se obtiene K((N,-)) =0.

Lema 3.15. Si P y Q son A-médulos proyectivos finitamente generados, entonces P& Q
también es finitamente generado.

Demostracion. Si P es proyectivo y si P es generado por {xj,...,x,}, entonces hay un
epimorfismo ¢g: A” — P. Al tomar L = A" en la demostracién de la Proposicién 3.4, la

sucesion exacta corta 0 — kerg —L,an 4, p—0 escinde, luego hay un A-médulo R tal
que A" ~ PG R. En resumen: P es proyectivo y finitamente generado si y sélo si P es iso-
morfo a un sumando directo de A" para algun n.

Ahora, si Q@ S ~ A™ para algin m y algtin A-mdédulo S, entonces

(PBQO)®(RDS)~ (POR)®(Q®S) ~A"HA™ ~ A",
y por tanto P & Q es proyectivo y finitamente generado. 0

Definicion 3.16. Sea A un anillo y sea P(A) el monoide conmutativo cuyos elementos son las
clases de isomorfismo de A-mddulos proyectivos finitamente generados, con la suma (3.6).
El grupo abeliano Ky(A) := K(P(A)) se llama el K-grupo algebraico? del anillo A.

%Es evidente que si A ~ B como anillos, entonces Ko(A) ~ Ko(B) como grupos abelianos. De hecho,
Ko: An — Ab es un funtor semiexacto. La notacién Ky indica que existen otros grupos abelianos Kj(A),
K>(A), etc., cuyo estudio se llama la “K-teorfa algebraica”. Véase, por ejemplo: Jonathan Rosenberg, Alge-
braic K-theory and its Applications, Graduate Texts in Mathematics 147, Springer, Berlin, 1994.
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3.2 Modulos inyectivos

Es dual categérico de un médulo proyectivo es un médulo inyectivo, que se define a contin-
uacion.

Definicion 3.17. Un médulo inyectivo sobre A es un A-médulo Q que cumple la siguiente
propiedad: dados dos A-homomorfismos f: M — Qy j: M — N con j inyectivo, existe un
A-homomorfismo h: N — Q tal que ho j = f. En otras palabras, el siguiente diagrama, cuya
fila inferior es exacta, conmuta:

0—>M—1> (3.8)

/

fl //h
k
0

Proposicion 3.18. Para un A-mddulo Q, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Q es un A-modulo inyectivo.
(b) El funtor contravariante hg = Homy (—, Q) es exacto.
(¢) Cada sucesion exacta corta 0 — Q — M — N — 0 escinde.

Demostracion. Ad(a) = (b): El funtor A es exacto a la izquierda; para que éste sea un

funtor exacto, cada sucesion exacta corta 0 — L LM 8, N—-0 de A-médulos debe dar

lugar a una sucesion exacta corta

0 ——Homy (N, Q) LA Homy (M, Q) AN Homy (L,Q) — 0.

Al comparar esta con la sucesion exacta (3.5), lo que hace falta es que f* sea sobreyectivo.
En otras palabras, dado k € Homy (L, Q) y el monomorfismo f € Homy (L, M),

f

0——L——

Vs
s
ki/h
V3

Q

hay un A-homomorfismo 4 € Homu (M, Q) tal que f*(h) = hf = k; luego f* es sobreyectivo.

Ad(b) = (c): Dada una sucesién exacta corta 0 — Q —M -~ N — 0, hay un dia-
grama conmutativo

y la condicion 7 o j = 1 dice que esta sucesion exacta corta escinde, en vista del Lema 3.1.
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Ad(c) = (a): Dados dos A-homomorfismos f: M — Qy j: M — N con j inyectivo,
sea (R,i,h) el pushout correspondiente:

No es dificil verificar que i es inyectivo, ya que j es inyectivo.> Sea ¢: R — R/i(Q) el
homomorfismo cociente; entonces hay una sucesion exacta corta

0 0—>R—LR/i(Q)—>0

la cual escinde, por hipdtesis. En consecuencia, hay un A-homomorfismo 7: R — Q tal que
toi=1g. Las propiedades de pushouts implican que o & € Homy (M, Q) cumple

(toh)oj=to(hoj)=to(iof) = (toi)of =1gof = .
Luego Q es un A-mddulo inyectivo. [

Lema 3.19. Si Q =[];c; Qj, entonces Q es inyectivo si y solo si cada Q; es inyectivo. En
particular, una suma directa finita @j_, Oy es inyectivo si'y sdlo si cada sumando directo Qy,
es inyectivo.

Demostracion. Sean pj: Q — Q;, para j € J, los homomorfismos que definen el producto
directo Q@ =[] ;e; Q. Dados un monomorfismo u: M — Ny un homomorfismo f: M — 0,
sea fj:=pjof:M— Q;para j € J. Sicada Q; es inyectivo, entonces hay un homomorfismo
hj: N — Qjtalque hjou = f;. Porla propiedad universal del producto directo, hay un (tinico)
homomorfismo 4: N — Q tal que pjoh = h;. Ahora, vale pjo(hou) =hjou= fj=pjof
en Homy (M, Q) para cada j; por lo tanto, vale hou = f en Homy (M, Q).

0—=M—>N

n, !
fl L7 Ihy
» A
Q?,j Q;

Inversamente, una familia de homomorfismos { f; € Homy(M,Q;) : j € J} determina un
homomorfismo f: M — Q tal que pjo f = f; para cada j. Si Q es inyectivo, hay un ho-
momorfismo h: N — Q tal que hou = f. Al definir hj := pjoh: N — Qj, se ve que
hjou= pjohou= p;of = f; para cada j. En consecuencia, cada Q; es un A-mé6dulo
inyectivo. 0

Hay un criterio sencillo para ver si un A-médulo determinado es inyectivo o no.

3Véase el Ejercicio 3.8 al final de este capitulo.
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Lema 3.20 (El criterio de Baer). Un A-mddulo Q es inyectivo® si y sélo si cada A-homomor-
fismo @: J — Q desde un ideal a la izquierda J C A puede extenderse en un A-homomorfismo

v:A— Q.

Demostracion. Ad(=-): Si Q es inyectivo, es cuestién de reemplazar j: M — N en el
diagrama (3.8) por la inclusién i: J <— A para obtener la extension deseada. (Se dice que
v extiende ¢ si y(x) = @(x) para todo x € J; esto es, si woi = ¢ donde i es la inclusién.)

Ad(«<): Sean dados dos A-homomorfismos f: M — Qy j: N — M con j inyectivo.
Considérese el conjunto N de pares (N',g), donde N’ C N es un A-submédulo con j(M) C
N’y g € Homa (N, Q) cumple g(j(x)) = f(x) para x € M. El conjunto N es parcialmente
ordenado, al declarar que (N7, g1) < (N5, g2) toda vez que Nj C N} y la restriccion de gz a N
coincide con g;. Es claro que una cadena {(N/, g;) }icr de tales pares posee una cota superior
en N, pues la unién (J;c; N/ es también un A-submédulo de N. Se obtiene un elemento
maximo (L, ) de N por una Zornicacién.’

SiL#N,témesex € N\LyseaJ:={a€cA:axecL},elcual es unideal a la izquierda
en A. Definase ¢: J — Q por ¢(a) := h(ax). Por la hipétesis, ¢ se extiende a y: A — Q.
Sea L' := L+ Axy definase ': L' — Q por

W (z+ax) :=h(z)+ y(a), paratodo z€L.

Supdngase que z+ax =y+bx, cony € L, b € A. Entonces (a —b)x =y—z € L, asi que
a—b e J. Luego
h(y—z) =h((a—b)x) = ¢(a—b) = y(a—Db),

de modo que h(z) + y(a) = h(y) + w(b); se ve que K’ estd bien definido. Si z € L, se puede
entonces tomar a = 0 para obtener /' (z) = h(z); pero esto implica que (L,h) < (L',h") en N,
contrario a la maximalidad de (L, ). En consecuencia,es L=Ny h: N — Q cumple ho j = f;
por tanto, Q es un A-mddulo inyectivo. [

Una clase importante de ejemplos de A-moédulos inyectivos son los grupos abelianos di-
visibles (en el caso A = 7).

Definicion 3.21. Un grupo abeliano (G,+) es divisible si para todo entero positivo m € N¥,
el endomorfismo x — mx es sobreyectivo; esto es, para cada y € G hay x € G tal que mx = y.

Ejemplo 3.22. Los grupos aditivos Q y Q/Z son divisibles; pero Z no es divisible.

Un grupo abeliano finito G no es divisible: si n = |G| es la cardinalidad de G, entonces
nx = ( para todo x € G.

Si G es divisible, cualquier grupo cociente G/H es también divisible.

Lema 3.23. Un Z-modulo Q es inyectivo si 'y solo si Q es un grupo abeliano divisible.

“4Este criterio se debe a Reinhold Baer, quien introdujo el concepto de médulo inyectivo en 1940, mucho
antes de la consideracién de los médulos proyectivos, en: Reinhold Baer, Abelian groups that are direct sum-
mands of every containing abelian group, Bulletin of the American Mathematical Society 46 (1940), 800-806.

SEl Lema de Zorn, que es equivalente al axioma de eleccién, asegura que un conjunto parcialmente ordenado,
en el cual cada cadena (parte totalmente ordenada) posee una cota superior, contiene un elemento maximo.
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Demostracion. Ad(=): Si Q es inyectivo, tomese m € {1,2,3,...} y seay € Q. Entonces
mZ es un ideal de Z y la aplicacién aditiva f: mZ — Q : km — ky estd bien definido. Por el
Lema anterior, f se extiende a un homomorfismo 4: Z — Q. Ahora vale

y = f(m) = h(m) = mh(1),

de modo que x := h(1) cumple mx = y. Luego Q es divisible.

Ad(«): Si Q es divisible como grupo abeliano, sea J un ideal no nulo de Z. Entonces
J =mZ para algin m € N*. Si f: J — Q es aditivo, existe x € Q tal que mx = f(m). Definase
h: Z — Q por h(r) := rx. Entonces h es aditivo y vale h(rm) = rmx = r f(m) = f(rm) para
rm € 7, asi que h es una extension de f a todo Z. Por el Lema 3.20, Q es inyectivo. [

Lema 3.24. Cualquier grupo abeliano puede ser encajado en un grupo abeliano divisible.®

Demostracion. Si G es un grupo abeliano y sea { g; : j € J } una coleccién de generadores

de G. Entonces G es un cociente de un grupo abeliano libre F = ZY), de modo que G~ F /K,
donde K es el nucleo de la aplicacion cociente 1) : F — G. Considérese el producto directo
Q’; por los Lemas 3.19 y 3.23, este es un grupo abeliano divisible. Hay inclusiones obvias
ZU) — QW) — Q’. Luego hay una cadena de subgrupos

G~7Y) /K <QY) /K <Q’/K
y el tltimo grupo Q' /K es divisible. 0

» Si A esun anillo y G es un grupo abeliano cualquiera, el grupo abeliano Homy(A, G) es
un A-médulo a la izquierda, al definir

(af)(b) := f(ba) € G, paratodo a,bcA, f € Homy(A,G).
Este A-mddulo es una pieza auxiliar en los dos resultados que siguen.

Proposicion 3.25. Si Q es un grupo abeliano divisible, entonces el A-mdédulo Homg(A, Q)
es inyectivo.

Demostracion. Se aplica el criterio de Baer. Sea J C A un ideal a la izquierda y sea ¢: J —
Homgz(A, Q) un A-homomorfismo. Definase una aplicacion aditiva (homomorfismo de gru-
pos abelianos) 6: J — Q por ¢(a) := ¢(a)(1). Ahora Q es inyectivo como Z-médulo, asi
que o se extiende a una aplicacion aditiva 6: A — Q,

0—>J—1=A

s
s
Gl/&
¥

0

%Un encaje es un homomorfismo inyectivo. Luego, una redaccién alternativa de este enunciado serfa: “cual-
quier grupo abeliano es isomorfo a un subgrupo de un grupo abeliano divisible”.
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Fijese que 6 € Homy(A, Q). Ahora, sia € Jy b € A, entonces ba € J y vale

(a6)(b) = 6(ba) = o(ba) = @(ba)(1) = (be(a))(1) = @(a)(b),

porque & coincide con ¢ sobre J y ¢ es A-lineal. Luego ¢(a) = aé para a € J. La definicion
¢(c) := ¢6, para todo ¢ € A, extiende ¢ a un A-homomorfismo ¢: A — Homy(A, Q). Por
tanto, el Lema 3.20 muestra que Homy (A, Q) es inyectivo. [l

Proposicion 3.26. Cualquier A-mddulo M puede ser encajado en un A-mdédulo inyectivo.

Demostracion. Por el Lema 3.24, el grupo abeliano (M, +) puede ser encajado en un grupo
abeliano divisible Q. Por otro lado, el A-médulo M puede ser identificado con el A-mddulo
Homy (A, M), pues x € M corresponde al A-homomorfismo fy: a — ax; esta identificacién
es a su vez A-lineal, porque fj,(a) = abx = fi(ab) = (bfy)(a) conlleva fp,, = bf, para todo
b € A. Esto da lugar a una cadena de A-submoddulos

M ~ Homy (A,M) < Homgy(A,M) < Homg(A, Q)
y por el Lema anterior, el tltimo A-mddulo es inyectivo. O

Evidentemente, el A-mdédulo inyectivo que incluye (una copia isomorfa de) M, a partir de
esta construccion, es bastante “grande”. Resulta que hay un A-moédulo inyectivo Q, junto con
un monomorfismo i: M — Q, que es minimo en el siguiente sentido: si hay un monomorfismo
j: M — Q' con Q' inyectivo, entonces hay un monomorfismo u: Q — Q' tal que uoi = j.
Es claro que un tal Q es tnico hasta un isomorfismo de A-mdédulos, y recibe el nombre de
cascarén inyectivo’ del A-médulo M. Por ejemplo, el cascarén inyectivo de Z, como grupo
abeliano, es Q, el grupo aditivo de niimeros racionales.

Para un A-mdédulo determinado M, la construccién de un A-médulo inyectivo que lo in-
cluye como submoédulo (en la Proposicion 3.26) es mucho mas concreto —y mas dificil—
que la construcciéon de un A-médulo proyectivo del cual M es un cociente. Entonces, no
queda claro si hay un resultado similar para otras categorias abelianas. De hecho, se dice
que una categoria abeliana C tiene suficientes inyectivos si cada objeto de C puede ser en-
cajada (con un monomorfismo adecuado) en un objeto inyectivo Q €€ C, es decir, un objeto
Q para el cual el funtor hp: C° — Ab es exacto. La construccion subsiguiente de las reso-
luciones inyectivas de A-mddulos puede llevarse a cabo en cualquier categoria abeliana que
tiene suficientes inyectivos.

» El concepto de divisibilidad puede plantearse en la categoria de A-mddulos cuando A es un
anillo entero. Se dice que un A-mddulo M es divisible si paracadaa #0en Ay caday e M,
hay x € M tal que ax =y. Al examinar la demostracion del Lema 3.23, se ve que cualquier
A-moédulo inyectivo Q es divisible en este sentido; pero para que un A-mddulo divisible sea
inyectivo, se requiere que A sea un anillo entero principal.

"Este resultado no serd demostrado en este curso, pero esti probado en muchos textos. Véase, por ejemplo:
Saunders MacLane, Homology, Springer, Berlin, 1975; § II1.11.
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3.3 El producto tensorial

Hasta ahora, se ha considerado los A-mdédulos a la izquierda casi exclusivamente. Por ejem-
plo, en la expresion ¢ € Homy (M, N) los dos médulos M, N son A-médulos a la izquierda y
@ es A-lineal en el sentido de respetar la accion a la izquierda de A, pues @(ax) = a@(x) para
a € A. Tgualmente, se podria considerar A-mddulos a la derecha exclusivamente, en cuyo
caso la A-linealidad de ¢ seria la condicién de que @(xa) = ¢(x)a para a € A. En adelante
serd necesario combinar objetos de A-Mod y Mod-A, mediante el llamado producto tensorial.

Definicion 3.27. Sea A un anillo (no necesariamente conmutativo), sea M un A-mddulo a la
derecha y sea N un A-modulo a la izquierda. Sea F el grupo abeliano libre generado por
todos los pares ordenados (x,y) con x € M, y € N; y sea K el subgrupo generado por todos
los elementos de una de estas tres tipos:

(42, y) = (ny) =), (y+y) = (xy) = (x,)),
(xa,y) — (x,ay),

para x,x’ € M, y,y € N, a € A. Dendtese el grupo abeliano F /K por M @4 N: este grupo
abeliano es el producto tensorial de M y N (sobre el anillo A).

Escribase x ® y para denotar la coclase (x,y) + K. Entonces M ®4 N es un grupo abeliano
generado por los elementos {x®y:x € M, y € N }, sujeto (solamente) a las relaciones

x+xX)Ry=xy+xX®y, x@0+)y)=x0y+xRY, (3.9a)
Xa®Ry=xQ ay. (3.9b)

Un elemento z € M ®4 N es una suma finita de estos “tensores simples™: z =3} | x; ®y;.

Ejemplo 3.28. Aun en el caso A = Z, el producto tensorial M @z N de dos grupos abelianos
M y N puede ser nulo, debido a la presencia de forsion. Por ejemplo, tomese M = Z /2y
N =7/3. Entonces, parax € Z/2,y € 7/3, vale

xRy=3xRy)—-2(x®y) =x®3y—2x®y =0,
asi que Z/2®yz7/3 =0.

Si G, H son dos grupos abelianos, G x H denota su producto directo, es decir, el producto
cartesiano con su estructura usual de grupo abeliano.

Definicion 3.29. Sea M un A-médulo a la derecha y N un A-médulo a la izquierda. Una
aplicacion A-equilibrada de M x N en un grupo abeliano R es una funcién f: M x N — R
que cumple

fx+xy)=fey)+f&y),  fluy+y) = flxy)+f(x)),
f(xa,y) = f(x,ay), (3.10)

parax,xX’ €M, y,y € N,a € A.
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Ejemplo 3.30. Si M €€ Mod-A y N €€ A-Mod, el homomorfismo de grupos abelianos
N: M XN — M®yN definido por 1 (x,y) := x®y es una aplicacion A-equilibrada, por (3.9).

Proposicion 3.31. Si f: M X N — R es una aplicacion A-equilibrada, entonces hay un tinico
homomorfismo de grupos abelianos ¢ : M @4 N — R tal que pon = f:

MxN (3.11)
\
~“¢

MRs N

n R

Demostracion. Para que el diagrama conmute, hay que definir ¢(x®y) := f(x,y) para todo
x € M, y € N; lo cual demuestra la unicidad de ¢. Para su existencia, sélo falta observar
las propiedades (3.10) de f implican que ¢ es un homomorfismo bien definido, en vista
de (3.9). O

Es posible reformular la definicién de producto tensorial en términos categéricos. Para
cada M €€ Mod-A y N €€ A-Mod, sea C(M,N) la categoria cuyos objetos son aplicaciones
A-equilibradas de M x N en algin grupo abeliano. Un morfismo entre g: M Xx N — Ry
h: M x N — S es un homomorfismo de grupos abelianos 6: R — S tal que 8 og = h:

%R
M xN 0

T

%}

Entonces un producto tensorial de M y N sobre A es un objeto inicial p: M x N — T en la
categoria C(M,N); el cual, si existe, es esencialmente tnico. La Proposicién 3.31 demuestra
esa existencia y dice que la aplicacion candnica n: M X N — M ®4 N es el objeto inicial
deseado.

Si N es un A-mdédulo a la izquierda, el grupo abeliano A ®4 N es también un A-modulo a la
izquierda, al definir a(b®y) :=ab®y paraa,b € A,y € N. Si M es un A-mddulo a la derecha,
el grupo abeliano M ®4 A es también un A-mdédulo a la derecha, al colocar (x® a)b := x® ab
paraa,b € A, x € M.

Lema 3.32. Si N €c A-Mod, entonces ARQ4 N ~ N en A-Mod. También, si M €€ Mod-A,
entonces M @4 A ~ M en Mod-A.

Demostracion. Definase a: N - A®Q, Ny f: A4 N — N por
a(y): =10y,  B(¥;a;®y;):=Y;ay;.

Es fécil ver que o y 8 son A-homomorfismos y que foa = 1y, 0o B = Ixg,N.
Ademids, a/(x) :=x®1, ﬁ’(kak®ak) := Y xxay son morfismos inversos en Mod-A. [
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Lema 3.33. g € Homy(N,N'), entonces hay un iinico homomorfismo de grupos abelianos
fRg:M@sN — M ®4N' que cumple

(fog)(x®y):=f(x)®g(y), paratodo x€M,y€EN.

Demostracion. Definase h: M x N — M’ @4 N’ por h(x,y) := f(x) ® g(y). Es claro que & es
aditiva en ambos variables porque f, g son aditivos. Ademas, si a € A, entonces

h(xa,y) = f(xa) © g(y) = f(x)a®g(y) = f(x) ®ag(y) = f(x) @ g(ay) = h(x,ay),
asi que h es A-equilibrada. La Proposicion 3.31 ahora proporciona el homomorfismo deseado
fegtalque (f@g)x®y) = (f@g)(N(x,y)) =h(xy) = f(x) @g(y)- O

Es importante notar que la expresion z =} ;x; ® y; de un elemento z € M ®4 N como
suma finita de tensores simples no es tnica, en general. Sin embargo, cuando N es un A-
modulo libre, se puede tomar los y; de entre una base fija de N (;por qué?). En ese caso, si
Y xj@y;= ?:1x’j ®,, entonces Z;?:l(xj —x/j) ®y; =0. Sea gx: N — A el morfismo
(bien definido, porque los y; forman una base de N) dado por gi (Z jajy j) := ai. Entonces
el homomorfismo 1), ® gx: M ®4 N — M queda definido por los dos Lemas anteriores y se
obtiene

xe—x = (Iy @ gi) (X1 (xj —x)) @y;) = (I @ gx)(0) = 0,
de modo que los componentes x; de la expresion z =}, ;x; ® y; son unicos.

De igual modo, si M es libre y si se toma los x; de entre una base de M, entonces los
yj € N enla expresion z =} ;x; ®y; quedan determinados.

Proposicion 3.34. Si M es un A-mddulo a la derecha, si {N;: j € J} es una familia de
A-mddulos a la izquierda, entonces hay un isomorfismo

M Q4 <@N1> ~ EB(M@ANJ').

jes jes
Demostracion. Escribase N := @c;N; y sean ix: Ny — N, para k € J, las inyecciones
canodnicas. Estas definen homomorfismos de grupos 1y ®@ir: M ®s Ny — M @4 N. Si R
es un grupo abeliano y si g € Homy (M ®4 Ni,R) para cada k, sean 1;: M X Ny — M @4 Ny
las aplicaciones canénicas. Luego cada g o n;: M X N — R es A-equilibrada, de modo que

(0, Xj¥j) = L;8i(nj(x.y;)) =L;g;(x®y;), con sumas finitas,
define una aplicacién A-equilibrada g: M X N — R. Por la Proposicién 3.31, hay un tnico
homomorfismo ¢: M ®4 N — R tal que
P(x®L;y)) =g(xL;y;) =L;8i(x®y;),
parax € M, Y ;y; € N. En particular, es ¢ o (1yy ® i) = g paracada k € J:
M &4 Ny

&
1y @ik >R

M®AN/
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Se concluye que M ®4 N es el coproducto categérico en Ab (es decir, la suma directa) de los
grupos M ®4 Ni y que los homomorfismos 1,7 ® i; son las inyecciones candnicas que definen
la suma directa. 0

Del mismo modo, se demuestra que (EB,-elMi) ®aN >~ @;c;(M; @4 N) cuando N es un
A-moédulo a la izquierda 'y { M; : i € I } es una familia de A-médulos a la derecha.

Definicion 3.35. Sea R un A-médulo a la derecha. Si f € Homy (M, N) es un homomorfismo
entere dos A-modulos a la izquierda, entonces fy = 1g® f : R®4 M — R®4 N es un homo-
morfismo de grupos abelianos. Las correspondencias M — R@s My f +— 1g ® f definen un
funtor covariante tg = (R®4 —) : A-Mod — Ab.

Proposicion 3.36. Si R es un A-mddulo a la derecha, el funtor tg: A-Mod — Ab es exacto a
la derecha.

Demostracion. Sea(O)— L LM —%, N—0 una sucesi6n exacta corta en A-Mod. Hay que

mostrar que la sucesion siguiente es exacta:

ROAL o RouM - R AN —0,

es decir, que g; es sobreyectivo, que gy o f; = 0y que im f; = ker g;.

Como g: M — N es sobreyectivo, cada elemento de R®4 N es una suma finita de la forma
z=Y,;rj®g(xj) = g4(¥X,;rj®x;). Luego g; es sobreyectivo.

La hipdtesis go f = 0 implica que

gi(fi(row)) =gi(re f(w) =reg(f(w) =0

para cada tensor simple r @ w en R ®4 L; como dichos tensores simples generan el grupo
R®a L, se concluye que g; o f; = 0. En particular, se obtiene im f; C ker g;.
Entonces hay un homomorfismo 6: (R®4 M)/im f; — R®4 N determinado por

O(r@x+imfy) := g(r@x) =r®g(x).

Escribase [r ® x| = r @ x+im f; para denotar la coclase del tensor simple r ® x. Resulta que
esta coclase depende solamente de r y g(x). En efecto, si r € R, y € N, sean x,x' € M dos
elementos tales que y = g(x) = g(x’). Entonces g(x —x') =0, asi que x —x’ = f(w) para algin
w € L. Luego r ®x = r@x’ + fy(r @ w); por ende, vale [r @x] = [r@x/].

Luego hay una aplicacién bien definida 7: R x N — (R®4 M)/im f; dada por A(r,y) :=
[r®x] cuando y = g(x). Es claro que 4 es aditiva en sus dos argumentos y ademas

h(ra,y) = [ra®x| = [r®ax| = h(r,ay),

porque g(ax) = ag(x) = ay cuando g(x) = y. Luego h es A-equilibrada. La Proposicion 3.31
produce un homomorfismo de grupos ¢: R®y N — (R®s M)/im f; tal que @ on = h, es
decir, (r®y) = [r®x| cuando y = g(x). Se concluye que ¢ es un inverso para 0; en
particular, 6 es un isomorfismo.
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Sim: R®aM — (R®4M)/im f; es el homomorfismo cociente, entonces
6(n(r@x)) =0[r@x] =roglx) = g(rex)

parar € R, x € M. Luego 6 o = g;. Como 6 es un isomorfismo, es ker(6 o) = kerm, de
donde se obtiene ker gy = ker 7 = im f;. O

Lema 3.37. Si H es un grupo abeliano de torsion (es decir, cada elemento es de orden finito)
y si Q es un grupo abeliano divisible, entonces H @7 Q = 0.

Demostracion. Sea h®y un tensor simple en H ®7 Q' y sea m € N* tal que mh = 0. Existe
x € Q tal que mx = y. Entonces,

h@y=h@mx=mh@x=00x=0.
Pero los tensores simples generan el grupo H ®7 Q; por lo tanto, es H ®7 Q = 0. O

Ejemplo 3.38. El funtor (R ®4 —) no es exacto en general. Témese A =7y R = 7 /m para
m € {2,3,...}. La sucesion exacta de grupos abelianos

0—72—>Q—Q/Zz—0

donde i: Z — Q es lainclusién y p: Q — Q/Z es la aplicacion cociente, tiene la siguiente
imagen bajo el funtor (Z/m ®z —):

0—>Z/m@pZ —>7/m@;Q —>7/m@yQ)Z —0.

Ahora Q y Q/Z son divisibles, asi que el segundo y el tercer grupo se anulan. El Lema 3.32
muestra que Z/m ®z Z ~ 7./m. Por tanto, la dltima sucesién corta se simplifica en

0 Z/m 0 0 0,

la cual evidentemente no es exacta en Z/m.

Si M es un A-médulo a la izquierda, hay un funtor 77, = (— ®4 M): Mod-A — Ab dado
por R— R®s My h— h® 1y. Este funtor (covariante) es también exacto a la derecha:

) h k .. e
si 0— R— S — T — 0 una sucesion exacta corta en Mod-A, la sucesién siguiente es

exacta:

h®1 k1
RoAMZEM so, MM T, M——0.

La demostracién de la Proposicion 3.36 se repite, mutatis mutandis.

» Si A es un anillo conmutativo, un A-médulo M es simultineamente un objeto de A-Mod y
de Mod-A, al convenir en que

ax=xa, paratodo xe€M, acA.
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Si M y N son A-md6dulos, entonces M ®4 N es también un A-mddulo, bajo la accién
a(x®y):=ax®y=x®ay, para xEM,yEN, ac<A.

En este caso, una funcién f: M x N — R en un tercer A-mdédulo R que cumple (3.10) ahora
se llama una aplicacion A-bilineal. Por la Proposicion 3.31, esta funcion da lugar a un tnico
homomorfismo de A-mddulos ¢: M ®4 N — R tal que ¢ on = f, etcétera. En este caso, los
funtores (R®4 —) y (— ®4 M) llevan A-Mod en A-Mod y siempre son exactos a la derecha.

» Para poder hablar de bilinealidad en el contexto de anillos no conmutativos, se introduce
el concepto de bimddulo con respecto a dos anillos.

Definicion 3.39. Sean A y B dos anillos cualesquiera. Un A-B-bimédulo es un grupo abeliano
M que es simultineamente un A-mdodulo a la izquierda y un B-modulo a la derecha, tal que
las dos acciones de anillos sean compatibles, es decir, tal que

(ax)b =a(xb) paratodo xeM,acA, beB. (3.12)

Luego se puede escribir axb := (ax)b = a(xb), sin ambigiiedad.
Un morfismo de A-B-bimddulos es una aplicacién aditiva f: M — N que es un A-homo-
morfismo y un B-homomorfismo a la vez:

flaxb) =af(x)b para xeM,acA, beB.

De este modo, los A-B-bimddulos forman una categoria, A-B-Bimod.
Para indicar que M €€ A-B-Bimod, a veces se escribe 4 Mp.

Ejemplo 3.40. Cualquier anillo A es naturalmente un A-A-bimddulo, mediante el producto
de A por ambos lados: la condicion (3.12) es simplemente la asociatividad del producto.

Ejemplo 3.41. Sea B=M,,(A) y considérese A" =AGAD---HA (n veces) como la coleccion
de vectores de columna con n entradas en A. Entonces A” es un M, (A)-A-bimédulo.

Por otro lado (literalmente), sea "A == APA D --- P A (n veces), considerado como la
coleccion de vectores de fila con n entradas en A. Entonces "A es un A-M,,(A)-biméddulo.

Ejemplo 3.42. Si M es un A-médulo a la derecha, sea B := End4 (M) el anillo de A-endomor-
fismos f3: M — M. Entonces M es también un B-médulo a la izquierda, al definir - x = B(x)
para x € M, B € B. La condicién f(xa) = B(x)a muestra que M es un B-A-bimddulo.

Proposicion 3.43. Si A y B son dos anillos y si L es un A-mddulo a la derecha, M es un
A-B-bimédulo y N es un B-modulo a la izquierda, entonces hay un isomorfismo de grupos
abelianos

V: (LoaM) RN —L®4 (MgN)
WRx)Qy—wR (x®y). (3.13)
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Demostracion. Fijese que L®4 M es un B-moddulo a la derecha y que M ®p N es un A-médulo
a la izquierda, al definir

(Ww®x)b:=w®xb, a(x®y) :=ax®y,

parabeB,acA,weL, xeM,ye N. Entonces (L®s M) RpN y también L ®4 (M @pN)
son grupos abelianos bien definidos.

Los tensores simples (w ® x) ® y generan el grupo abeliano (L ®4 M) ®p N, asi que la
receta Y((w®x)®y) :=w® (x®y) determina el homomorfismo y univocamente, una vez
establecida su existencia.

Para todo a € A, vale

wa® (x®y)=wRa(x®y) =w® (ax®y)

en L®s (M ®pN). Luego, para y € N fijo, la férmula f,(w,x) ;== w® (x®y) define una
aplicacién A-equilibrada f,: L xM — L®4 (M ®p N). Por tanto, hay un homomorfismo
¢Oy: LOsM — L®s (M ®pN) dado por ¢y(w®x) :=w® (x®y). En seguida, la férmula
gw®x,y) := @y(w®x) define una aplicacién de (L®4 M) ®pN en L®4 (M ®@pN) que es
aditiva en ambos variables. Ademas, para todo b € B, vale

g(wax)b,y)=g(w®xb,y) =w® (xb®y) =w® (x®@by) = g(w®x,by),

o sea, g es B-equilibrado. Luego hay un homomorfismo y: (L&a M) N — L4 (M QpN)
tal que
Y((wex)®y) =gwex,y) =we (x@y).

En otras palabras, y cumple (3.13).
El mismo procedimiento, mutatis mutandis, muestra que hay un homomorfismo

X:LRa(MRpN)—(LAM)R@N :w® (x®y) — (WRx)®)y.
Es claro que v, x son inversos uno del otro; en particular, y es un isomorfismo de grupos. L[]

Corolario 3.44. Si A,B,C,D son cuatro anillos y sean pLa, AMp y pNc tres bimédulos para
los pares de anillos indicados. Entonces los dos lados de (3.13) son D-C-bimédulos y la
aplicacion y: (L@aM)®@pN — L®s (M ®pN) es un isomorfismo de D-C-bimédulos. B

La condicién de asociatividad hasta isomorfismo del producto tensorial, manifestado en
(3.13), requiere que L sea un A-mddulo a la derecha y que N sea un B-mddulo a la izquierda.
En cambio, si N es un B-mdédulo a la derecha, la férmula (3.13) puede perder sentido, pero se
abre la puerta a otra formula no menos importante, que se vera a continuacion.

Proposicion 3.45. Si A y B son dos anillos y si L es un A-mddulo a la derecha, M es un
A-B-bimédulo y N es un B-mdédulo a la derecha, entonces hay un isomorfismo de grupos
abelianos

Homg(L®4 M,N) ~ Homy (L,Homg(M,N)). (3.14)
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Demostracion. En ambos lados de la relacion (3.14), las expresiones Homp y Homy denotan
aplicaciones B-lineales [respectivamente, A-lineales] a la derecha. Hay que constatar que el
grupo abeliano Homp(M,N) es un A-mddulo a la derecha. En efecto, si ¢ € Homg(M,N),
a € A, se define

(pa)(x) := @(ax) paratodo xé€ M.

Sia,c € A, el célculo (@a)c : x — (@a)(cx) = @(acx) muestra que (@a)c = @(ac); luego,
@ — @a es una accién de A a la derecha sobre el grupo abeliano Homg(M,N). De esta
forma, se obtiene Homp(M,N) €€ Mod-A y el lado derecho de (3.14) adquiere sentido.

Si f: L&y M — N es B-lineal, definase f: L — Homg(M,N) por f(w): x — f(w®x).
Para verificar que f(w) es B-lineal, nétese que

Fw)(xb) = f(w@xb) = f((w@x)b) = f(w@x)b = f(w)(x)b

paraw € L, x € M, b € B; la tercera igualdad usa la B-linealidad de f. Para ver que f es
A-lineal, fijese que

fwa) :x— f(wa®x) = f(weax) = f(w)(ax) = [f(w)a] (x),

o bien f(wa) = f(w)a para w € L, a € A. Entonces a: f — f es un homomorfismo de
Homp(L®4 M,N) en Homy (L,Homg(M,N)).

Inversamente, si g: L — Hompg(M,N) es A-lineal, definase h: L x M — N por h(w,x) :=
g(w)(x). Esta funcién & es evidentemente aditiva en sus dos variables; ademads, vale

h(wa,x) = g(wa)(x) = [g(w)a](x) = g(w)(ax) = h(w,ax)

paraw € L, x € M, a € A; la segunda igualdad usa la A-linealidad de g. Entonces 4 es una
aplicacion A-equilibrada y por lo tanto existe un homomorfismo &: L ®4 M — N tal que
g(w®x) = h(w,x) = g(w)(x) para cada tensor simple w®x en L @4 M. Para ver que g es
B-lineal, fijese que

g((wx)b) = g(w@xb) = g(w)(xb) = g(w)(x)b = g(w©x)b

cuandow € L, x € M, b € B; la tercera igualdad usa la B-linealidad de g(w). Luego B: g+— &
es un homomorfismo de Homy (L, Homg(M,N)) en Homg(L ®4 M, N).

Es evidente que o y B son inversos uno del otro; en particular, o es el isomorfismo
deseado. U

El isomorfismo (3.14) es un ejemplo importante de una construccion categérica. El A-B-
bimédulo M determina dos funtores covariantes, t¥ = (—®4M) : Mod-A — Mod-B 'y también
WM = Hompg(M,—) : Mod-B — Mod-A. Entonces el isomorfismo (3.14) se escribe como

o v : Homp(tM L, N) — Homy (L, i N),

para todo L €€ Mod-A, N €€ Mod-B. Los funtores t y ™ son ejemplos de la definicién
siguiente.
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Definicion 3.46. Sean C y D dos categorias y sean F: C — Dy §: D — C dos funtores. Se
dice que G es un adjunto a la derecha de J, y que J es un adjunto a la izquierda de G, si
hay isomorfismos naturales

Na,p : Homp (FA,B) i>HomC(A,SB), paratodo Ac€eC, BeeD.

La naturalidad de los 14 g en A y B quiere decir que: (i) para cada B fijo, A — 14 p €s una
transformacion natural de g o J en hgp; y (ii) para cada A fijo, B +— 14 p es una transfor-
macién natural de 274 en i 0 G.

Ejemplo 3.47. Si M es un A-B-bimédulo, los funtores t* : Mod-A — Mod-By i : Mod-B —
Mod-A son adjuntos. Por la Proposicion 3.45, sélo hay que verificar la naturalidad de los
isomorfismos az . Si ¢ € Homy(L,L'), se requiere que el siguiente diagrama conmuta:

Q
Homg(tV L,N) —" Hom, (L, WM N)

(‘P®1M)*T Tq)*
o N

Homp(t¥ L',N) —>Homy (L' ,i" N)

Ademds, si y € Homg(N,N' ! ), se requiere la conmutatividad del diagrama

o,
Homp (" L,N) —=> Homy (L, ™ N)

a

Homp(t¥ L, N') —> Homy (L, 1 N')
Es fécil chequear que estos dos diagramas conmutan.

Definicion 3.48. Un A-mdédulo a la izquierda M es llano si para cada morfismo inyectivo
g: R— Sen Mod-A, el homomorfismo g# = g® 137 : R4 M — S®4 M es también inyectivo.

Un A-médulo a la derecha R es llano si para cada morfismo inyectivo f: M — N en
A-Mod, el homomorfismo f; = 1y ® f : R®a M — R®4 N es también inyectivo.

Lema 3.49. Un A-médulo M €€ A-Mod es llano si y sélo si el funtor tY = (— @4 M) es
exacto. Un A-médulo R €€ Mod-A es llano si'y solo si el funtor tg = (R®4 —) es exacto.

Demostracion. Basta probar la segunda afirmacion; la primera se demuestra de modo simi-

lar. Sea, entonces, OHLLM 8 .N—0 una sucesién exacta corta en A-Mod. Para la

sucesion corta siguiente,

0— = ROIL o RosM 5= R N ——0,

la Proposicion 3.36 muestra que gy es sobreyectivo y que im fy = kergy. Como f es un
monomorfismo, esta sucesion corta de grupos abelianos es exacta si y s6lo si f; es también
inyectivo, lo cual queda garantizado si y sélo si R es llano. 0
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Lema 3.50. El anillo A es un A-modulo llano, tanto en A-Mod como en Mod-A.

Demostracion. Basta mostrar que A sea llano en Mod-A. Si N €€ A-Mod, entonces hay un
isomorfismo By: A ®4 N — N dado por By(a®y) := ay. Si f € Homy(M,N) es inyectivo,
entonces el siguiente diagrama:

conmuta, porque sia € A, x € M, vale

By (fila®@x)) = Bn(a® f(x)) = af(x) = f(ax) = f(Bu(a @ x)).
Luego f; = By o f o By es inyectivo cuando f es inyectivo. [l

Proposicion 3.51. Si N = @ ;c;N; en A-Mod, entonces N es un A-mddulo llano si'y sélo si
cada sumando directo N es un A-mddulo llano.

Demostracion. La Proposicion 3.34 construye, para cada A-médulo a la derecha R, un iso-
morfismo

9R2R®ANi>@(R®ANj) dado por QR(T@)()}]')]') :=(r®yj)j.
JjeJ

Estos isomorfismos son naturales: si S es otro A-médulo a la derecha y si g € Homg (R, S),
entonces hay un homomorfismo de grupos abelianos

§:PRRAN) — P (S@aN;) : (r@y;);— (8(r) ®y;);
jeJ jeJ

que hace conmutar el siguiente diagrama:

9
R@AN —>@c;(R®aN;)

g®1Ni lg
O

S@aAN —= @D jc;(S®aN;).

Supdngase que g: R — S es un monomorfismo en Mod-A. Como 6O y 65 son isomorfismos,
g ® Iy es inyectivo si y solo si § es inyectivo, si y solo si cada g ® ly; es inyectivo. 0

Corolario 3.52. Cada A-modulo proyectivo es un A-modulo llano.

Demostracién. Si L es una A-médulo libre, entonces L ~ AY) para algiin J. El Lema 3.50 y
la Proposicién 3.51 muestran que A) es un A-médulo Ilano.

Si P es un A-mddulo proyectivo, entonces hay otro A-mdédulo (también proyectivo) R y
un A-médulo libre L tal que L ~ P& R. La Proposicion anterior muestra que Py R son llanos
porque L es llano. 0
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Ejemplo 3.53. Hay A-mddulos 1lanos que no son proyectivos, aun cuando A = Z. Se dice
que un grupo abeliano H es libre de torsion si O es el tnico elemento de orden finito en H.
Resulta que H €€ Ab es un Z-mddulo llano si y s6lo si H es libre de torsién. En particular,
el grupo aditivo Q de ndmeros racionales es un Z-modulo llano.

Por otro lado, (Q no admite una base como Z-médulo (;por qué no?), asi que Q no es un
Z-modulo libre, asi que tampoco es un Z-mddulo proyectivo, por el Corolario 3.5.

3.4 Equivalencia de Morita para anillos

Si A y B son anillos isomorfos, entonces las categorias A-Mod y B-Mod son también iso-
morfos. (Si ¢: A — B es un isomorfismo, se puede considerar cada M €€ B-Mod como un
A-mddulo a la izquierda, al definir a-x := ¢(a)x para a € A, x € M. De este modo se obtiene
un funtor Ty : B-Mod — A-Mod tal que ToM =My T f = f para f € Mor(B-Mod), el cual
es un isomorfismo de categorias.) Como ya se ha observado, esta nocion de isomorfismo
categdrico es muy restrictivo. Seria mds interesante establecer condiciones sobre un par de
anillos A y B que garantice que las categorias A-Mod y B-Mod sean equivalentes.

Lo ideal seria obtener dos funtores F: A-Mod — B-Mod y G: B-Mod — A-Mod, bajo
condiciones apropiadas, que son cuasiinversos uno del otro. De este modo, a cada A-mddulo
se le hace corresponder un B-mddulo mediante una receta explicita. Un importante trabajo
de Morita identifica esas condiciones y permite exhibir esas correspondencias.

Definicion 3.54. Sea M un A-médulo a la derecha. El dual de M es el A-mddulo a la
izquierda
M* :=Homy (M,A)

donde la accién a la izquierda de A sobre M* es dado por
(af)(x):=af(x), para a€A, feM"' xcM.

Sea B := End4 (M) = Homgy (M, M). Al escribir bx := b(x) para b € B, x € M, resulta que M
es un B-A-bimodulo, ya que

b(xa) =b(x)a= (bx)a para a€A,beB,xeM,
por la A-linealidad de cada b € End4 (M).
Lema 3.55. Si M €€ Mod-A y si B=End4 (M), entonces M* es un A-B-bimédulo, al definir
(af)(x):=afx),  (fb)(x):=f(bx), (3.15)

paraa €A, beB, feM*, xeM.

8E] articulo basico fue: Kiiti Morita, Duality for modules and its applications to the theory of rings with min-
imum condition, Scientific Reports of the Tokyo Kyoiku Daigaku 6 (1958), 83—142. Hoy en dia existen varias
versiones de sus teoremas para anillos y hay teoremas andlogos en otros contextos, tales como los grupoides
simplécticos y las C*-dlgebras. Aqui se sigue el enfoque de Jacobson en su libro Basic Algebra II.
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Demostracion. El primero de las férmulas (3.15) repite la definicién de af, el segundo dice
que fb:= fobenHomy(M,A).

Evidentemente (a(f1 + f2)) : x — a(fi + f2)(x) = afi(x) + afo(x) = (afi +af2)(x) y
también (f) + fo)ob = flob+ frob para fi, fo» € M*. Ademas, siaj,ap € Aysiby,by €A,
entonces

(a1a2)f : x— a1an f(x) = ay(aaf)(x), fobiby = fobioby=(foby)ob,.

Luego f+— afy f+— fb definen acciones de A a la izquierda y de B a la derecha sobre M*.
Para ver que estas acciones son compatibles, fijese que

a(fb) = (af)b : x—af(b(x)),
todovezquea € A,beB, f e M*. O

Definicion 3.56. Sea M un A-mdédulo a la derecha. Si x € M, f € M*, la notacion

(f,x) = f(x) €A

define un apareamiento M* x M — A que es aditivo en ambos variables, absorbe las acciones
de A a cada lado, y ademds es B-equilibrado:

(fyx1+x2) = (f,x1) + (f,x2),
(f1 + f2,%) = (f1,%) + (f2,%),
(fixa) = (f,x)a,
(af,x) =a(f,x),
(fb,x) =(f, bx). (3.16)

Estas propiedades son, respectivamente, la aditividad de cada f € M*; la definicién de suma
de homomorfismos; la A-linealidad de f; la definicién de af; y la definiciéon de fb. La
primera, segunda y quinta propiedades establecen la existencia de un homomorfismo

e:M @M — A dadopor e(f®x):=(f,x),
llamada evaluacion. Las otras propiedades dicen que e es un morfismo de A-A-bimddulos.

Definicion 3.57. Sea M un A-médulo a la derecha. Six € M, f € M*, se define [x, f] € B=
End, (M) por’
Sz xf(2).

9En la fisica cudntica, la notacién de Dirac introduce unas expresiones andlogas, pero no idénticas, a estos
apareamientos de médulos. Dirac denota por |A) el autovector de cierto operador lineal que corresponde al
autovalor A € C. Se escribe (1| para denotar un forma lineal sobre vectores (un elemento del espacio de Hilbert
dual), y la evaluacién de (u| sobre el vector |A) por (it |A), el llamado “bra-ket” (del vocablo inglés bracket,
corchete). El operador de rango uno |v) — |A) (i | V) se denota por |4){u], el llamado “ket-bra”. Por analogfa,
las expresiones [x, f] del contexto actual son llamados ket-bras por algunos autores.
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Este es un apareamiento M x M* — B que es aditivo en ambos variables, absorbe las acciones
de B a cada lado, y ademas es A-equilibrado:

[X] —l—Xz,f] = [x1>f] + [x27f]7
x, f1+ f2] = [x, il + [x, fo,

[x, fb] = [x, f1b,
[bx, f] = b[x, ],
[xa, f] = [x,af]. (3.17)

Estas propiedades se verifican al evaluar ambos lados de cada ecuacién sobre un elemento
z € M. Ellas establecen la existencia de un morfismo de B-B-bimddulos

viM@uM* — B dadopor v(x® f):=[x,f].

Lema 3.58. La dos apareamientos (-,) : M* xM — Ay [-,-] : M x M* — B son compatibles
en el sentido de que

X, fle=x(f2),  glxfl=(gx)f
parax,z €My f,g € M*.

Demostracion. La primera igualdad es la definicion de [x, f] en B. Para la segunda, obsérvese
que para todo z € M, vale

(glx.f1,2) = g([x.f1,2) = g([x, flz) = g(x(f,2)) = g(x) (f.2) = (g:%) (f,2) = ((g:%) f,2),

asi que g[x, f] y (g,x) f son homomorfismos de M en A que tiene el mismo valor en cada
elemento de M. O]

Definicion 3.59. Un contexto de Morita es un sexteto (A,B,M,N,e,v), donde

e Ay B son anillos;

M es un B-A-bimédulo y N es un A-B-bimoédulo;

e: M*®pM — A es un morfismo de A-A-bimé6dulos;

v:M®4M* — B esun morfismo de B-B-bimddulos; y

al escribir (y,x) := e(y®x) y también [x,y| := v(x®y) parax € M,y € N, valen

[, ylz=x(2), wlxy = (wx)y paratodo x,z€M,yweN.

Ejemplo 3.60. Si M es un A-mdédulo a la derecha, las definiciones y los lemas anteriores
dicen que (A,Ends(M),M,M* e,v) es un contexto de Morita.

Por la simetria de las férmulas anteriores, (Ends(M),A,M*,M,v,e) es otro contexto de
Morita.
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Ejemplo 3.61. Sea A un anillo y sea n € N*. Sea A" y "A dos copias del A-mdédulo libre de
rango n, cuyos elementos son organizados como columnas y filas, respectivamente (véase el
Ejemplo 3.41). A cada columna x € A" le corresponde su transpuesta x' € "A. Definase dos
homomorfismos e, v por

ey @x):=yxeA,  v(x®)y):=xy € M,(A),

para x,y € A”. Entonces (A,M,(A),A","A, e,v) es un contexto de Morita.

Es evidente que e es sobreyectiva. Cualquier matriz C € M, (A) es una suma finita C =
Y. jCij €i€§~ donde {ey,...,e,} es la base estindar de A”; por tanto, v es sobreyectivo. De
hecho, e y v son biyectivos, en vista del teorema que sigue.

Definicion 3.62. Sea M un A-médulo a la derecha. Dendétese por T'(M) el subgrupo aditivo
de A generado por { (f,x): f € M*, x€ M}. Como (-,-) absorbe las multiplicaciones por
elementos de A, véase (3.16), T (M) es un ideal (bilateral) de A, llamado el ideal de traza del
moédulo M. Se dice que M es un generador de Mod-A si T(M) = A o, lo que es 1o mismo, si
leT(M).

De igual manera se define 7'(N) para un A-mddulo a la izquierda N; se dice que N es un
generador de A-Mod si T(N) = A.

Un A-médulo a la derecha M es un progenerador si'® (i) M es un generador de Mod-A;
y (ii) M es proyectivo y finitamente generado en Mod-A.

Teorema 3.63 (Morita I). Sea (A,B,M,N,e,v) un contexto de Morita en donde los homo-

morfismos e, v son sobreyectivos. Entonces:'!

(a) M es un progenerador en Mod-A y en B-Mod; también, N es un progenerador en
A-Mod y en Mod-B.

(b) Las aplicaciones e : M* QM — A, v : M @4 M* — B son isomorfismos.

(c) Al poner (y| : x — (y,x), la correspondencia y — (y| : N — M* = Homy (M,A) es un
isomorfismo de A-B-bimddulos. También, al poner |x) :y — (y,x), la correspondencia
X+ |x) : M — N* = Hompg(N,B) es un isomorfismo de B-A-bimédulos.

(d) Al poner A(b) : x — bx, se obtiene un isomorfismo de anillos A : B — End(M). Tam-
bién, al poner A'(a) : y — ay, se obtiene un isomorfismo de anillos A": A — Endg(N).

(e) Los funtores tN = (— @, N) y tM = (— @p M) definen una equivalencia de categorias
entre Mod-A y Mod-B. También, los funtores tyy = (M Q4 —) y tn = (N ®p —) definen
una equivalencia de categorias entre A-Mod y B-Mod.

10E] Jamentable vocablo progenerador indica simplemente un generador proyectivo; la generacién finita se
da por sentado.
""Hay una convencién que reparte los resultados de Morita en tres teoremas, denombrados I, II, II.
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Demostracion. Por la simetria del enunciado bajo A < B, M < N, e < v, basta mostrar una
afirmacion en cada inciso.

Ad(a): La sobreyectividad de v implica que Y [e;,u;] = 1 en B para unos elementos
{e1,...,em} CMy{uy,...,un} CN. Luego, six € M, vale

m

m
:Ze,,u, Z (uj,x) (3.18)
=1

Entonces, al definir f; € M* por f;(x) := (u},x), se ve que los conjuntos {ej,...,e,} CMYy
{fi,---,fm} C M* definen una base proyectiva de M como A-médulo a la derecha. (Véase el
Ejercicio 3.4.) Luego M es proyectivo en Mod-A. Ademads, la férmula (3.18) muestra que M
es generado por el conjunto finito {ey,...,e,}.

La sobreyectividad de e implica que cadaa € A es de la formaa =Y, [y;, x;| para algunos
elementos x; € M, y; € N. Por tanto A = T' (M), asi que M es un generador en Mod-A.

Ad(b): Como e es sobreyectivo, hay elementos {cy,...,c,} CTMy {vi,...,v,} CN
tales que Y} (vk,ck) =l en A. Si Y] ;v ®x; € kere, de modo que Y./, (y;,x;) =0 en A,
entonces

.
Z,yi®xi =Y yi®xi(vi,cx) Zyz [xi, vi €

ik
n
=Y vilivd ©ck =Y isxi) i ®@cx = Y, 0®¢, =0.
ik ik k=1

Luego e es inyectivo. Se comprueba que v es inyectivo de igual manera.
Ad(c): Sia€A,beB,xc€M,y€< N, entonces

(ay|(x) = (ay,x) = a(y,x) = a (y|(x),
(yb|(x) = (yb,x) = (y,bx) = (y|(bx) = (y[b(x),

asi que y — (y| : N — M* es un homomorfismo de A-B-bimddulos. Si (y| =0 en M*, entonces
(y,x) = 0 para todo x € M, luego y = Z’}‘:]y[ej,uj] = ZTzl(y,ej)uj = 0 en N; por ende,
y — (y| es inyectivo.

SifeM* seaw:=Y"", f(e;)u; € N. Entonces, para cada x € M vale

wl(x i (Zef i) = £ L fesuilx) = 1o

J=1

por tanto (w| = f. Luego, y — (y| es sobreyectivo.

Ad(d): Laigualdad (bx)a = b(xa) muestra que la correspondencia x — bx es A-lineal a
la derecha; luego, A (b) € End4 (M) para cada b € B. Las identidades (b| + by)x = bjx+ byx,
(b1by)x = by (bpx) muestran que A : B — End (M) es un homomorfismo de anillos.

SiA(b) =0, entonces bx = 0 parax € M, asi que b =YL blej,u;| =Y [bej,u;] = 0.
Por tanto, A es inyectivo.
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Sif € Ends(M), sead := Y |[B(e;),u;] € B. Para cada x € M, vale

=f Ble).ujx f u,,x>:p(jile,-<u,~,x>)zﬁ(f[ej,u,.]x):mx),

J=1

asi que B = A(d). Luego, A es sobreyectivo.

Ad(e): EI funtor compuesto tM#V: Mod-A — Mod-A cumple t”t¥R = (R®4 N) @ M
para R €€ Mod-A. Ahora hay una cadena de isomorfismos

1r®e ﬁ
(R®4N) R5M = R@, (N@gM) X RosA >R

obtenidos de la Proposicion 3.43, la parte (b) de este mismo Teorema y del Lema 3.32.
Su composicién O := Bro (1g ®e) o Wg define un isomorfismo natural 8: MtV — 1yog-a.
Ademis, el funtor compuesto V¥ : Mod-B — Mod-B cumple V" S = (S®@p M) ®4 N para
S €€ Mod-B. Hay otra cadena de isomorfismos

1 Bs
(S@sM) oaN e S (M@sN) 225 S@pB 5§

cuya composicién 1s := 4o (15 ®v) o y§ define un isomorfismo natural 17: tNt" — 1y0q-5.
De esta manera se ha construido una equivalencia de categorias entre Mod-A y Mod-B. [

Proposicion 3.64. Si (A,B,M,N,e,v) es un contexto de Morita con e y v sobreyectivos, en-
tonces los centros de los anillos A y B son isomorfos: Z(A) ~ Z(B).

Demostracion. La parte (d) del Teorema 3.63 construye un isomorfismo de anillos A : B —
Ends (M) con los operadores de multiplicacion a la izquierda A () : x — bx. De modo similar,
las operadores de multiplicacién a la derecha p(a): x — xa conforman un antiisomorfismo'?
p: A — Endg(M); fijese que

plaraz)(x) =x(ajaz) = (xay)az = p(az)p(ar)(x) paratodo aj,ay €A, x € M.
Denétese por End(M) el anillo de endomorfismos de M como grupo abeliano. Entonces
Ends (M) y Endg(M) son subanillos de End(M), a saber,

Endg(M) ={B € End(M) : B(xa) =B (x)asiac A},
Endg(M) ={a € End(M) : oe(bx) = bo(x) sib € B}.

La condicién (bx)a = b(xa) y la sobreyectividad de A y p muestran que cada uno de estos
subanillos centraliza el otro. Luego

Z(Ends(M)) = Ends (M) NEndp(M) = Z(Endg(M)).

El isomorfismo A : B — End (M) y el antiisomorfismo p : A — Endg(M) inducen, por re-
striccion a los centros en cada caso, dos isomorfismos A : Z(B) — Z(Ends(M)) y p : Z(A) —
Z(Endg(M)). Luego Z(A) ~ Z(B) mediante el isomorfismo A ! o p. O

12Un antiisomorfismo entre dos anillos es una biyeccion aditiva que revierte el orden de la multiplicacion.
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Definicion 3.65. Dos anillos son Morita-equivalentes, escrito A X B, si existen bimodulos
M y N e isomorfismos e, v tales que (A,B,M,N,e,v) sea un contexto de Morita.

Ejemplo 3.66. Si P es un progenerador para Mod-A, entonces los anillos A y Ends(P) son

Morita-equivalentes. De hecho, con B := End4(P) se puede formar el contexto de Morita

(A,B,P,P* e,v) del Ejemplo 3.60. Al leer la parte (a) de la demostracién del Teorema 3.63

contrario sensu, se observa que P es un progenerador si y sdlo si e y v son sobreyectivos.
Notese el corolario de que A ~ Endg(P*) en este caso.

Ejemplo 3.67. Si A es un anillo y n € N*, entonces A y M,(A) son Morita-equivalentes.
Esto es una consecuencia directa del Ejemplo 3.61; o bien, se puede observar que A" es un
progenerador para Mod-A.

Notese el corolario de que Z(M,(A)) ~ Z(A); en particular, vale Z(M,(A)) ~ A cuando A
es conmutativo.

El segundo teorema de Morita, apodado “Morita II”, establece que las categorias Mod-A
y Mod-B son equivalentes si y s6lo si A y B son anillos Morita-equivalentes. En mds detalle:
dados dos funtores F: Mod-A — Mod-B y G: Mod-B — Mod-A que son cuasiinversos, se
puede construir progeneradores P para Mod-A y Q para Mod-B tales que § ~ 1% y G ~ P
mediante isomorfismos naturales. '

3.5 Ejercicios sobre médulos proyectivos e inyectivos

Ejercicio 3.1. Encontrar dos funciones f: Z/2 —7Z/4y g: 7./4 — 7./2 tales que el diagrama
0—2z/2 74 2.7/2—0

sea una sucesion exacta corta (SEC) de Z/4-médulos. Mostrar que esta SEC no escinde.
Concluir que un submddulo de un médulo proyectivo no es necesariamente proyectivo.

Ejercicio 3.2. (a) Si e € A es un elemento idempotente (es decir, €2 = ¢) del anillo A, mostrar
que el A-mddulo ciclico Ae es proyectivo.

(b) Si p = [pij] € Mx(A) es una matriz idempotente, sea A”p el A-médulo (a la izquierda)
con elementos ¢p, donde cada ¢ € A" se considera como “vector de fila” con n entradas.
Mostrar que A" p es un A-mdédulo proyectivo.

Ejercicio 3.3. Si A es un anillo conmutativo y si M, N €€ A-Mod, mostrar que Homy (M, N)
es también un A-médulo, al definir (a@)(x) := @(ax) paraa € A, ¢ € Homy(M,N), x € M.
Si Py R son A-mddulos proyectivos, mostrar que Homy (P, R) es un A-mddulo proyectivo.

13Un tercer teorema, “Morita III”, es aplicable cuando dos anillos A y B son Morita-equivalentes: clasifica las
diversas equivalencias entre Mod-A y Mod-B en términos de clases de isomorfismos de progeneradores P que
cumplen P®4 P* ~ By P*®p P ~ A. Véase, por ejemplo, el libro: Carl Faith, Rings, Modules and Categories I,
Springer, New York, 1973.
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Ejercicio 3.4. Si M es un A-mddulo a la izquierda, su dual M* := Homy (M,A) es un A-
modulo a la derecha. Una parte {x; : j € J} C M se llama una base proyectiva de M si hay
{@;j:jeJ} CM*tal que, paracadax € M, { @;: fj(x) # 0} es finito y vale

xX= Z 0j(x)x;.
JjeJ
Mostrar que un A-médulo P es proyectivo si y sélo si P posee una base proyectiva.

Ejercicio 3.5. Sea P un A-mddulo (a la izquierda) proyectivo y finitamente generado. Mostrar
que P* =Hom(P,A) es un A-médulo (a la derecha) proyectivo y finitamente generado.

Concluir que el homomorfismo natural np: P — P** es biyectivo.

Ejercicio 3.6. En la categoria A-Mod, mostrar que el pullback del diagrama LLN £ m
se obtiene como sigue:

R-—C-m

ql Js

L . N
Sea R:={(x,y) e L&M : f(x) = g(y) }; definase p(x,y) :=y, g(x,y) := x para (x,y) € R.
[ Indicacion: Es cuestion de mostrar que este cuadrado es conmutativo y que es un objeto

terminal de entre todos los cuadrados conmutativos que incluyen el diagrama original. |
Comprobar que si f es sobreyectivo, entonces p es también sobreyectivo.

Ejercicio 3.7 (Lema de Schanuel). Si0—L—>pP 5N —0y0—M -0 X N—0

son dos SEC de A-mddulos con Py Q proyectivos, mostrar que L& Q ~ M & P.

[ Indicacién: Considérese el pullback del diagrama P —5» N L 0.]

Ejercicio 3.8. En la categoria A-Mod, mostrar que el pushout del diagrama M AN 7, L se

obtiene como sigue:
N L, L
gi lj
M—=S§
Sea S:= (L®M)/K, donde K := {(f(z),—g(z)) : z € N }; definase j(x) := (x,0) + K para
x € Ly ademis i(y) := (0,y) + K paray € M.
[ Indicacion: Es cuestion de mostrar que este cuadrado es conmutativo y que es un objeto

inicial de entre todos los cuadrados conmutativos que incluyen el diagrama original. |
Comprobar que si f es inyectivo, entonces i es también inyectivo.

Ejercicio 3.9. Seam € Nconm > 2.

(a) Mostrar que Homy(Z/m,Z) = 0 pero Homz(Z/m,Q/Z) # 0. Concluir que el funtor
Homy,(Z/m,—) no es exacto.

(b) Mostrar que Homy(Q,Z) = 0. Concluir que el funtor Homy(—,Z) no es exacto.
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Ejercicio 3.10. Si A es un anillo entero, sea F = {a/b:a,b € A, b # 0} su cuerpo de
fracciones. Si J es un ideal de A y si f: J — F es un A-homomorfismo, mostrar que la
funcion x — f(x)/x es constante, parax € J \ {0}. Deducir que F es un A-mdédulo inyectivo.

Ejercicio 3.11. Sea R un A-mddulo a la izquierda y sea S un A-médulo a la derecha. De-
mostrar que los tres funtores

(a) K" =Homy(R,-); (b) hgr =Homy(—,R); (¢) ts=(S®a—);

llevan sucesiones exactas cortas escindidas de A-moddulos (a la izquierda) en sucesiones
exactas cortas escindidas de grupos abelianos.

Ejercicio 3.12. (a) Sim,n € N* y si d = mcd(m,n) > 1, demostrar que Z/m ®y, Z/n~7/d.
(b) Demostrar que Z/m ®z, mZ ~ 7./ m.

Ejercicio 3.13. Demostrar que Q ®7 Q ~ Q, con un isomorfismo explicito.

Ejercicio 3.14. Si A es un anillo conmutativo y si M y N son A-mddulos, construir y verificar
un isomorfismo de A-médulos 7: M Q4 N =N XA M.

Ejercicio 3.15. Si M es un A-mddulo a la izquierda, si N es un B-mddulo a la izquierda y si
L es un B-A-bimddulo, construir y verificar un isomorfismo de grupos abelianos:

Homp(L ®4 M,N) ~ Homy (M,Homg(L,N)).

Ejercicio 3.16. Sea M un A-mddulo a la derecha llano y sea N un A-B-bimddulo que es llano
como B-médulo a la derecha. Demostrar que M ®4 N es llano en Mod-B.

Ejercicio 3.17. Si A y B son dos anillos Morita-equivalentes, comprobar que la categoria de
A-A-bimoddulos y la categoria de B-B-bimddulos son equivalentes.
[ Indicacién: Para el contexto de Morita (A, B,M,N,e,v), considerar el funtor M ®4 —®4 N. |

Ejercicio 3.18. Si M es una A-mddulo a la derecha, sea T (M) su ideal de traza en A (las sumas
finitas de elementos f(x), con x € M, f € M*). Se dice que R €€ Mod-A es un generador
de Mod-A si cualquier M €€ Mod-A es una suma (no necesariamente directa) de submoédulos
M =Y jc;g;(R) donde cada g; € Homy (R, M). [ Nota: el A-mddulo trivial A es un generador

porque hay una aplicacion cociente 1) : AY) — M; ademés, R es un generador si alglin R" es un
generador. ]| Demostrar que las siguientes condiciones sobre R €€ Mod-A son equivalentes:

(a) R esun generador de Mod-A.

(b) El funtor AR = Homy (R, —) es fiel.

(c) T(R)=A.

(d) El A-médulo trivial A es un cociente de R”, para algin n € N*,

[ Indicacién: Para (b) = (c), considerar la aplicacién cociente p: A — A/T(R). ]
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Ejercicio 3.19. Dos anillos A y B son Morita-equivalentes, escrito A ~N B, si hay un contexto
de Morita (A,B,M,N,e,v) con e, v isomorfismos. Demostrar que esta es una relacion de
equivalencia (en particular, que esta relacion es transitiva.)

Ejercicio 3.20. Sea (A,B,M,N,e,v) un contexto de Morita. El anillo vinculador C se define
como sigue. Los elementos de C son las matrices

(Z Z), con acA,beB,xeM,yeN.

La sumas se define entrada por entrada; el producto es dado por

(al )H) (az yz) o (alaer(yl,xz) ary2+yibs )
x1 b)) \x2 b)) xia+bixy  [x1,y2] +b1by )’
donde se escribe (y1,x2) := e(y; ®x2) y también [x,y2] 1= v(x] ® 7).

(a) Verificar en detalle que C es un anillo.

(b) Comprobar que N & B es un C-B-bimédulo y que A & N es un A-C-bimddulo.

(c) Si e, v son isomorfismos, mostrar que C ~ Endg(N @ B). (Es vilida la implicacién
inversa?
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4 Elementos de Algebra Homologica

Quizas el concepto mds importante de la teoria de médulos es el concepto de homologia. En
muchas aplicaciones se presentan sucesiones exactas de grupos abelianos, espacios vectoria-
les, o médulos sobre un anillo fijo A; acompaifiadas con otras sucesiones que no son exactas,
pero que tienen la propiedad mas débil de que la composiciéon de dos morfismos consecu-
tivos es cero. La homologia se presenta como una familia de grupos abelianos [0 espacios
vectoriales, o A-mddulos] que mide la falta de exactitud de la sucesion de marras.

4.1 Complejos de modulos

La nocién principal en homologia es un complejo de médulos sobre un anillo. Como el
nombre indica, se trata de varios médulos, ligados por ciertos homomorfismos. Hay dos
maneras de presentar complejos; en el fondo los dos puntos de vista son equivalentes, pero
las aplicaciones enfatizan una alternativa sobre la otra. Aqui serdn presentados en paralelo.

Definicion 4.1. Sea A un anillo cualquiera. Un complejo (de cadenas) de A-mddulos es
una familia {C,, : n € Z } de A-mddulos, junto con un A-homomorfismo J,: C, — C,_| para
cada n, tales que 0,_1 06, =0 en Homy(C,,C,—7) para todo n. Un complejo de cadenas
queda ilustrado asi:

6}1+1 6 6n71
T n+14>c 4>Cn 1 Ci2
Se denota por C, := P, C, la suma directa de todos estos A-médulos.! Entonces los 8, son

componentes de un A-homomorfismo §: C, — C,, llamado la diferencial del complejo, tal
que 8(C,) C C,_1 para cada n y ademas 8% = 0. Este complejo serd denotado por (Cs, ).
Los elementos de C, se llaman n-cadenas.

Si C, = 0 para n < 0, se dice que el complejo de cadenas (C,,0) es positivo. Si hay
enteros r < s tales que C,, # 0 s6lo si r < n <, se dice que (C,,0) es un complejo acotado.

El segundo punto de vista resulta de colocar C" :=C_, y d,, := 6_, en un complejo de
cadenas.

Definicion 4.2. Un complejo (de cocadenas) de A-médulos es una familia {C" :n € Z } de A-
médulos, junto con un A-homomorfismo d,: C* — C"+! para cada n, tales que d,,.. od, =0

en Homy (C", C”+2) para todo n. Un complejo de cocadenas queda ilustrado asi:

d dn+1

- 5 Cn—] dn;l>cn *”> Cn+1

Cn+2

Se denota por C* := @, C" la suma directa de todos estos A-mddulos. Los d,, son compo-
nentes de un A-homomorfismo d: C* — C*, llamado la diferencial del complejo, tal que
d(C") C C"*! para cada n y ademds d> = 0. Este complejo serd denotado por (C*,d). Los
elementos de C" se llaman n-cocadenas.

Si C" = 0 para n < 0, se dice que el complejo de cocadenas (C*,d) es positivo.

IE] simbolo e denota un “indice anénimo™.
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Definicion 4.3. Considérese la categoria pequefia S cuyos objetos son todos los conjuntos

[m] :={0,1,...,m} param € N, y en la cual los morfismos en Homs([m],[n]) son las fun-

ciones no decrecientes f: [m| — [n]; es decir, 0 < j <k <mimplica 0 < f(j) < f(k) <n
Dendtese por A” el n-simplice estandar,

A" :={(tg,...,tn) e R :cadat; > 0; to+1 4+ +1t, =1}

Si (eo,...,e,) denota la base estindar de R"*!, entonces los elementos de A" son combina-
ciones convexas de los vértices e;. Una aplicacion afin®> h: A" — A" queda determinada
por los vectores {h(e;) : j=0,1,...,m}. En particular, cada morfismo f: [m] — [n] de S
determina una aplicacién afin f: A™ — A" por f(e;) :=e 1)

En particular, la k-ésima faceta de A" es 9%(A"~!), con 9% = d¥, donde d*: [n— 1] — [n]
es el (inico) morfismo que omite k:

dk() Js st j <k,
j+1, sij>k

El conjunto d¥(A"~!) es la envoltura convexa de los vértices {e,...,ex_1,€xr1,-..,€n}, €S
decir, la faceta de A" opuesta al vértice e¢y.

Ejemplo 4.4. Sea X un espacio topolégico. Una n-simplice singular en X es una funcién

continua 6: A" — X. Sea C,(X,Z) el grupo abeliano libre generado por todos los n-simplices

singulares en X. Sus elementos, llamados n-cadenas en X, son “sumas formales” finitas
+_,m; o; con coeficientes m; € Z.

Para cada f € Homg([m], [1]) hay un homomorfismo de grupos F*: C,(X,Z) — Cyy(X,7Z)
determinado por F*o := o o f. En otras palabras, la correspondencia [n] — C,(X,Z) deter-
mina un funtor contravariante F: S° — Ab.

Definase el homomorfismo de borde 6,: C,(X,Z) — Cy_1(X,Z) por

n

8,6:= Y (1) (c0dk).

k=0

(Geométricamente, &, reemplaza la funcién o : A" — X por una suma alternada de las restric-
ciones de o a cada una de sus facetas. Esta suma alternada es una (n — 1)-cadena singular.)
Debe notarse que

81_1(8,0) (—D)*5o(d%0al )
k=01=0
=Y (-D)o0(9f0dl )+ Y (1) o0 (ah0d ), 4.1)
k<l k>1

2Una aplicacién afin g: X — Z entre dos conjuntos convexos X C R"™*! y Z C R**! es una funcién que
cumple g((1 —#)x+ty) = (1 —1)g(x) +1g(y) parax,y € X, 0 <t < 1. En otras palabras, g es la restriccién de
una aplicacién lineal de R"*! en R"*!
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al notar que d,’; ocifl_1 = d,l, oa”éj si k > [. De hecho, los dos lados de esta igualdad llevan
Jjr jpara j<l, jrjt+lparal < j<k—1, jr j+2parak—1< .

Al cambiar (I,k—1) — (k, ) en la Gltima sumatoria de (4.1), que también cambia la condicion
k>lenl>kyelsigno (—1)! en (—1)"***1 asi que 8, 1(8,0) = 0 por cancelacién de
signos.

Luego, (Ce(X,Z),0) es un complejo de cadenas, llamado el complejo singular del espa-
cio topologico X.

Ejemplo 4.5. Sea M una variedad diferencial real, compacta y sin borde, de dimensién n.
(Como ejemplos, puede mencionarse la esfera S”, el toro T" —el producto cartesiano de n
circulos— el plano proyectivo RP", entre otros.) Las funciones suaves f: M — R forman un
anillo A = C*(M,R) que en general admite muchos divisores de cero.’

Las formas diferenciales sobre M de grado k son elementos de un espacio vectorial real
Ak(M ,R). En coordenadas locales definidas sobre una carta local U C M, una tal k-forma se
escribe asi:

W= Z @ dx" Adx2 A - /\dxik,
[|=k
donde cada @y es una funcién suave de U en R; los indices I = {iy,...,i;} se escriben en orden
creciente, iy < I < --- < iy, ya que el “producto cufia” de diferenciales dx’ es anticonmutativa.
Parak =0,1,...,n, cada A¥(M,R) es un A-médulo proyectivo.*
La derivada exterior d = d; : A¥(M,R) — A1(M,R) se define por la férmula local

Jwy . - - :
do = Z_’ ZWJI X! ANdx't A - N dxk.
[I|=k j¢1

Es un ejercicio clasico de célculo diferencial (basado en la igualdad de derivadas parciales
mixtas de segundo orden) comprobar que d(d®) = 0. Luego (A*(M,R),d) es un complejo
acotado de cocadenas, llamado el complejo de de Rham® de la variedad diferencial M.

Definicion 4.6. Sea I un cuerpo cualquiera. Un algebra (asociativa) sobre [F es un anillo A
que es a la vez un espacio vectorial sobre F, tal que A(ac) = (Aa)c = a(Ac) paraa,c €Ay
A € TF; es decir, la multiplicacion escalar y el producto del anillo A son compatibles.

3La compacidad de M implica que todas estas funciones suaves son acotadas y que 1 € A. Para considerar
variedades no acotadas, se recomienda usar Ci’(M,R), el conjunto de funciones suaves que “se anulan en el
infinito”, el cual excluye la funcién constante 1. Para obtener un anillo, se agregan las funciones constantes;
el anillo resultante es isomorfo a C*(M™,R) donde M™ es la compactificacién de un punto de la variedad
localmente compacta M.

4Una variedad diferencial compacta admite una particién de la unidad finita: esta es una familia de fun-
ciones fi,..., fim € C*(M,R), cada f, con soporte en el dominio de una carta local U, de M, con valores no
negativos, tales que Y, f,(x) = 1 para cadax € M. Si w € A¥(M,R), entonces ® = Y™, f,@ y cada f,® tiene
una expansién como producto cufia de diferenciales sobre la carta U,. Los (f,dx't A --- Adxi¥)|y, forman una
base proyectiva de A¥(M,R) como médulo sobre C*(M, R).

En 1933, Georges de Rham demostré que la cohomologia de este complejo es finitodimensional y depende
solamente de la topologia (en vez de la estructura diferencial) de la variedad M.




MA-860: Teoria de Mddulos 97

Fijese que (a,c) — ac es una aplicacién [F-bilineal de A X A en A. Por tanto, da lugar a
una aplicacion F-lineal m: A ®p A — A definido por m(a ® c) := ac.

En lo sucesivo, cuando A y B son [F-dlgebras, se escribird A ® B simplemente, en vez de
A ®p B para denotar su producto tensorial sobre F.

Ejemplo 4.7. Sea A un dlgebra asociativa sobre un cuerpo F y sea M un A-A-bimddulo.
Definase otros A-A-bimédulos C,(A, M), para n € N, por

Ci(AM) =MRAR - - RQA=MRA",
N——
n veces

donde Cyp(A, M) := M y se toman productos tensoriales sobre F.
Definase el homomorfismo de borde B = B,: C,(A,M) — C,_1(A,M) —el cual es un
homomorfismo de A-A-bimédulos— por

n—1
Bx®a®- - ®ay) :=xa1Qa; Q- Qay + Z(—1)1x®a1®~--®ajaj+1®~--®an
j=1
+(—D"apx®a1®- - Qap_1, 4.2)

parax € M, ay,...,a, € A. Es facil verificar que f3,_; o 8, = 0. El complejo (Ce(A, M), ) se
llama el complejo de Hochschild de A con coeficientes en M.

En particular, al tomar M = A se obtiene C,(A,A) = A®(”+1); suele escribirse x = agp en
la férmula anterior.

Ejemplo 4.8. Sea A una [F-dlgebra asociativa, de nuevo, y sea M un A-A-bimédulo. Cada
aplicacién n-lineal @ : A" — M da lugar a una aplicacion lineal @ : A®" — M por la férmula
Pla1 @ - Ray) := @(ay,...,a,). Latotalidad de estas aplicaciones n-lineales de A" en M es
un A-A-bimédulos C"(A, M), donde C°(A,M) := M y C'(A,M) = Homg (A, M). Definase un
homomorfismo de coborde b = b,: C"(A,M) — C"*'(A,M) por

n—1
bo(ap,ay,...,ay) :=ao@(ay,...,a,)+ Z (=1)@(ao,ar,...,ajajt1,...,an)
j=1
+(=1)"¢(ao,a1,.--,an-1) an. (4.3)

Es fécil verificar que b, 11 ob, = 0. Luego (C*(A,M),b) es un complejo de cocadenas.
En particular, al tomar M = A* = Homp (A, F) se puede identificar C"(A,A*) con las for-
mas (n+ 1)-lineales sobre A o bien con el espacio F-vectorial dual de A%("+1) = C, (A, A).

Definicion 4.9. Sea A un anillo. Los complejos (de cadenas) de A-mddulos (a la izquierda)
forman una categoria A-Compl. Un morfismo de complejos f: (Ce,8) — (D, '), también
llamado una aplicacién de cadenas, es una familia de A-homomorfismos f,: C, — D, tales
que f,—106, =&, 0 f,:C, — D, paratodo n € Z. En otras palabras, el siguiente diagrama
es conmutativo:

8n+l S,

e G e Oy

fn+li fnl fnll
8 s

1
"*>Dn+1L>Dn*">Dn—1*>"‘
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De modo similar, un morfismo de complejos de cocadenas g: (C®,d) — (D°®,d’), también
llamado una aplicacion de cocadenas, es una familia de A-homomorfismos g,: C" — D"
tales que g,410d, =d"og,: C" — D" para todo n € Z. En otras palabras, el siguiente
diagrama es conmutativo:

d,_
.-*>Cn—1"*l>cni>cn+1*>...

gnli &n gn+ll
d’ d'

Definicion 4.10. Sea (C,, ) un complejo de cadenas de A-médulos. Una n-cadena x € C,, es
un n-ciclo si 6,x = 0; ademads, x es un n-borde si x = 6,1y para alginy € C,,, .

La totalidad de los n-ciclos es Z, := ker §,,, un A-submédulo de C,,. La totalidad de los
n-bordes es B;, :=1im §,, |, otro A-submodulo de C,,.

La condicién 6, 0 8,1 = 0 garantiza que B,, C Z,. El A-médulo cociente

H, :=Z,/B, =kerd,/imd,;

es el n-ésimo modulo de homologia del complejo (C,,0). El A-médulo He := @,,c7 Hy, es
la homologia (a secas) del complejo de marras. Fijese que H, = 0 si y s6lo si el complejo es
una sucesion exacta.

Definicion 4.11. Sea (C*,d) un complejo de cocadenas de A-mddulos. Una n-cocadena ¢ €
C" es un n-cociclo si d, @ = 0; ademds, ¢ es un n-coborde si ¢ = d,,_ y para algiin y € C"~ 1.
La totalidad de los n-cociclos es Z" := kerd,,, un A-submoédulo de C". La totalidad de los
n-cobordes es B" :=imd,,_;, otro A-submoddulo de C".
La condicién dy, od,—; = 0 garantiza que B" C Z". El A-mdédulo cociente

H":=Z7"/B" =kerd,/imd,_;

es el n-ésimo médulo de cohomologia del complejo (C®,d). El A-médulo H® := @,z H" es
la cohomologia (a secas) del complejo de marras. Fijese que H®* = 0 si y sélo si el complejo
es una sucesion exacta.

Ejemplo 4.12. La homologia del complejo singular (Ce(X,Z),0) se llama la homologia
singular H,(X,Z) del espacio topoldgico X. Este es un grupo abeliano, es decir, un Z-
modulo.

Ejemplo 4.13. Si M es una variedad diferencial real (compacta y sin borde), la cohomologia
del complejo (A®*(M,R),d) se llama la cohomologia de de Rham H3, (M) de la variedad
diferencial M. Este es un médulo sobre el anillo conmutativo C*(M,R).

En este caso, los k-cociclos son las k-formas cerradas: ® € Z¥(M,R) si do = 0. Los
k-cobordes son las k-formas exactas: @ € B*(M,R) si @ = dn para alguna (k — 1)-forma 7.
Entonces HY, (M) consta de clases de k-formas cerradas, médulo las k-formas exactas.
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Cada espacio vectorial real Cx(M,R) := C(M,Z) ®z R tiene dimension finita (ya que M
es compacta), igual al rango del sumando libre de torsién de Cy(M,7Z). Sus espacios vecto-

riales duales C*(M,R) := C(M,RR)*, junto con las aplicaciones lineales dj := &/ |, forman
6

+1°
el complejo de cocadenas singulares de la variedad M. La integracion sobre simplices,

I(a)):cr—>/ c'weR,
Ak

define una aplicacion de cocadenas /: A*(M,R) — C*(M,R). El teorema de de Rham mues-
tra que este morfismo induce un isomorfismo Hjy (M) ~ H*(M,R) entre las cohomologias de
de Rham y singular.” Este es el ejemplo paradigmatico de un fenémeno interesante: la misma
cohomologia puede calcularse mediante complejos distintos de diversa naturaleza.

Ejemplo 4.14. Si A es un dlgebra asociativa y M es un A-A-bimddulo, la homologia del
complejo (Ce(A,M), ) se llama la homologia de Hochschild de A con coeficientes en M.
En el caso particular M = A, se escribe HH,(A) := H,(A,A).

La cohomologia del complejo (C*(A,M),b) se llama la cohomologia de Hochschild de A
con coeficientes en M. En el caso particular M = A*, se escribe HH"(A) := H"(A,A™).

4.2 Sucesiones exactas cortas y largas

Muchas célculos en dlgebra homolédgica dependen de dos lemas principales, llamados Lema
de Cinco y el Lema de la Culebra.

Lema 4.15 (Lema de Cinco). Si el siguiente diagrama de A-modulos conmuta y tiene filas
exactas:

K—>p Loyt N_top (4.4)
I T A
A B T N

entonces:
(a) sit,v son epimorfismos y si w es un monomorfismo, entonces u es un epimorfismo;
(D) sit,v son monomorfismos'y si s es un epimorfismo, entonces u es un monomorfismo;
(c) sit,v son isomorfismos, si s es épico 'y w es monico, entonces u es un isomorfismo.

Demostracion. Como el inciso (c) es simplemente la unién de los incisos (a) y (b), s6lo hay
que verificar los dos primeros.
Ad(a): Seax € M’; se busca un elemento de xo € M tal que u(xg) = x'.

La notacién o*® € A¥(A¥,R) denota el pullback (o preimagen) de @ € A*(M,R) bajo un n-simplice
singular 6: A¥ — M, cuando & es una funcién suave. Un detalle técnico del teorema de de Rham garantiza que
puede asumirse que O es suave.

"Para una exposicién asequible del teorema de de Rham, véase, por ejemplo: Shigeyuki Morita, Geometry
of Differential Forms, American Mathematical Society, Providence, RI, 2001.
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Como v es sobreyectivo, hay y € N tal que v(y) = ¢'(x'). Ahora w(h(y)) = H (v(y)) =
I (g'(x)) = 0 porque &’ o g’ = 0. Como w es inyectivo, se obtiene A(y) = 0 en R.

Luego y € kerh = img, asi que y = g(x) con x € M. Ademds, g'(x') = v(y) = v(g(x)
g'(u(x)). Por tanto, x' — u(x) € kerg’ = im f’, asi que hay ¢’ € L' tal que x’ — u(x) !

Como 7 es sobreyectivo, hay g € L con ¢’ =1(q); porende, X' —u(x) = f'(t(q)) = u(f(q)).
Entonces X' = u(x+ f(g)) € imu. Se concluye que u es sobreyectivo.

Ad(b): Sea x € keru; entonces v(g(x)) = g'(u(x)) = ¢'(0) =0, asi que g(x) = 0 porque
v es inyectivo. Luego x € kerg =im f, asi que x = f(g) con g € L.

Ahora 0 = u(x) = u(f(q)) = f'(¢(q)). Por tanto, t(¢q) € ker f' = imé’, asi que hay p’ € K’
tal que 7(q) = €' (p’). Como s es sobreyectivo, hay p € K tal que s(p) = p’. Entonces vale
t(g) = ¢(s(p)) = 1(e(p)).

Como ¢ es inyectivo, se obtiene ¢ = e(p) en L. Por tanto, es x = f(q) = f(e(p)) =0
porque foe = 0. Se concluye que u es inyectivo. [

Corolario 4.16 (Lema de Cinco Corto). Si los homomorfismos (t,u,v) forman una aplicacion
de cadena® entre dos sucesiones exactas cortas de A-médulos:

0—L—-m—-N—>0
PR
O L/ f M/ 8 Nl 0
entonces u es un isomorfismo si t,v son isomorfismos. H

Lema 4.17. Dado un diagrama conmutativo de A-modulos,

L*f>M

1,

R——S§

Hay A-homomorfismost: Ker f — Kerh, it: coker f — cokerh que hace conmutar el siguiente
diagrama ampliado (cuyas filas son exactas):

0——kerf——>1 —Lo pr "+ coker f ——0 4.5)
(T A I
0——>kerh——R—">5—%+ cokerh ——0.

Demostracion. En el diagrama (4.5), los morfismos i, j son inclusiones y p: M — M/ f(L),
q: S — S/h(R) son las aplicaciones cocientes.

Six € L con f(x) =0, entonces h(t(x)) = u(f(x) = u(0) = 0. Luego, t(kerf) C kerh.
Entonces 7 es simplemente la restriccion de ¢ al dominio ker f. Es evidente que jof =t oi.

8No se dibuja los morfismos verticales 0 — 0, que son necesariamente homomorfismos nulos.
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Si [y] = p(y) =y+ f(L) es una coclase en coker f, con y € M, entonces [u(y)] = q(u(y)) =
u(y) +h(R) es una coclase en cokerh. Si hay otro elemento y' € M con [y'] = [y], entonces
y —y = f(x) para algtin x € L, luego

u(y') —u(y) = u(y' —y) = u(f(x)) = h(t(x)) € h(R),

asi que i([y]) := [u(y)] bien define un homomorfismo i: coker f — cokerh. Es evidente que
iiop=agqou. O

Lema 4.18 (Lema de la Culebra). Dado un diagrama conmutativo de A-mdodulos, con filas
exactas:

0 R S T
hay una sucesion exacta de 6 términos:

kert . keru —— kerv J cokert —= cokeru —— coker v, (4.6)

donde el morfismo conector 0 : kerv — cokert sigue la “culebra” de abajo:

kert —f> keru — £ kervw

L M N 0
)

:

Demostracion. Los morfismos f , 8, h, k se definen por el Lema anterior.

Para definir d : kerv — cokerz, tdmese z € kerv. Entonces z € N; como g es sobreyectivo,
es z = g(y) para algin y € M. Por tanto, vale 0 = v(z) = v(g(y)) = k(u(y)); esto implica
que u(y) € kerk = imh, de manera que hay x € R tal que u(y) = h(x). Ahora coléquese
d(z) :=[x] =x+1(L) € cokert.

Hay que comprobar que las tres férmulas subrayadas del parrafo anterior conducen a una
buena definicién de un morfismo 9. El problema es que la eleccién de y € g~ ! (z) es arbitrario.
Siy € M obedece g(y') =z=g(y), entonces g(y —y) =0, asi que y' —y € kerg = im f, luego
y =y+ f(w) para algiin w € L.

Entonces u(y') = u(y) + u(f(w)) = u(y) + h(t(w)). Six’ € R cumple u(y’) = h(x'), en-
tonces h(x") = h(x) + h(¢(w)). Por hipétesis, h es inyectivo, lo cual implica que x' = x+1(w).
Pero entonces [x'] = [x] en cokert = R/t(L). Se concluye que la coclase [x] depende sélo de

h k
cokert — cokeru —— cokerv.
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zy no de y; por ende, d: z — [x] estd bien definido. (Es facil comprobar ahora que d es un
A-homomorfismo.)

Para ver que (4.6) es exacta en keru, fijese que §(f(x)) = g(f(x)) = 0 para todo x € kert;
luego, vale im f C ker g. Por otro lado, si y € keru cumple g(y) = g(y) = 0, entonces y = f(w)
para algin w € L. Como h(t(w)) = u(f(w)) =u(y) = 0y h es inyectivo, se obtiene #(w) =0
asf que w € kert, con f(w) = f(w) = y. Se ha comprobado que kerg C im f.

Para ver que (4.6) es exacta en cokeru, fijese que k(h([w])) = [k(h(w))] = O para todo
[w] = w+1(L) € cokert; luego, vale imh C kerk. Por otro lado, si [s] = s +u(M) € cokeru
cumple k([s]) = [k(s)] = 0, entonces k(s) € v(N), es decir, k(s) = v(z) para algiin z € N. Como
g es sobreyectivo, es z = g(y) para algiin y € M. Ahora k(s) = v(g(y)) = k(u(y)) y se obtiene
s —u(y) € kerk = imh asf que s = u(y) + h(x) para algin x € R. Luego [s] = [h(x)] = h([x]).
Se ha comprobado que kerk C im /.

Para ver que (4.6) es exacta en kerv, fijese que para todo y € keru vale d(g(y)) =
d(g(y)) = [x] donde x € R cumple h(x) = u(y) = 0; como h es inyectivo, esto implica que
x =0y por ende [x] =0 en cokert; luego, vale img C kerd. Por otro lado, si z € kerv cumple
d(z) = 0, entonces hay elementos y € M, x =t(w) € t(L) tales que z = g(y), u(y) = h(x);
entonces, u(y) = h(x) = h(t(w)) = u(f(w)). Luego y — f(w) € keru, por tanto g(y — f(w)) =
g(y) —g(f(w)) = z—0=z. Se ha comprobado que kerd C img.

Para ver que (4.6) es exacta en cokert, fijese que para todo z € kervy y € M tal que
g(y) = z, hay x € M tal que u(y) = h(x); luego vale h(9(z)) = h([x]) = [h(x)] = [u(y)] =0 en
cokeru = S/u(M); luego, vale imd C kerh. Por otro lado, si [x] = x+¢(L) € cokert cumple
h([x]) = [h(x)] = 0, entonces h(x) € u(M), es decir, h(x) = u(y) para algiin y € M. Sea
z:=g(y); obsérvese que v(z) = v(g(y)) = k(u(y)) = k(h(x)) = 0, asi que x € kerv. Entonces
d(z) = [x] por la definicién de 9. Se ha comprobado que keri C imd. O

Si (C,,8) €€ A-Compl es un complejo de cadenas de A-mddulos, sus médulos de ho-
mologia se denotaran por { H,(C) : n € Z } cuando es necesario distinguirlos de los médulos
de homologia de algtin otro complejo.

Lema 4.19. Si (C,,8) y (D, 8’) son dos complejos de cadenas de A-mddulos, entonces para
cada aplicacion de cadenas fo: Co — Do hay A-homomorfismos H, f : H,(C) — H, (D), para
n € Z, los cuales conforman un funtor covariante H,: A-Compl — A-Mod.

Demostracion. La aplicacion de cadena f, da lugar a un diagrama conmutativa

6n+1 6,

e G P Gy Gy (4.7)

fn+li fni fnll
&/ S/

En particular, vale f,_j 08, = 8,0 fu: ¥ fu© 1 = 0, © fut1 para cada n. El Lema 4.17,
aplicado al cuadrado conmutativo a la derecha, dice que f,(Z,(C)) C Z,(D) y que la res-
triccién de f, a los n-ciclos es un A-homomorfismo f,: Z,(C) — Z,(D). Por otro lado,
del mismo Lema aplicado al otro cuadrado, se obtiene f,,: C,/B,(C) — D, /B,(D) tal que




MA-860: Teoria de Mddulos 103

fu([x]) = [fu(x)] para x € C,. De ahi resulta el siguiente diagrama conmutativo, con filas

exactas:

.n 6}1 n
0——>Z,(C) —"~Cy —>> Cypoy — Gt /By (C) —— 0

Jznl fnJ/ fnll fnli
2 5, A
0 —Zy(D) —"> Dy —"> Dy —Dyy_1 /By_1(D) —0

con inclusiones i,, i, y aplicaciones cocientes p,, pl,. Como H,(C) = Z,(C)/B,(C), del
primer o del tercer cuadrado del diagrama anterior se obtiene dos diagramas nuevos:

00— Hn(C) - n/Bn<C) Zn (C) - T 1Ip—] (C) —0 (4.8)
| | | s |
0 —— Hu(D) — Dy/Bn(D) Zp—1(D) —=H,—1(D) —=0

al definir H, f (x+ B,(C)) := fu(x) + B, (D) si x € Z,(C), para cada n € Z.
Es evidente de esta definicion que si go: De — E, €s otra aplicacion de cadena, entonces
Hy(go f) = HugoHyuf;y que Hy(lc,) = 1p,(c)- Luego H, es un funtor covariante. N

Proposicion 4.20. Dada una sucesion exacta corta en A-Compl,9

fe 8o

0 Ce D, E, 0, (4.9)

hay una sucesion exacta larga en A-Mod, con infinitos términos, dado por

al‘l an Hn al‘l Hl‘l* f an anf
- 2L Ha(C) 5 Hy(D) % Ho(E) ~> Hy—1(C) ™% Hy1 (D) S Hy(E) 7 -
(4.10)

donde cada 9,,: H,(E) — H,_1(C) es un morfismo conector.

Demostracion. De la sucesion exacta corta (4.9), se obtiene el siguiente diagrama conmuta-
tivo en A-Mod con filas exactas:

o1 8n+1
0—Chr1 ——= Dyt

En+1 0

Ont1 i 81 J/ 8 i
0 Cn Jn Dn 8n En 0

5% 5,;l 5;,'i
0 >Cn—l f’171>'Dn71 St Enfl 0

Al aplicar el Lema 4.18 a las dos filas inferiores, se obtiene una sucesion exacta de 6 términos:

ﬁ‘l ~Vl é ﬁl* _n*
Zn(C) HZn(D) i>Zn(E> - n—l/Bn—l(C) 41>Dn—1/Bn—l(D> L n—l/Bn—l(E)-

(4.11)

No es dificil comprobar que A-Compl es una categorfa abeliana. Por tanto, admite sucesiones exactas.
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Tomando en cuenta la conmutatividad de los diagramas (4.8), los primeros tres y también los
ultimos tres términos de estos seis dan lugar a dos sucesiones exactas de A-modulos:

Hn(c)iﬂ;Hn(D)ﬂHn(E)a anl(C)M nfl(D)M nfl(E)v
que son idénticos, salvo cambio de indice. Falta comprobar que 0: 7, (E) — Cy—1/Bu-1(C)
induce un homomorfismo d,: H,(E) — H,_1(C) tal que (4.10) es exacta en H,(E) y en
H,_(C).

Para z € Z,(E), las férmulas z = g,(y) con y € Dy, 8,(y) = fu—1(x) con x € C,_; deter-
minan 0(z) :=x+B,_1(C). Si € Z,(E) estal que 7 —z = 8, 1(w) conw € Ey 1, entonces
hay v € D, con g,41(v) = w. Las férmulas 7' = g,(y'), 6,(y') = fu—1(x’) conducen a las
siguientes relaciones. Primero,

gy =) =7 —2= 811 (8n+1(v) = 8n(8, 11 (v)),
asi que y) —y— 90, ,(v) € kerg, = im f,,, luego hay u € G, tal que y/ —y = &, (v) + fu(u).
Entonces

fo1 (0 =x) = 6,0' —y) = 8,(fu(u)) = fu—1(8u(u)),
lo cual implica que x' —x = §,(u) € B,_1(C) porque f,_ es inyectivo. En otras palabras, hay
un homomorfismo bien definido
On: Hy(E) — H,—1(C) dado por dy(z+Bu(E)):=x+B,—1(C).

La exactitud de (4.10) en H,(E) y en H,_(C) ahora es una consecuencia facil de la exactitud
de (4.11)en Z,(E) yen C,—1 /B,—1(C). O

» Resulta que la correspondencia functorial f, — H,f que lleva Hom_compi(Ce,Ds) €n
Homy-pmod(He(C),He(D)) no es inyectiva. Hay una relacion de equivalencia entre aplica-
ciones de cadena que produce igualdad en homologia. Por su origen en la topologia alge-
braica, esta relacion se llama homotopia; pero tiene una expresion puramente algebraica y en
el contexto actual se habla de “homotopia de cadenas”.

Definicion 4.21. Dadas dos aplicaciones de cadenas fo,ge: Coe — D, entre un par de comple-
jos de A-modulos, una homotopia de cadenas entre ellas es una familia de A-homomorfismos
Sp: Cy — Dy, paran € Z, tales que

81 OSn+Sn—108 = frn— &n (4.12)

en Homy (C,,, Dy,), para todo n € Z. Se dice que fe, g son homotopicos y se escribe fo ~ geo
si existe una homotopia de cadenas entre f, y go. (Debe de ser evidente que esta es una
relacion de equivalencia.)

Lema 4.22. Si fo,ge: Co — Do son homotopicas, entonces H, f = H,g para todo n € 7.

Demostracion. Sea s, : fo — go Una homotopia de cadenas. Si x € Z,(C), la férmula (4.12)
implica que

F(x) = gn(x) = 81 (sn(x)) + 501 (8a(x)) = 811 (sn(x)) € Bu(D
asi que [f,(x)] = [gn(x)] en H,(D). Por lo tanto, H, f = H,g en Homy (H,(C),H,(D)). O
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Definicion 4.23. Dos complejos de A-médulos C, y D, son equivalentes en homotopia,
escrito Cy ~ D,, si hay un par de aplicaciones de cadenas fo: Co — Do Y go: Do — C, tales
que ge0 fo ~ lc, ¥y foo8e ~ Ip,.

En tal caso, los A-homomorfismos H, f: H,(C) — H,(D) son isomorfismos para cada n,
en vista de la funtorialidad de H,. Mas generalmente, dos complejos Co y D, se llaman
cuasiisomorfos si H,(C) ~ H,(D) para todo n.

4.3 Resoluciones proyectivas e inyectivas

Cualquier A-médulo (a la izquierda) M es el cociente de un A-mddulo proyectivo. Esto es,
hay un A-médulo proyectivo Py y un A-homomorfismo sobreyectivo £: Py — M. (Si M yaes
proyectivo, se puede tomar Py =M y € = 1);.) En todo caso, € seria un isomorfismo sélo si
M ya es proyectivo.

Si M €€ A-Mod no es proyectivo, entonces ker e # 0; escribase K := kerée. Por tanto,
hay otro A-médulo proyectivo P; que admite un epimorfismo €;: P; — Ky. Siij: Ky — Py
es la inclusion, sea 8 :=ij o€ : P — Py. De esta manera, se obtiene el siguiente diagrama
conmutativo con fila superior exacta:

P il Py
%
Ko

Ahora sea K; :=ker d;. Si K; # 0, hay un A-mddulo proyectivo P> que admite un epimorfismo
&: P —Kj.Siiy: Kj — P eslainclusion, sea &, := i, o0& : P, — P;. Se obtiene un nuevo
diagrama conmutativo con fila superior exacta:

P % Py % i)
A
K Ko

(Si K7 =0, tomese P, := 0 también.) Al repetir este proceso, se obtiene por induccién (con
K, = ker6n; Ent1: Pn—H — K, s1 K, 7£ 0; in—H t Ky — By 6n+l = in—H 0 &p41 - Pn—H - Pn)
una sucesion exacta larga de la siguiente forma:

€

M 0

4

M 0

P, P, P, P Py M 0 (413)

donde cada P, es un A-mdédulo proyectivo. (Si ker 0, = 0 para algin n, se define B, := 0 para
todo m > n.)

Definicion 4.24. Sea M un A-mdédulo. Una resolucion (a la izquierda) de M es una sucesion
exacta de la forma (4.13), escrito brevemente P, — M. El epimorfismo €: Py — M se llama
una aumentacion del complejo (P.,d). Si cada P, es un A-médulo proyectivo, se habla de
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una resolucion proyectiva; si cada P, es un A-mddulo libre, se habla de una resolucion libre.
Si hay n € N tal que B,, = 0 para m > n, se habla de una resolucion finita.

La Proposicion 1.42 y la discusion anterior garantizan que cada A-médulo M posee una
resolucion libre (la cual es, ipso facto, una resolucion proyectiva).

Si P, — M es una resolucion de M, obsérvese que P, solo, con M reemplazado por 0, es
un complejo tal que H,(P) = ker8,/im d,+; = 0 para n > 0; mientras Hy(P) = Py/imd; =
Py/kere ~ime = M. Un complejo de este tipo, cuya homologia es trivial salvo para n =0,
se llama un complejo aciclico.

Proposicion 4.25. Si P, — M es una resolucion proyectiva en A-Mod y si Re — N es otra
resolucion, con aumentaciones respectivas €: Py — M y € : Ry — N, cada A-homomorfismo
©: M — N da lugar a una aplicacion de cadenas fo: Ps — Qo tal que € o fy = Qoe&:

S

P, P, P, P Py—S>=Mm 0 (4.14)
| | | | |
Sul Sa11 ol Sl Sfol lfp
vog y vo§ o ovos v
iR, SR, R, R, Ro N 0

Ademds, si go: Po — R es otra aplicacion de cadenas tal que € o gy = @ o €, entonces
fo~ ge.

Demostracion. Como Py es proyectivo y €': Ry — N es un epimorfismo, la aplicacién @ o
€: Py — N se levanta a un A-homomorfismo fy: Py — Ry tal que € o fo = poe:

Py

|

fol
Voo
Ry—N——=0.

poe

Ahora €' o fy0 8 = pogo§; =0, por tanto im(fpo 8;) C kere’ =im 6. Como P, es proyec-
tivo, hay un A-homomorfismo f: Py — R; tal que 8] o f1 = fyo &;:

Py

| )
fil w{ :
Y 51’

R1 im 51/ 0.

Se procede por induccién sobre n; una vez construido f,: B, — R, tal que 8, o f,, = fu—1 © 6y,
se concluye que 8, o f;, © 6,41 = 0, por ende im(f, 0 §,11) C kerd, =imJ, ;. Como P,
es proyectivo, hay un A-homomorfismo fi,41: Pyy1 — Ruyy tal que 8, 0 fui1 = £, 0 Opy1.
Esta ultima igualdad, vélida por todo n, dice que fo: Ps — R, €s una aplicacion de cadena.
Ahora sea go: Ps — R, otra aplicacion de cadena tal que € o gy = @ o €. Considérese
las aplicaciones h, := f, — g, € Homyu(P,,R,) para n € N, que son componentes de una
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aplicacion de cadena he = fo — go: Po — R,. Fijese que €' o hy = 0, asi que imhg C kere =
im &{. Entonces hay un A-homomorfismo so: Py — R; tal que 8] o9 = ho:

Py
SO _ 4
s \Lho
+sl
Ry kere 0.

En seguida, se definen s,,: P, — R, 11, paran > 1, por induccién sobre n; una vez construido
Sn—1: Py—1 — Ry tal que &, 05,1 + 8,20 8,1 = hy_1, se puede notar que

8, 0(hy—s,-108,)=08,0h,—8, 08,108, =86,0hy—h,_108,=0,

por lo tanto im(h, — s, © 8,) C kerd,, = imJ), +1- Como B, es proyectivo, hay un A-
homomorfismo s,: P, — R, tal que J,, ; 08, = hy — 5,10 &

1)

Pn4n>Pn—l

s s

n s

Ve lh%—l
/ /

4 5n+1 9

Ryr1 ——R, — Ry—1.
La ultima igualdad, vélida por todo n, dice que So: fo — ge €S una homotopia de cadenas. [

Ejemplo 4.26. El grupo abeliano Z/m no es proyectivo como Z-mddulo, si m > 2. La apli-
cacion cociente €: Z — 7 /m tiene nicleo kere = mZ. Si iy: mZ — 7 es la inclusién y si
€1: Z — mZ es el epimorfismo k — mk, entonces i] o € : Z — Z es la multiplicacion por m
en Z, cominmente denotado por (xm). Este operador de multiplicacion es inyectiva; luego,
Z/m posee la resolucion finita

Zﬂ>Zig>Z/l’l’l*>07

la cual es una resolucién libre de Z/m.

Definicion 4.27. Sea M un A-md6dulo. Una coresolucion (o resolucion a la derecha) de M es
una sucesion exacta de la siguiente forma:

j d
0 M J QO 0

dn
o' Q" — ! o (415)
escrito brevemente M — Q°. Si cada Q" es un A-mddulo inyectivo, se habla de una coreso-
lucién inyectiva.!® Si hay n € N tal que Q™ = 0 para m > n, se habla de una coresolucién
finita.

10Muchos autores hablan de una resolucién inyectiva, sin el prefijo ‘co-’, dejando que el contexto indique si
se trata de un complejo de cadenas o de cocadenas.
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Lema 4.28. Cada A-mddulo M posee una coresolucion inyectiva.

Demostracién. La Proposicién 3.26 garantizan que hay un A-médulo inyectivo Q° y un
monomorfismo j: M — Q°. Si M no es inyectivo, este j no es un isomorfismo y coker j # 0;
sea qo: O — Rg := coker j la aplicacién cociente. Ahora hay un A-médulo inyectivo Q!
y un monomorfismo jo: Ry — 0! sea dy := jo 0qo: 0" — Q'. Entonces kerdy = kergg =
ker(coker j) =im j, de modo que el siguiente diagrama conmutativo tiene fila superior exacta:

00 do 0!
40 Jo
g

Ahora sea R := cokerdy. Si R; # 0, hay un A-médulo inyectivo Q% que admite un monomor-
fismo ji: R| — 0?. Si q: Q! >Ry esla aplicacion cociente, sea d; := jioq : o' — 0%

0 M—!

.. d d . . . .
La sucesién Q° —= Q' =5 0? es exacta en Q!. Al continuar por induccion, se obtiene una
coresolucion inyectiva de la forma (4.15). ]

Proposicion 4.29. Si M — R® es una coresolucion y si N — Q°® es una coresolucion inyectiva,
con monomorfismos respectivos j': M < Ry j: N — Q°, cada A-homomorfismo ¢: M — N
induce una aplicacion de cocadenas fo: R®* — Q° tal que fyoj = jo @:

J dy di

0 M RO Rl RZ
| | |
() Jol Ji! S
i Ya Yoa )

0 N QO Ql QZ

Si ge: R®* — Q° es otra aplicacién de cocadenas tal que gyo j' = jo @, entonces fo ~ geo.

Demostracion. Es exactamente analoga a la demostracion de la Proposicion 4.25, usando
la propiedad (3.8) de médulos inyectivos para fabricar los homomorfismos necesarios. Los
detalles se dejan como ejercicio. [

4.4 Funtores derivados, Exty Tor

Los funtores mds importantes de la teoria de modulos no son exactos: los funtores representa-
bles Homy (M, —) y Homy (—,N) son exactos a la izquierda, mientras (R®4 —) y (—®4 S)
son exactos a la derecha. En algunos casos (mddulos proyectivos, inyectivos, llanos) uno
de estos funtores se vuelve exacto; pero es deseable medir la falta de exactitud en el caso
general. Las nuevas herramientas de resoluciones proyectivas (y coresoluciones inyectivas),
junto con la sucesion exacta larga en homologia, permiten la construccion de nuevos funtores
a partir de los funtores ya conocidos, que se anulan justamente cuando los funtores originales
son exactos.

Es conveniente empezar con una construccion categdrica general, para luego ejemplifi-
carla con los funtores representables y tensoriales.
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Definicion 4.30. Sea F: A-Mod — Ab un funtor aditivo covariante. Para un determinado A-
modulo M, sea P, — M una resolucién proyectiva. Al aplicar J a esta resolucion, se obtiene
una sucesion larga de grupos abelianos:

F8, Fo

F6 Fe

FPRy FM 0.
(4.16)

FP, FP,—1 e Fp, FP

Como JF es covariante y aditiva, se obtiene
F6,0F8,1:1 =F(8,08,+1) =F0=0 paratodo n>1

y ademds Fe o FO; = F(€001) = FO = 0. Luego, la sucesion (4.16) es un complejo en Ab.

Al sustituir la cabeza FP, e FM -0 por FPy — 0, se obtiene un complejo truncado de
cadenas (FP,,F0).

Si ¢ € Homy(M,N), sea R, — N una resolucion proyectiva de N. Sea fo: Po — Ro una
aplicacion de cadena que hace conmutar el diagrama (4.14); entonces F fo: FPy — FR, €5
también una aplicacién de cadenas.

Para cada n € N, la homologia del complejo truncado define un funtor L,J : A-Mod — Ab
por

L, (M) := H,(FP), L,F (@) := H,(Ff). (4.17)

Este funtor L, F se llama el n-ésimo funtor derivado izquierdo del funtor covariante F.

Obsérvese que la definicidn de los L,F depende de la eleccioén de una resolucion proyec-
tiva particular para M €€ A-Mod, y ademds de una aplicacion de cadenas particular f, para
cada ¢ € Homy(M,N). Sin embargo, el efecto de estas elecciones no es importante. En
primera instancia, si ge: Ps — R, €s otra aplicaciéon de cadena que hace conmutar (4.14),
la Proposicion 4.25 muestra que hay una homotopia de cadenas so: fo — ge. Cada férmula
0,1 0Sn+Sp—100, = f — gu se convierte en F6, 0 Fs, + TFs, 1 0F0, = Ffy, — TFgy al
aplicar el funtor JF, asi que F f, ~ F g, mediante la homotopia de cadenas JFs,. Del Lema 4.23
se obtiene la igualdad H,(Ff) = H,(Fg), asi que la definicion de L,F(¢) es independiente
de la aplicacion de cadenas f,.

En segundo lugar, supdngase que P, — M es otra resolucion proyectiva en A-Mod. De
la Proposicion 4.25, aplicada a ¢ = 1, con P, — M en lugar de R, — N, se obtiene una
aplicacion de cadenas ho: P, — P.; y viceversa, cambiando los papeles de las resoluciones
proyectivas Py — My P, — M, se obtiene de 1, una aplicacion de cadenas ko : P, — P,. Una
vez mds, la Proposicion 4.25 produce homotopias de cadenas ke 0 he ~ 1p, Y he 0 ke ~ 1p1;
esto es, los complejos P, y P. son equivalentes en homotopia. Por lo tanto, hay isomor-
fismos de grupos Ny = Hyh: H,(FP) — H,(FP') para cada n € N (que dependen sélo del
A-homomorfismo 1j7 y no de la &, elegida).

En otros términos: si L,F(M) := H,(FP') es el n-ésimo funtor derivado de F definido
por otra eleccién de una resolucion proyectiva para cada M €€ A-Mod, hay un isomorfismo
natural 7: L,F — L F. En consecuencia, el funtor L,F es esencialmente tinico.
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Lema 4.31. Los funtores derivados izquierdos tienen las siguientes propiedades, para un
A-modulo M con resolucion proyectiva Py — M:

(a) LoF (M) ~FPy/im(F6).
(b) Si F es un funtor exacto, entonces L,F(M) =0 paran > 1.

(c) Si F es un funtor exacto a la derecha, entonces LyF = F.

Demostracion. Ad(a): Para definir LyF, se usa la homologia del complejo truncado P,. En
grado cero, cada O-cadena es un 0-ciclo y cada 0-borde es 0; (x) para alguna 1-cadena x € P;.
Luego Z()(P) = P() y B()(P) = im51.

Ad(b): Si F es exacto, entonces el complejo (FP,,F5) es exacto en FP, para cada
n > 0; luego H,(FP) =0 paran > 1.

T . Fs F
Ad(c): La hipétesis implica que la sucesién FP, — TP, 5 FM —0 es exacta. En
consecuencia, vale

IFM = coker(i}”&) = ?P()/im(?al) = H()(?P) = L()EF(M).

Si ¢ € Homy (M, N), es facil verificar que el homomorfismo LoF(¢): Hy(FP) — Hy(FR)
coincide con F¢: M — FN. O

Hay definiciones similares para el caso contravariante. Los detalles se dejan como ejerci-
cio.
Definicion 4.32. Sea G: (A-Mod)° — Ab un funtor aditivo contravariante. Para un A-médulo
M, sea P, — M una resolucion proyectiva. Al aplicar G a esta resolucion, se obtiene una
complejo de cocadenas (de grupos abelianos):

0—gM L 5B 0 gp, 3P,
La cohomologia del complejo truncado (GP.,S50) no depende (hasta isomorfismo tnico) de
la resolucion proyectiva elegida.

Si @ € Homy(M,N), si R, — N es una resolucion proyectiva de N y si fo: Po — Ro una
aplicacion de cadena que hace conmutar el diagrama (4.14), entonces Gfs: GRe — GPs €5
una aplicacién de cocadenas.

Para cada n € N, la cohomologia del complejo truncado (GP.,S50) define un funtor con-
travariante R"G : A-Mod — Ab, esencialmente tnico, por

R'S(M):=H"(SP),  R'S(g):=H"(Sf). (4.18)

Este funtor R"G se llama el n-ésimo funtor derivado derecho del funtor contravariante G.

56,

Lema 4.33. Los funtores derivados derechos tienen las siguientes propiedades, para un
A-médulo M con resolucion proyectiva Py — M:

(a) ROS(M) ~ker(G9;).
(b) Si G es un funtor exacto, entonces R"S(M) =0 paran > 1.

(c) Si G es un funtor exacto a la izquierda, entonces RG =g, =




MA-860: Teoria de Mddulos 111

» SiResunA-mddulo a la derecha fijo, ya se sabe que tg = (R®4 —) es un funtor covariante
de A-Mod en Ab que es exacto a la derecha. Por otro lado, si N es un A-mdédulo (a la izquierda)
fijo, se sabe también que iy = Homy (—,N) es un funtor contravariante de A-Mod en Ab que
es exacto a la izquierda. Al particularizar las consideraciones anteriores a estos dos funtores,
se obtiene dos familias importantes de funtores derivados.

Definicion 4.34. Sea R un A-médulo a la derecha. Entonces tg = (R®4 —) : A-Mod — Ab es
un funtor covariante, exacto a la derecha. Sus funtores derivados izquierdos son

Tor} (R, —) := Lytg = Ly(R®s —), para ncN.
Concretamente, si P, — M es una resolucion proyectiva, hay un complejo de cadenas

'-*>R®AP,1*>'“*>R®AP|LM-R@)AP()IL@ER@AMHO,

y la homologfa del complejo truncado es Tor? (R,M) := H,(R®4 P,). Este grupo abeliano se
llama el n-ésimo producto de torsion de R por M.

Por el Lema 4.31, vale Tor‘(‘} (R,M) =R®4 M. Ademas, si R es llano en Mod-A, entonces
Tor (R,M) =0 paran > 1.

Ejemplo 4.35. Considérese el grupo abeliano Z/m, donde m € N con m > 1. Una resolucion
proyectiva de Z/m en Ab = Z-Mod es

0 77 —-7/m 0,

segtn el Ejemplo 4.26. Si H es un grupo abeliano, el complejo H @7 P, es

0 H-"H 0,

donde se ha empleado el isomorfismo H ®7,Z ~ H y (xm) denota el endomorfismo x — mx
de H. La homologfa de este complejo da Tor2(H,Z/m) = H/mH mientras Tor?(H,Z/m) =
{x € H:mx=0}; ademas, Tor%(H,Z/m) =0 paran > 2.

Definicion 4.36. Sea N un A-médulo a la izquierda. Entonces iy = Homu (—,N) : A-Mod —
Ab es un funtor contravariante, exacto a la izquierda. Sus funtores derivados derechos son

Exty(—,N) := R"hy = R"(Homy(—,N)), para necN.
Concretamente, si P, — M es una resolucion proyectiva, hay un complejo de cocadenas

* 5 &

0 — Homy (M,N) ——~ Homy (Py, N) —~ Homy (P, N) 2> -

y la cohomologia del complejo truncado es Ext} (M,N) := H"(Homy (P,,N)).
Por el Lema 4.33, vale Ext(M,N) = Homu (M,N). Ademds, si N es inyectivo en A-Mod,
entonces Ext} (M,N) = 0 para todo n > 1.
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Ejemplo 4.37. Considérese el grupo abeliano Z/m, donde m € N conm > 1. Si H es un grupo
abeliano, hay un isomorfismo obvio Homgz(Z,H) ~ Z que lleva el homomorfismo (1 — k)
al elemento k € Z. Al aplicar Homy(—,H) a la resolucién proyectiva del Ejemplo 4.35, se

obtiene el complejo
xXm

0 H H

donde (xm) denota el endomorfismo x — mx de H. Entonces Ext)(Z/m,H) = {x € H :
mx = 0} mientras Ext},(Z/m,H) = H/mH; ademés, Ext%,(Z/m,H) = 0 para n > 2.

Lema 4.38. Sea 0 — LLMLN — 0 una sucesion exacta corta en A-Mod. Si Py — Ly
Re — N son resoluciones proyectivas, hay una resolucion proyectiva Qs — M y aplicaciones

de cadena fo: Po — Qo V go: Qo — R tales que 0 — P, ELN (OR 8, Re — 0 sea una sucesion
exacta corta en A-Compl.

Demostracion. Si€': Py — Ly €": Ry — N son las aumentaciones de las dos resoluciones
dadas, se busca un A-médulo proyectivo Qg y un epimorfismo £: Qg — M tal que el siguiente
diagrama sea conmutativa, con filas exactas:

0 Py Qo Ry 0
|
o e
0 Ly —5.N 0

Definase Qg := Py & Ry, el cual es proyectivo por el Lema 3.8. Sea fo =i1: Pp — Qo la
inyeccidn canénicay sea go = p2: Qo — Ry la proyeccion canénica. Como Ry es proyectivo,
hay un A-homomorfismo i: Ry — M tal que goh = €”. Entonces la aplicacién € := (fo€’ h) :
Qo — M cumple todos los requisitos.

El Lema de la Culebra, junto con las observaciones de que fp es monico y g es épico,
muestra que hay una sucesion exacta corta

0 ——kere’ —=kere —=kere” —=0

y ademds hay epimorfismos €] : P| — kere y €/': Ry — kere” obtenidas de la construccién
de resoluciones proyectivas. Luego, al tomar Q; := P; & R, el mismo algoritmo produce una
sucesion exacta corta

fi 8
0 Py 01 Ry 0
junto con un epimorfismo sobre la sucesion exacta corta anterior. Al continuar por induccidn,
se obtiene el complejo Q. := P, & R, junto con las aplicaciones de cadena deseadas. 0

Proposicion 4.39. Sea 0 — LLM %N — 0 una sucesion exacta corta en A-Mod. Si

F: Mod-A — Ab es un funtor covariante, exacto a la derecha, hay una sucesion exacta larga
de la forma siguiente:

F F
e LN — L L —— LM —— L IN —— FL— L gar 25 g — 0
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Ademds, si G: (Mod-A)° — Ab es un funtor contravariante, exacto a la izquierda, hay una
sucesion exacta larga de la forma siguiente:

0 oL oM gN —~RlgL —~RlGM —~RIGN — = R2GL

Demostracion. Sean P, — L'y R — N dos resoluciones proyectivas, y sea Qo — M la reso-
lucién proyectiva proporcionada por el Lema 4.38, que ademds produce una sucesion exacta

corta de complejos de cadena, 0 — P, e, Q. Ry — 0.
Por la construccién de Q, como suma directa P, @ R,, esta SEC de complejos escinde.'!
Al aplicar el funtor F, la siguiente sucesioén exacta corta de complejos de grupos abelianos

también escinde:
Ffe Fge

0——=FP ——TFQ. FR. 0.

Ahora bien: al aplicar la Proposicion 4.20 a esta SEC de complejos, se obtiene una sucesion
exacta larga en homologia, la cual es exactamente la primera sucesion del enunciado.
En el caso contravariante, se obtiene una SEC de complejos de cocadenas en Ab:

0— =GR, #6090, . gp, -0,

que conlleva una sucesion exacta larga en cohomologia, por la Proposicion 4.25 (mutatis
mutandis), que es exactamente la segunda sucesion del enunciado. [

Corolario 4.40. Sea 0 — L LM 8 N — 0 una sucesién exacta corta en A-Mod.

(a) Si R €€ Mod-A, hay una sucesion exacta larga para Tor:
-+ — Torj (R,L) — Torj (R,M) — Tor4 (R, N) (4.19a)

—— Tor{ (R,L) — Tor} (R,M) — Tor{ (R, N)
RoaL— —RoaM_—*

RRAN—0
(b) Si S €€ A-Mod, hay una sucesion exacta larga para Ext:

0 — > Homy(L,S) —5~ Homy (M, S) —/~ Homa (N, 5) (4.19b)
— Ext} (L,S) — Ext} (M, S) — Ext} (N, S)
— Ext}(L,S) — Ext{(M,S) — Ext3(N,S) — - --

Demostracion. Son los casos particulares F = (R®4 —) y § = Homy (—, S) de la Proposicion
anterior. ]

1.a SEC original 0 — L — M — N — 0 no escinde en general, pero esto es irrelevante porque se trabaja con
los complejos truncados P,, Q,, R, a la hora de calcular su homologia.
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Proposicion 4.41. Las siguientes condiciones son equivalentes, para M €€ A-Mod:

(a) M es un A-modulo proyectivo.
(b) Exty(M,N) = 0 para todo A-médulo N y todo n > 1.
(c) Ext)(M,N) = 0 para todo A-médulo N.

Demostracion. Ad(a) = (b): Si M es proyectivo, la sucesion exacta 0 — M M 0es
una resolucion proyectiva finita de M. Al aplicar el funtor Ay, se obtiene el complejo truncado
Homy (M,N) — 0 — 0 — --- que es obviamente aciclico.

Ad(b) = (c): Evidente.

Ad(c) = (a): Elijase un epimorfismo €: P — M donde P es un A-médulo proyectivo
y sea K := ker €. Entonces hay una sucesion exacta corta de A-mddulos:

0—>K—tsp—topy——o. (4.20)

Debido a que Ext/l4 (P,N) = 0 por la implicacién (a) = (b) para el A-mddulo proyectivo P,
la sucesion exacta larga (4.19b) para Ext se reduce a una sucesion exacta de 6 términos:

0 — Homy (M, N) —~—~ Homy (P,N) —— Homy (K,N) —> Ext,(M,N) — 0.
(4.21)
Se concluye que Ext} (M,N) = coker j*.

En el caso de que Ext}4 (M,N) =0, el homomorfismo j* es sobreyectivo. Si esto es asi para
cualquier N, puede tomarse N = K y por ende j*: Homyu (P,K) — End4 (K) es sobreyectivo.
En particular, la identidad 1x € End4(K) tiene un preimagen f € Homy (P, K) tal que fo j =
J¥(f) = 1k. Pero la existencia de tal f dice que la SEC (4.20) escinde; luego, M es proyectivo
por la Proposicion 3.4. ]

» El resultado de la Proposicion anterior conduce a una interpretacion importante del grupo
abeliano Ext}(M,N), que entre otras cosas motiva el nombre Ext. Es necesario hacer una
excursion lateral al concepto de extensiones de A-mddulos.

Definicion 4.42. Una extension de un A-mddulo M por otro A-médulo N es una sucesion
exacta en A-Mod: '

& 0—=N—>R-—‘=M—>0. (4.22)
Fijese que N ~ i(N) C Ry que R/i(N) ~ M. Cabe mencionar la extension escindida como

caso particular:

€o: 0—>N—oM&N -y ——>0. (4.23)

Un morfismo de extensiones es una aplicacion de cadena de la siguiente forma:
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determinado por un A-homomorfismo ¢@: R — R’ que cumple ¢oi=iy p' o = p.

Por el Lema de Cinco (corto), tal ¢ es automdticamente un isomorfismo. Dos exten-
siones de M por N se llaman equivalentes si hay un morfismo entre ellas. (Es evidente que
esta relacion es transitiva.) Dendtese por E(M,N) el conjunto de clases de equivalencia de
extensiones de M por N.

Proposicion 4.43. Dadas dos A-mddulos M y N, hay una correspondencia biyectiva entre
clases de extensiones en E(M,N) y elementos del grupo abeliano Ext)(M,N).

Demostracion. Hay un A-moédulo proyectivo P tal que M sea un cociente de P. Seae: P— M
la aplicacion cociente y sea K := ker€. Es posible definir una aplicaciéon de cadena desde la
sucesion exacta corta (4.20) y la extension (4.22) de la siguiente manera. En el diagrama que
sigue:

0—=K-1>P-5-M—>0 (4.24)

oo lMi
v,

0 N R M 0
sea 1), el homomorfismo vertical a la derecha. Por ser P proyectivoy p: R — M sobreyectivo,
hay f € Homu (P, R) tal que po f = €. Como (K, j) es un nicleo para € y (N, i) es un nicleo
para p, el Lema 4.17 produce f € Homy (K,N) tal que io f = fo j.

Estos fy f no son tnicos, en general. Si g € Homy (P,R) cumple po g = €, entonces hay

g € Homy (K, N) tal que io g = go j. Por tanto, vale po (f —g) = 0. Como (R, i) es un nticleo
para p, hay un tnico & € Homy (P, N) tal que f — g = i o h. Entonces

io(f—8)=(f—g)oj=iohoj,

y como i es un monomorfismo, se concluye que f — g = ho j = j*(h) en Homy (K, N).

Como P es proyectivo, la sucesion exacta (4.21) termina con un A-médulo nulo 0 =
Homy (P,N), asi que coker j* = Ext} (M, N). Ahora, f y g pertenecen a la misma coclase con
respecto a im j*; por ende,

[f] = [g] € Homu (K,N)/(im j*) = coker j* = Ext} (M,N).

Este elemento de Ext}‘ (M,N) depende sélo de la extensién (4.22) y no de la eleccién de f.

:/
Si0— N——R -L.M — 0 es otra extensién equivalente a (4.22) mediante un isomor-
fismo @: & — &', la aplicacion de cadena compuesta
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indica que f € Homy(K,N) no cambia al mudar f € Homy(P,R) en @ o f € Homy(P,R').
Luego la coclase [f] € Ext}(M,N) depende solamente de la clase de equivalencia [€]de la
extensién (4.22). Esto define una funcién ¥: E(M,N) — Ext}(M,N).

Para ver que ¥ es sobreyectiva, sea dada un elemento f € Homy (K,N). Considérese el

pushout de Nk L.p

0—K =P
|
o

i

\i
0—>N-*>R

Fijese que i es un monomorfismo porque j es un monomorfismo, por las propiedades de
pushouts. Concretamente, témese R := (N @ P)/J, donde J = {(—f(z),j(z)) : z€ K}. Si
X €N,y € P, conviene denotar por [x,y] la coclase en R de (x,y) € N @ P. El A-homomor-
fismo N®P — M : (x,y) — €(y) se anula en J, luego hay un A-homomorfismo sobreyectivo
p: R— M dado por p[x,y] := €(y). Ademds,

kerp={[x,y]:y€kere =imj} = {[x,j(z)] :xEN, z€K}
= {[x+f(z),0] :xeN, z€ K} = imi.

De este modo se obtiene un diagrama conmutativo con filas exactas:

0 K-l-p-fopy 0

oo

0 N R M 0

i

y la fila inferior es una extensién & de M por N tal que W([€]) = [f] € Ext}(M,N). Luego ¥
es sobreyectiva.

La funcién ¥ es también inyectiva: sea &’: 0 — N LR M — 0 otra extensién que
induce g € Homy (P,R) y § € Homy (K, N) como antes, tal que ¢ = f. Entonces, como (R, i, f)
es un pushout, hay un dnico @ € Homyu (R, R’) tal que poi=iy Qo f=g:

Ademads, p'o@o f=pog=€=pofytambién p'o@oi= p'oi' =0= poi, de modo que
p o @y p coinciden sobre i(N) + f(P) = R; luego, p’ o @ = p en Homu (R, M). Esto dice que
@: & — &' es una equivalencia de extensiones. En otras palabras, la coclase [f] determina la
clase [€] de la extensién; por tanto, W es inyectiva. [l
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Es posible combinar dos extensiones de manera directa, para definir una operacién aso-
ciativa y conmutativa en clases de extensiones. De esta manera, E(M,N) queda dotado de
una estructura de grupo abeliano y resulta que ¥: E(M,N) — Ext}‘ (M,N) es un isomorfismo
de grupos.

Definicién 4.44. Sean £': 0 = N——R 2-M — 0 y&": 0— N-R' M — 0 dos
extensiones de M por N en A-Mod. Su suma de Baer es la extension definida como sigue.

Sea (T, h',h") el pullback del diagrama R’ M <£—R”. Concretamente, se define

T:={(x,y)eR®R":p'(x)=p"(y)}, con HK(x,y):=x, i'(x,y):=y.

El submddulo “antidiagonal” S := { (i'(z), —i"(z)) :z€ N} CR'®R" cumple S C T, ya que
p'('(z)) =0=p"(i"(—z)) paraz € N. Sea R:=T/S. Con la notacién [x,y] = (x,y) + S,
definase i: N — Ry p: R — M por

i(z) = =["(z),0] = [0,i"(z)],  p(fx,y]) :==p'(x)=p"(y).

Entonces i es inyectiva, p es sobreyectiva y ademds

kerp={[x,y]eR:p'(x)=p"(y) =0} ={[/'(z),i"(w)] : z,we N}
={[{(z+w),0] : z,w € N} = imi.

Luego &: 0 — N—R-Z.M — 0 es una extensién de M por N: esta extension es la suma
de Baer &'+ &" := €.

Lema 4.45. Cuando &'y &" son dos extensiones de M por N en A-Mod, resulta entonces que
(' +€")) = W([E]) '+ W(€"]) en Extl (M,N).

Demostracion. Sea 0 — K —+P -5+ M ——0 una sucesién exacta corta en A-Mod, con P
proyectivo. Entonces W([€']) = [f] y W([€"]) = [f"] donde f’, f" € Homa(P,N)y f',f" €
Homy (K,N) se definen por diagramas analogas a (4.24). Con R = T /S de la Definicion
anterior de € := &'+ &”, sea f: P — R el A-homomorfismo dado por f(u) := [f'(u), f" (u)]
parau € P. Siv € K, entonces

FGW) =GO L GO =[O, (F'0)] =i(F () +F"(v) €R.

Por tanto, la definicién f := f'+ f”” € Homa (K, N) es consistente con el diagrama (4.24). En
otras palabras, ¥([€]) = [f] = [F] + [F"]. -

Lema 4.46. El cero del grupo abeliano E(M,N) es la extension escindida (4.23).

Demostracion. Obsérvese que la aditividad de ¥, del Lema anterior, junto con la notacién
[&'] 4 [€"] := [&' + &"], define una operacién binaria sobre E(M,N) que corresponde bajo ¥
con la suma del grupo abeliano Ext} (M, N). Por tanto, esta operacién de grupo en E (M, N)
es asociativa y conmutativa.
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Para mostrar que [Eg] = 0 en este grupo, basta encontrar un A-homomorfismo g: P —
M@ N tal que g =0 en Homy (K, N); en otras palabras, se requiere un diagrama conmutativo
con filas exactas, de la forma

0—=K—1>p—f spy——>0

| A

Y
0—=N—2-MaN-~pm——0.

Los requisitos pj o g = € y go j = 0 son satisfechos por g(u) := (£(u),0), para u € P. O

» Para dar una interpretacién concreta a los elementos de los grupos abelianos Exty (M,N)
para n > 1, se introduce el concepto de extension de orden superior. Hay una operacion de
“empalme”, introducida por Yoneda, que combina tales extensiones.

Definicion 4.47. Una extension £;: 0 — LLRZ LM —0delM por L y otra extension

&: 0>N—"R-1L—-0deL por N dan lugar a una sucesion exacta de 6 términos por
el siguiente empalme:

0—>N—>R-—-2 R Lspyy——0 (4.25)

donde h := joq € Homy (R, R)). Fijese que hoi= jogoi=0yque poh=pojoqg=0;
ademads, kerh = kerg = imi porque j es mOnico, mientras imh = im j = ker p porque g es
épico. Una tal sucesion exacta de 6 términos £: 0 — N Ry i>R1 LM — 0 se llama
una 2-extension de M por N.

Un morfismo de 2-extensiones de M por N, ®: & — &’, es una aplicacién de cadena de

la forma

h p

& 0 N—! Ry Ry M 0
@i lNl ‘le (Pll 1y
& 0—=N—R, MR Py

determinado por dos aplicaciones ® = (¢;, ¢2) con ¢; € Homy (R;,R}) parai = 1,2, tales que
ploo=p, Ko@y=@ oh; i =@ oi En este caso, los homomorfismos ¢;, ¢> no son
isomorfismos en general.

Un par de 2-extensiones se declaran equivalentes, & ~ &’, si hay un niimero par finito de
2-extensiones intermedios & = &¢,&1,...,E&2u_1,E2, = & que admiten morfismos segiin el
patrén siguiente

q)l le q)2 .. \PZ D

Y
Eom—y —>=Eoxyp1 <=— &3, = €.

E=¢E&p &1 (%3

Las clases de equivalencia bajo esta relacion forman un conjunto E>(M,N). El empalme
(4.25) determina una operacién binaria Ext} (M, L) x Ext} (L,N) — Ext;(M,N), llamado el
producto de Yoneda.
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Hay una biyeccién entre E»(M,N) y el grupo abeliano Ext(M,N), definido por el pro-
cedimiento de la Proposicion 4.43. En este caso se compara una 2-extension dada con una
resolucion parcial de M que incluye dos mddulos proyectivos:

i 1)
0—=K—>P—>R—>M—>0
| | |
7 Jil fol IM\L
Yoo v
0—>N—>R, "R —">M—>0
La fila superior es una sucesion exacta, donde los A-modulos Py y P; son proyectivos. Los
primeros dos pasos de la construccion de una resolucién proyectiva de M muestran su exis-
tencia. Los A-homomorfismos fy y f1 son consecuencias de la proyectividad de Py y Pj, y
f: K — N sigue por el Lema 4.17. De este modo, se define una clase [f] € Ext}(M,N) =
H?(Homy (P,,N)), independiente de la eleccién de fy y fi, tal que [€] — [f] sea la biyeccién
deseada.!?

» La sucesion exacta larga (4.19b) para los funtores contravariantes Ext}(—,S) no es la
Unica sucesion exacta larga asociada con Ext. Para introducir la otra, sea M un A-mddulo
fijo y considérese un A-homomorfismo g: N — N’. Recuérdese que h+— goh = g.(h) es
un homomorfismo de Homy (M,N) en Homy (M,N'). Si Py — M es una resolucién proyec-
tiva de M, los homomorfismos g,.: Homy(P,,N) — Homy(P,,N’) forman una aplicacién de
cocadenas entre dos complejos de grupos abelianos:

*

* o
0 — Homy (M,N) —£— Homy (Py, N) —— Homy (P;,N) — - (4.26)

g*l g*l * g*i

! 5
0 —> Homy (M,N') —=— Homy (Py,N') —— Homy (P ,N') — - --

Hay una familia de homomorfismos en cohomologia, g, = H"g, : Ext} (M,N) — Ext} (M,N')
paran € N.

Es facil comprobar ahora que las correspondencias N — Ext{(M,N), g — §, definen
funtores covariantes Bxt} (M,—): A-Mod — Ab para cada n € N; y que Ext} (M, —) coincide
con Homy (M, —).

Si f € Homy (M',M), hay un homomorfismo f*: Homy(M,N) — Homy(M',N) para
cualquier A-modulo N. Al aplicar la Proposicion 4.25 a dos resoluciones proyectivas Po — M,
P, — M, se obtienen homomorfismos f,*: Homy (P,,N) — Homy (P,,N), los cuales inducen
homomorfismos f = H"(f*) : Ext} (M,N) — Ext%(M’,N) para n € N. Hay cuadrados con-
mutativos:

Homy (M, N) —— Homy (M',N) Ext’ (M,N) —~ Ext’(M',N)
8 J/ 8x i §n J/ gn \L
Homyu (M, N') —L~ Homu (M, N') Ext (M,N') L'~ Ext}(M',N')

12para los detalles de esta construccién, consiltese el Capitulo 3 del libro: Saunders MacLane, Homology,
op. cit.
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En efecto, si # € Homy (M, N), entonces

f (g«(h)) = f"(goh) = (goh)of =go(hof)=gu(hof)=g.(f"(h)),

lo cual establece la conmutatividad del primer diagrama y, de rebote, el caso n = 0 del se-
gundo diagrama. Para n > 0, hay igualdades andlogas en cohomologia. La conmutatividad
de estos digramas dice que cada Ext": A-Mod x (A-Mod)°® — Ab es un bifuntor.

. ez h k ..
Proposicion 4.48. Sea 0 — R— S—— T — 0 una sucesion exacta corta en A-Mod. Para
cada A-modulo M, hay una sucesion exacta larga para Ext:

0 — Homy (M, R) —~ Homy (M, S) —~ Homyu (M, T)
— Ext) (M,R) — Ext}(M,S) — Ext}; (M, T)

— Ext3(M,R) — Ext}(M,S) ——Ext{(M,T) — -

Demostracion. Sea P, — M una resolucion proyectiva de M. Por el Lema 3.12, la siguiente
sucesion corta es exacta, para cada n € N:

0 — Homy(P,,R) > Homy (P, S) — > Homy (B, T) — 0.

Ademids, la conmutatividad del diagrama (4.26), con g € Homyu (N, N’) reemplazado por h €
Homy (R,S) y por k € Homu(S,T) respectivamente, muestra que hay una sucesién exacta
corta de complejos de cocadenas:

I’l*.. k*{.
0 —— Homgy (Ps,R) —— Homy (P,,S) ——= Homy (Ps, T) — 0.

Al aplicar la Proposicién 4.20, mutatis mutandis, a su cohomologia, se obtiene la sucesion
exacta larga deseada. 0

Hay una manera alternativa de obtener los bifuntores Ext", al reemplazar todas las reso-
luciones proyectivas por coresoluciones inyectivas. Brevemente, si N — Q°® es una cores-
olucién inyectiva y si F: A-Mod — Ab es un funtor covariante, se puede definir sus fun-
tores derivados derechos (hasta isomorfismos naturales) por R"F(N) := H"*(FQ). Para el
caso F = Homy (M, —), resulta que R"F es igual (o mejor dicho, naturalmente isomorfo) a
Ext} (M, —). Los procedimientos anteriores pueden repetirse por analogia, para obtener las
dos sucesiones exactas para Ext, aunque en el orden inverso. Para las eventuales aplicaciones
en geometria algebraica, algunos autores prefieren desarrollar la teoria de Ext (y Tor) con
coresoluciones inyectivas solamente. 3

13Véase, por ejemplo, el Capitulo 20 del libro: Serge Lang, Algebra, 3a edicién, op. cit.
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4.5 Ejercicios de algebra homolégica

Ejercicio 4.1. Sea A un dlgebra sobre un cuerpo [ y sea M un A-A-bimédulo. Definase
Bi.: Co(A,M) — C,_1(A,M) y b,: C"(A,M) — C""'(A,M) por las férmulas (4.2) y (4.3)
respectivamente.
(a) Verificar que 3,_10B, =0y que b, 1 ob, =0.
(b) Si se define B, : C,(A,M) — C,_1(A,M) y b,: C"(A,M) — C""1(A,M) por las mis-
mas férmulas pero con el dltimo término a la derecha suprimido en cada caso, comprobar que
10 B, =0y que b ob, =0 también.

(c) Definase s,,: C,(A,M) — C,-1(A,M) por
sp(x®Ra1 @ Ray) = (—1)"xQRa;1 Q- QRa, X 1.

Mostrar que B, | 05, + 5,10 B, = 1¢,(a.nm)- Concluir que el complejo (Co(A,M), B’) tiene
homologia trivial.

Ejercicio 4.2. Sea A un dlgebra sobre un cuerpo F y sea M un A-A-bimédulo. Sea Der(A, M)
el espacio [F-vectorial de las derivaciones de A en M: ellas son las aplicaciones lineales
d: A — M tales que d(ac) = d(a)c+ad(c) para a,c € A. El subespacio Der’(A,M) de
derivaciones internas consta de las dy: a — (ax — xa), para x € M. Demostrar que los
primeros dos grupos de cohomologia de Hochschild son

HY(A,M)={x €M :ax=xaparatodoac A},
H'(A,M) = Der(A,M)/Der' (A,M).

Ejercicio 4.3. Sea f,: (Co,0) — (Ds,6’) una aplicacién de cadenas. Para cada n € Z, sea
E, :=C,_1® D,y definase 8 := E, — E,_1 por

5:(%)’) = (_Snfl(x)vfnfl(x) + 6:;()’))

(a) Mostrar que (E,,8") es un complejo de cadenas.'#

(b) Si (C},87) es el complejo “corrido” definido por C; :=C,,_1 y 6, := —§8,_1, encon-
trar una aplicacion de cadena po: E, — C; tal que haya una sucesion exacta de complejos

0—>DeL-E Pcr 0,

donde j,: D, — E, es lainclusion y — (0,y).
(c) Concluir que hay una sucesion exacta larga en homologia de la siguiente forma (es
cuestion de identificar el homomorfismo conector):

Hn' Hn H,17 f an /
oo — = H,(D) 2 H(E) 2 H, (C) 2L H, (D)"Y H, (E)—>---.

14“Este complejo se 1lama el cono de la aplicacion de cadenas f,.
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Ejercicio 4.4. Un algebra de Lie sobre un cuerpo F es un espacio F-vectorial g (de di-
mensién finita) con una operacién bilineal [-,-] : g x g — g (el corchete) que cumple!?

e [X,Y]=—[V,X]|paratodo X,Y € g (antisimetria);
o [[X,Y],Z]+][[Y,Z],X]+[[Z,X],Y] =0 paratodo X,Y,Z € g (identidad de Jacobi).

Un g-médulo es un espacio F-vectorial V con una aplicacion lineal g — Endp(V), escrito
vi— X (v) parav €V, X € g, que cumple [X,Y](v) =X(Y(v)) —Y(X(v)) para X,Y € g.
(a) Mostrar que el propio g es un g-médulo, con X (Z) := [X,Z] para X, Z € g.

(b) Una n-cocadena en C"(g,V) es una aplicacién n-lineal alternante o: g" — V. [En
particular, se toma C%(g,V) := V.| Definase d = d,,: C"*(g,V) — C"*1(g,V) por

n

da(Xo,....X,) = Y. (-1)/X;(a(Xo,....X},... . Xn))
j=0
+ Y (=D a(X,Xd, X, X X X,
1<j<k<n

donde )?] significa la ausencia del término X en el lugar indicado. Mostrar que d,, 1 od, =0
para todo n € N, y verificar que H(g,V) =V9={veV:X(v) =0paratodo X € g}.

Ejercicio 4.5. Sea C, := {1,A,A%,...,A"" !}, con A" = 1, el grupo ciclico de orden n; y sea
7C, el anillo de grupo (entero) correspondiente. Sea N :=14+A+A>+---+ A" € ZC,.
Considérese Z como ZC,-médulo trivial, al definir Am := m para todo m € Z. Definase el
Z.Cp-homomorfismo €: ZC,, — Z por &(my+miA +---+mu, (A" V) :=mg+---+my,_1.
Mostrar que hay una resolucién proyectiva Py — Z de ZC,-médulos con P, = ZC, para
todo m, donde &, := Ny &2—1 := A — 1 (como operadores de multiplicacién) para m > 1:

A—1 A—1
N p PN p P -t-7 0.

P, Py

[ Para comprobar que esta sucesion es exacta, considérese los homomorfismos de grupos
abelianos s,s": ZC,, — ZC, definidos por

s(1):=0, sAY):=14+A+--+A Y parak=1,....n—1,
sA =1, §AY:=0parak=0,...,n—2.
Comprobar que (A —1)os+s oN =1y también que Nos'+s0 (A —1) =1.]

Ejercicio 4.6. Sea A un anillo entero y sea I su cuerpo de fracciones (véase el Ejercicio 3.10.)
Demostrar que la siguiente sucesion es una resolucion inyectiva de A:

0—A—>F—>F/A—>0—>-—>0

donde i: A — Feslainclusiény p: F — F/A es la aplicacion cociente.

SPor ejemplo, gl(n,F) denota el espacio vectorial de matrices M, (F) con corchete [X,Y]:= XY —¥X. Un
dlgebra de Lie se llama matricial si es un subdlgebra (de Lie) de algtn gl(n,F).
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Ejercicio 4.7. Si F: A-Mod — Ab es un funtor aditivo covariante y 0 — L Lom SN—0

es una SEC escindida de A-md6dulos, demostrar que 0 — S"LﬂﬁfM ﬁ>f7'~N ——0 es una
SEC escindida de grupos abelianos.®

Ejercicio 4.8. Si F: A-Mod — Ab es un funtor aditivo covariante y 0 — K JpEtm— 0
es una SEC de A-médulos con P proyectivo, mostrar que L1 FM ~ ker(Fj) y que hay isomor-
fismos L, |FM ~ L,FK paran > 1.

Ejercicio 4.9. Dado un diagrama conmutativo de A-mddulos, cuyas filas son sucesiones ex-
actas cortas:

0 Loy —ftan 0
I
0 R-Iesgto7T 0,

(a) si t, v son sobreyectivos, mostrar que u es también sobreyectivo y que hay una sucesion
exacta corta:!’

0 kert ! keru al kerv 0;

(b) si ¢, v son inyectivos, mostrar que u es también inyectivo y que hay otra SEC:

h k
0 ——cokert —— cokeru ——cokerv ——=0.

Ejercicio 4.10. Sea R un A-mdédulo a la derecha.
(a) Demostrar que Tor{ (R, P) = 0 si P es un A-médulo proyectivo.
(b) Mostrar que R es llano en Mod-A si y s6lo si Tor’f‘ (R,M) = 0 para todo M €€ A-Mod.

[ Indicacion: Considerar una SEC 0 — K Pt 0, con P proyectivo. |

Ejercicio 4.11. (a) Si M,N son A-mddulos a la izquierda y si R,S son A-mddulos a la
derecha, demostrar que Tor (R,M & N) ~ Tor) (R,M) & Tor2 (R,N) y que Tor} (R® S,M) ~
Tor (R, M) © Tor’ (S, M).

(b) Si A es un anillo entero principal y si M, denota el submddulo de torsion de M,
demostrar que Tor2 (R, M) ~ Tor’ (Rior, Mior).

Ejercicio 4.12. (a) Encontrar una resolucién proyectiva de 7Z/4 en A-Mod para el anillo
A=7/8.

(b) Calcular los grupos abelianos Tor%/ S(Z /4,Z/4), para todo n € N.

Ejercicio 4.13. Si A es un anillo entero principal con b € A 'y si M es un A-mdédulo, escribase
bM := {bx : x € M }. Demostrar que Ext} (A/bA,M) ~ M /bM.

16E] resultado de este Ejercicio fue usado en la demostracién de la Proposicién 4.39.
17Kl resultado de este Ejercicio fue usado en la demostracién del Lema 4.38.
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Ejercicio 4.14. (a) Si p € N, demostrar que Ext},(Z/p,Z/p) ~ Z/p.

(b) Si p € N es primo, mostrar que las extensiones

Ex: 0 Z/p—-17/p* =1L /p 0,

donde i(m mod p) := (pm mod p?) y k(r mod p?) := (kr mod p), para k =1,2,...,p—1,
son inequivalentes y que no son escindidas.

Ejercicio 4.15. (a) Si &: 0 — N—R-ZM—-0 es una extensién de M por Nysi f €
Homy (N, N), construir una extensién f.€ de M por N, tal que haya un diagrama conmutativo

e 0—>N—>R—Lspm——>0

|
fl [ lMl
" I

Y
fel: 0 N ——R' M 0

para un A-homomorfismo conveniente @ : R — R’. Mostrar que dos extensiones de este tipo
son equivalentes.

(b) Si ademds g € Homy (M”, M), construir una extensién g*& de M” por N, tal que haya
un diagrama conmutativo

g*g : 0 N R// MI/ O
I
1NJ/ 8 gl
i roop
E: 0 N R M 0

para un A-homomorfismo conveniente ¥ : R” — R. Mostrar que dos extensiones de este tipo
son equivalentes.
[ Indicacién: Sea R’ un pushout y R” un pullback de ciertos diagramas. |

(c) (Opcional). Mostrar que las extensiones g*(f.€) y f«(g*E), de M” por N, son equi-
valentes.
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