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Suavizamiento de Series Cronolégicas Geofisicas
con Ruido Blanco y Rojo Aditivo

F.J. Soley*

Abstract

Time sequencues are usually smoothed to reduce the variance and to extract fea-
tures hidden by noise. Several smoothing methods are available to the users of soft-
ware packages for time series analysis. Most users, nevertheless, ignore the
properties of the different methods and are unaware of the changes a given smooth-
ing method can cause on the original data. In this article the statistical and spectral
properties of commonly used smoothing methods are presented. The methods dis-
cussed are convolution of the data with time windows and multiplication of the -
spectra by a parabolic window. The spectral response, the autocovariance and
the impulse response of the windows are calculated and it is shown how to use this
characteristics to choose a suitable smoothing filter.

Some geophysical time sequences show correlated background noise that can
be modelled as red noise. It is shown that the reduction in variance by smoothing
is less in the presence of red noise than of white noise.

Resumen

El suavizamiento se utiliza frecuentemente en el analisis de series cronoldgicas para
reducir la varianza y resaltar tendencias oscurecidas por el ruido de fondo. Existen
diversos métodos para suavizar secuencias que estan a disposicion de los usuarios
en los sistemas computacionales para el analisis de secuencias cronolégicas. Sin
embargo, una buena parte de los usuarios de estos sistemas desconocen las propie-
dades de los métodos y las alteraciones que los mismos producen en la informa-
cion original. En este articulo se presentan las propiedades estadisticas y espectrales
de métodos comunes de suavizado como convolucién con ventanas temporales y
multiplicacién del espectro por una ventana parabdlica. Se calcula el espectro, la
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autocovarianza y la respuesta al impulso de las ventanas y se explica como, en base
a ellas, se puede escoger el método idéneo para una aplicacion.

En algunas secuencias geofisicas se observa que el ruido de fondo esta
correlacionado y que se puede modelar como ruido rojo. Se demuestra que la re-
duccién en varianza producida por el suavizamiento es menor en la presencia de
ruido rojo que en la de ruido blanco.

Introduccion

El suavizamiento se utiliza frecuentemente en el andlisis de series cronologicas para
reducir la varianza y resaltar tendencias oscurecidas por el ruido de fondo. Después
de un proceso de suavizado adecuado, es posible en muchas ocasiones reconocer
periodicidades y la presencia de efectos no estacionarios como tendencias lineales
y de orden superior que estaban sumergidos en el ruido. Diversos métodos para
suavizar secuencias estan a disposicion de los usuarios en los sistemas
computacionales para el anélisis de secuencias cronoldgicas. En este articulo con-
sideraremos las ventanas temporales rectangular, triangular, de Henderson, de
Spencer y la ventana espectral parabélica, que son las de uso més generalizado.

La discusién se limitara a sefiales deterministicas con ruido aditivo por ser un
modelo simple y de aplicacion amplia a secuencias geofisicas. Lo usual es consi-
derar el ruido en este modelo como no correlacionado o ruido blanco, y este caso
es tratado extensamente en los textos de analisis de sefiales. En algunas secuencias
geofisicas se observa que el ruido esta correlacionado exponencialmente y se de-
nomina ruido rojo (Amador y Soley, 1982; Soley 1988). Este caso ha sido poco
estudiado en la literatura.

Los procesos de suavizamiento permiten determinar una sefial constante inmersa
en ruido blanco a un grado de precision arbitrario (Papoulis A. 1979). Este resulta-
do se deriva usualmente en el caso de sefiales continuas y con tiempos de observa-
ci6n ilimitados. En este articulo demostramos que en el proceso discreto, con ruido
rojo, también es posible determinar el valor de una secuencia constante. Mientras
mas largo se haga el filtro suavizador, mayor es la precision de la mediciéon. En
este caso, la longitud de los datos impone una limitacién practica a la longitud del
filtro de suavizado.

Si la sefial no es constante, el proceso de suavizado la distorsiona mientras re-
duce la varianza del ruido. Es por lo tanto muy importante poder estimar el grado
de distorsion producido por los diversos filtros a una sefial dada. La varianza del
ruido disminuye con la longitud del filtro, pero a la vez la distorsion aumenta. El
analista se enfrenta a esta disyuntiva en la seleccion del filtro idéneo para su apli-
cacion. En este articulo se dan el espectro, la autocovarianza y la respuesta al im-
pulso de los diversos filtros. También se calcula la razén sefial a ruido de los filtros.
Con ejemplos se ilustra como se puede utilizar la informacién dada en la seleccién



julio-diciembre 1994 Suavizamiento de Series Cronol6gicas Geofisicascon... 35

de un filtro. En el célculo de la razén sefial a ruido se obtiene un resultado intere-
sante: la reduccién en varianza es menor cuanto mayor es la correlacién del ruido.

Relaciones fundamentales en el suavizamiento de sefiales

El problema de estimar una sefial en la presencia de ruido aditivo, es un problema
basico de la teoria de procesos estocasticos. Se considera que la cantidad medida
es una secuencia cronolégica finita:

x[n] = fln] + n[n], (0]

compuesta de la sefial de interés f[»] y del ruido n[n]. El ruido puede ser produci-
do por el proceso de medicion y por la interaccién del fenémeno de interés con otros.
La secuencia f[r] puede ser conocida, desconocida, o aleatoria. En el primer caso,
es posible disefiar filtros optimizados para extraer la sefial del ruido, pero esta si-
tuacion es poco usual en geofisica. El modelo de una secuencia aleatoria ofrece po-
sibilidades de aplicaciones interesantes pero no sera considerada en este articulo.
Nos limitaremos al caso de una sefial deterministica desconocida f[n] con ruido es-
tacionario aditivo n[#] no correlacionado y correlacionado exponencialmente (ruido
rojo). Suponemos, ademas que E{n[n]} = 0.

Bajo las condiciones anteriores, el valor esperado y la varianza de x[n] son
E{x[n]} = flnly &* = E{n[n]’} = I, [0], respectivamente. El efecto del ruido en
la sefial seré despreciable si 6 << f[n]. Si esta condicién no se cumple para algu-
nos o todos los valores de n, el efecto del ruido se puede disminuir suavizandolos.
Un filtro suavizador muy sencillo es una media mévil con una ventana temporal
h[n], donde los coeficientes cumplen con la condicién X A[»] = 1. Llamando la se-
cuencia suavizada y[n], tenemos

Y] = x[n] ® hin] = fln] ® hin) + nln] © ki) @
N N
= 2 hKfn-A+ Y Hknin-AL
k=-N k=-N

Notese que el filtro asi definido no es causal, y que se estan utilizando indices
negativos para los elementos del filtro. Que el filtro no sea causal no presenta pro-
blemas en la préctica, y si asi fuera, la causalidad puede restaurarse multiplicando
la transformada zeta del filtro

N

H@= Y, Hrnlz" 3)
n=-N
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por el factor z*. La respuesta en frecuencia se obtiene evaluando H(z) en el circulo
unitario del plano complejo, obteniéndose,

N

Hiexp(wd) = D, hlnlexp(<inw), @)
n=-N

en donde res el tiempo de muestreo. Las ventanas temporales para suavizamiento
son simétricas, es decir, A -k] = A[k] . Esta simetria elimina la parte imaginaria en
la Ec. (4), y H(exp(jw7)) queda como un polinomio trigonométrico en cosenos.

N
H(exp(jwr)) = h[0] + 2 Z h[n]cos(nw), )

n=1

Al ser la respuesta en frecuencia real, la salida del filtro ocurre con cero retardo
respecto a la entrada.
El valor esperado de los datos suavizados es

N
EQIn)} = fin] @hin] + E{nlnl} @hinl =Y hikYn- k), ®)
k=N
con varianza
ot = E{lyln} - EGIA) T @)

- E{ Z h[K]7ln- K] Z HINnln- 1)} = Z Z h[IJALKI, [1 ]
k=-N I=-N k=-N [I=-N

Se obtiene una reduccion en la varianza si 6%, /o?, | <.

La autocovarianza muestral de los datos se puede calcular facilmente de la
antitransformada del espectro de potencia. Sea X' | i I o X | j | yN | J | las transformadas
discretas de Fourier de los datos, la parte deterministica y del ruido, respectivamente.
Transformando la Ec. (1), y sacando el médulo cuadrado de la transformada, obte-
nemos

| X112 = [ 112 + F GIN*G + NGIF*G] + |V |2 (8)

El valor esperado del espectro de potencia es la suma del espectro deterministico
y el espectro de potencia del ruido
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E{Ix 7 = | File + E(NG 13, ©)

desapareciendo los términos cruzados. Antitransformando (8) se obtiene la
autocovarianza muestral de los datos

Cpdl = CodN1 + Cp] + Cy [N + G} (10)

donde C_[/] y C[/] son términos de covarianza cruzada entre la sefial conocida y
el ruido aditivo. El valor esperado es

E{C,IN} = T ,IN1 = C,,1l1 = Tyl an

La autocovarianza del filtro suavizador debe decaer en tiempo mas rapido que
la de la funcién deterministica para asi minimizar la distorsién de esta funcion.
La transformada de los datos suavizados y su modulo cuadrado son

Y[j] = FUIHU] + NUIHU], (12)

lypil2 = | AL 0| L |2 + FLIN#01 + NGIF#0) + NG 2 (13)

El valor esperado del espectro de potencia de los datos suavizados tampoco tie-
ne los términos cruzados

E{Iil2 = | il + E PEC NG [ (14)

Las caracteristicas espectrales del filtro suavizador deben ser tales que no mo-
difiquen sustancialmente el espectro de la sefial deterministica y a la vez atenuen
lo mas posible el espectro del ruido.

Antitransformando el médulo cuadrado se obtiene la autocovarianza muestral

Clll = C(DOC 1N + CoN®C,,\ [N + Cp [NVC, 1] + Cnec i  (15)
que tiene un valor esperado

Tpll] = Cl1®C, + Cpyl AT 1] {16)

Observamos de nuevo que la autocovarianza del filtro debe decaer muy rapida-
mente comparada a la autocovarianza de la sefial deterministica para disminuir la
distorsi6n.
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Suavizamiento de una sefial constante

En el caso de sefiales continuas, es conocido que una sefial constante con ruido
aditivo correlacionado puede ser estimada a cualquier grado de precision utilizan-
do un intervalo de suavizamiento suficientemente largo (Papoulis 1979). En esta
seccion se aplican las relaciones anteriores al caso de una secuencia constante fi-
nita.

Sea f[n] = A, y tomemos primero ruido blanco con correlacién R[! - k] = I3,,. El
valor suavizado y su varianza dados por las ecuaciones 6 y 7 son

N N
Eoln} =4 Y, MRl o lnl=1 0 kP )
k=-N k=N

Vemos ahora la justificacién para la condicién s h[k] = 1 que garantiza que
el estimado de la constante sea sin sesgo. Para un suavizamiento de pesos iguales
hk] = /2N + 1), 6, [n] = /(2N + 1). El valor minimo de la varianza es I/T, y se
obtiene usando una ventana de suavizamiento con una longitud igual al intervalo
de la observacion T.

El ruido rojo se caracteriza por una autocovarianza exponencial R[/-k] = 1!~
0 < ¢< 1y en este caso, la varianza es

N N
@, = Y, D, HIAKIG™ (18)
k=-N I=-N

La doble sumatoria es sobre un rectingulo, y resulta mas conveniente hacerla
sobre las diagonales a lo largo de las cuales la autocovarianza es constante

N N-1
G =1 Y, WKP+206 D, HlkAlk+ 1] (19)
k=-N k=-N
N-2
+21 D, KAk + 2]... + 206 H-NJAIN]
o

Si el suavizamiento se hace con una ventana rectangular de pesos iguales tenemos

2N-1
+21¢ e +21¢? e 2103 -—1—— (20)

2N+1 (2N+1)? (2N+1)? (2N + 1)

o’ yy[n] =

De nuevo el valor minimo corresponde al tomar una ventana de longitud igual a
tiempo de observacién (T=2N +1). La reduccion en varianza se muestra en la Fi-
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gura 1 para varios érdenes de la ventana rectangular y para valores de ¢ de 0.1 a
0.9. Nétese que para ruido rojo altamente correlacionado, la reducci6n en varianza
es baja, alin para ventanas de 15 elementos.

Si el suavizamiento se hace con una ventana triangular para la cual h[k] =
N+1- | k| ) /(N + I)?, obtenemos que la reducci6n en varianza es

I INQ2N + 1
Glﬂ[n] = — 4 ___(___)
N+ 1) 3N+ 1)
para ruido blanco. Si el ruido es rojo, se obtiene un resultado similar al de la ven-
tana rectangular y se muestran en la Figura 2.

Secuencia variable en tiempo

Si la secuencia no es constante, el estimado tiene un sesgo SZ

N

Sz = Y, HK/Tn-Kl - /1) @1
k=-N

Para una longitud dada del filtro, el sesgo es mayor en aquellas regiones donde la
secuencia cambia rapidamente. Por ejemplo para una secuencia exponencial decre-
ciente a", lal <1el Sesgo es

1 1
SZ[n] = 3 ot ta' + o} -a'= 3 av'(1-a)%,

para una ventana rectangular de tres elementos. Notese que el sesgo mismo es una se-
cuencia exponencial decreciente. De forma similar se puede comprobar que el sesgo
aumenta con la longitud del filtro. Un anélisis de los espectros de los datos y del
filtro, brindan informacién valiosa para evaluar el efecto del filtro sobre los datos.

La varianza disminuye con la longitud del filtro, al igual que para la secuencia
constante. Por lo tanto, la longitud del filtro suavizador est4 dictada por dos requi-
sitos en conflicto: la disminucién del sesgo pide una longitud corta, mientras que
la disminucién de la varianza una longitud larga.

Filtros suavizadores

El suavizado de los datos se puede llevar a cabo mediante convolucion con una
ventana temporal o multiplicando el espectro de los datos con una ventana espec-
tral y antitransformando el producto. De las ventanas temporales se trataran la rectan-
gular, la triangular, de Henderson y de Spencer, que son de las mas utilizadas en la
practica. Como ventanas espectrales, se pueden utilizar filtros pasobajo. Esa posi-
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bilidad no se discutira en este articulo ya que est4 orientado a los lectores con pocos
conocimientos en disefio de filtros digitales. Se tratara la ventana espectral pa-
rabélica que es de facil aplicacién y sus propiedades dependen de un dnico
parametro, lo que facilita adaptarla a diferentes situaciones (Aubanel y Oldham,
1985).

Ventanas temporales

En la Figura 3 se muestran las ventanas temporales para suavizado. La longitud de
las ventanas rectangular y triangular se puede variar de acuerdo a la aplicacién
deseada. Las ventanas de Henderson y de Spencer son de longitud fija.

Ventana rectangular

El suavizamiento con una ventana rectangular corresponde a una media mévil con
pesos iguales. Los elementos del filtro de longitud 2 N + 1 son

1/(2N + 1) -N<k<N
hik] = (22)
/k/>N.
La respuesta espectral se obtiene de la ecuacién 5,
1 2 ul
H(exp(jw?)) = + E cos(nwr) (23)
2N + 1 2N+ 1
n=1
& 1 sin((2N + Dw1)/2)
2N+ 1 sin (w7/2)

y se muestra en la Figura 4 para longitudes de 3 y 1 1 elementos. No6tese que para la
ventana de 11 elementos, el 16bulo central es més angosto y los picos secundarios
de menor amplitud. Las dos ventanas tienen secciones donde la respuesta en fre-
cuencia es negativa. Si el ruido tiene un componente espectral en una frecuencia
correspondiente al minimo de un pico negativo, este componente aparecera en los
datos suavizados con menor amplitud y una diferencia de fase de 180°. La secuen-
cia de autocovarianza es una ventana triangular del doble de ancho

W +1- [k| |kl <2N
l"[k] ={ (2N +1) (24)

0 |k| >2N
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Ventana triangular

La ventana triangular de 2N + 1 elementos es

N+1- II:I k] <N
hg) =& Y @5)

0 lk| >N

por lo que su respuesta espectral se obtiene como el producto de la respuesta de
una ventana rectangular de la mitad de ancho

B sin¥((N + 1)w/2) )
exp(iwr)) = (N + 1) sin? (w/2) :

La respuesta espectral se muestra en la Figura 5 para longitudes de 3 y 11 ele-
mentos. Los I6bulos centrales son més anchos que los de las ventanas rectangula-
res de igual niumero de elementos (Figura 4), pero los méximos secundarios son de
menor amplitud. La respuesta no alcanza valores negativos lo que la hace més acep-
table que la rectangular. La autocovarianza se muestra en la Figura 6 para 3, 7y 11
elementos, en donde se nota que se suaviza y extiende conforme aumenta el ntime-
ro de elementos.

Ventana de Henderson

Las ventanas de Henderson de 5 y 7 elementos estan definidas por las secuencias

{-0.073427, 0.293706, 0.559441, 0.293706, -0.073427},
{-0.058741, 0.058741, 0.293706, 0.412587,
0.293706, 0.058741, -0.058741},

y las respuestas en frecuencia respectivas se muestran en la Figura 7. Nétese que al
igual que la ventana rectangular, las respuestas en frecuencia alcanzan valores ne-
gativos. La secuencia de autocovarianza se muestra en la Figura 8.

Ventana de Spencer

Las ventanas de Spencer de 15 y 21 elementos estan definidas por las secuencias

{-0.009375, -0.018750,  -0.015625, 0.009375, 0.065625,
0.143750, 0.209375, 0.231250, 0.209375,
0.143750, 0.065625, 0.009375, -0.015625,

-0.018750, -0.009375}
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{-0.002857, -0.008571,  -0.014286,  -0.014286, -0.005714,
0.017143,  0.051429,  0.094286, 0.134286
0.162857,  0.171429,  0.162857, 0.134286,
0.094286,  0.051429,  0.017143, -0.005714,
-0.014286,  -0.014286,  -0.008571, -0.002857)

y su respuesta en frecuencia se muestra en la Figura 9. Los maximos secundarios
apenas se notan, pero la secuencia de autocovarianza (Figura 10) es mas ancha.

Ventana espectral parabdlica

La ventana espectral parabolica de longitud total NT debe cumplir con la simetria
H[j] = HINT - j] para que los datos filtrados sean reales. Se ilustraré el uso de esta
ventana para el caso de una longitud total par. La extensién a un niimero impar es
inmediata.

Sea M = NT/2. La ventana depende del parametro E que determina el grado con
que se filtra el ruido a las frecuencias altas, y se define asi,

1- (L2  j=012., El
Hlj] = @7
0 j=EE+1..M,

SIE<M,ysiE>M

HIj] = 1- (—jE—)Z j=0,1,2...M (28)

La segunda mitad simétrica de la ventana se construye de la relacién H[NT-j] =
H[j] paraj =1, 2, ..., M - 1. Teniendo ahora la ventana completa, la parte real y la
imaginaria del espectro X[j] de los datos se multiplican por la ventana H[;] para
obtener el espectro Y[j] de los datos suavizados (ecuacién 12). Finalmente, se
antitransforma Y[j] para obtener los datos suavizados y[k]. La Figura 11 muestra
la ventana parabdlica para tres casos de filtrado: bajo, intermedio y alto; contra la
frecuencia normalizada f, = j/NT.

La respuesta en frecuencia de la ventana parabdlica es muy conveniente y facil
de adaptar a diferentes situaciones de suavizado. El precio que se paga es una res-
puesta al impulso extendida. En la Figura 12 se observa que la ventana tiene unos
tres o cuatro elementos dominantes, seguidos de una cola exponencial que decae
lentamente.
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Ejemplo 1: suavizamiento de un brinco en nivel

Para ilustrar el comportamiento de las ventanas de suavizamiento, estas se aplica-
ran a una secuencia cronoldgica construida artificialmente. La secuencia a suavi-
zar consiste de un brinco en nivel de 4 a 5 unidades al que se le ha sumado ruido
blanco distribuido normalmente con media cero y desviacién estandard o = 0.5. El
brinco es apreciable a simple vista a pesar del ruido (Figura 13). Sin embargo,
el ruido es suficiente para hacer que el histograma sea unimodal en lugar de bimodal
(Figura 14). La magnitud del espectro se muestra en la Figura 15 y en él se observa
que la energia de la sefial se encuentra en frecuencias normalizadas menores a 0.06.
El espectro a frecuencias mayores es casi plano y caracteristico del ruido blanco.
La regi6n de separacién es mas apreciable calculando el espectro acumulado. N6-
tese la diferencia en pendiente promedio en los rangos 0.01 a 0.07 y de 0.07 a 0.5.

Las Figuras 16 y 17 muestran la sefial suavizada con una ventana rectangular y
una ventana triangular, respectivamente, de 3 y 11 elementos. Como es de esperar,
las respectivas ventanas de 11 elementos suavizan mas que las de 3 elementos. Ade-
mads, se observa que la ventana rectangular da un resultado ligeramente mas suave
que la ventana triangular de igual nimero de elementos. Las respuestas en frecuencia
de estas ventanas mostradas en las Figuras 4 y 5 explican estos resultados. El 16bu-
lo principal de la ventana rectangular de 3 elementos se extiende hasta cerca de 0.34,
mientras que el de la ventana triangular hasta 0.5, por lo que la atenuacién del rui-
do es menor para la ventana triangular. Las ventanas de 11 elementos tienen el
primer cero en la respuesta en frecuencia cerca de 0.09 la rectangular y cerca de
0.17 la triangular. La ventana de Henderson tiene caracteristicas espectrales (Figura
7) muy parecidas a las ventanas rectangular y triangular de 3 elementos por lo que
es de esperar que el suavizamiento ser similar al mostrado en las Figuras 16 y 17.

La ventana de Spencer efectivamente corta el ruido para frecuencias mayores de
0.2 en los dos casos mostrados en la Figura 9, y el I6bulo principal de la ventana
de 21 elementos es mas angosto que el de 15. El suavizamiento es mayor, pero de-
bido a la respuesta al impulso mas larga, el ajuste al cambio de nivel es mas lento
(Figura 18) que para las ventanas rectangular y triangular. El histograma de la se-
fial suavizada con esta ventana muestra una distribucién bimodal, con modas de 4
y 5.25 (Figura 19).

La ventana espectral parabélica se puede ajustar para que la frecuencia de corte
deje pasar, con poca atenuacién, la energia del brinco y elimine la mayor parte del
ruido. Escogiendo E = 10 se obtiene una frecuencia normalizada de corte de
0.078125 si el orden de la transformada es 128. Los datos suavizados se muestran
en la Figura 20, el suavizamiento es mayor que el de la ventana de Spencer y el
ajuste al cambio de nivel es similar.

La Figura 21 muestra el mismo cambio de nivel con ruido rojo aditivo. El co-
eficiente de correlacién es de 0.5 y la desviacién estandard, como en el caso ante-
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rior, también es de 0.5. Notese el efecto de persistencia presente en esta serie, y
ausente cuando el ruido es blanco (Figura 13): los valores de un mismo signo tien-
den a estar agrupados y se reduce el niimero de cruces del promedio local. El
suavizamiento con una ventana rectangular de 11 elementos (Figura 22) da un re-
sultado similar al de ruido blanco (Figura 16).

Ejemplo 2: suavizamiento de dos sinusoides con ruido

La importancia de la respuesta espectral de las ventanas de suavizamiento se pue-
de visualizar suavizando una sefial compuesta de dos sinusoides con ruido blanco
aditivo,

x[n] = sin(2nf nt + ) + sin(2n fr+6,)+ nlnl. (29)

En este ejemplo, las frecuencias normalizadas y los angulos de fase tienen los
siguientes valores: f, = 0.0546875, f,=0.2265625, 3,=11.5%y 8, = 52.6°, mien-
tras que el ruido blanco n tiene una distribucion N(0,0.3177). La secuencia
cronolégica se muestra en la Figura 23 y la magnitud de su espectro en la Figura
24, donde se observan claramente los dos picos de las sinusoides sobre el fondo plano
del ruido blanco. La secuencia suavizada con las ventanas rectangular de 11 ele-
mentos, Henderson de 5 y Spencer de 21, se muestra en la Figura 25. La ventana
de Spencer de 21 elementos elimina la componente sinusoidal de frecuencia alta,
pasa con poca atenuacion la de frecuencia baja, y elimina parte del ruido, como
puede verificarse en el espectro en la Figura 26. Debido a las caracteristicas
espectrales de la ventana de Henderson de 5 elementos (Figura 7), la componente
de alta frecuencia es atenuada por un factor de aproximadamente 0.5 y el ruido a
frecuencias altas es atenuado (Figura 24). En la Figura 25 todavia se puede observar
la interferencia producida por la frecuencia alta. Comparese con la secuencia sua-
vizada con la ventana rectangular de 11 elementos, la cual atentia la frecuencia alta
por un factor menor de 0.2 (Figura 4): la secuencia cronolégica suavizada en
la Figura 25 apenas muestra la interferencia de la frecuencia alta. Su espectro en la
Figura 26 muestra el pico a la frecuencia alta muy atenuado al igual que el ruido.

Conclusiones

La seleccién del filtro idéneo para suavizar una secuencia cronolégica dada, de-
pende del espectro de la secuencia y de la respuesta en frecuencia del filtro
suavizador. Primero, es necesario determinar las caracteristicas espectrales de los
datos que se desean preservar, y la regién del espectro que se desea atenuar. En
segundo lugar se escoge el filtro con una respuesta en frecuencia adecuada. Por
@iltimo, es recomendable comparar los espectros de los datos originales y de los
suavizados para verificar los resultados del procesamiento.
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VENTANA RECTANGULAR
RUIDO ROJO

REDUCCION EN VARIANZA

ORDEN DEL FILTRO
~-0.90 +0.8 *0.7 *0.6 >0.5 *04 0.3 ¥0.1

Figura 1. Reduccién de la varianza del ruido aditivo de una secuencia constante producida
por una ventana rectangular en funcién del nimero de elementos de la ventana
y para varios valores del coeficiente de correlacioén del ruido.

VENTANA TRIANGULAR
RUIDO ROJO

REDUCCION EN VARIANZA

ORDEN DEL FILTRO

~-0.9 +0.8 0.7 *0.6 0.5 *04 ~03 *0.1

Figura 2. Reducci6n de la varianza del ruido aditivo de una secuencia constante producida
por una ventana triangular en funci6n del niimero de elementos de la ventana
y para varios valores del coeficiente de correlacién del ruido.
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VENTANAS TEMPORALES PARA SUAVIZADO

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

—~ Spencer 21 -+ Spencer 16 “* Henderson 7
= Henderson 5 < Rectangular ¢ Triangular

Figura 3. Ventanas temporales para suavizado: rectangular, triangular, de Henderson y
de Spencer.

VENTANA RECTANGULAR
RESPUESTA EN FRECUENCIA

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2
-0.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
FRECUENCIA NORMALIZADA

— 3 elementos — 11 slementos

Figura 4. Respuesta en frecuencia de la ventana rectangular de 3 y 11 elementos.
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VENTANA TRIANGULAR
RESPUESTA EN FRECUENCIA

0.3 0.4
FRECUENCIA NORMALIZADA

— 3 elementos — 11 elementos

Figura 5. Respuesta en frecuencia de la ventana triangular de 3 y 11 elementos.

VENTANA TRIANGULAR
AUTOCOVARIANZA

-4 -2 0 2 4
RETARDO TEMPORAL

- 3 elementos — 7 elementos ~* 11 elementos

Figura 6. Autocovarianza de la ventana triangular de 3, 7 y 11 elementos.
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VENTANA DE HENDERSON
RESPUESTA EN FRECUENCIA

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
FRECUENCIA NORMALIZADA

— 8 elementos - 7 elementos

Figura 7. Respuesta en frecuencia de la ventana de Henderson de 5 y 7 elementos.

VENTANA DE HENDERSON

AUTOCOVARIANZA
0.8
PRSI S 0 T e
B i e
Bl N
T e e T SIS TTT R ........................

°.1 . ..‘-4',. ......................

|

_°.1r||1||||1|1
4 5 4 3 2 -1 0 1+ 2 3 4 & ¢

RETARDO TEMPORAL
~-5 slementos — 7 elementos

Figura 8. Autocovarianza de la ventana de Henderson de 5y 7 elementos.
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VENTANA DE SPENCER
RESPUESTA EN FRECUENCIA

0.6

0.4

i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
FRECUENCIA NORMALIZADA

— 15 elomentos -~ 21 elementos

Figura 9. Respuesta en frecuencia de la ventana de Spencer de 15 y 21 elementos.

VENTANA DE SPENCER
AUTOCOVARIANZA

0.15 P e o b n xdi e v v e o e i e ;A .A ..............................
0_1 e i TR i e S SRR _, TR Vi L R P e B B

7
0.08 /

ettt

.o-os PR IS & 1 1 ! It
-25 -20 -15 -10 -5 O 5§ 10 15 20 25

RETARDO TEMPORAL
~ 15 elementos —— 21 elementos

Figura 10. Autocovarianza de la ventana de Spencer de 15 y 21 elementos.
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VENTANA ESPECTRAL PARABOLICA

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
FRECUENCIA NORMALIZADA

— Bajo "~ Intermedio - - Alto

Figura 11. Ventana espectral parabdlica para tres situaciones de suavizado: bajo,
intermedio y alto.

RESPUESTA AL IMPULSO

VENTANA PARABOLICA
1
A F— e F— K
................... ‘.,......,..............................
e SRy - O
TIEMPO

~ Bajo ' Intermedio < Alto

Figura 12. Respuesta al impulso de la ventana espectral parabdlica para tres situaciones
de suavizado: bajo, intermedio y alto.
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EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL

SECUENCIA CRONOLOGICA
8.5
BE l .............................................
1 1
F . RS (/M By
Ll -3

3.5 - .. .............................................. -
2-5 T T T T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Tlempo

— Brinco més ruldo - — Brinco

Figura 13. Seiial compuesta de un brinco en nivel de 4 a 5 unidades con ruido blanco aditivo
de distribucién normal N(0, 0.5).

EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL
HISTOGRAMA

Frecuencla

3.1 3.8 4.6 5.2 5.9

Figura 14. Hi.ograma de la sefial de la Figura 11. El ruido hace que esta distribucién sea
unimodal en lugar de bimodal.
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EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL

Unidades arbitrarias
600
__.-T950
500 | o
/”_
400 | L -850
i
3
00 - -
SikT - 750
=
e
2004 .-
< — 850
100
0 =y - P : B850

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
FRECUENCIA NORMALIZADA

— Magnitud -~ -~ Acumulado

Figura 15. Magnitud del espectro y magnitud acumulada de la sefial de la Figura 11. La
energia de la sefial deterministica se encuentra para frecuencias normalizadas
menores de 0.07.

EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL
VENTANA RECTANGULAR

3.5

3 T T T T T T T T T T R

O 10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100 110 120
Tiempo

— 3 elomentos ~~ 11 elomentos — - Brinco

Figura 16. La sefal de la Figura 11 suavizada con la ventana rectangular de 3 y 11
elementos.
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EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL
VENTANA TRIANGULAR

3 T T T L T T T T T T T T
O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Tiempo

— 3 elementos —~ 11 elementos —— Brinco

Figura 17. Lasefial de la Figura 11 suavizada con la ventana triangular de 3 y 11 elementos.

EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL

VENTANA DE SPENCER
8
5.‘_— .......................................................................
- A oo\
R V :
B8 / .................................................... :
. \/[\/ ...................................
e .
a T T T T T T T T T 7 T
O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Tiempo

—— 15 slementos "'~ 21 elementos — Brinco

Figura 18. La seifial de la Figura 11 suavizada con la ventana de Spencer de 15 y 21
elementos.
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EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL
HISTOGRAMA DE DATOS SUAVIZADOS

Frecuencia

3.7 4.1 4.5 4.9 53
Ventana de Spencer (15)

Figura 19. Histograma de la seifial de la Figura 11 suavizada con la ventana de Spencer de
15 elementos. El suavizamiento ha convertido la distribucion unimodal de la
Figura 12 a una distribuciéon bimodal.

EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL
VENTANA PARABOLICA

3 ; T T T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Tiempo
—fc = 0.0781256 — Brinco

Figura 20. La sefial de la Figura 11 suavizada con la ventana espectral parabdlica. La
frecuencia de corte se ajusté a 0.078125 (E = 10).
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EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL
RUIDO ROJO ADITIVO

6.5
5.5
4.5
3.5-
2.5 T % T " T e W e i ¥ T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120
Tiempo

-~ Brinco —— Con ruldo rojo

Figura 21. Sefial compuesta de un brinco en nivel de 4 a 5 unidades con ruido rojo (Y=0.5)
aditivo de distribucién normal N(0, 0.5). Noétese la persistencia de valores de
un mismo signo.

EJEMPLO 1: BRINCO EN NIVEL
RUIDO ROJO ADITIVO

8
'.s_ ......................................................................
A\ ‘/\\ /"‘\;W”\' __________________

T \
__________________________ e B . 8
.................................... MRS
\\ // A
R rdi e e e ST S e N/ d Tee]
3 T ¥ T Ts T | GRRONN oRi R o o B SN Wt G e 2=
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Tlempo

— Brinco ~— Rectangular 11

Figura 22. La sefial de la Figura 21 suavizada con la ventana rectangular de 11 elementos.
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EJEMPLO 2: SINUSOIDE
RUIDO ADITIVO

O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130
Tiempo

Figura 23. Sefial compuesta de dos sinusoides de amplitud unitaria y con ruido blanco
aditivo de distribucién normal n(0, 0.3177).

EJEMPLO 2: SINUSOIDES
ESPECTRO

Unidades arbitrarias

0.8
0.5
0.4
0.3 -
0.2

0.1

o - 26 -t e - T o e T = 5

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
FRECUENCIA NORMALIZADA
— Original - Henderson 5

Figura 24. Espectro de la sefial de la Figura 23 y espectro de la sefial suavizada con una
ventana de Henderson de 5 elementos.
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EJEMPLO 2: SINUSOIDES
SUAVIZADA

O 10 20 30 40 50 680 70 80 90 100110120130
Tiempo

~ Rectangular 11 -~ Henderson 5 -~ Spencer 21

Figura 25. La seiial de la Figura 23 suavizada mediante una ventana rectangular de 11
elementos, la ventana de Henderson de 5 elementos y la de Spencer de 21

elementos.
EJEMPLO 2: SINUSOIDES
ESPECTRO
Unidades arbitrarias
0.6 —
0.5 -
0.4
0.3 1
0.2
0.1 -
l‘\& : / \ /: c : : ; 2
o ——— X s '

0o 0.05 0.1 0.156 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.
FRECUENCIA NORMALIZADA
— Original - ~ Rectangular 11 - Spencer 21

Figura 26. Espectro de la sefial de la Figura 23 y espectro de la sefial suavizada con una
ventana rectangular de 11 elementos y de Spencer de 21 elementos.
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Si el ruido de trasfondo es ruido rojo, la reduccién en varianza es menor que si
fuera ruido blanco. Entre mayor sea el coeficiente de correlacién, menor es la re-
duccion en varianza.
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