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Introduccién

Este curso de andlisis pretende ser una transicién entre las materias de sucesiones y se-
ries, derivadas e integrales, vistas de modo algoritmico en cursos anteriores, y el estudio
colectivo de los espacios de funciones integrables y distribuciones, en cursos posteriores.
Se caracteriza por un mayor rigor en su desarrollo, aun cuando su temdtica sea menos
amplia.

El curso comienza con el estudio/repaso de algunos aspectos importantes de funciones
de una variable real. Luego se abre al anilisis en varias variables, con indicaciones de es-
tructuras mds generales (espacios métricos y espacios normados). Culmina con un examen

de fenémenos de continuidad y convergencia en la presencia de ortogonalidad (espacios
de Hilbert).

Temario

Prolegémenos sobre anilisis en la recta real Los nimeros reales R y nimeros com-
plejos C. Funciones continuas, valores intermedios. Sucesiones convergentes y
sucesiones de Cauchy, la completitud de R. Convergencia uniforme, la prueba-
M de Weierstrass para series de funciones. Polinomios de Bernstein, aproximacién
de funciones continuas por polinomios.

Espacios métricos y su topologia Conjuntos abiertos y cerrados en R”, vecindarios de
un punto. Conjuntos compactos en R”, el teorema de Heine y Borel. Espacios
métricos en general, ejemplos. Espacios métricos completos, la complecién de un
espacio métrico. Conjuntos conexos y conexos por caminos en R".

Espacios normados y espacios de funciones Normas en R”, normas de funciones con
valores reales o complejas, equivalencias entre normas. Series en un espacio nor-
mado, series absolutamente convergentes. Aplicaciones lineales y continuas entre
espacios normados, extensiones de formas lineales. Diferenciacién en espacios nor-
mados, la regla de la cadena. Espacios de funciones continuas y sus compleciones.
El teorema de aproximacién de Stone y Weierstrass.
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Espacios de Hilbert y series de Fourier Formas hermiticas definidas positivas, produc-
tos escalares. La igualdad de Parseval, bases ortonormales. Proyecciones ortogo-
nales, el algoritmo de Gram y Schmidt. Los teoremas de representacién de Riesz
para los espacios de Hilbert y espacios de funciones continuas. Series de Fourier de
funciones periédicas. Niicleos de Dirichlet y de Fejér, problemas de convergencia
de las series de Fourier.
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1 Prolegémenos sobre anilisis en R

El término andlisis denota la parte del quehacer matemitico que maneja limites; es decir,
los conceptos de convergencia y continuidad. Abarca también todos los procesos definidos
por limites, en particular el célculo diferencial e integral en una o varias variables reales
o complejos, y en seguida las ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. Su temdtica,
entonces, es amplio y vasto. En este curso se pretende tomar los primeros pasos, ms all
de la manipulacién algoritmica de series, derivadas e integrales, en este terreno abundante
y fértil.

El anilisis puede abordarse en varios niveles de abstraccién. Al inicio, conviene man-
tenerse en el 4dmbito R" de “varias variables reales”. (Las funciones con dominios en el
plano complejo C, o bien en C", tienen propiedades especiales que merecen ser estu-
diadas por aparte, en un curso mas avanzado.) Poco a poco, el 4ambito euclidiano serd
reemplazado por otros mis generales, como son el contexto de los espacios normados y
espacios métricos en general.

Antes de enfrentar el espacio vectorial R” en varias dimensiones, es prudente hacer un
repaso de los aspectos de funciones de una sola variable que forman la base de tal estudio.
En este capitulo, se estudiard sucesiones, series y funciones en la recta real R.

1.1 Los niimeros reales y complejos

Hay un aforismo atribuido a Leopold Kronecker, de que “los niimeros enteros fueron
hechos por Dios, todo lo demis es obra del hombre”." Ya es tradicional hacer un desarrollo
sucesivo de los siguientes sistemas numéricos en el primer afio de la carrera matemitica
universitaria:

* Los nimeros naturales N = {0, 1,2,3,... } de conteo elemental. Aqui se considera 0
como nimero natural.? Los enteros positivos se denotarin por N* = N'\ {0}.

* Los nimeros enteros Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = NU (-N).
* Los nimeros racionales Q = {p/q:p € Z,q € N* }.
* Los nimeros reales R.

* Los numeros complejos C = {a +ib:a,b € R}, donde i = V-1.

ICitado por Heinrich Weber en su obituario de Kronecker (1893): Die ganzen Zahlen hat der liche Gott
gemacht, alles andere ist Menschenwerk. Asi quiso expresar, no un ateismo barato, sino su énfasis sobre la
importancia de los procesos finitos en la matematica.

2Los autores franceses usan N = {0,1,2,3,...} y escriben N* = {1,2,3,...}. En cambio, los autores
alemanes suelen poner N = {1,2,3,...} y Ny = {0,1,2,3,...}. Ellector debe cerciorarse si un determinado
libro toma 0 como nimero natural o no. En estos apuntes se adopta el convenio francés.
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Las construcciones de Z a partir de N, de Q a partir de Z, y de C a partir de R, son pro-
cedimientos algebraicos relativamente ficiles de comprender. En cambio, la construccion
de R a partir de Q es intrincado y delicado.

Hay dos construcciones principales (con resultados equivalentes): (a) la de Richard
Dedekind por medio de sus cortes de los niimeros racionales; y (b) la de Georg Cantor me-
diante una relacion de equivalencia sobre las sucesiones de Cauchy (racionales).

Un corte Q = AW B expresa los racionales como unién disjunta3 de dos partes Ay B
donde a < b paratodoa € A, b € B. Sit € Q, se puede tomar A, = {a:a < t}y
B;={b:b>t}. Alidentificar t € Q con el corte Q = A; W B;, se obtiene Q c R. El corte
A={a:a<00d2<2},B={a>0:d%> 2} seidentifica con V2 € R. Es necesario
definir las operaciones de suma y multiplicacién de cortes, y el orden entre cortes, para
luego mostrar que todas las propiedades deseables de R se cumplen para esta familia de
cortes.

En el enfoque de Cantor, se considera la familia € de todas las sucesiones de Cauchy
en Q — més adelante se estudiard las sucesiones de Cauchy en detalle - y se declara que
dos sucesiones de Cauchy {a,} y {b,} son equivalentes si la sucesién {a, — b,} converge
a 0. El conjunto cociente €/~ se adopta como la definicion de R. Aunque este proceso
produce un resultado mas abstracto que el esquema de Dedekind, tiene la ventaja que las
operaciones algebraicas son obvias; por ejemplo, {a,} + {bn} := {an + by} define la suma
(al pasar al cociente).

» En adelante, entonces, damos por un hecho la existencia de R, como un cuerpo ordenado,
arquimediano y completo que incluye el cuerpo Q de los niimeros racionales. Este es el
contenido de la siguiente proposicién, no demostrado en este curso. (El lector interesado
en una demostraciéon completa puede consultar el capitulo 1 del libro de Rudin, o bien el
capitulo 2 del libro de Dieudonné.)

Proposicién 1.1. Existe un conjunto R con las siguientes propiedades:

(a) R es un cuerpo,* esto es, R tiene las dos operaciones algebraicas de suma y multiplicacién,
ambas asociativas y conmutativas, con una ley distributiva: a(b + ¢) = ab + ac; con dos
elementos especiales Oyl tales queO+a=a=1-aparaa€R; para cadaa e R hay un
elemento —a, y otro elemento a™! si a # 0, tales que a+(-a)=0ya-a! = 1.

3El simbolo @ significa unién disjunta de dos conjuntos Ay B, toda vez que ANB = 0. Es un caso especial
de la “suma booleana” A + B = (AU B) \ (A N B) para conjuntos A, B cualesquiera.

4El término cuerpo viene del alemdn Kdrper, un término introducido por Dedekind en 18771; se llama
corps en francés, corp en rumano, etc., pero en inglés se usa la palabra field. En espafiol, no debe usarse la
traduccién secundaria campo, que denota campos vectoriales, campos magnéticos, etc.
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(b) EI cuerpo R estd ordenado por una relacion de orden a < b reflexiva, transitiva, anti-
siméirica (a < by b < a implican a = b) y simple (a < b o bien b < a para todo a,b), tal
que a < b implica a+c < b+ c para todo ¢ € R; y ademds 0 < a,0 < b implican 0 < ab.

c) El cuerpo ordenado R es arquimediano: sia > 0 y b > 0, existe n € N* tal que na > b.
P q 4 q

(d) EI cuerpo ordenado R es completo: cualquier parte A C R acotada superiormente (existe
una cota superior b € R tal que a < b para todo a € A) posee una cota superior minima
(hay c € R con a < ¢ para a € A pero ¢ < b cuando b es una cota superior de A).

(e) Qc R =]

Los niimeros racionales Q constituyen un cuerpo ordenado arquimediano, pero in-
completo: por ejemplo, el conjunto A= {a € Q:a <00 a* < 2} estd acotado superior-
mente, Pero NO posee Una cota superior minima.

Hay cuerpos ordenados completos que no son arquimedianos. Un ejemplo es el con-
junto R(t) de funciones racionales en una incégnita t; esto es, cocientes de dos polinomios

_p(t)  apt" + an_1t" Y+ -+ ayt + ap
q(t)  bput™ + by tm L+ + byt + by

f(t) con q(t) 0
ordenado por la condicién f(t) > 0sivy solo si anby, > 0. Fijese que R c R(¢) al identificar
a € R con la fraccion p(t)/q(¢) donde p(t) = a, q(t) = 1. Ademds, na < ¢ para todo a € R,
n € N*, porque t — na > 0 en R(t); entonces R(t) no es arquimediano. La completitud de
R(t) se define por la convergencia de sus sucesiones de Cauchy, discutida mds adelante.
La propiedad (e) de la Proposicién 1.1 es redundante, por la siguiente razén. Cualquier
cuerpo F incluye un subcuerpo minimo (los niimeros 0y 1, las sumas 1+ 1+---+ 1, y los
negativos y cocientes de estos elementos). Si hay un entero primo p tal que 0 = 1+1+---+1
con p sumandos, este subcuerpo minimo es isomorfo a Z, = Z/pZ y es imposible ordenar
FF de acuerdo con la condicién (b). Luego, las sumas 1+ 1+ - - - + 1 forman una copia de N
dentro de F y el subcuerpo minimo es isomorfo a Q; en otras palabras, resulta que Q C F.

Es posible mostrar que las propiedades (a), (b), (c), (d) caracterizan R: cualquier cuerpo
ordenado arquimediano completo es isomorfa a R. En otras palabras, la Proposicién 1.1
describe R de manera suficiente: cualquier conjunto con estas propiedades es una copia
isomorfa a R. Es por eso que las construcciones de Dedekind y Cantor, aunque muy
diferentes, conducen al mismo resultado.

» Los miimeros complejos C forman un cuerpo no ordenado: las relaciones 1 < i,i < 1 son
ambas falsas. Sus leyes de suma y multiplicacién vienen de las operaciones en R:

(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d), (a+ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc).
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De hecho, por asociatividad y distributividad en R, es necesario que

a+ ib)(c + id) = ac + i(ad + bc) + i°bd,
(

y la sustitucién i2 = —1 transforma ac + i’bd en ac — bd. El reciproco de a + ib se calcula

como sigue:
1 a—ib a—ib a b
= = = —1
a+ib (a+ib)(a—ib) a?>+b%> a’+0b%> a>+0b?

toda vez que a + ib # 0 — esto es, (a,b) # (0,0) en R?, o bien, a®> + b*> > 0 en R.
Cabe recordar que el valor absoluto de un niimero real se define del modo siguiente:

’ estoes, |a|:=Va2.

|a| :=

Esta férmula se extiende a nimeros complejos al definir

la +ib| := Va? + b2.

Siz=a+ibe C, el conjugado complejo de z es z := a — ib. Fijese que |z| = |z]; y que
z=zsiysolosib =0, esto es, siysolosizeR. En general,

2z = (a+ib)a—ib) = a® + b* = |z|*.
Con esta terminologia, el reciproco de un niimero complejo se expresa en la forma

1 z .
o= 2 i z#0.
z  z]?

Los nimeros reales a y b se llaman, respectivamente, la parte real y la parte imaginaria de z.
En simbolos: Rz = a, Iz = b. (Esta terminologia es un poco confuso, porque la “parte
imaginaria” no es imaginaria, sino real.)

Siz,w € C, entonces zw = Zw y ademds |zw| = |z| |w|, porque

lzw|? = zwzw = zwzw = zZww = |z]*|w]>.

Sin embargo, |z + w| no coincide con |z| + |w|, en general, sino que la segunda expresién
mayoriza la primera.

Lema 1.2. Siz,w € C, entonces se cumple la desigualdad triangular:
|z + w| < |z| + |w]. (r.1)
Ademds, vale la desigualdad triangular inversa:

|z —w| > ||z| - |w||. (1.2)
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Demostracion. Para la desigualdad triangular, basta mostrar que |z + w* < (|z] + |w|)2,
porque el valor absoluto siempre es real y no negativo. Ahora bien,
lz+wP>=(Z+W)(Z+wW) =2Z+zw+wz+ww=|z]>+2w + wZ + |w|?
(Il + 1wl)* = 12l + 2|2 [wl + [w/?,
y entonces basta comprobar que zw + wZz < 2|z| |w|. Esto sigue de

zw 4+ wz =2R(zw) < 2|R(zw)| < 2|zw| = 2 |z| [w| = 2 |z] |w].

Entonces la desigualdad (1.1) estd comprobada.
En consecuencia, se obtiene

lz+wl—|wl <z vy |z—wl-lz] <|w]|
Al cambiar z + z — w en la primera y w — z — w en la segunda, estas se convierten en
Izl = [wl < |z—w| vy |wl-|z] <|z—wl
de donde la desigualdad triangular inversa es inmediata. |
Lema 1.3 (Férmula de de Moivre). Si 0 es un dngulo cualquiera y si n € N, entonces
(cos O + isen )" = cos nf + isen nb. (1.3)
Demostracion. Los casos n = 0y n = 1 son triviales. Para n = 2, se obtiene
(cos 0 + isen 0)% = (cos® O — sen” 0) + i(2sen 6 cos 6) = cos 20 + i sen 20,

por férmulas trigonométricas conocidas.
El caso general sigue por induccién sobre n. En efecto,

)n+l

(cos@ +isenf = (cosnf + isennb)(cos O + isen )

= (cosnf cos 8 — sen nf sen ) + i(cos n sen 6 + sen nd cos 0)
= cos((n+ 1)0) + isen((n + 1)09),

por las férmulas conocidas para el coseno y el seno de una suma de dngulos. O

La férmula (1.3) dice que la funcién e: R — C definido por e(6) := cos 6 +isen 6 tiene
una propiedad exponencial: e(6)" = e(nf). Mis aun, se puede notar que

e(0)e(¢) = (cos O + isen O)(cos ¢ + isen ¢)
= (cos 8 cos ¢ —sen Osen @) + i(cos O sen ¢ + sen 6 cos @)
= cos(0 + ¢) +isen(0 + ¢) = e(0 + P).
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Esto es ciertamente andlogo a la férmula exponencial ee® = e para a,b € R. Motivado
por esa analogia,’ en lugar de e(0) se escribe e’ := cos 6 + isen 0, asi que

el ¢i? = ¢10+9) on C, paratodo 6,¢ € R.
Lema 1.4. Siz € C, vale |z| = 1 si y solo si z = €' para algiin 0 € R.

Demostracion. Sea 0 € R; se debe comprobar que || = 1. En efecto,

le]? = | cos @ + isen 0]* = (cos O + i sen O)(cos O — isen §) = cos® 0 +sen® 6 = 1,

asi que |e] = V1 = 1.

Ahora bien, si z = a + ib € C con |z| = 1, entonces a® + b*> = |z|> = 1. Fijese que
“l<a<ly-1<b<l.

Afirmacién: hay un tnico dngulo 0 € (-, ] tal que a = cos 0, b = sen 6.

En efecto, si a # 0, se puede tomar ¢ := arctg(b/a) € (=%, %), de modo que b = atg¢.
Por lo tanto, a?(1 + tg2 ¢) =1, esto es, a® sec? ¢ =1, asi que a’ = cos? ¢.

Fijese que cos ¢ > 0 porque —% < ¢ < 5. Para obtener el 4ngulo 6, hay varios casos:

* Sia >0, tomese 0 := ¢ € (-7, 7).

* Sia<0y¢<O0,tomese 0 := ¢+ € (5, ] Se ve que cos = —cos$p = —|a| = a.
* Sia<0y¢>0,témese 0 :=¢—x € (-r,—5). Aqui también cos§ = —cos¢ = a.
* Sia =0, entonces b = +1. Tédmese 0 = +7 respectivamente. |

Definicién 1.5. El circulo unitario en el conjunto de nimeros complejos
T:={zeC:lz|l=1}={a+ibeC:a®+b*>=1}={e%e€C:0€(-n x|}

Bajo la biyeccién C & R? : a+ib < (a,b), este conjunto se identifica con el circulo de
radio 1 centrado en el origen de R?; de ahi su nombre.° O

0

Lema 1.6. Cualquier niimero complejo puede escribirse en la forma z = re' conr,0 € R. Para

z # 0, esta expresion es tinica si se tomar >0y 0 € (-, ]

SHay una mejor justificacién para esta notacion, al desarrollar e(f) en una serie de potencias y al tomar
el producto de Cauchy de las series para e(6) y e(¢).

SEl conjunto T tiene otros nombres: en topologia se llama S', la esfera de dimensién 1; en la teorfa de
grupos de Lie se llama U(1), el grupo unitario de rango 1; en anilisis complejo se llama 9D, la frontera del
disco unitario D := {z € C : |z| < 1}. La letra T viene de la palabra toro: en topologia, un toro T" es el
producto cartesiano de n circulos.
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Demostracion. Si z = 0, tdbmese r = 0y 6 € R cualquiera. Siz # 0, tbmese r := |z|.
Entonces r > 0y z/r = z/|z| tiene valor absoluto 1, asi que z/r = e por el Lema 1.4.
En la demostracién de esa lema, se vio que es posible tomar 6 € (-, z]; y las ecuaciones
Rz = cos O, Iz = sen O determinan el valor de 8 en ese intervalo. O

0

La funcién R? — C : (r,0) > re' es sobreyectiva pero no es inyectiva. En efecto,

rel0%27) — peil = (_p)ei07) parar, 0 cualesquiera.
En particular, se debe notar que

e = cos(2km) + isen(2kn) =1+i0=1€ C

0

para todo k € Z. La funcién R — T : 0 — €' es “infinito-a-uno”. Esta funcién “enrolla

la recta alrededor del circulo infinitas veces”.

1.2 Funciones continuas sobre intervalos reales

Antes de estudiar funciones continuas, conviene recordar un poco de terminologia sobre
funciones en general.

Definicién 1.7. Una funcion f entre dos conjuntos A y B estd dada por” una relacién
F C (A x B) tal que:

* para todo x € A, hay un elemento y € B con (x,y) € F;
* si(x,y) € F, (x,z) € F, entonces y = z.

En vista de estas propiedades, se puede escribir F = {(x, f(x)) : x € A} e identificar la
funcién con la correspondencia x +— f(x) entre Ay B. Suele escribirse f: A — B para
denotar esta funcién; la relacién F se llama el grafo de f.

El conjunto A es el dominio de f y el conjunto B es su codominio. La imagen de f es
imf:={yeB:(x,y) € Fparaalglinx € A}. o

A veces se permite que el dominio dom f := {x € A: (x,y) € F paraalgliny € B}

sea una parte propia de A. De este modo, por ejemplo, la receta f(x) := 1/x puede
considerarse como funcién f: R — R, con x = 0 excluido del dominio.

7Seria mis correcta decir que la funcién es la relacién F, aunque la notacién f: A — B es més préctica.
He aqui un aforismo importante: una funcién es su grafo.
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Ejemplo 1.8. Si A C X, la funcion indicatriz de A es ya: X — {0, 1}, definida por

1 six €A,

x) =
xa(x) {O six ¢ A.

En los casos A = X y A = 0, las funciones indicatrices son constantes: yx =1y yp =0. ¢

Definicién 1.9. Las funciones indicatrices, con valores en {0, 1}, son evaluaciones de una
condicion booleana: una relacién l6gica R(x) que depende de un pardmetro x. Se escribe

1, si R(x) es CIERTA;

0, si R(x) es FALSA.

[RGT = {

Asi, por ejemplo, ya(x) := [x € A].
Este convenio notacional fue introducido por Kenneth Iverson, el inventor de APL (un
lenguaje de programacién) y ha sido recomendado por Donald Knuth para uso general.?
La funcién f que coincide con sen ¢ para ¢ € [0, 7], y con O fuera de ese intervalo, es

f(t):=sent [0 <t <]

La funcion de signo sobre R vale 1, 0, —1 para un niimero positivo, cero o negativo, res-
pectivamente. Su definicién es simplemente

signo(t) := [t > 0] - [+ < O].

La delta de Kronecker, comtinmente escrito §j o 5J’F , se define asi:

1, sij=k;
Se=[i=k]:= o
i ==kl {0, sij# k.

» Dada una funcién f: X — Y y unas partes A C X y B C Y, se define la imagen bajo f
de Ay la preimagen bajo f de B por:

fA={f(x):xe A} CY,
f_l(B):={x€X:f(x)eB}QX.

$Los documentos originales son los libros: Kenneth E. Iverson, A Programming Language, Wiley, New
York, 1962; y Ronald L. Graham, Donald E. Knuth and Oren Patashnik, Concrete Mathematics, Addison-
Wesley, Reading, MA, 1989. Véase también el articulo: Donald E. Knuth, Two notes on notation, American
Mathematical Monthly 99 (1992), 403—422.

I0
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[Sif:X — Y esbiyectiva, f posee una funcién inversa g: Y — X determinada por la
receta: x = g(y) < y = f(x). Notese bien que la notacién =1 no se refiere a esta funcién
inversa. Las funciones inversas de s = sen 6 y t = tg ¢ son, respectivamente, 6 = arcsens
y ¢ = arctgt. Las notaciones antiguas sen~!s y tg_1 t no deben usarse, por el riesgo de

confundirlas con cscs y ctgt. |

Las correspondencias A — f(A)y B+ f~1(B) cumplen un juego de igualdades impor-
tantes, cuya demostracion se deja al lector. Obsérvese que las preimdgenes ! respetan
todas las relaciones booleanas, mientras las imigenes directas f no respetan intersecciones.

Lema 1.10. Dada una funcién f: X — Y, las siguientes correspondencias entre partes de X y Y
son vdlidas en general.

(@) f(UjesA) = Uses F(A)), F(Njes4)) € Njey f(A).
(0) £~ (Ukex Be) = Ukex S Br) £~ (Nikek Br) = Nikex S~ (B).
(0 f@)=0, fx)cY.

d =0, f'M)=X, fY\B=X\fT(B)

(e) Si AcC X, entonces AC f~1(f(A)), con igualdad si f es inyectiva.

)

(f) SiB C Y, entonces f(f~'(B)) C B, con igualdad si f es sobreyectiva. =]

» Sia,beR,cona <b,se definen los siguientes intervalos:

(a,b):={teR:a<t<b}, (a,00):={teR:a<t},
[a,b] ={teR:a<t<b}, [a,00):={teR:a<t},
[a,b):={teR:a<t<b}, (—o0,b):={teR:t<b},
(a,b] . ={teR:a<t<b}, (—oo,b]:={teR:t<b},

y también el intervalo (o0, ) = R. Los de la primera columna son “intervalos finitos”,
en la segunda columna hay “intervalos semiinfinitos”. Dicese que (a,b), (a, ), (—c0, b)
y (=00, 00) son intervalos abiertos, mientras [a, b], [a, o), (=00, b] y (-0, 00) son intervalos
cerrados; los casos [a, b) y (a, b] se llaman “intervalos semiabiertos”.

Fijese que la recta total R = (-0, o) se considera abierta y cerrada a la vez. Si fuera
b < a, entonces (a,b) = 0 y también [a,b] = 0; de esta manera, la parte vacia 0 puede
considerarse como un intervalo trivial, también abierto y cerrado a la vez. Obsérvese
también que [a,a] = {a}, otro intervalo trivial. En adelante, al escribir (a,b) o [a,b) o
(a,b] o [a,b], se supondrd que a < b, salvo que haya indicacién expresa de lo contrario.
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Al decir “I es un intervalo de R”, la letra I puede denotar un intervalo de cualquiera
de los nueve tipos listados.

» Es hora de considerar funciones continuas definidas sobre un intervalo real.

Definicién 1.11. Una funcién f: I — R cuyo dominio I es un intervalo real se llama
continua en ¢ € I si, para cada ¢ > 0 dado, existe § = §(¢) > O tal que

telconl|t—t) <8 = |f(t)— f(to)| <e. (1.4)
Dicese que f es continuaen I si f es continua en fy para todo to € I. O

Esta definicion expresa, de manera clara y no ambigua, la idea intuitiva de que “t cerca
de to implica f(t) cerca de f(tp)”. Primero se establece un error permisible ¢ > 0 para los
valores f(t) de la funcién alrededor de un valor especifico f(to); en segundo lugar, se busca
una folerancia § > 0 para t en torno a f, que garantice que f(t) esté cerca de f(to) dentro
del error permitido. Evidentemente, el tamafio de § depende de ¢ — por eso se escribe
“§ = 8(¢)” — y también puede depender tanto del punto #; como de la funcién f.

Notese que la condicién (1.4) puede escribirse como sigue:

telconthy—d<t<thp+d = f(ty) —e < f(t) < f(ty) + ¢.

Esta formulacién usa el orden tanto en el dominio I como en el codominio R.

La condicién original es también aplicable a funciones con valores complejas: una
funcién f: I — C es continua en ty € I si y solo si para todo ¢ > 0 existe § > 0 para
que (1.4) se cumple. Esta vez, el valor absoluto al lado derecho de la implicacién es el de
niimeros complejos.

Se puede considerar una funcién f: I — C como una combinacién (lineal) de dos

funciones reales: f(t) = Rf(t) +i I f(t), donde
Rf(1) :== R(f(1)), Jf (@) = B(f(1)).

Lema 1.12. Sea I C R un intervalo real. Entonces f: 1 — C es continua en I si y solo si
Rf:I—>RyIf:I— R sonambas continuas en I.

Demostracion. Siz = a + ib € C, entonces (Rz)> = a®> < a® + b* y (J2)* = b* < a® + b°.
Esto dice que
|Rz| < |z, |3z| < |z].
Noétese también que a® +b% < a® +2|a| |b| + b = (|a] + |b])?, asi que |z| < |Rz| + |Tz].
Supéngase que f: 1 — C es continua en ty € I. Dado ¢ > 0, elijase § > 0 para que
(1.4) se cumple. Sit € I con |t — ty| < &, entonces

IRf() = Rf(to)l = 1R(f(1) - fo)] < (1) - fli)] <e,
13 (@) = 3f (o)l = [3(f(2) = fto)] < |f(8) = fto)] <e.
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Luego tanto R f como J f son continuas en t.
Por otro lado, si R f y Jf son continuas en ty, y si ¢ > 0 estd dado, témese §; > 0 y
8> > 0 tales que

tEIconlt—to| <y = |y\f(t)—%f(t0)| < %’

telcon|t—to <& = |If(t)-Ifty)| < %
Sea § := min{8;, 5,}. Entonces, parat € I con |t — ty| < &, vale
£ = fto)l < IR(F®) = Fl))] + 31 - Fto)] < 5+ 5 =&
Por lo tanto, f: I — C es continua en t. O

» Es ttil expresar la idea de continuidad en términos de preservacion de limites. Cabe recor-
dar la definicién de limites de funciones en intervalos reales.

Definicién 1.13. Seal C Runintervaloyty € I. Si f: I\{ty} — Robien f: I\{t} - C
es una funcién (real o compleja), dicese que f posee un limite L en t, escrito

lim f(tf)=L, obien “f(t) > L cuando t — t”,

1=ty
si para todo & > 0 existe § = §(¢) > 0 tal que el andlogo de (1.4) se cumple:
telconO<|t—ty| <8 = |f(t)-L| <e. (1.5)

SiI esun intervalo abierto, entonces se puede tomar § tan pequefio tal que (ty—8, to+5) C
I, en cuyo caso la frase “t € I con” es redundante. En cambio, si ty es un extremo de un
intervalo no cerrado, solo se puede garantizar que (to, tp + &) C I o bien (¢ -6, t)) C I. En
tales casos se habla de limites unilaterales:

lilmf(t):L sitg<t<to+d = |f(t)—L| <e,
tlto

liTmf(t):L sitp—8<t<ty = |f(t)-L|<e. o
tTto

Fijese que en la Definicién 1.13 no se ha supuesto que f(t) esté definido. Para una
funcién f: I — R (o bien f: I — C) definida en todo el intervalo I, la definicién de
continuidad puede reformularse como sigue: f es continua en ty si y solo si f(t) — f(to)
cuando t — ty.
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Obsérvese que el limite de f en ty, si existe, es iinico. En efecto, supéngase que f(t) — K
y también f(t) — L cuando t — t,. Entonces, para ¢ > 0 cualquiera, existe § = 6(¢/2) > 0
tal que (1.5) valga para ambas limites:

telconO<|t—to| <& = |f(t)=K| <% y |f()-1L| < %
Entonces, por la desigualdad triangular (1.1),
£ €
K- Ll < [K=f(O)l +f(t) - L[ < sty =¢

paratodot € I con 0 < |t—ty| < 8. Como ¢ > 0 es arbitrario, esto implica que [K—L| = 0,
es decir, K = L.

» Una funcién continua también preserva limites de sucesiones.

Lema 1.14. Si f: 1 — R es una funcion real® que es continua en un punto s € I, sea {t,} una
sucesion en I tal que lim,_,o by = s. Entonces limy_,eo f(tn) = f(s).

Demostracion. Sea dado e > 0. Témese § = §(¢) > 0 tal que |t—s| < & implica |f(¢)—f(s)| <
¢. En seguida, témese N € N tal que n > N implica |t, — s| < §. Entonces

n>N = |[f(ty) — f(s)| <e.

Fijese que N depende de ¢, a través de 6. Se ha comprobado que lim, o f(t;) = f(s). O

» Loslimites en Ry el concepto de continuidad respetan las operaciones algebraicas de R,
como muestra la siguiente proposicién y su corolario.

Proposicién 1.15. Sean f,g: I\ {to} — R dos funciones definidas en un intervalo I C R salvo
posiblemente en el punto ty € 1. Supdngase que f(t) — Ly g(t) — M cuando t — to. Entonces:

(a) f(t)+g(t) > L+ M cuando t — ty;
(b) f(t)g(t) — LM cuando t — ty;

(c) siM #0, f(t)/g(t) = L/M cuando t — t,.

9De ahora en adelante, basta enunciar resultados para funciones reales solamente; pero siguen vdlidos
para funciones complejas también. El lector podrd hacer el ejercicio de comprobar las versiones complejas, sea
directamente o mediante las técnicas de la demostracién del Lema 1.12.
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Demostracion. El caso (a) se deja como un ejercicio para el lector.
Ad(b): Obsérvese que
F@) g(t) = LM = (f(¢) — L)(g(t) — M) + L(g(¢) = M) + M(f(¢) - L).
Seadado ¢ > 0. Témese ¢; > 0 en funcién de ¢, por una férmula que se verd mis adelante.
Entonces hay &1, 8, > 0 tales que
telcon0< |t—ty] <8 = |f(t)-L| <e,
telconO<|t—ty < I = |g(t) — M| <er.
Sea § := min{é;, 6>}. Entonces para t € I con 0 < |t — to| < &, la desigualdad triangular
implica que
If(t)g(t) — LM| < & + Ley + Mey = e1(L + M + ¢1).
Elijase ¢; := min{1,¢/(L + M + 1)}. Entonces ej(L + M + ¢1) < ei(L+ M + 1) < ¢, asi
que t € Icon 0 < |t —to] < & implica |f(¢)g(t) — LM| < &. Se ha comprobado que
hmt_>t0 f(t) g(t) = LM.
Ad(c): Seadado e > 0. Témese ¢ > 0 en funcidn de ¢, por una férmula que se verd
mis adelante. Entonces hay 81, 82, 83 > 0 tales que
telcon0<|t—ty| <d = |f(t)-L| <eq,
telcon0<|t—ty <dh = |g(t) — M| < ey,
telcon0<|t—ty| <8 = |g(t) - M| < 1|M]|.
Noétese que la condicién |g(t) — M| < %lM | implica, por la desigualdad triangular in-
versa (1.2), que
SIM| > M = g(t)] > [IM] - |g(0)l] > M| - 19(2)l,
asi que [g(t)| > |[M] - %lMl, esto es, |g(t)| > %lMl.

Sea § := min{81, 82, 83}. Entonces parat € I con 0 < |t — fy| < &, resulta que

f(o) L _ Mf(t) — Lg(t) < IMf(t) — LM| + |LM — Lg(t)|
gi) M My(t) lg(®)| M|
M t)—L L|lg(t)— M 2|M 2|L
< IM[ | f(t) |]\|/I|4;/|2| |g(1) | _ |]|\/I|2| If(t)—Ll+ﬁlg(t)—Ml
- 2|L| + 2|M)|
M
Elijase &1 := ¢|M|?/2(|L| + |M]). Entonces
telconO<|t—t) <d = ’&_£ <e
gt) M
Se ha comprobado que lim;_,, f(t)/g(t) = L/M. O
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Corolario 1.16. Sean f,g: I — R dos funciones reales y sea ty € I. Supdngase que f y g son
continuas en to y que ¢ € R. Entonces las funciones cf, f + g, fg, definidas por

cf®)i=cf@),  f+gt):=f)+g(t),  fg(t):= f(t)g(t)

estdn defmidas en el intervalo I y son continuas en t.
Ademds, si g(to) # 0, hay un subintervalo ] C I con ty € J tal que f/g(t) := f(t)/g(t) estd
definida para t € J; y la funcion f /g es continua en t.

Demostracion. Basta tomar L = f(ty) y M = g(ty) y aplicar la Proposicién 1.15. O

Definicién 1.17. Sea I C R un intervalo real. Dendtese por:
C(I,LR):={ f: I — R continua }, C(I,C):={g: I - C continua },

la totalidad de las funciones continuas sobre I con valores en R y en C, respectivamente.
Por el Corolario 1.16, C(I, R) es un espacio vectorial sobre R mientras C(I, C) es un espacio
vectorial sobre C.

De hecho, C(I,R) es un dlgebra (conmutativa)™ sobre R: es un espacio R-vectorial
que admite una multiplicacion asociativa (y conmutativa) que cumple la ley distributiva:
(f + 9h = fh + gh para todo f,g,h € C(I,R). De igual manera, C(I,C) es un dlgebra
(conmutativa) sobre C. 0

Ejemplo 1.18. Una funcidn constante, f(t) = ¢ para todo t € I, es obviamente continua
en I: dado cualquier #) € Iy cualquier ¢ > 0, se puede tomar § > 0 arbitrario para hacer
cumplir (1.4).

La funcién identidad es también continua en I: en este caso, basta tomar §(¢) := e.

El Corolario 1.16 ahora implica que cualquier polinomio:

p(t) := ant" + an1t" Vo agt +ag

es continua en todo R. Si los coeficientes ag, a1, . . . , a, son reales, entonces p € C(R, R); si
son complejos, entonces p € C(R, C). O

» Una propiedad esencial que distingue las funciones continuas es la llamada propiedad
del valor intermedio, enunciado originalmente por Bernhard Bolzano en 1817.

Teorema 1.19 (Bolzano). Sea f: [a,b] — R una funcion continua tal que f(a) < f(b). Si
v € R cumple f(a) < v < f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = v.

1°Si F es un cuerpo cualquiera, una F-algebra es un espacio F-vectorial A que a su vez es una anillo (no
necesariamente conmutativo) con reglas de compatibilidad entre suma, producto y multiplicacién escalar:
x(y +z) = xy + xz, (x + Y)z = xz + yz, (cx)y = x(cy) = c(xy) parax,y,z € A, c € F.
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Demostracion. Considérese el conjunto V := {t € [a,b] : f(t) < v}. Notese que V # 0
porque a € V. Por otro lado, V es acotado superiormente (por b, en primer lugar). Sea
v = sup V su cota superior minima (usando la completitud de R). Est4 claro que a < ¢ < b.

Si fuera ¢ = b, entonces para cada n > 1/(b — a) existiria t, con b — % < t, < btal que
f(tn) <v. Como 0 < b—t, < 1/n para todo n, se ve que lim,_, t, = b. Por la continuidad
de fenbyel Lema 1.14, lim,—,e f(t,) = f(b) > v; pero a su vez lim, o f(t;) < v ya que
cada f(#,) < v. Esta contradiccién muestra que ¢ # b.

Si fuera ¢ = a, entonces para cada m > 1/(b — a) existiria ¢/, con a < t}, < a + % tal
que t,, ¢ V, esto es, f(t},) > v. Entonces lim,,_, t}, = a; y por la continuidad de f en q,
seguiria limy, . f(t,) = f(a) < v, incompatible con lim,_, f(t,,) > v. Esta segunda
contradiccién muestra que ¢ # a.

Por ende, vale a < ¢ < b. Ahora se puede repetir los argumentos anteriores — esta vez,
de modo no condicional — para obtener dos sucesiones {t,} y {t;,} tales que
1 1

1
c——<ty<c<t,<c+— cuando n>—, m> ,
n m c—a b-c

donde cada f(t,) < vy cada f(t},) > v. Estd claro que lim, o t, = ¢ y limp—e £, = c.
Por la continuidad de f en ¢, se obtiene del Lema 1.14:

f@=lim fl) <oy f(o)= lim f(t,) > 0.

Entonces, necesariamente, vale f(c) = v. O

En el teorema anterior, no hay pérdida de generalidad en asumir que f(a) < f(b). De
hecho, si f(a) = f(b), no hay nada que mostrar; y si f(a) > f(b), sea g(t) := —f(t) para
t € [a,b]. Entonces g(a) < g(b) y ademds g es continua en [a, b] por el Corolario 1.16.
Luego hay ¢ € (a,b) con g(a) < g(c) = —v < g(b) y por ende f(c) = v.

Corolario 1.20. Sea f: I — R una funcién continua, no constante, definida en un intervalo
I € R. Entonces la imagen f(I) es también un intervalo en R.

Demostracion. Sean u,w € f(I) con u < w. Entonces hay a,b € I con f(a) =uy f(b) = w.
Sin perder generalidad, supdngase que a < b; porque si a > b, se puede reemplazar f
por —f. Ahora, si v € (u, w), el Teorema 1.19 muestra que existe ¢ € (a,b) con f(c) = v,
asi que v € f(I).

Se ha comprobado que u,w € f(I) = [u, w] C f(I). Esto muestra que f(I) debe ser
un intervalo de R. O

17



MA-505: Analisis | I.3. Sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy

» En la Definicién 1.11 de la continuidad de una funcién en un punto # € I, se noté que
la tolerancia § > 0 puede depender de la funcién f, del error permisible ¢, y del punto .
En muchas ocasiones, es posible escoger § independiente de t, es decir, dados f y ¢ se
puede tomar el mismo & para todo #y € I. Esto es el contenido de la definicién siguiente.

Definicién 1.21. Una funcién f: I — R cuyo dominio I es un intervalo real se llama
uniformemente continua en I si, para cada ¢ > 0 dado, existe § = §(¢) > O tal que

sstelconls—t] <8 = |f(s)— f(t)] <e. o

Ejemplo 1.22. Definase la funcién f: (0,1] — R por f(t) := 1/t.
Sit,ty € (0, 1], entonces
|t — to
tty

0= fa) =2 -

Para garantizar que |f(¢) — f(to)| < e cuando |t — fy| < &, es necesario tomar § tal que
0 < § < tipe. Como t < 1, se requiere al menos que 0 < § < toe, lo cual es imposible si
to € (0, 1] es arbitrario.

Se concluye que la funcién f(t) := 1/t es continua en (0, 1], pero no es uniformemente
continua en ese intervalo. 0

1.3 Sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy

En este curso se asume que el lector conoce la teoria bésica de sucesiones y series de
niimeros reales, el concepto de convergencia de una sucesién o serie y los criterios clasicos
para la convergencia de series. Los pérrafos que siguen ofrecen un rapido recordatorio de
tales conceptos.

Definicién 1.23. Una sucesion en R es una funcién a: N — R, denotado usualmente
por {a,}°, o simplemente {a,}, donde a, = a(n) para todo n."" En vez de N se puede usar
cualquier otro conjunto indice numerable: la sucesién {1/n}°, estd indiciada por N*.

La sucesién {a,}?2 , converge al limite £ € R si para ¢ > 0 dado, existe N = N(¢) € N tal
quen >N = |a, — | <e. Se escribe “a, — ¢ cuando n — c”y € = lim,_,c ap. 0

Una sucesién convergente es acotada. En efecto, hay un intervalo acotado [c,d] que
incluye el intervalo [£ — ¢, £ + €] y el juego finito de entradas {ao, a1, ..., an-1}.

» La sucesion real {a,} es creciente si a, < aps1 para todo n. (Suele decirse que {a,} es
estrictamente creciente si a, < a,4+1 para todo n.)

"' Algunos autores escriben (a,) en vez de {a,} para enfatizar que en la lista de sus entradas, los a, no
tienen que ser distintos; en contraste con el conjunto { a, : n € N}, en el cual se eliminan las repeticiones.
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Lema 1.24. Una sucesion creciente y acotada superiormente es convergente.

Demostracién. Sea {a,},. , una sucesion creciente en R tal que a, < b para todo n. Sea
¢ := supa, el supremo, o cota superior minima, del conjunto {a, : n € N}. (Por su
definicién, £ < b.)

Dado ¢ > 0, el nlimero £ — ¢ no es una cota superior, asi que hay N € N con ay > € —e¢.
Para todo n > N, resulta entonces que

{—c<an<a, <l <{l+e,

asi que |a, — €| < e cuandon > N. o

De igual manera, una sucesion decreciente {b,}, es decir, b, > bn41 para todo n, si es
acotada inferiormente por c (es decir, b, > ¢ para todo n), es también convergente. En el
caso decreciente, el limite coincide con el infimo, o cota inferior mdxima, m := inf b, del
conjunto { b, : n € N }; ndtese que m < c. -

[ Si una parte A C R es acotada inferiormente por ¢ € R, entonces —A:= {—t:t € A}
es acotada superiormente por —c. La completitud de R implica que —A posee una cota
superior minima —s € R; entonces s es una cota inferior maxima para A. ]

» Una subsucesion de {a,}7 ; es una sucesién {bx};2,, tal que by = a,, para una seleccién
creciente de indices de la sucesién original, ng < ny < -++ < ng < ngyqp < ---; a veces se
escribe {ap, } para denotar esta subsucesién de {a,}.

Debe estar claro que si limy—,0 an = €, entonces limy_,0 an, = ¢ también.

Una sucesién acotada que no es monotdnica (es decir, creciente o decreciente) en gene-
ral no seria convergente. Por ejemplo, la sucesién {(—=1)"}peny = {1,-1,1,-1,1,... } oscila
entre dos valores —1 y 1 sin converger. Desde luego, es obvio que tiene (al menos) dos
subsucesiones convergentes: las entradas pares forman la sucesién constante de valor 1, las
entradas impares forman la sucesién constante de valor —1.

Teorema 1.25 (Bolzano y Weierstrass). Una sucesién acotada en R posee una subsucesion
convergente.

Demostracion. Sea {an}neny una sucesién acotada en R: entonces existen cotas cg,dy € R
tales que ¢y < a, < do para todo n € N. Dicho de otra manera, hay un intervalo finito
cerrado [co, do] que incluye el conjunto de las entradas A = { a, : n € N}. Si este conjunto
Aces finito, al menos una entrada a,, estd repetida infinitas veces en la sucesion; en tal caso,
la sucesion dada tiene una sucesién constante.

Se puede suponer, entonces, que A es infinito y que ¢ < d. Escribase ag, = a,. Ahora
bien, [co, do] = [co, 3(co + do)] U [(co + do), do]; y al menos una de estas dos subintervalos
contiene infinitos elementos de A; llimese [cy, d1] a ese subintervalo (no importa cual de los
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dos se elige como [c1, d1] si ambos tienen infinitos elementos de A.) Al omitir las entradas
de {apn,} que no pertenecen a [c1,d;], se obtiene una subsucesion {a1,} de {ap,} tal que
¢1 < aip, < dp para todo n.

Ahora sea [c;, d>] una de los dos intervalos [cq, %(cl +di)] o [%(01 +dy),d1] que contiene
infinitos elementos de A. Hay una subsucesion {az .} de {a1,,} —la cual es automiticamente
una subsucesion de {ao,} también — tal que ¢» < a2, < ds para todo n.

Continuando este proceso por induccion, después de k pasos se obtiene subintervalos
[ck, dic] € [ck—1,di-1] C -+ C [co.do] y subsucesiones {ai,} de {ag,} con cx < ar, < di
para todo n. Ademds, estas bisecciones conllevan la igualdad di — cx = (do — c0)/2".

Considérese ahora la subsucesion diagonal {ay i }ken de {ao,}. Fijese que ¢ < apr < di
para todo k.

Los extremos de los intervalos forman dos sucesiones, {c} creciente y {d,} decre-
ciente, tales que ¢ < d, para todo k,m € N. Si ¢ := sup, ¢t y d := inf,, dp, el Lema 1.24
muestra que ¢, T ¢y dp | d, mientras ¢ < dy, y ¢, < d para todo k, m; entonces ¢ < d.
Ademis, al ser ¢x < ¢ < d < di para cada k, se obtiene

do —co

d—c<dk—ck:7 paracada k€N,

asiqued —c=0,0sea, c=d.

Sea dado ¢ > 0. Témese N € N con (dy — co)/2N < e. Entonces, si k > N, tanto ajx
como c estan en el intervalo [y, di], asi que |axx — ¢| < dx — ¢k < e. Por lo tanto, agx — ¢
cuando k — co. m|

Corolario 1.26. Una sucesién acotada en un intervalo finito cerrado [co,dy] € R posee una
subsucesion convergente en ese intervalo.

Demostracion. En la demostracién anterior, se obtuvo ¢y < ¢ < ¢ < di < dy para todo
k € N. En particular, limy_,c axx = ¢ € [co, do]. o

El teorema de Bolzano y Weierstrass es aplicable para demostrar que en un intervalo
finito y cerrado, una funcién continua alcanza un valor maximo y un valor minimo.

Teorema 1.27. Sea f: [a,b] — R una funcion continua, donde a < b en R. Entonces la
imagen f([a, b]) es un intervalo acotado y cerrado. Si se define

m:=inf{ f(t): t € [a,b] }, M :=sup{ f(t):t €[a,b]},
entonces existen t1,t € [a, b] tales que f(t1) = m, f(t2) = M.

Demostracion. Del Corolario 1.20, se sabe que la imagen f([a,b]) es un intervalo real:
a priori, podria ser acotado 0 no y podria ser cerrado o no.
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Si esta imagen no fuera acotado superiormente, habria una sucesién de puntos {t,} c
[a, b] tal que f(t,) > n para todo n. Entonces existiria una subsucesién {t,, } convergente a
un limite ¢ € [a, b]. Por el Lema 1.14, serfa f(c) = limy_ f(ty, ); pero esto es incompatible
con la condicién f(t,,) > ni para todo k.

Se concluye que f([a, b]) es acotado superiormente, es decir, que M < co. De igual
manera, se deduce que f([a, b]) es acotado inferiormente, es decir, que m > —oo.

Para cadan € N, M — % no es una cota superior para f([a, b]), asi que hay puntos
sn € [a,b] tales que M — % < f(sn) < M. Por el Corolario 1.26 de nuevo, hay una
subsucesién {s,, } convergente a un limite ¢, € [a,b]. Por el Lema 1.14 de nuevo, vale
F(t2) = limgeo f(sn,) = M.

De igual manera, se obtiene #; tal que f(¢;) = m. En resumen, f([a, b]) = [m, M] es un
intervalo acotado y cerrado. o

» Obsérvese que en la demostracién del teorema de Bolzano y Weierstrass, hubo que em-
plear explicitamente la completitud de los miimeros reales, al apelar al Lema 1.24 para obtener
los ntimeros c¢,d € R (que luego resultan ser iguales). Este teorema no es vélido para
sucesiones en Q: por ejemplo, la sucesién acotada {1,1.4,1.41,1.414,1.4142,...} - las
aproximaciones decimales inferiores para V2 - no tiene subsucesion alguna que converge
a un limite en Q.

Cauchy enuncié un criterio de convergencia para sucesiones que no requiere el co-
nocimiento del limite de antemano. Al igual que el teorema de Bolzano y Weierstrass,
requiere la completitud de R para obtener la existencia del limite. Varias décadas después,
Cantor basé su construccién axiomatica de R en una familia de esas sucesiones.

Definicién 1.28. Una sucesion de Cauchy en R es una sucesién {a, }nen con la siguiente
propiedad: dado ¢ > 0, existe M = M(¢) € Ntal que m,n > M = |an —ay| <e. o

Proposicidén 1.29. Una sucesion en R es convergente si y solo si es de Cauchy.

Demostracion. Si{an} es una sucesién convergente, con a, — ¢, sea dado ¢ > 0. Entonces,
para m,n > N(e/2), se obtiene
e ¢
lam = an| < lam =€l + € —ap| < 5+ 5 =
2 2
Asi, al tomar M(¢) = N(e/2), una sucesién convergente es necesariamente de Cauchy.

Inversamente, sea {a,} una sucesién de Cauchy en R. Sea dado ¢ > 0. Entonces existe
M = M(e) € N tal que

E.

mn>M = |an —an| <e. (1.6)

Sim > M, en particular, |an| < |am| + |am — am| < lam| + €. Si

b := max{|ao|, ..., |ap-1l, |ap| + €},
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entonces |a,,| < b para todo m € N. Por lo tanto, una sucesion de Cauchy es acotada.
El Teorema 1.25 (de Bolzano y Weierstrass) implica que {a,} posee una subsucesién
convergente {an, }. Sea € = limy_,o0 ap,; existe K € Ntal que k > K = |a,, — ] < ¢/2.
Sin perder generalidad, se puede suponer que K > M(e/2). Entonces n > K implica
que |an — an, | < £/2. De la desigualdad triangular se deduce que
£ ¢

nzkK = |an_£|<|an_an1<|+|an1<_g|<§+§:€.

Por lo tanto, la sucesién original también converge a ¢. O

La segunda parte de la proposicién anterior (que cada sucesién de Cauchy es conver-
gente) depende de la completitud de R. En cambio, si se considera sucesiones de Cauchy
en Q, la afirmacion andloga es falsa: hay sucesiones de Cauchy que no convergen a un limite
en Q. De hecho, como se anticipé al inicio de la seccién 1.1, es posible definir el conjunto
de nimeros reales “al agregar los limites que faltan” a las sucesiones de Cauchy racionales.

Definicién 1.30. Dendtese por € la familia de todas las sucesiones de Cauchy con entradas
racionales. Definase una relacién de equivalencia en € por {a,} ~ {b,} si |an — bn| — 0
cuando n — 0. Sea R := C/~ el conjunto cociente; escribase a := [{a,}], b := [{bn}] para
las clases de equivalencia respectivas de {a,} y {b,} en C.

Al definir a + b := [{a, + ba}] y qa := [{qan}], se ve que C es un espacio vectorial
sobre Q. Si N denota el subespacio de las sucesiones nulas {a,} tales que a, — 0, fijese
que {an} ~ {by} si y solo si {a,} — {by} € N. Luego R = €/N es un espacio Q-vectorial
cociente. Con la multiplicacién definida por a b := [{anbn}], R es un cuerpo. Al identificar
q € Q con la clase de la sucesion constante ¢ = [{g,q. ¢, ... }], se ve que Q c R.

Este cuerpo es ordenado: se declara que a < b si es posible escoger las sucesiones {a, }
y {bn} tales que a, < b, para todo n. 0

Es un ejercicio demostrar que el cuerpo ordenado R es arquimediano. Para poder iden-
tificar R con R y asi terminar la construccién de Cantor, hace falta comprobar que cada
sucesién de Cauchy en R es convergente. Para ese efecto, hace falta definir las sucesiones
de Cauchy en R con una pequefia modificacién de la condicién (1.6): se debe reemplazar
el valor absoluto |a — b| por la cantidad

pH(a,b) := lim |a, — by| € R. (1.7)
n—oo

Este limite existe (en el cuerpo R ya definido) porque

|am - bml < |am - anl + |an - bn| + |bn - bml,
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para cada m,n € N, asi que
||am = bm| = lan — bn|| < |am — an| + |by — bl

Como {an} y {bs} son sucesiones de Cauchy en Q, la tltima desigualdad muestra que
{lan — bnl} es una sucesién de Cauchy en R (ya que Q C R) y es convergente en R por
la Proposicién 1.29. Se deja como un ejercicio verificar que p#(a, b) esta bien definido: si
{an} ~ {cn} v {bn} ~ {dy} en C, entonces limy_,c0 [ay — bn| = limp—0 [cn — dy].

Lema 1.31. Sig, b, c € R, entonces pﬁ(a ¢) < pﬁ(a b) + pﬁ(b c).
Demostracién. Para todo n € N, se verifica
lan — cnl < lap — byl + by — cpl.
El resultado sigue al tomar limites cuando n — co. (Nétese que los tres limites existen.) O

Ahora se dice que una sucesién {a™} es de Cauchy en R si para cada ¢ > 0, existe
M = M(e) € N tal que
n>M = pfa™,a") <

Para p,q € Q, las sucesiones constantes Pyq obedecen pﬁ(p q) = |p — ql, asi que esta
definicién de sucesiones de Cauchy es consistente con la inclusién Q c R.

De igual manera, se dice que una sucesién {a™} es convergente a £ € R si para cada
e>0,existe N =N(¢e)eNtalquen> N = p#(a™, () <e.

Proposicién 1.32. Cada sucesién de Cauchy en R es convergente en R.

Demostracion. En primer lugar, si a = [{a,}] € Rysin € N*, hay M, € N tal que
k,m>M, = l|ax —an| < 1/n. Para q := ay, € Q, esto dice que |ax — q| < 1/n toda vez
que k > M,. Entonces para la sucesién constante {q} se verifica

1
pia.q) = lim Ja - g| <

3

Ahora sea {a”} una sucesién de Cauchy en R. Para cada n € N*, existe g, € Q tal que
p#(a™, qn) < 1/n, en virtud del parrafo anterior.
Dado ¢ > 0, existe M = M(¢) € N tal que

kom>M = ph(a®, a™) < £

N

23



MA-505: Analisis | 1.4. Convergencia uniforme de funciones

Témese N > max{M, 4/¢}. Entonces para k,m > N, el Lema 1.31 muestra que

g = @l = P (qk am) < PP (a1 a®) +p* (@, a™) + o (@™, )
1 ¢ 1 e 3¢
<-—+S4+-—¢ S
573

e €

Sro+

k3 T m ST

Esto demuestra que la sucesién {g,} es de Cau
Ademds, param > N, se verifica

chy en Q, asi que € := [{g,}] € R.

1 ) e 3¢
PHa™.0) < pH@™, gm) + P (gm: ©) < — + lim |gm = gal < 7 + - = .
Como ¢ > 0 es arbitrario, se concluye que {g(m)} convergente a £ en R. O

La tltima demostracién incorpora una versién disfrazada del “argumento diagonal”
que se observo en la prueba del teorema de Bolzano y Weierstrass. Es posible identificar los
limites en R de sucesiones de Cauchy en Q, de la forma ¢ = lim,_,« g», con los elementos
¢ € R construidos arriba. En otras palabras, hay una funcién inyectiva ¢ — £ de Ren Ry
no es dificil comprobar que esta funcién es biyectiva. De esta manera, se puede identificar
R con Ry dar por concluida la construccién de Cantor.

Mis adelante, se verd que esta construccién admite una generalizacién importante: la
complecién de un espacio métrico.

1.4 Convergencia uniforme de funciones

Luego de haber estudiado sucesiones numéricas {t,} C R, se puede considerar sucesiones
de funciones {f,} definidas en un dominio comdn. Seria excelente si el limite de una
sucesién convergente de funciones continuas fuera también continua, pero en general
esto no ocurre. Con ese objetivo, se debe refinar la nocién de convergencia de funciones.

Definicién 1.33. Una sucesiéon de funciones { f,: I — R : n € N}, definidas en un
intervalo comtin I C R, converge puntualmente a una funcién f: I — Rsi fu(t) — f(t)
cuando n — oo, paracada t € I.

En detalle: para cada ¢ > 0 dado y cada t € I, existe N = N(t, ¢) € N tal que

n> N(t,e) = |fut) - f(t)| <e. 0

Ejemplo 1.34. Considérese la familia de funciones f;: [0, 1] — R definida por f,(t) := ¢",
para n € N. Entonces t" — 0 cuandon — 0050 0 < t < 1, pero 1" — 1 (de hecho, {17}
es una sucesion constante). Entonces f, — f puntualmente, donde la funcién limite es

f(t):{o Si0<t<1,

1 sit=1,
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estoes, f(t) = [t = 1] parat € [0,1].
Fijese que cada f; es continua en [0, 1], pero f es discontinua en t = 1. O

Definicién 1.35. Una sucesiéon de funciones { f,: I — R : n € N}, definidas en un
intervalo comidn I ¢ R, converge uniformemente a una funcién f: I — R si para cada
¢ > 0 dado, existe N = N(¢) € N tal que

n>N(e) = |fut) - f(t)| <e paratodo tel. (1.8)
Noétese que en este caso N depende de ¢ pero no de ¢ € I. O

En contraste con lo que ocurre en el Ejemplo 1.34, el limite uniforme de funciones
continuas es una funcién continua. Esto sigue por un “argumento de ¢/3”.

Proposicién 1.36. Sea { f,: I — R : n € N} una sucesion de funciones continuas que converge
uniformemente a una funcién f: I — R. Entonces la funcidn limite f es también continua en I.

Demostracion. Sea dado e > 0. Entonces existe N = N(¢/3) € N tal que
n>N = |f,(t)- f(1)] < % paratodo tel

Témese ty € I. Como fy es continua en ty, por hipétesis, existe § > 0 tal que
£

telcon|t—ty <5 = |fn(t) — fa(to)| < 3
Entonces, para t € I con |t — ty| < 8, la desigualdad triangular implica que

() = £l < LFO) = fu®] + o) = ful)l + (o) = fto)l < S+ 5 +5 = e.

Como t) € I es arbitrario, esto dice que f es continua en I. O

Notacién. Conviene introducir una abreviatura para simplificar algunas expresiones en
torno al tema de la convergencia uniforme. Dada una funcién f: I — R, escribase

1 fllr == sup{|f ()| : t € I'}.

[ Sic: I — Resunafuncién constante, c(t) = ¢ para t € I, entonces ||c|l; = |c].]]
Entonces la condicién (1.8) puede abreviarse asi:'> n > N(¢) = |Ify — flli < e.
Fijese que || - ||y cumple la desigualdad triangular:

I +gllr = sup | f(£) + g®)] < sup(If )] +19(®)) < sup(If(&)] + Ig®)I) = I fllr + gl -

tel tel s,tel

2En general, al tomar supremos al lado derecho de (1.8), solo es posible concluir que || f, - f|l; < e. Para
superar ese obsticulo, tdmese & < ¢ y sea N(¢) := N(&); entonces n > N(e) = |Ifu — flli <é<e.
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» La Proposicion 1.36 es particularmente util cuando se aplica a series de funciones. Re-
cuérdese que una serie no es otra cosa que una sucesion de sumas parciales. En particular,
una serie de funciones, con sumas parciales

sa(t) := fo(t) + fit) + - + fu(t), paracada tel,

converge puntualmente a una suma s: I — R si s,(t) — s(¢) cuando n — co para cada t € I.
La serie converge uniformemente en I si s,(t) — s(¢) uniformemente.

En particular, la Proposicién 1.36 dice que si una serie de funciones continuas converge
uniformemente en I, entonces la suma es una funcién continua en I. Hay un criterio
sencillo, debido a Weierstrass, para obtener (en muchos casos) esa convergencia uniforme.

Proposicion 1.37 (Criterio-M de Weierstrass). Sea fi: I — R, para k € N, un juego de
funciones acotadas sobre I, con |fi(t)] < My para todo t € 1. Si la serie numérica 3,37, My
converge, entonces la serie de funciones ¥,;2 fi(t) es uniformemente convergente en I.

Demostracion. En primer lugar, es necesario mostrar que la serie de funciones converge
puntualmente. Por la Proposicién 1.29, basta comprobar que la sumas parciales s,(t) for-
man una sucesién de Cauchy en R, para cada t € I.

Las sumas parciales de la serie convergente Y,;7, M forman una sucesién de Cauchy
en R. Sea dado ¢ > 0; entonces existe N = N(e) tal que

n>N(), reN = Mpy1+---+M,, <e.
Seat € I. Entonces, paran > Ny r € N, vale

|fn+1(t) R fn+r(t)| < |fn+1(t)| i |fn+r(t)| < Mn+1 +e+ Mn+r <E. (1-9)

Entonces las sumas parciales {s,(¢)} forman una sucesién de Cauchy y por lo tanto poseen
un limite en R:

s(t) = lim s,(8) = D" fil®).
k=0

Fijese que fus1(t) + -+ + fuer(t) = spir(t) — sa(t) y que esta cantidad tiende a s(t) — sa(2)
cuando r — co. Al dejar r — oo en la desigualdad (1.9), se obtiene

n>N(e) = |[s(t) —sp(t)] <e, paratodo tel

Por su construccién, N(e) es independiente de ¢: por lo tanto, s,(t) — s(¢) uniformemente
sobre I. o

26



MA-505: Analisis | 1.4. Convergencia uniforme de funciones

Ejemplo 1.38. Considérese una serie de potencias:

(o)

h(t) = ) axlt = o)

k=0

determinado por una sucesién de coeficientes {ax }xeny y un “centro” ty € R. Es obvio que
la serie converge cuando t = ) y su suma es s(tp) = ao, trivialmente.

Supéngase que la serie converge absolutamente cuando t = ) + r para algtin r > 0.
El criterio-M muestra que la serie converge absoluta y uniformemente en el intervalo
cerrado [ty — r, ty + r], porque

lap(t — t0)¥] = |ag| [t — to]* < |ax|r* para keN, |t —to] <r,

y la serie 3357, |ax| r* converge, por hipétesis.

SiR:=sup{r > 0: h(to+r) converge absolutamente }, entonces la serie h(t) converge
en el intervalo abierto (t) — R, to + R) y diverge para |t — ty| > R. En los extremos ) + R, la
convergencia de la serie depende de la naturaleza de los coeficientes ai y debe ser estudiado
caso por caso. Notese que los valores R = 0 y R = +oo son admisibles. En todo caso, la
convergencia es uniforme en cualquier subintervalo cerrado [ty —r, tg+r] C (tg—R, to+R),
pero no necesariamente uniforme en todo el intervalo abierto. o

[ Este R se llama el radio de convergencia de la serie de potencias. Usando el criterio de
la raiz para series numéricas, se puede comprobar que 1/R = limsup, _, | lae| V%]

» Uno de los usos més frecuentes de la convergencia es el intercambio de limites o sumas
con integrales. Conviene recordar la definicion de la integral de Riemann’3 de una funcién
frI-R

Definicién 1.39. Si f: [a,b] — R, una funcién acotada, definido sobre un intervalo
finito cerrado. Sea P una particion del intervalo [a, b]:

P=A{to,t1,...,tx} con a=ty<t; <-- <ty <t,=b.
En cada subintervalo [t;_1, #;], hay cotas finitas

mi(f) :=inf{ f(t) 1 tig <t <t;},  Mi(f):=sup{ f(t) : ti1 <t <t}

3La integral de Riemann compite con la llamada integral de Lebesgue, que tiene mejores propiedades
de intercambio con limites (no requiere convergencia uniforme de los integrandos). El estudio de la integral
de Lebesgue serd abordado en el curso siguiente. Por ahora, basta notar que para un funcién continua cuyo
dominio es un intervalo acotado, las dos integrales coinciden.
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Las sumas de Riemann inferior y superior de f con respecto a la particién P son, respecti-
vamente:

S(f.P)i= ) m(ti=tia), S = ) M) (= tim).
i=1 i=1

Otra particién Q refina P si Q 2 P, es decir, si cada punto de P es también un punto
de Q. Es fécil chequear que

S(f.P) < S(f,Q) < S(£,Q) < S(f, P).

Dicese que f es integrable en el sentido de Riemann o bien R-integrable o simplemente inte-
grable, si para ¢ > 0 dado, existe una particién P(¢) tal que

Q2 Pe) = S(£,Q) - S(£,9) < e.

De ahi se comprueba que hay un niimero J € R tal que sup, S(f,P) = J = infy S(f, P),
donde el supremo y el infimo aborda todas las particiones P de [a, b]. Este nimero es la
integral de f sobre [a, b], escrito™

b
]:/ f(t)dt. o

Obsérvese que una funcidn continua f: [a, b] — R es integrable.

Proposicién 1.40. Una funcién continua f: [a,b] — R, cuyo dominio es un intervalo finito
acotado, es uniformememe continua y también integmble.

Demostracion. Si f no fuera uniformemente continua, entonces existiria algtin &; > 0 tal
que, para cada n € N*, habria s,, t, € [a,b] con [s, — ta| < L pero [f(sy) = f(ta)] > e1.

Por el Corolario (1.26) al teorema de Bolzano y Weierstrass, {s,} tendria una sub-
sucesién convergente: s,, — u € [a, b] cuando k — co. En vista de que [s,, — t, | < 1/ng
también se ve que t,, — u cuando k — co.

Por hipétesis, f es continua en u, y por el Lema 1.14 se obtendria

lim fsn) = ) = Jim f(t), asique Jim | fsn) = ftn)] = 0,

lo cual contradice |f(sp,) — f(ty, )| > &1 para todo k. Por lo tanto, f es uniformemente
continua en [a, b].

4La integral de Riemann puede definirse de otra manera, y asi se hace en muchos libros de texto. El
criterio de integrabilidad aqui expuesto se debe al propio Riemann y la definicién de J sigue el enfoque
de Darboux. Sin embargo, se sabe que esta “integral de Darboux” existe si y solo si la integral usual de
Riemann existe y que sus valores coinciden. Véase, por ejemplo, la seccién 5.4 del libro de Schrader.
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Sea dado ¢ > 0; existe N € N* tal que

1
s.telablconls—t] < = = |f(5) - f(1)] < b’%a
Sea Py la particién en subintervalos iguales de longitud (b — a)/N:
N-m

N

Py ={to,t1,...,tN} con ty:= a+%b para m=0,1,...,N.

Entonces

Q2 Py = S(f,9) - S(f.Q) < S(f.Pn) = S(f. Pn)
N

< > (Mi(f) = mi(£))

i=1

b

—a_ ¢
N b—a

(b—a)=c¢.

Esto demuestra que f es R-integrable sobre [a, b]. o

Proposicién 1.41. Sea { f,: [a,b] — R : n € N} una sucesion de funciones integrables
que converge uniformemente a una funcién f: [a,b] — R. Entonces f es también integrable
sobre [a, b] y se verifica

b b
/f(t)dt:r}i_r}go/ ful(t) dt. (1.10)

Demostracion. Sea dado ¢ > 0. Témese n € N tal que

3

>N = 50~ O < 355

paratodo tel

Como fy es integrable sobre [a, b], hay una particién P de [a, b] tal que
S(fweP) = S(.P) < 3.
Las desigualdades
In(t) -

& 3

306 —a) < f@) < fn(t) - 30 -a)

para t € [a,b],

conllevan las estimaciones
S(fveP) = 5 < S(F.P) <S(F.P) < S(f D) + 5.
En consecuencia,
SF.P) = S(.P) < S(f. D) =S D) + = + = <

Esto establece que f es integrable sobre [a, b].
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Ademis, si n > N, entonces

/ " fyde - / fwar

b
/ (Fult) - (1) dt

b b
</|fn(t)—f(t)|dt</ ﬁdt:§<e.

Como ¢ era arbitrario, esto verifica (1.10). m

Corolario 1.42. Si una serie de funciones Y7 fi(t) converge uniformemente sobre [a, b] a
una funcién s: [a,b] — R, y si cada fi es integrable sobre [a, b], entonces s es también integrable

sobre [a, b] y se verifica
b o © b
/ ka(t)dt:Z/ fr(t) dt. (r.11)
¢ k=0 k=04

Demostracion. Una suma finita s,(t) := fo(t) + fi(t) +- - - + fu(t) de funciones integrables es
integrable. El resultado sigue al aplicar la Proposicién anterior a las sumas parciales s,. O

En particular, al la luz del Ejemplo 1.38, una serie de potencias puede ser integrado
término por término, dentro de su intervalo de convergencia. También es cierto que una
serie de potencias puede ser derivado término por término, no obstante que el andlogo del
Corolario 1.42 es falso: si una serie de funciones diferenciables converge uniformemente
sobre [a, b], la derivada de la suma (si existe) no tienen que coincidir con la suma de las
derivadas. Lo que sucede, para series de potencias, es que las tres series

< k-1 N k N Ak k+1
kz_;kak(t_to) : ;)ak(t—to), kz_ém(f"‘o)

tienen el mismo radio de convergencia R. Si se aplica el Corolario 1.42 a la primera serie
dentro de un subintervalo cerrado [ty — r, ) + r] de (to — R, to + R), entonces su integral
coincide con la segunda; y el teorema fundamental de cédlculo permite concluir que la
derivada de la segunda coincide con la primera en (t) — R, ty + R).

1.5 Aproximacién de funciones continuas por polinomios

Definicion 1.43. Sea I C R un intervalo abierto. Una funcién f: I — R es diferenciable
en [ si para cada ty € I, el limite siguiente existe:

f(to +h) — f(to)
- :

f(to) == ;1111;%
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Una funcién diferenciable es continua: dado ¢ > 0, tdmese 6; > 0 tal que

‘f(l‘o +h) — f(to)
h

|h| <6 = to+hel, con

—f’(to) < 1.

}, de modo que

En seguida, témese § := min{ 51,

&
L+ 1f7(0)]
lh| <6 = to+hel, con [f(to+h)— f(to)l <I|hI(L+]|f (t)]) < e.

Definicion 1.44. Una funcién diferenciable f: I — R, definida en un intervalo abierto I,
es continuamente diferenciable, o de clase C' en I, si la derivada f/: I — R : t > f'(t) es
continua en I.

Sila funcién f” es a su vez diferenciable en I, dicese que f es dos veces diferenciable en 1.
Si la segunda derivada f”(t) = (f’)'(t) es continua en I, la funcién f es de clase C? en I.

Es usual escribir fO(t) = (1), fO(t) = f(t), fP(t) = f7(t). Recursivamente, si
fF&=1(¢) es diferenciable en I, se escribe f®)(¢) := (F*=DY(t); ysi f® es continua, entonces
f es declase C en I.

Dicese que f es suave, o indefinidamente diferenciable, en I'si f es de clase C¥ para todo
k e N*. 0

Definicién 1.45. Cada funcién suave da lugar a una serie de Taylor centrado en t;, dada
por la féormula

f(t) = Zf o) (, (1.12)

Si esta serie de potencias tiene radio de convergencia R > 0, entonces al tomar r con
0 < r < Rtal que [ty — r,tg + r] C I, la serie converge uniformemente a una funcién
continua f: [ty +r, ) —r] = R, que ademads es suave en el intervalo abierto (¢ —r, o + ).

Dicese que la funcién original f es analitica en I si para cada #y € I hay una intervalo
abierto (t — ro, to + ro) € I en donde la serie de Taylor converge a una suma f(t) y ademds

f(t) = f(t) para [t — to| < ro. 0

Ejemplo 1.46. Desafortunadamente, la suma de la serie f(¢) no necesariamente coincide
con f(t) para t # tg. Considérese la funcién g: R — R siguiente:

g(t) :== e /7 [t > O]. (r.13)
En el intervalo (0, ), g(t) = e /" es suave. Sus primeras derivadas, para t > 0, son:

, 2 . —6t2+4 _, 2 24t —36t2 +8 )2
g(t):t_?)el/t5 g(t):t—éel/t? g (t): t9 el/t'
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Es ficil comprobar por induccién que para cada k € N, existe un polinomio py de grado k
tal que, para k > 1
g0 = pea () %Y para 1> 0.

También, en el intervalo (-0, 0), la funcién g(t) = 0 es trivialmente suave. Basta, en-
tonces, considerar su comportamiento en ty = 0. Fijese que g(0) = 0 por la férmula (1.13).
Entonces

lim 2%~ lim e % = fim xe ™ = 0

hlo  h hl0 x—00
por la regla de 'Hoépital; mientras limyyg g(h)/h = 0 trivialmente. Entonces g es diferen-
ciable en 0, con ¢’(0) = 0. Ademas, lim,;|( ¢’(t) = O por la regla de 'Hépital. Se concluye
que g’ es continua en 0 y que g es de clase C! en R.

Es un ejercicio comprobar, por induccién sobre k, que limyyog®'(h)/h = 0y que
lim, o g%+ D(t) = 0, asi que g es de clase C* en R, con g¥) = 0 para todo k € N.

Pero esto dice que la serie de Taylor (centrado en 0) es idénticamente nula: g(t) = 0
para todo ¢t € R. Como g(t) # ¢(t) para t > 0, se ha obtenido una funcion suave que no es

analitica alrededor de 0. o

» Sea f: I — R una funcién (n + 1) veces diferenciable — y por ende de clase C" — en
un intervalo abierto I € R. Si f no es suave, la serie de Taylor no esti disponible; pero
en todo caso la suma parcial s, de (1.12) es un polinomio que sirve como una aproximacién
para f en un intervalo centrado en ty € I. El error de esta aproximacién estd dado por el
teorema de Taylor, que sigue.

Teorema 1.47 (Taylor). Sea f: I — R una funcién (n+ 1) veces diferenciable en un intervalo
abierto I C R; témese ty € I. Entonces f es la suma de un polinomio de Taylor y un resto:

f (0)

F() = Ppa(t) + Ryn(t) = Z (t = to) + Ry alt),

en donde el resto R¢ (t) tiene la forma:

f(n+1)(f)
(n+1)!

para algiin T tal que T € (ty,t) si ty < t; 0 bien T € (t,1p) si t < to.

(t _ to)n+]

Rf,n(t) =

Demostracion. Elijase t € I con t # ty, y sea u € R el niimero definido por la ecuacién

i 0 = £ - Zf ) g
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Definase una funcién auxiliar h: I — R por

noofk)
s = £ 16 - Y TP o -
k=1 ’

u

(n+1)

(t _ S)n+1 )

La hipétesis del teorema implica que h es diferenciable en I. La férmula para la derivada
de hes

(k+1)
K =15 - Zf e +Zf O -
n (k+1) (m+1)
_Zf k(S) Zf () S)m+%(t—s)n
k=0 '
£

s u
=———(t—s)"+—=(t—9s)".
n! n!

(Se presenta un fenémeno “telescépico” al cambiar el indice de la segunda sumatoria con
m =k — 1, los términos cancelan en pares, salvo dos términos que sobreviven.)

Es evidente que A(t) = 0y la definicién de u dice que h(ty) = 0. Por el teorema de
Rolle,'s hay un punto 7 entre ty y t tal que h'(r) = 0. Del despliegue anterior, se concluye
que u = Fr(z). O

El uso del teorema de Rolle en la demostracién anterior indica que la ubicacién exacta
del punto 7 no estd disponible. Sin embargo, hay una férmula alternativa de expresar el
residuo, mediante la forma integral del resto:

Rpalt) = / (- 9 sy ds,

si f es de clase C"*! en I. Esta formula se verifica ficilmente mediante integracion por
partes.

Ejemplo 1.48. La serie de Taylor, centrado en t = 0, de la funcién analitica sen ¢t es

(-1)m 2mtl A S
nt= =l —t ===t
> Z L 2m+ K 3157
El resto Ren5(t) = Rsen,(t) tiene la forma
7 | |7
Rsen,é(t) =—CostT a , astque |Rsen 6(t)] < 7| .

'5Se asume conocido la demostracién del teorema de Rolle: si g(a) = g(b) = 0y si g es diferenciable en (a, b),
entonces hay un punto c € (a,b) tal que g'(c) =
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Se ha usado la desigualdad | cos 7| < 1 para eliminar 7 y obtener una estimaci6n del error.
En el intervalo [-7, 7], por ejemplo, se obtiene

7’ 3020.3
|sent - Psen,é(t)l = |Rsen,6(t)| < ? < 5040 < 0.6.
De modo similar, |Rsen s(t)| < 7°/9! < 0.083 para t € [-x, x]. 0

En resumen: si una funcién f posee suficientes derivadas de orden superior, puede ser
aproximado de manera uniforme por el polinomio en un intervalo finito y cerrado J c R:

lf = Prally = sup|f(t) = Pra(t)| < Cp,
te]

con la esperanza de que C, — 0 cuando n — oo.

» Las hipdtesis de diferenciabilidad no son necesarias. En 1885, Weierstrass descubri6
que una funcién continua cualquiera admite aproximacién uniforme por polinomios en un
subintervalo finito cerrado de su dominio. Su demostracién estaba basada en la teoria
de funciones analiticas de variable compleja. En 1912, Sergei Bernstein descubrié una
demostracion sencilla que exhibe un juego de polinomios explicitos que convergen uni-
formemente a la funcién dada.

El cambio de variable afin,

s:=(1-t)a+th,

define una biyeccién continua entre los intervalos [0,1] y [a, b]. El cambio de variable
inverso, t = (s — a)/(b — a), es también continuo. Dadas dos funciones g, q: [a,b] — R,
sean f,p: [0.1] — R las funciones correspondientes, definidas por

f(t) :=g((1 - t)a + tb), p(t) :=q((1 — t)a + tb).

Es evidente que

lf = pllo.ay = sup |f(&) —p@)| = sup [g(s) — q(s)I = llg — qlljap -
0O<z<1 a<s<b
Luego, para aproximar g(s) por g(s) uniformemente sobre [, b], es suficiente aproximar
f(t) por p(t) uniformemente sobre [0,1]. En adelante, basta considerar aproximacién
uniforme sobre el intervalo I = [0, 1].

Definicién 1.49. Sea f: [0,1] — R una funcién continua y sea n € N. El n-ésimo
polinomio de Bernstein asociado con f es la funcién B,(f): [0, 1] — R definida por

) = . Y kY () kg _ ek
Bu(f;t) = Ba(f)(t) = ;)f(n) (k) t"(1 1) (1.14)
para t € R. Es evidente que B,(f) es un polinomio de grado < n. 0
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Esta definicién estd inspirada por la distribucion binomial en la teoria de probabilidad.
Considérese los pesos:

T k(1) := (Z) (1 = )k para te[0,1]. (r.15)

Fijese que m,x(t) > 0 para 0 < t < 1 (y de hecho mux(t) > 0 para 0 < t < 1). Ademas,
para n, t fijos, estas cantidades tienen suma 1:

Zn:”n,k(t) = Z (n) A -ty = +1-1)" =
k=0 k

Entonces la sumatoria (I 14) es un promedio ponderado de los valores de f en los nodos de
la particién P = {0 %, 1} de I = [0, 1]. En particular, esti claro que

IBn ()7 < max{ |f(k)| tk=0,1,...,n}<sup{[fW:0<t <1} =|fl;.
Ejemplo 1.50. Sean fp, fi, f>: [0,1] — R los polinomios de bajo grado,

fo(t) =1, fi(t) =1, H(t) = 2,
Entonces : 1
Bu(fost) =1, Ba(fust)=t,  Ba(f2st) = % £+ —t.

En efecto: la igualdad B,(fy;t) = 1 es simplemente la suma Y7_, m,x(t) = 1 de nuevo.
Para la funcién fi, vale la pena observar que

k (n n—1
;(k)_(k—l) para k> 1,

asi que
n _1 n—1 _1
B,(fist) = Z (Z B 1) tk(1 - t)n_k = Z (Tl . ) tr+1(1 - t)n—l—r =tB,_1(fost) =t.
k=1 r=0

(Esto dice que la media de la distribucién binomial (1.15) es igual a t.)
Del mismo modo, se puede notar que

k_2 n _E n-—1 _n—lk—l n-—1 +1 n—1
n2\k] n\k-1)  n n-1\k-1 n\k-1J

De ahi se concluye que

(n—1)t>+t

B ) = " By (fis )+~ £ By (fo ) =
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Una consecuencia notable de estas igualdades es la estimacién

n 2
k=0
nt? +t— 2 _td-n _ 1

2 2
=1 -2t + .
n n 4n

(1.16)

[ Entre otras cosas, este calculo dice que la variancia de la distribucién binomial (1.15) es
igual a t(1 —t)/n.] o

Proposicién 1.51 (Bernstein). Sea f: 1 =[0,1] - R una funcién continua. Paran € N y
8 > 0 cualesquiera, la siguiente estimacion es vdlida:

IF = BaF)l < 2L sup{ 1)~ £ < 1t =51 <8, (.17)

En consecuencia, los polinomios B, (f) aproximan la funcién f uniformemente sobre I:
lf = Ba(f)llr = O cuando n — oo.

Demostracion. Para cada t € [0, 1], los indices k de la suma (1.14) pueden agruparse en dos
partes, {0,1,2,...,n—1,n} = A; W B;, donde

At::{k:‘t—ﬁ‘>5} y Bt::{k:‘t—5‘<5}.

n n
Entonces
k 211£ll; sikeA,
'f(t) _f(ﬁ) S {sup“_s'@ If() - f(s)| sikeB,.

La diferencia f(t) — By(f;t) se reparte en dos sumatorias:

s S a-r
k=0

= > |f —f(%)](,’j) AEDIREDY

keA, kEBt

k _
f0) - f(;)] (k) (1 - oy,
La segunda sumatoria a la derecha obedece la estimacién

Y013 #a o < Sfro-s(7)

(Z) k(1 = r)nk
keB; keB;

< sup 170 FO Y, (] o0t

|t—s|<é keB,

< sup |f(1) = f(s)l.

|t—s|<d
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Para k € A, se sabe que (t — k/n)? > 82, esto es, §2(t — k/n)*> > 1. Entonces la primera
sumatoria a la derecha satisface

Z f@® —f(S)] (Z) (1 = 1k

<Mfm§]€%%1—w*

keA; keA;
2||f||l k\2(n k n—k
<AL 54
keA;
21 fllr < k\2(n\ < ISl
S T2 ;(t_ﬁ) () AT < s

en vista de (1.16). Las dos términos mayorizantes son independientes de t; por lo tanto,
la estimacién (1.17) estd demostrada.

La Proposicién 1.40 muestra que la funcién continua f es uniformemente continua
sobre I. Sea dado ¢ > 0; entonces existe § > 0 tal que

sup{ [f(t) = fO)] : |t =] <5} < 5.

Ahora témese N € N* tal que N > || f||;/8%¢. Entonces

nalls

& £
B, —+-=e
>N = |If =BulPll < 55 2<2+2 €

Entonces || f — Bu(f)|lf = 0 cuando n — . O

Desafortunadamente, la convergencia de los polinomios de Bernstein, aunque uni-
forme, es bastante lenta. Por ejemplo, para la funcién cuadritica f>, la diferencia exacta

es
Bu(f2st) = fo(t) = t(l ), asi que 0 < By(f2;t) — fo(t) < 41

(El méximo se alcanza en t = 5.) Por eso, no es un método préctico para obtener aproxi-
maciones numéricas. Sin embargo, su importancia tedrica es ineludible, porque no exige
propiedades de diferenciabilidad de la funcién f que se quiere aproximar.
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2 Espacios métricos y su topologia

El andlisis de funciones continuas de variables reales comprende dominios muchos mas
generales que los intervalos de la recta R. En primer lugar, es posible considerar funciones
de varias variables reales, cuyos dominios son ciertas partes de R"; en este curso, esto serd
el caso de mayor interés. Sin embargo, es prudente manejar conjuntos aun mas amplios,
tales como la familia de todas las sucesiones de Cauchy reales o la familia de todas las
funciones continuas sobre un intervalo dado. Tales conjuntos deben ser dotados de una
estructura comun que permite abordar los conceptos de limites y convergencia.

Esa estructura fue introducida en 1906 por Maurice Fréchet en su tesis doctoral; poco
después Hausdorft dio el nombre de espacios métricos alos conjuntos estudiados por Fréchet.
El propio Hausdorff introdujo un concepto rival, los sistemas de vecindarios (de puntos
en un conjunto dado); estos fueron simplificados por Kuratowski quien elaboré la idea de
un espacio topoldgico." Resulta que hay muchos espacios topoldgicos que no son métricos;
pero éstos dan un acceso mds inmediato a los proceso de anilisis y en este curso no se
abordan topologias més generales.

2.1 Conjuntos abiertos y cerrados

Definicién 2.1. Una métrica sobre un conjunto X es una funcién p: X xX — [0, c0) que
cumple las tres propiedades siguientes:

(a) Simetria: p(x,y) = p(y, x) para todo x,y € X.
(b) Desigualdad triangular: p(x,z) < p(x,y) + p(y, z) para x,y, z € X.
(c) Positividad: p(x,x) = 0 pero p(x,y) > 0 para x # y en X.
La pareja (X, p) se llama un espacio métrico. 0

Una funcién p: X x X — [0, o) que cumple (a) y (b) y p(x, x) = 0 para x € X se llama
una semimétrica (a veces, pseudométrica) sobre X. Dada una tal semimétrica, se define una
relacién de equivalencia sobre X por

x~y siysolosi p(x,y)=0.
Sobre el conjunto cociente X/~ de clases de equivalencia, la formula

A([x], [y]) := p(x,y)

"Las obras originales son: Maurice René Fréchet, Sur quelques points du calcul fonctionnel, Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo 22 (1906), 1—74; Felix Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (primera
edicién), Veit, Leipzig, 1914; Kazimierz Kuratowski, Sur lopération Adel "Analysis Situs, Fundamenta Math-
ematicae 3 (1922), 182-199.
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estd bien definida; y es ficil verificar que 5: X/~ x X/~ — [0, ©) es una métrica. Esta la
métrica inducida por la semimétrica p.

Ejemplo 2.2. Siz,w € C, la funcién
p(z,w) = |z — w|

es una métrica sobre C, en vista de la desigualdad triangular (1.1) para el valor absoluto.
En el plano complejo C =~ R?, p(z, w) es la distancia enire los puntos z y w.
Como caso particular, p(s, t) := |s — t| es una métrica sobre R. 0

Definicién 2.3. En el espacio vectorial R”, el producto escalar de un par de vectores
x=(x1,..., %) Yy =(U1,...,Yn) €8
X Yy :=x1y1 + -+ XpYn.

La norma euclidiana del vector x € R" se define como

||x|| := \/x~x:,/xf+~~-+x,2l.

Esta es la distancia euclidiana del origen 0 = (0, ..., 0) al punto x. La distancia entre dos
puntos cualesquiera de R" estd dada por

plx,y) =[x —yl|. 0
El producto escalar y la norma obedecen la desigualdad de Cauchy:
(x-y)* < lIxII” llyl%,
que generaliza la desigualdad (ac + bd)*> < (a® + b?)(c* + d°), obtenida de la relacién

2abed < ad? + b*c? al notar que (ad — be)? > 0.
La desigualdad de Cauchy también puede escribirse en la forma

Ix -yl < [lx[| lyl]-
Entonces resulta que

Ix +yl* = (x+y)- (x +y) = x|l + 2x -y + [ly|I”
2
< llxl? + 2llx| iyl + llyli* = (1)l +yll)~,

lo cual implica la desigualdad triangular para normas:

lx +yll < x|l + llyll. (2.1)
Al reemplazar x > x — z, y > z — y, se obtiene la desigualdad triangular para p:
Ix —yll < llx =zl + [z - yl|,

esto es,
p(x,y) < p(x,2) + p(z,y).
Se concluye que p es una métrica sobre R".
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Ejemplo 2.4. Definase una funcién A: R" x R" — [0, co) por
Ax,y) == |x1 —y1l + [x2 —ya| + - + [x0 — yul-

Es evidente que A(x,y) = A(y,x) y que A(x,y) = Osiysolosix = y. Ademds, para
x,y,z € R", se verifica la desigualdad triangular:

n

A, 2) = ) Pxe =zl < ) (1 = yel + lye - 2el) = Ax, y) + Ay, 2).
k=1 k=1

Entonces A es una métrica sobre R”", que no coincide con la métrica euclidiana p de la
Definicién 2.3. O

Definicién 2.5. En un espacio métrico (X, p) cualquiera, la bola abierta de radio r > 0
centrado en el punto x € X es el conjunto

B(x;r):={ye X :p(x,y) <r}.
La bola cerrada de radio r > 0 centrado en x es el conjunto
B(x;r):={yeX:p(xy) <r}.
Es evidente que
B(x;r) € B(x;r) y B(x;r) C B(x;s) cuando r<s.

Dicese que V C X es un vecindario del punto x si existe r > 0 tal que B(x;r) € V. O sea:
un vecindario de x es un conjunto que incluye una bola abierta centrado en x. O

Lema 2.6. Una bola abierta es un vecindario de cada uno de sus puntos.

Demostracion. Sea y un punto de la bola abierta B(x;r). Se debe mostrar que hay un radio
§ > 0 tal que B(y; §) C B(x;r). Véase la Figura 2.1. Témese

§:=r—px,y).
Fijese que § > 0 porque y € B(x;r) es sinénimo de p(x,y) < r. Si z € B(y; §), entonces
plx,z) < p(x,y) + p(y, 2) < p(x,y) + 6 =,
asi que z € B(x,r). Se ha comprobado que B(y; §) C B(x; r). O

Definicién 2.7. Sea (X, p) un espacio métrico. Un conjunto A C X es un conjunto abierto
en X, o simplemente un abierto en X, si para cada x € A existe un radio r > 0 tal que
B(x;r) € A. Dicho de otra manera: un abierto en X es un vecindario de cada uno de sus
punios. o
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Figura 2.1: Una bola abierta es un conjunto abierto

Lema 2.8. Una parte A C X es abierta si y solo si A es una unidn de bola abiertas.

Demostracion. El Lema 2.6 dice que una bola abierta es un conjunto abierto en X, asi que
el término “bola abierta” no es ambiguo.
Ahora se puede observar que una unién de conjuntos abiertos es también un conjunto
abierto. Concretamente, sea
A= U A,

ac]

donde cada A, es un abierto en X. Entonces si x € A, debe haber al menos un miembro
Ap de la unién tal que x € Ag. Como Ay es abierto, hay r > 0 tal que B(x;r) C Ag C A.
Esto demuestra que la unidn A es un abierto en X. ]

Notese que en la demostracién anterior, el conjunto indice J no es necesariamente
finita ni numerable. En cambio, una interseccién numerable de abierto no es necesari-
amente abierto. Por ejemplo, en R con la métrica usual p(s, t) := |s — t|, un intervalo
abierto (a, b) es una bola abierta, con centro %(a +b) y radio %(b — a); pero la interseccién
N5 (—1,4) = {0} es un solo punto, que no es un abierto en R.

Sin embargo, una interseccién finita de abiertos es abierto: si x € A; N --- N A, con
cada Ay abierto en X, entonces hay radios ri,...,r, > 0 tales que B(x;ry) C Ag para
k=1,...,m Tbémese r := min{ry,...,r,}. Entonces B(x;r) C B(x;rx) € Ai para cada k,
asi que B(x,r) C A1 N---NAp.

Definicién 2.9. Sea (X, p) un espacio métrico. Un conjunto C C X es un conjunto cerrado
en X, o simplemente un cerrado en X, si su complemento X \ C es abierto. O

Lema 2.10. Una bola cerrada B(x; ) es un conjunto cerrado en X.

Demostracién. El complemento de la bola cerrada B(x;r) es

X\Bx;r) ={yeX:pxy)>ri= | Blypxy) -n.
y¢B(x;r)
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En otras palabras: siy ¢ B(x;r), de modo que p(x,y) > r, entonces la bola abierta centrada
en y con radio p(x,y) — r no tiene interseccién con B(x;r). En efecto, tomese z € X tal
que p(y, z) < p(x,y) —r; la desigualdad triangular implica que

p(x,z) = p(x,y) — p(z,y) > r.

En resumen: se ha expresado X \ B(x;r) como una unién de bolas abiertas. Del Lema 2.8
se concluye que X \ B(x;r) es abierto, e ipso facto B(x;r) es cerrado. i

Al aplicar las leyes de de Morgan a las propiedades de conjuntos abiertos, se deduce
que una interseccion cualquiera de conjuntos cerrados es también cerrada, y que una unidn
finita de cerrados es también cerrada.

Definicién 2.11. La clausura de una parte cualquiera E C X es el conjunto cerrado mds
pequefio que lo incluye:

E:= ﬂ{CcerradoenX:EQC}.

Fijese que esta interseccién es cerrada, que E C E y que todo cerrado C tal que E C C
incluye la interseccion, es decir, E C C.
Al tomar complementos, el interior de E es el abierto mds grande incluido en E:

E° = U{A abiertoen X : AC E}.

Fijese que esta uni6n es abierta, que E° C E y que todo abierto A tal que A C E es parte de
la unién, es decir, A C E°. o

Para que estas manejos de conjuntos tengan sentido, es importante recalcar que en un
espacio métrico cualquiera, el conjunto pleno X y el conjunto vacio @ son abiertos. El caso
de X estd claro. Para el caso de 0, debe notarse que la condicién 16gica

x€A = B(x;r) CA paraalgin r>0

es trivialmente satisfecha si no hay punto alguno x en A. Al tomar complementos, se ve
que 0 y X son también cerrados en X. Entonces, en las definiciones de E y E°, se puede
tomar C = X o bien A = 0 para que la interseccién y la unién pueden formarse.

Noétese también que el interior del complemento de E, (X \ E)°, lo cual se llama el
exterior de E, tiene complemento E:

X\(X\E)O:ﬂ{Ccerrado :X\CQX\E}:m{Ccerrado :ECC}=E.
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Definicién 2.12. Sea (X, p) un espacio métrico y sea E C X. Un punto de adherencia de E
es un elemento x € X tal que cada bola centrado en x tenga interseccién con E; es decir
B(x;r) N E # 0 para todo r > 0.

Obsérvese que y € X no es un punto de adherencia de E si X \ E incluye alguna bola
B(y; s). Esto significa que los puntos de no adherencia constituyen el exterior de E, asi que
la totalidad de puntos de adherencia es precisamente la clausura E.

[ Los puntos z € E \ E, si los hubiera, a veces se llaman puntos de acumulacién de E.
Para cada r > 0, la interseccién B(x; r) N E tiene al menos un punto y distinto de z. ]~ ¢

Definicién 2.13. Sea (X, p) un espacio métrico ysea E C X. La frontera de E es la totalidad
de puntos que no pertenecen al interior ni al exterior de E:

JE =X\ (E°UX\E)°) =X\ (X\E)°\E°=E\ E°.
Fijese que x € E siy solo si B(x;r) NE # 0y B(x;r) \ E # 0 para todo r > 0. 0

Nétese que X = X\ X° = X\ X = 0, y de igual manera 90 = 0. En general, una parte
E C X tiene frontera vacia si y solo si E es cerrado y abierto a la vez.

Ejemplo 2.14. Sea X un conjunta cualquiera, y definase una métrica o sobre X por

0, six=uy,
o(x,y) := IIxiy]]={ .
1, six #y.

Es ficil comprobar que esta o cumple las propiedades (a), (b), (c) de la Definicién 2.1. Esta
es la métrica discreta sobre X.
Obsérvese que las bolas para esta métrica se describen asi:

{x} si0O<r<l,
X sir>1;

{x} si0O<r<l,

X sir > 1.

By(x;r) = { Bo(x;r) = {

En particular, cada singulete {x} es abierto y cerrado a la vez. De hecho, cada E C X es
abierto (por ser una unién de singuletes) y cerrado (porque X \ E es abierto).

Noétese el fenémeno curioso de que la clausura de la bola abierta B,(x; 1) no coincide
con la bola cerrada B, (x; 1), si X posee al menos dos puntos distintos. o

Definicién 2.15. Sea (X, p) un espacio métrico. Un conjunto E C X es denso en X si
E=X.

SiE C F CE, dicese que E es denso en F.

El espacio métrico (X, p) se llama separable si incluye una parte E = {x, : n € N} que
es denso b4 numerable. ¢
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Lema 2.16. Q es denso en R, con respecto a la métrica usual.

Demostracion. Sit € Ry r > 0, se debe mostrar que el intervalo B(t,r) = (t —r,t +r)
contiene un niimero racional. Como R es arquimediano, hay un entero positivo n tal que
1/2r < n,y por ende 1/n < 2r.

Sin perder generalidad, se puede suponer que t + r > 0; en el caso contrario, bastarfa
encontrar un nimero racional —q € (—t — r, —t + r) para asi obtener q € (t — r,t +r).

Hay m € N* tal que n(t +r) < m, o sea, t +r < m/n. Sea k € N* el menor entero
positivo tal que ¢ + r < k/n, de modo que (k — 1)/n < t + r. Ahora resulta que

k-1 k 1 k

=——=>—-=-2r>({t+r)-2r=t-—r,
n n n n

asi que g:=(k—1)/n € Q cumple g € (t —r,t + 7). i
Corolario 2.17. SiI es un intervalo en R, entonces Q N I es denso en 1.

Se ha comprobado que tanto R como todos sus subintervalos son espacios métricos
separables.

Proposicidén 2.18. El un espacio métrico separable (X, p), cualquier abierto es una unién nu-
merable de bolas abiertas.

Demostracion. Sea { x, : n € N} una parte numerable y densa de X. Considérese la familia
numerable de bolas abiertas B := { B(x,;1/m):n € N, m € N* }.

Dada una bola abierta cualquiera B(y;r) cony € X, r > 0, tdmese m tal que 1/m < r/2
y enseguida témese n tal que x, € B(y;1/m). (La seleccién de x, es posible porque y
pertenece a la clausura X del conjunto denso {x, : n € N}.)

Ahora p(xp,y) < 1/m, asi que y € B(xn; 1/m). Ademds, si z € B(xp; 1/m), entonces

1 2

1
p(y,z) < p(y,xn) + p(xp,2) < —+—=— <,
m m m

asi que z € B(y; r). Se ha comprobado que y € B(x,; 1/m) C B(y; ).
Por el Lema 2.6, la bola abierta B(y; ) es una unién de bolas abiertas centradas en cada
uno de sus puntos. Entonces

B(y;r) = |_J{Bxn; 1/m) € B : Blxy; 1/m) C B(y;r) }.
Cualquier abierto A es una unién de tales bolas abiertas B(y; r), por el Lema 2.8, asi que
A= U{B(xn; 1/m) € B : B(xy;1/m) C A}

Esa unién es numerable, porque la familia B es numerable. O
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En particular, cualquier abierto de R es una unién numerable de intervalos abiertos.
Por otro lado, el espacio métrico discreto (R, o) no es separable, porque el abierto
R\ {to} es una unién disjunta, no numerable, de bolas puntuales {t} = B,(t; 1) con t # t.

Definicién 2.19. Si (X, p) y (Y,0) son espacios métricos, una funcién f: X — Y es
continua en xy € X si, para cada ¢ > 0 dado, existe § = §(¢) > 0 tal que

xe€X con p(x,xp) <6 = o(f(x), f(x0)) < e. (2.2)
Dicese que f es continuaen X si f es continua en x para todo x € X. O

Esta es una generalizacién directa de la Definicién 1.11. El Lema 1.14 también admite
una generalizacién directa, que dice que f: X — Y es continua si y solo si f preserva la
convergencia de sucesiones. Dicese que una sucesién {x,} en X converge a z € X, o bien
que lim,_c x, = 2, si para cada ¢ > 0 existe N = N(¢) € N tal que

n>N = p(x,,z) <e.

Lema 2.20. Si f: X — Y es una funcion entre dos espacios métricos (X, p) y (Y, o), entonces
f es continua en z € X si y solo si lim,_,e0 X, = z conlleva lim, o f(x,) = f(2). =]

Otra manera importante de caracterizar la continuidad de una funcién entre espacios
métricos es la siguiente.

Proposicidn 2.21. Sea f: X — Y una funcién entre dos espacios métricos (X, p) y (Y, o). Estas
condiciones son equivalentes:

(a) f es continua en X;

(b) si B es un abierto en Y, entonces la preimagen f‘l(B) es un abierto en X.

Demostracion. Ad (a) = (b): Dado un abierto B C Y, seaxy € f~!(B), es decir, f(xo) € B.
Por la Definicién 2.7, hay un radio ¢ > 0 tal que B,(f(x0), ¢) C B. Por la continuidad de f,
existe § > 0 tal que p(x,x)) <8 = o(f(x), f(x0)) < e. Por lo tanto,

f(Bp(x0.9)) € Bo(f(x0), ) C B,

asi que B,(x0,8) € f~(B). Se ha comprobado que f~(B) es un vecindario de cualquiera
de sus puntos x, lo cual significa que £~!(B) es un abierto en X.

Ad(b) = (a): Tdmese x; € X y elijase £ > 0. Entonces la bola B;(f(x1), £) es abierto
en Y, por el Lema 2.6, asi que f~!(B,(f(x1),#)) es un abierto en X, siendo x; uno de sus
puntos. Por ende, existe 5> 0tal que

By(x1,8) € £ (Bs(f(x1), ),

y por ende f(B,(x1,8)) C Bo(f(x1), ). Esto dice que f es continua en xi. Como x; € X
es arbitrario, se concluye que f es continua en X. O

45



MA-505: Analisis | 2.2. Conjuntos compactos en espacios métricos

Corolario 2.22. Una funcidn f: X — Y entre dos espacios métricos (X, p) y (Y, o) es continua
si y solo si cada parte cerrada D C Y tiene preimagen f~'(D) cerrada en X.

Demostracion. Por el Lema 1.10(d), X \ f7(D) = f~'(Y \ D); luego D es cerrado en Y si
y solo si Y \ D es abierto en Y, mientras f~!(D) es cerrado en X si y solo X \ f~1(D) es
abierto en X. O

2.2 Conjuntos compactos en espacios métricos

Entre todos los intervalos de R, los intervalos cerrados finitos poseen propiedades espe-
ciales, debido al teorema de Bolzano y Weierstrass: cada sucesion tiene una subsucesién
convergente (cuyo limite pertenece al intervalo), cada funcién continua real alcanza un
valor maximo y un valor minimo en el intervalo, cada sucesién de Cauchy es convergente
en el intervalo. Estas son consecuencias de una propiedad llamada compacidad.

Hay dos maneras de generalizar esta propiedad a espacios métricos en general: se
puede enfocar las propiedades de sucesiones, o bien se puede considerar las propiedades
de cubrimientos por conjuntos abiertos. [La segunda versién es mds general, pues es
aplicable a espacios topoldgicos que no admiten una métrica. Para espacios métricos, los
dos enfoques son equivalentes. ]

Lema 2.23. Sea (X, p) un espacio métrico. Estas condiciones son equivalentes:
(a) Cualquier sucesién en X posee al menos un punto adherente.
(b) Cualquier sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Ad(a) = (b): Si {x,} es una sucesién en X, sea z un punto adherente del
conjunto { x, : n € N}. La bola abierta B(z; 1) contiene una entrada x,, de la sucesién. Al
tomar

& 1= min{%, p(z,x1), p(z,x2), . . ., p(z, Xn,)},

la bola B(z; £2) contiene una entrada x,,, donde n; > n; necesariamente.
Por induccién se puede elegir, para cada k € N*, una entrada x,, tal que x,, € B(z; &),

donde
e := min{1/k, p(z, x1), p(z,x2), . .., p(z, Xn, )},

lo cual garantiza que nx > ni_;. Entonces {x,, } es una subsucesién de {x,}, tal que
p(z,%n,) < 1/k para todo k € N*. Es evidente que x,,, — z en X cuando k — co.

Ad(b) = (a): Sea {x,} es una sucesién en X y sea {x,, } una subsucesién conver-
gente, con y = limy_, Xy, € X. Sir > 0, existe K € N tal que k > K implica p(x,,,y) < r.
En particular, x,, € B(y;r). Luego y es un punto adherente del conjunto {x, : n € N}. O
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Definicién 2.24. Una coleccidon de partes abiertas U = {U, : @ € J} de un espacio
métrico (X, p) tales que U,e; Uy = X se llama un cubrimiento abierto® de X. o

Proposicion 2.25 (Lebesgue). Sea (X, p) un espacio métrico en donde cada sucesion posee una
subsucesion convergente. Sea W = {Uy} un cubrimiento abierto de X. Entonces existe ¢ > 0 tal
que, para cada x € X, hay algiin U € U con B(x; ) C U.

Demostracion. En efecto, si asi no fuera, para cada n € N* habria un elemento x, € X tal
que la bola B(xy; 1/n) no esté incluido en U alguna. Por hipdtesis, entonces, habria una
subsucesién convergente x,, — z € X. Este punto z debe estar en algiin U € U; y de
hecho, por ser U abierto, debe haber ¢ > 0 con B(z; ¢) C U. Ahora témese K € N tal que

k>K = 1<€ ( )<£
> — < = Xn,,2) < —.
e 2 ) PUm >

Entonces, para cada y € B(xy,, 1/nx) valdria

1 1 £ €
< sAn Nk s - - A 5=6&
Py, 2) < p(y, xn,) + p(xn, 2) < <3t
y por ende B(xn,, 1/nx) C B(z,¢) C U, contrario a la propiedad asumida de {x,}. O

Teorema 2.26. Sea (X, p) un espacio métrico. La siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Cada cubrimiento abierto W = {U,} de X posee un subcubrimiento finito {Uy,, ..., Uy, }.

(b) Si{Fy:a €]} esunafamilia de cerrados en X tales que N4y Fo = 0, hay una subfamilia
ﬁnita {Fays- - Fa,} tal que Foy N ---NFy = 0.

(c) Cualquier sucesion en X tiene una subsucesién convergente.

Demostracion. Ad(a) = (b): Sea dada una familia de cerrados { F, : @ € J} tal que
Neej Fo = 0. Al colocar U, := X \ F,, se obtiene un cubrimiento abierto {U,} de X,
porque Uyej Us = X \ Nyey Fo = X. Por hipétesis, {U,} tiene un subcubrimiento finito
{Usis- - Ugp}. De Uy U=+~ U, =X se concluye que Fy, N---NF,, =0.

Ad(b) = (c): Sea {xn}nen una sucesién en X, y para cada n € N considérese la
cola Cp := {xx : k > n} yseaF, := C, su clausura. Para cada coleccién finita de indices
{ki,...,kn}, sea k := max{ky, ...,k }; entonces Cx, N --- N Cg,, 2 Cr y en consecuencia
Fe, Nn---NF, 2 Ci;en particular, se ve que F, N---NF, # 0. La hipc’)tesis entonces
implica que hay al menos un elemento z en (M ,cyy Fa-

Sir > 0, entonces z € F, = C, conlleva B(z;r) N Cy, # 0, para todo n € N. Luego z es
un punto adherente del conjunto { x, : n € N'}. La conclusién sigue por el Lema 2.23.

>Algunos autores escriben recubrimiento abierto; pero no se trata de cubrir el mismo espacio dos veces.
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Ad(c) = (a): Sea U = {Uy,}aey un cubrimiento abierto de X.

Por la Proposicién 2.25, existe ¢ > 0 tal que toda bola abierta B(x; ¢) esté incluido en
algin U € U. [ Obviamente, el U depende de x y puede haber varios U que incluyen la
bola B(x; ¢). ]

Témese x; € X cualquiera. Si B(xq,¢) # X, tomese x» € X \ B(x1,¢). En seguida, si
B(x1, €) U B(x2, €) # X, se puede tomar x3 € X \ (B(x1, €) U B(x2, €)); etcétera. Este proceso
debe terminar en un ndmero finito de pasos, porque de lo contrario se habri construido
una sucesion {x,} con p(x, x,) > ¢ para todo m # n; pero una tal sucesién no puede tener
una subsucesién convergente.

Entonces hay puntos xi, . .., x, € X tales que X = B(x1, ) U - - - U B(xp, €), para algin
m € N. Ahora bien, para cada k hay un abierto U,, € U tal que B(xk;¢) C Up,; y se
concluye que X = Uy, U--- U U,,. O

Definicién 2.27. Un espacio métrico (X, p) es compacto si cada cubrimiento abierto
posee un subcubrimiento finito.

Alternativamente, un espacio métrico es compacto si cumple cualquiera de las tres
condiciones equivalentes del Teorema 2.26. En particular, un espacio métrico es compacto
siy solo si cualquier sucesion posee una subsucesion convergente.

La propiedad (b) del Teorema 2.26 puede enunciarse de manera contrapositiva, asi: si
{Fy : a € ]} es una familia de cerrados en X tales que Fy, N -+~ N Fy, # O para toda subfamilia
fmita {F,,, ..., Fy,}, entonces que (Nyey Fo # 0. Esta se llama la propiedad de interseccion
finita de (X, p). o

Definicién 2.28. Si (X, p) es un espacio métrico y si E C X, la restriccién plg de la
funcién p a E X E define una métrica sobre E. Con esta métrica inducida, se considera
(E, p|r) como un subespacio métrico de (X, p).

Fijese que una bola abierta en (E, p|) es de la forma B,|,(z;r) = E N By(z; 1), la inter-
seccién de E con una bola abierta de X. Al tomar uniones de bolas, se deduce que una
abierto de E es de la forma U = ENV donde V es un abierto de X.

Una parte E C X es una parte compacta de X si (E, p|g) es compacto con la métrica
inducida. Esto es: si V = {V,}qes es una familia de abiertos en X tales que E € e Vas
entonces hay una subfamilia finita {V,,,...,V,, } tal que EC Vo, U--- U V. 0

El Corolario 1.26 (al teorema de Bolzano y Weierstrass) dice que cualquier intervalo
cerrado finito [c, d] de R es compacto en R.

Lema 2.29. (a) Una parte compacta K de un espacio métrico (X, p) es cerrada en X.

(b) Una parte cerrada de un espacio métrico compacto es también compacta.
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Demostracion. Ad (a): Basta mostrar que el complemento X \ K es abiertoen X. Siz ¢ K,
considérese la familia de abiertos V, := X \ B(z;1/n), para todo n € N*. Su unién es
U2y Vo = X \ {z}. Como K C X \ {2}, esta familia cubre K.

Como K es compacto, hay indices ny < ny < --- < ng tales que

R
KC U Vi, = Voo = X \ B(z; 1/np).
k=1

Dicho de otra manera, para cada z € X \ K hay una bola abierta B(z; 1/ng) tal que
z € B(z;1/ng) € B(z;1/ng) € X \ K.

Luego X \ K es un vecindario de cada uno de sus puntos, o sea, X \ K es abierto en X.

Ad(b): Si C es una parte cerrada de un espacio métrico compacto (K, p), sea V =
{Vp} gek una familia de abiertos en K que cubren C. Entonces VU{K\C} es un cubrimiento
abierto de K.

Hay indices fi, . . ., B tales que K = (K\C)UVp, U---UVp, . Luego C C Vg, U---UVg .
Por ende, C es una parte compacta de K. i

» En el caso particular del espacio métrico R" (con la métrica euclidiana), hay un criterio
de compacidad usualmente atribuido a Heine y Borel.3 Dicese que una parte A de un
espacio métrico (X, p) es acotada si hay un puntoz € AyunradioR > Otal que A C B(z;R).
En el caso X = R", se puede encajar la bola cerrada B(z; R) en un rectdngulo cerrado:

n
l_[[zl- —R,z; +R] (producto cartesiano de n intervalos),
i=1

y este rectingulo a su vez puede encajarse en una bola cerrada de mayor radio. Por lo
tanto, una parte de R es acotada si hay un rectingulo cerrado que lo incluye.

Teorema 2.30 (Heine y Borel). Una parte K ¢ R" es compacta si y solo si K es acotada y
cerrada en R,

Demostracién. Ad(=): Sea K un conjunto compacto de R". El Lema 2.29(a) muestra que
K es cerrado.

3Eduard Heine mostr6 en 1872 que una funcién continua f: [a,b] — R es uniformemente continua
(véase la demostracién de la Proposicién 1.40). Emile Borel mostr en 1895 que un cubrimiento abierto
numerable del intervalo cerrado y acotado [a, b] C R tiene un subcubrimiento finito, siguiendo el método
de Heine. (Henri Lebesgue observ en 1898 que no hace falta que el cubrimiento original sea numerable.)
Una vez establecida la compacidad para intervalos en R, es ficil generalizarlo a rectingulos cerrados en R”.
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Si z € K es un punto cualquiera,* las bolas abiertas { B(z;m) : m € N*} cubren K
porque |J,, B(z; m) = R". Luego hay indices m; < my < --- < mg tales que

R
K C UB(z; my) = B(z; mg).
k=1

Esto dice que K es acotado en R”™.

Ad(&): Sea K un conjunto acotado y cerrado en R". Sea L un rectingulo cerrado
que incluye K, asi que K es una parte cerrada de L. Por el Lema 2.29(b), basta mostrar que
L es compacto.

Sea U = {U,} un cubrimiento abierto de un rectingulo cerrado L = T[] [a;, b;]. Al
bisecar cada intervalo de este producto cartesiano:

[ai, bi] = [as, 5(a; + b1)] U [5(ai + b1), bil,

se puede subdividir L es 2" rectdngulos cuyos interiores son disjuntos.

Si L no fuera compacto, ninguna unién finita Uy, U - - - U Uy, cubre L. Luego hay al
menos uno de los rectingulos de la subdivisién, que se puede llamar Ly, que tampoco esti
cubierta por una unién finita de miembros de U. Al bisecar los lados de L, se obtiene
2" subintervalos de Ly, al menos uno de los cuales — designado por L, — no esta cubierta
por una unién finita de miembros de U. Al continuar con este proceso de biseccidn, se
obtiene una cadena encajada de subrectdngulos,

LOL1DLyD---DLgD---

en donde ningtin Ly estd cubierta por una unién finita de miembros de U.
Las coordenadas i-ésimas de estos rectingulos forman una cadena de subintervalos
cerrados finitos de R,

lai, bi] = [aio, bio] D [ai1, bi1] D -+ D [aik, bik] D - - -

con {ak }ren creciente, {bi }ken decreciente, y by — ay = (b; — a;)/2F. Al igual que en la
demostracién del Teorema 1.25, hay un ndmero z; € [a;, b;] tal que Ny [ai, bix] = {zi}.
El vector z = (z1, . . ., z,) € L entonces satisface

ﬁ Ly = {Z}
k=0

4El caso trivial K = 0 es compacto (si U es cualquier miembro de un cubrimiento U, vale 0 c U), cerrado
por definicién, y acotado porque 0 es parte de cualquier bola.
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Como z € L, hay al menos un miembro Ug € U tal que z € Ug. Por ser Uy abierto, hay un
radio ¢ > 0 tal que B(z;¢) C Up. Témese k € N tal que

\n

o irgig(bi —a;) < €.
Entonces el rectdngulo Ly, que contiene z, cabe dentro de la bola B(z; ¢). Pero esto implica
que Li C Ug, contrario a la hipdtesis sobre Ly.

Se concluye que hay una unién finita de los U, que cubren L, después de todo. Esto

muestra que L es compacto. o

En la demostracién del teorema de Heine y Borel, se ha empleado el mismo proceso
de biseccién repetida que sirvid para el teorema de Bolzano y Weierstrass. De hecho,
estos teorema son equivalentes, a la luz del Teorema 2.26. Una manera alternativa de
mostrar la segunda parte del Teorema 2.30 es adaptar el Teorema 1.25 directamente para
mostrar que cualquier sucesién en un rectingulo cerrado acotado L posee una subsucesion
convergente.

» La propiedad de compacidad en espacios métricos se conserva bajo la aplicacién de
funciones continuas. Dicho de otra manera, un aspecto importante de la continuidad de
una funcién es su preservacién de conjuntos compactos.

Proposicidén 2.31. Sea (X, p) y (Y,0) dos espacios métricos y sea f: X — Y una funcién
continua. Si K C X es compacto, su imagen f(K) C'Y es también compacta.

Demostracion. Dendtese L = f(K). Si {y,} es una sucesién en L, hay puntos x, € K tales
que f(xn) = yn, para todo n. Entonces {x,} es una sucesién en K; como K es compacto,
esta sucesion posee una subsucesién convergente {xp, }, con x,, — x € K cuando k — co.

La continuidad de f implica que f(xn,) — f(x) en Y. Ahora f(x) € f(K) = L,y
f(xn.) = Yn, € L. Se ha comprobado que la sucesién {y,} tiene una subsucesién conver-
gente {y,, } con limite f(x) en L; lo cual dice que L es compacto. i

Corolario 2.32. SiK es una parte compacta de un espacio métrico (X, p) y si f+ K — R es una
funcién continua, entonces hay puntos y,z € K en donde f alcanza un minimo absoluto (eny) y
un mdximo absoluto (en z); esto es, f(y) < f(x) < f(z) para todo x € K.

Demostracion. La imagen f(K) es compacto en R. Por el Teorema 2.30, f(K) es acotado
y cerrado en R. Por ser acotado, hay a,b € R tales que a = inf f(K) y b = sup f(K). En
particular, a < f(x) < b para todo x € K.

Por la definicién del supremo, hay puntos x, € K tales que 0 < b — f(x,) < 1/n, para
todo n € N*. Esto dice que b es un punto de adherencia del conjunto imagen f(K). Como
f(K) es cerrado en R, se obtiene b € f(K). Por lo tanto, existe z € K con f(z) = b. De
igual manera, a es un punto de adherencia de f(K), asi que hay y € K tal que f(y) =a. O
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2.3 Espacios métricos completos

En un espacio métrico (X, p), la métrica define una ropologia: esta es un juego de partes
de X - que se llaman “conjuntos abiertos” — que contiene las partes triviales 0 y X y las
uniones arbitrarias y las intersecciones finitas de sus miembros. Hay topologias que no
provienen de métrica alguna; en un tal “espacio topolégico” el concepto de parte compacta
tiene perfecto sentido (cada cubrimiento por abiertos incluye un subcubrimiento finito).
Por lo tanto, el concepto de compacidad no estd limitado a los espacios métricos.

En cambio, el concepto de completitud, introducido a continuacion, es intrinseco a la
estructura métrica de (X, p).

Definicién 2.33. Una sucesién {x,} en un espacio métrico (X, p) es una sucesion de
Cauchy si, para cada ¢ > 0 dado, existe M = M(¢) € N tal que

mn>M = p(x, —x,) < €.

Cualquier sucesién convergente es de Cauchy, por el argumento de la Proposicién 1.29.
Dicese que (X, p) es un espacio métrico completo si cada sucesién de Cauchy en X
converge a un limite en X. 0

Ejemplo 2.34. Larectareal R, con la métrica “usual” dado por p(s, t) := [s—t|, es completa,
por la Proposicién 1.29. La demostracién de esa proposicién también es aplicable al plano
complejo C con la métrica p(z, w) := |z — wl.

El espacio vectorial R”, con la métrica euclidiana p(x,y) := ||x — yl|, es completo, por
la siguiente razén. Sea {x,,} una sucesién de Cauchy en R"; con x,n = (Xm1, Xm2, - - - » Xmn)-

Para cada i = 1,2,...,n, la sucesién {xy;}men es una sucesién de Cauchy en R. En
efecto, sea dado ¢ > 0; existe M = M(¢) € Ntal que k,m > M = [Ixp — xnll < e
Entonces

|Xki — Xmi| < ||Xk —xm|| <& paratodo k,m > M.

Luego hay z; € R tal que x,,; — z; cuando m — oo. En detalle: hay N; = Nj(e/y/n) € N
tal quum > Ny = |xmi — 2| < ¢/yn. Seaz = (z1,22,...,2,) € R" ysea N :=
max{Ny, N, ..., N,). Entonces

n )

€

m>N = |zl =) m -zl <), ==& = |xn—2] <e.
i=1 i1 "

Esto dice que x,, — z en R” cuando m — oo. o

Todas las pruebas de completitud siguen el modelo del ejemplo anterior: dada una
sucesién de Cauchy, primero se identifica un candidato para el limite, y luego se comprueba
la convergencia a ese limite.
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Ejemplo 2.35. Sea C el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en R y N la totalidad
de sucesiones nulas, introducidas en la Definicién 1.30. En el conjunto cociente R = €/N
se ha introducido una funcién p#: R x R — [0, c0) por la férmula (1.7):

p'(a,b) = lim |a, - by,

donde a = [{an}], b = [{bs}]. Esta funcién es obviamente simétrica y no negativa. Si
p¥(a, b) = 0, la sucesién {a, — b,} pertenece a N, asi que a — b = 0 en R. En otras palabras,
p¥(a,b) = 0siy solosia = b: la funcién p? es positiva. Ademis, el Lema 1.31 muestra que
p¥ cumple la desigualdad triangular. En fin: p* es una métrica sobre R.

Ahora la Proposicién 1.32 dice, ni mis ni menos, que (R, p%) es un espacio métrico
completo. En su demostracion, a partir de una sucesién de Cauchy {a™} en R, se fabricé
un elemento especial £ € R, y en seguida se demostr6 la convergencia a™ — ¢. o

Lema 2.36. (a) Una parte completa C de un espacio métrico (X, p) es cerrada en X.
(b) Una parte cerrada de un espacio méirico completo es también completa.

Demostracién. Ad (a): Six € C, entonces hay una sucesién {x,} c C tal que x, — x en X.
Entonces {x,} es también una sucesién de Cauchy en C asi que hay y € C tal que x, — v.
Luego x =y, asi que x € C. En fin, C = C, lo cual dice que C es cerrado.

Ad(b): Si C es una parte cerrada de un espacio métrico completo (X, p), cualquier
sucesion de Cauchy en C tiene un limite en X. Este limite es necesariamente un punto
adherente de C, luego pertenece a C por ser C cerrado. O

El enunciado del lema anterior es muy parecido al del Lema 2.29 (aunque las demostra-
ciones son diferentes). Esto no es una casualidad, por la siguiente razén.

Lema 2.37. Un espacio métrico compacto es completo.

Demostracion. Sea {x,} una sucesién de Cauchy en un espacio métrico compacto (C, p).
Entonces {x,} tiene una sucesién convergente {x,, }: existe z € C tal que x,, — z cuando
k — oo.

Sea dado ¢ > 0. Entonces hay M € N tal que myn > M = p(xp, x,) < ¢/2. Existe
KeNtalquengk >Myk>K = p(x,,,2) < ¢/2. Entonces

mz2M = p(xm,z) < p(m, Xn) + p(xng,2) < €.
Luego {x,} converge a z en C. Esto muestra que C es completo. m]

El inverso de este lema es obviamente falso: R es completo pero no es compacto.

Hay una propiedad de espacios métricos que en cierta medida es complementaria a
completitud y que marca la diferencia entre conjuntos compactos y conjuntos meramente
completos.
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Definicién 2.38. Un espacio métrico (X, p) es totalmente acotado (o precompacto)’ si para

¢ > 0 dado, existe un juego finito de puntos {x1,...,x,} € X tal que X = U, Blxjs e).
En otras palabras, X es totalmente acotado si X tiene un cubrimiento finito por bolas de

radio ¢, cualquiera que sea ¢ > 0. Obviamente, el niimero m de centros depende de e. ¢

Ejemplo 2.39. Un espacio métrico (X, p) se dice acotado si hay z € X y r > 0 tales que
p(x,z) < r para todo x € X; esto es, hay una sola bola B(x; r) que cubre todo X.

Considérese el espacio métrico (N, o) con la métrica discreta, a(m,n) = [m = n].
Entonces N = B(n;r) para cualquier n € N y cualquier r > 1. Luego (N, o) es acotado.
Sin embargo, este espacio métrico no es totalmente acotado: si 0 < ¢ < 1, ninguna unién
finita | B(n;; €) cubre todo N.

En vista del lema que sigue, entonces, (N, o) es un ejemplo de un espacio métrico
cerrado y acotado pero no compacto: el teorema de Heine y Borel se refiere a partes
compactas de R” con la métrica usual. 0

Lema 2.40. Un espacio meétrico compacto es totalmente acotado.

Demostracion. Se demostrard la contrapositiva. Sea (X, p) un espacio métrico no totalmente
acotado. Entonces hay algtin ¢; > 0 tal que ninguna uni6n finita de bolas de radio ¢
cubre X.

Témese xy € X arbitrariamente; tomese x; € X \ B(xo; €1). Por induccién sobre n, se
puede tomar x,41 € X \ ( ;'1:0 B(xj; 51)). De esta manera, se construye una sucesion {x,}
en X tal que p(xm, xn) > € paratodo m # nen N.

Esta sucesién no es de Cauchy; y cualquier subsucesiéon tampoco es de Cauchy. En-
tonces {x,} es una sucesién en X que no posee una subsucesiéon convergente; luego (X, p)
no es compacto. |

Lema 2.41. Un espacio métrico es totalmente acotado si y solo si cada sucesion tiene una sub-
sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea {x,}nen una sucesién en un espacio métrico totalmente acotado (X, p).
Supdngase, sin perder generalidad, que {x, : n € N} es un conjunto infinito (de lo con-
trario, {x,} tiene una subsucesion constante, la cual es trivialmente de Cauchy). Escribase
Xno = Xp.

Como X es una unién finita de bolas de radio 1, hay al menos una bola B(y;; 1) que
contiene infinitos elementos de {x, : n € N}; sea {x,1 }nen la subsucesion de {x,0} con
cada x,; € B(yy; 1).

Como X es una unién finita de bolas de radio 1, hay al menos una bola B(y»; 1) que
contiene infinitos elementos de { x,1 : n € N'}; sea {xn2}nen la subsucesion de {x,1} (y de
rebote, de {xy0}) con cada x,» € B(y2; 3).

SEl término precompacto es el que usa Bourbaki: véase el libro de Dieudonné, entre otros.
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Continuando asi por induccién sobre k, la sucesion {xnk}nen, que queda en alguna
bola B(yk, 1/k), tiene una subsucesién {x,+1}neny con infinitas entradas en alguna bola
B(yk+1, 1/(k + 1)).

Ahora considérese la “subsucesién diagonal” {xii}ren de la sucesion original {x,}.
Dada ¢ > 0, tdmese K > 1/¢; entonces

1 1

>k>K = , <-<=<e.

Esto dice que {xk} es una subsucesién de Cauchy de {x,}. O

El siguiente resultado es un anilogo del teorema de Heine y Borel para los espacios
métricos en general.

Proposicidn 2.42. Un espacio métrico es compacto si 'y solo si es completo y totalmente acotado.

Demostracion. Si(X, p) es compacto, entonces es completo por el Lema 2.37 y es totalmente
acotado por el Lema 2.40.

Inversamente, si (X, p) es completo y totalmente acotado, sea {x,} una sucesién cual-
quiera en X. Esta sucesién posee una sucesién de Cauchy por el Lema 2.41, la cual con-
verge pues (X, p) es completo. Entonces (X, p) es compacto, por el Teorema 2.26. O

» Los espacios métricos completos son de gran utilidad en el anilisis matemitico. Pero
muchos espacios encontrados en la prictica son incompletos. Resulta que hay un proce-
dimiento “candnico” para completar un espacio métrico dado, encajindolo en un espacio
métrico como subespacio denso. (Se trata, como en el caso de R, de agregar los limites
que pueden faltar a todas las sucesiones de Cauchy.)

Definicién 2.43. Sean (X, p) y (Y, 0) dos espacios métricos. Una isometria i: X — Y es
una aplicacién (si una existe) que conserva la métrica:

o(i(x),i(x")) = p(x,x’) paratodo x,x" € X.

Una isometria es inyectiva: porque si i(x) = i(x"), entonces p(x,x’) = o(i(x),i(x")) = 0,
por lo cual x = x” en X. Fijese que una isometria es también continua —con § = ¢ en (2.2).

Si existe una isometria biyectiva i: X — Y, entonces la aplicacién inversa j: Y — X
cumple p(j(y), j(v')) = o(y,vy’) para y,y’ € Y, asi que j es otra isometria biyectiva. En
tal caso, dicese que (X, p) y (Y, o) son espacios métricos isomorfos (a veces, para énfasis,
isométricamente isomorfos). ¢

El siguiente resultado dice que cualquier espacio métrico posee una complecion, esen-
cialmente tinica.
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Teorema 2.44. Sea (X, p) un espacio métrico cualquiera. Entonces:

(a) existe un espacio métrico completo (X*, ) y una isometria i: X — X* tal que la imagen
i(X) es densa en X¥;

(b) si (X, p°) es otro espacio métrico completo para el cual hay una isometria j: X — X" con
imagen densa j(X) C X, entonces hay una (Vinica) isometria biyectiva 0 Xt - X 1al que
Boi=j;

(c) si (X, p) ya es completo, entonces (X i pﬁ) es isométricamente isomorfo a (X, p).

Demostracién. Ad (a): La construccién de (X¥, p*) es una adaptacién de la construccién
de Cantor de los ntiimeros reales (véase la seccién 1.3).

Sea Cx el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy en X. Si {x,}, {yn} € Cx, la
desigualdad triangular para p implica que

P(Xms Ym) < p(Xms Xn) + p(Xn, Yn) + p(Yn» Ym),

para cada m,n € N, asi que

|P(Xm, Ym) — p(xn, yn)| < p(Xim, Xn) + P(Yns Ym)-

Esto implica que la sucesién numeérica {p(x,, y,)} es de Cauchy en R; por lo tanto, el
siguiente limite existe:

p({xn} {yn}) := lim p(xn, yn) € [0, ).

Es obvio que g({x}, {yn}) = p({yn}, {xn}) y es ficil comprobar que
p{xn} {zn}) < p({xn} {yn}) + A({yn}. {z4}).

(Véase la demostraciéon del Lema 1.31.) Entonces j es una semimétrica sobre Cx.

Al declarar que {x,} ~ {yn} siy solo si lim,e p(xn,yn) = 0, se obtiene una relacién
de equivalencia sobre Cx. Sea X* := Cx/~ el conjunto cociente. Al poner x := [{x,}],
y := [{yn}], es ficil comprobar que la siguiente aplicacién p#: X* x X# — [0, c0) estd bien
definida:

P y) = A({xa} {yn}) = lim pCen, yn).

Noétese que p(x,y) = 0'si y solo si x = y. Entonces p¥ es una métrica sobre X*.

Si x € X, sea i(x) € X* la clase de equivalencia de la sucesidn constante con cada x, = x.
Para x,y € X, p*(i(x), i(y)) es el limite de la sucesién numérica constante de valor p(x, y);
brevemente, p*(i(x), i(y)) = p(x, y). Luego, i: X — X* es una isometria.
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Dado x € X% sea {x,} € Cx un representante de x, y considérese la sucesién {i(x,)}
en X*. Para cada ¢ > 0 dado, sea M € N tal que m,n > M implica p(xm, xn) < €. Entonces

m>M = p(i(xm),x) = lim p(m. xn) < e.
n—oo

Esto dice que i(x,,) — x en X¥ cuando m — co. Por ende, cada x € X* es un punto
adherente de la parte i(X); en otras palabras, i(X) es denso en X f,

Para verificar que (X¥, p¥) es completo, se adapta la demostracién de la Proposicion 1.32.
Dada una sucesién de Cauchy {)_c(’”)} en X, para cada n € N¥, existe i(y,) € X tal que
pF(x™, i(yn)) < 1/n. La desigualdad

P(Yks Ym) = PH(i(yr), i(ym)) < p*(iCye), x®) + pF (x®, x™) + p* (x™, i(ym))

muestra que la sucesién {y,} es de Cauchy en X y define una clase de equivalencia y € X*.
Del parrafo anterior se ve que i(y,) — y en X. Ahora la desigualdad

PH (™. y) < pH(x"™. i(ym)) + *(i(ym). )
muestra que xM — yen X ¥ cuando m — oo,

Ad(b): Definase 6: X* — X* sobre el dominio i(X) inicialmente por 8(i(x)) := j(x)
para x € X. Esto garantiza la relacién 6 o i = j. Ahora, si x,y € X, entonces

P’ (6(i(x)), 0(i(y)) = o’ (j(x), j(y) = p(x, y) = p(i(x), i(y)),

asi que 0 es isométrico (en particular, continua) sobre i(X). Se extiende 0 por continuidad
a todo X* al poner 0(x) := limy—c0 0(i(x)) = limp—co j(xm) si i(xm) — x en X¥. Fijese que
el segundo limite esti definida porque {i(x,)} es convergente (luego, de Cauchy) en X*;
como i, j son isometrias, se ve que

{i(xn)} de Cauchy en X¥ = {x,,} de Cauchy en X = {j(x)} de Cauchy en X’

por lo tanto {j(x,,)} converge porque X” es completo, por hipétesis. Ademds, este limite
est4 bien definido: si i(yx) — x en X*, entonces limg_,eo j(yk) = limp— 00 j(xm) en X?, como
es facil comprobar.

Noétese también que la imagen de 6 consiste de todos los puntos adherentes de j(X);
es decir, 0 es sobreyectiva y por ende biyectiva. La unicidad de 6 es consecuencia de la
condicién 6 o i = j, pues asi 0 estd determinada sobre una parte densa de X f. y luego por
continuidad sobre todo X*.

Ad(c): Si(X,p) es completo, se puede tomar (X’, p") = (X, p) en la parte (b), con
Jj = 1x, la funcién idéntica sobre X. La relacién 6 o i = 1x muestra que las isometrias i y 0
son inversas (en particular, i es biyectiva), asi que i: X — X* es un isomorfismo. O
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Definicién 2.45. La complecion de un espacio métrico (X, p) es el espacio métrico com-
pleto (X*, p*) construido en la parte (a) del Teorema 2.44.

En vista de la parte (b), se puede identificar esta complecién® con cualquier otro espacio
métrico completo (X b p) en el cual (X, p) estd encajado por una isometria con imagen
densa. 0

6

Elimporte de la parte (b) del Teorema 2.44 es que la complecién de un espacio métrico
es candnica o natural. Esto significa que si hay dos instancias concretas de complecién, las
dos estdn ligadas por un isomorfismo iinico. A veces esta situacién se representa por un

diagrama conmutativa:

,,,,,,, > X

en donde a fecha quebrada significa la existencia (y unicidad) de la aplicacién 6 entre las
dos instancias de una complecion.

2.4 Espacios métricos conexos

De modo informal, un conjunto se llamaria “conexo” si consiste de una sola pieza; o bien
“disconexo” si estd constituido por dos o mas piezas. Pero es necesario aclara el concepto
de “pieza” para poder formalizar esa idea. En el contexto de espacios métricos — o de
espacios topoldgicos més generales — por pieza se entiende una parte abierta y no vacia.

Definicién 2.46. Una desconexion de un espacio métrico (X, p) es una unién disjunta
X = Aw B de dos abiertos no vacios Ay B. Como A=X\ByB=X\A4, las partes Ay B
también son cerrados.

Un espacio métrico (X, p) es disconexo si posee una desconexion.

Un espacio métrico (X, p) es conexo si no es disconexo. Dicho de otro modo, (X, p)
es conexo si la inica forma de expresar X como la unién disjunta de dos abiertos son las
uniones triviales X = X w0 =0 W X.

Una parte E C X es conexa si (E, p[g) es un espacio métrico conexo. Asi, toda vez que

=(ENA)W(ENB)conAyB abiertos en X, es necesario que E C A o bien E C B. o

Obsérvese que un singulete {x} es conexo en cualquier espacio métrico.

SAlgunas personas dicen completacién, un vocablo fuera de la normativa aceptada. Segin el DRAE:
complecidn, accidn o efecto de completar.

58



MA-505: Analisis | 2.4. Espacios métricos conexos

Ejemplo 2.47. Sea X un conjunto con al menos dos elementos y considérese la métrica
discreta o sobre X (Ejemplo 2.14). Cada singulete {x} = B,(x; 1) es un abierto en X y por
lo tanto cualquier parte A C X es abierta (por ser una unién de singuletes). Ademis X \ A
es un abierto, asi que A es también cerrado en (X, o).

Esto dice que cualquier descomposicién no trivial X = Aw (X \ A) es una desconexién
de X. Es por eso que el espacio métrico (X, o) merece el nombre de discreto. o

Lema 2.48. (a) Cualquier intervalo I C R es conexo.
(b) Si E C R es una parte no vacia y conexa, entonces E es un singulete o un intervalo.

Demostracion. Ad (a):  Sea I un intervalo en R. Si I fuera disconexo, habria un par de
abiertos A, Ben R talesque INA#0,INB#0,e I =(INA)W(INB).

Témese s € IN A, t € IN By supdngase (sin perder generalidad) que s < ¢.

Entonces [s, t] C I, por ser I un intervalo de R. Sea u := sup([s, t] N A).

Siu € A, entonces u < t; por ser A abierto en R, habria § > 0 con [u,u+6) C [s,t]N A,
lo cual contradice la definicién de u. En cambio, si u € B, entonces u > s; por ser B
abierto en R, habria § > 0 tal que (u — 8,u] C [s, ] N B; esto tampoco es compatible con

la definicién de u como supremo de [s, ] N A.
Entonces no hay una tal desconexién de I; luego I es conexo.

Ad(b): Sea E C R una parte conexa y supongase que s,t € E con s < t. Témese
v € (s,t). Sifuera v ¢ E, entonces E = (E N (—o0,v)) W (E N (v, 00)) seria una desconexién
de E, pues s € (—00,v) y t € (v, ).

Se concluye que v € E toda vez que v € (s, t); esto comprueba que [s,¢] c E. En fin,
E es una parte de R con al menos dos puntos; y E es la unién de los subintervalos entre
cada par de sus puntos. Luego E es un intervalo en R. O

Corolario 2.49. El espacio euclidiano R™ es conexo.

Demostracion. Sihubiera una desconexién R" = AW B, tdmese x € Ay y € B. Considérese
el segmento de recta
[x,yl={(1-t)x+ty:0<t <1},

y obsérvese que [x,y] = ([x,y] N A) W ([x,y] N B) es una desconexién del segmento [x, y].
Sea f: [0,1] — [x,y] la funcién biyectiva definida por f(t) := (1 — t)x + ty. Entonces

p(f(s), f(@) = If(s) = fFDOI = lIs = )x =l = [s =t [lx —yl|.

Como x # y y por ende ||x —y|| > 0, f es continua. Entonces

[0,1] = ([0, 1] N f1(A) w ([0, 1] N £7'(B))

es una desconexién de [0, 1] porque f~1(A) y f~!(B) son abiertos en [0, 1], por la Proposi-
cién 2.21. Pero esto contradice el Lema 2.48(a). Se concluye que R es conexo. O
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El argumento de la demostracién anterior muestra que la conexidad estd preservada
por funciones continuas, como se verifica a continuacién.

Lema 2.50. Si f: X — Y es una funcién continua entre dos espacios métricos y si E es una parte
conexa de X, entonces f(E) también es conexo.

Demostracién. Si f(E) fuera disconexo, existiria una desconexién
f(E)=(f(E)nC)w (f(E)yn D)
con Cy D abiertos en Y. Al tomar preimigenes bajo f, se obtendria
E=(Enf0)w(Enf D)),

donde £71(C) y (D) son abiertos en X.

La ecuacién y = f(x) con x € E, y € C, tiene al menos una solucién pues f(E)NC # 0;
en cuyo caso x € EN f71(C). Luego E N f~1(C) # 0; de igual modo E N f~1(D) # 0. Asi,
E tendria una desconexién, contrario a hipétesis. Se concluye que f(E) es conexo. O

Hay un criterio sencillo pero importante que permite establecer la conexidad (o no)
de un espacio métrico dado.

Proposicién 2.51. Un espacio métrico (X, p) es disconexo si y solo si existe una funcién
continua sobreyectiva f: X — {0, 1}.

Demostracion. Fijese que la métrica sobre {0, 1} inducida por la inclusién {0,1} c R es
discreta: porque {0, 1} N (=1,1) = {0} y {0,1} N (0,2) = {1}.

Siexiste f: X — {0, 1} continua y sobreyectiva, entonces f ~1(0) = £~1({0}) es abierto
y cerrado en X, y por lo tanto X = £71(0) ¥ £71(1) es una desconexién de X.

Por otro lado, si X tiene una desconexién X = AwB, definase una funcién sobreyectiva
f:X — {0,1} por f(x) := Osix € A, f(x) := 1six € B. Entonces f es continua, por la
Proposicién 2.21. En efecto, el espacio métrico {0, 1} posee cuatro abiertos 0, {0}, {1}y
{0, 1}, cuyas preimagenes respectivas (), A, By X son abiertos en X. O

Lema 2.52. Si {E, : @ € ] } es una familia de partes conexas de un espacio métrico (X, p) y si
Neey Ea # 0, entonces la union E := Uy Eq es conexa.

Demostracion. Témese x € (VyejEq. Si hubiera una desconexién E = (E N A) W (E N B)
con Ay B abiertos en X, entonces x € A o bien x € B; sin perder generalidad, se puede
suponer que x € A.

Como EN B # 0, se ve que Eg N B # 0 para algin g € J. Por otro lado, se nota que
x € Eg N A. Pero entonces la descomposicién Eg = (Eg N A) W (Eg N B) no serfa trivial -
ninguna de las dos partes al lado derecho seria vacia — negando asi la conexidad de Eg.
Por lo tanto, E es conexo. O
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Una variante del concepto de conexidad, quizd més intuitiva y ciertamente més ligada
a los temas de anilisis, es la siguiente.

Definicién 2.53. Un camino entre dos puntos x,y en un espacio métrico (X, p) es la
imagen de una funcién continua f: [a,b] — X cuyo dominio es un intervalo compacto?
en R tal que f(a) = x, f(b) = y.

Dicese que (X, p) es conexo por caminos si hay un camino entre dos puntos distintos
cualesquiera de X. 0

Lema 2.54. Un espacio métrico conexo por caminos es conexo.

Demostracion. Si (X, p) es conexo por caminos, tomese un punto cualquiera x € X. Para
todo y # x, hay una funcién continua f;: [0, 1] — X tal que f,(0) = x, f,(1) = v.

Por los Lemas 2.48 y 2.50, cada camino f([0, 1]) es conexo. Estos caminos tienen x
COmoO un punto inicial comdn. Su unién es X, porque

X ={xpol e Jao.1p ex.

Y#£x Y#£x

El Lema 2.52 entonces muestra que X es conexo. |

7Si es necesario, siempre puede suponerse que [a, b] = [0, 1].
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3 Espacios normados y espacios de funciones

El concepto de espacio métrico es muy til, pero para efectos de anilisis es insuficiente:
para poder plantear e investigar la convergencia de series en un contexto amplio, hace falta
disponer de una operacién de suma. Se requiere, pues, combinar una estructura métrica
con las operaciones algebraicas de un espacio vectorial (real o complejo). En un tal espacio
vectorial, las métricas interesantes son aquellas que provienen de normas.

3.1 Normas

En adelante, las letras E, F generalmente denotardn un espacio vectorial sobre R o C, segin
el contexto; la opcidn por defecto serd C. Sus vectores se denotarn por x, y, z, etc.; y los
escalares sera escritos con letras griegas: a, f,...,A,p,--- € C.

Definicién 3.1. Sea E un espacio vectorial sobre C (un espacio C-vectorial) [o bien sobre R,
mutatis mutandis]. Una seminorma en E es una funcién p: E — [0, o) tal que:

(a) plax) = |a|p(x) para todo a € C, x € E (homogeneidad);
(b) p(x +y) < p(x) + p(y) para todo x,y € E (desigualdad triangular).

Fijese que (x,y) = p(x — y) es una semimétrica sobre E.
Una norma en E es una funcién E — [0, o) : x > ||x|| que satisface:

(@) llax|l = |a| ||lx|| para todo a € C, x € E (homogeneidad);
(b) llx + yll < llx|l + llyll para todo x,y € E (desigualdad triangular);
(c) llx|l = 0siysolosix =0 en E (positividad).

La férmula p(x, y) := ||x — y|| define una métrica sobre E. Para describir la topologia de E,
basta considerar las bolas unitarias (abierta y cerrada) con centro 0 € E y radio 1:

B(O;1):={x€E:|x|]| <1}, B(0;1):={x€eE:|x|| <1} 0
Lema 3.2. Una norma (o seminorma) sobre E es una funcion continua.

Demostracion. Si x — ||x|| es una norma sobre E, esta es una funcién E — [0, c0). Para
poder hablar de continuidad, se considera el dominio como el espacio métrico (E, p) donde
p(x,y) := |Ix — y||. La convergencia de una sucesién {x,} en E se define por

x, > xenE & p(x;,x) >0 & |x, —x|| = 0 cuando n — oo.

La desigualdad triangular implica |||x,,|| - ||x||| < |lxn — x||, asi que x, — x en E implica
x|l — [lx]| en [0, o). o

62



MA-505: Analisis | 3.1. Normas

En los casos unidimensionales, E = R o C, el valor absoluto z > |z| es una norma, por
el Lema 1.2. En R, la Definicién 2.3 introdujo la norma euclidiana ||x|| := vx - x.

Ejemplo 3.3. El andlogo del producto punto para vectores en C" es la “forma hermitica”
(W] z):=wizi + wazp + -+ - + Wpz,.

Definase

Izl == V{(z | 2) = VIzi > + |22 + - + |z (3.1)

No es dificil comprobar la desigualdad de Cauchy y Schwarz, andloga a la desigualdad de
Cauchy para el producto punto en R™:

[(wl2)| < IIwllllzll paratodo w,zeC" (3.2)
En consecuencia,

Iz + wll* = (2| 2) + (w | 2) + (2| W) + (w | w)
= llzl? + 2R (wlz) + Iwll* < [zl + 2 lwll |zl + [|wl®

asi que ||z + w|| < |lz|| + [lw]|. Ademis, ||az|| = Vaa+/(z|z) = |a||lz|]| para @ € C; y es

obvio que ||z|]| = 0 solo si z = 0. Se concluye que z — ||z|| es una norma sobre C". o

(1,1

» (1,0)

Figura 3.1: Comparacién de varias bolas unitarias en R?

Definicién 3.4. Es posible definir varias normas sobre C", distintas de la norma (3.1).
Por ejemplo, se puede definir

|z1] + [z2] + - - + |zl (3.32)
max{ |z1], |z2l, ..., |za| }. (3.3b)

lIlls :

zlleo :
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Se verifica ficilmente que *
lzlleo < llzll < ||zl < nllzlle paratodo ze C™. (3.4)
Esto conlleva las inclusiones de bolas abiertas (véase la Figura 3.1):
Boo(x;7/n) C Bi(x;r) C B(x;r) C Boo(x; 1),

asi que los tres espacios normados (C", [|-[|1), (C™, ||]l) y (C", ||-||c) tienen los mismos abier-
tos; por lo tanto, las métricas subyacentes son equivalentes. O

Hay un gran surtido de normas sobre R"” o C", obtenidas de la siguiente desigualdad
entre nimeros no negativos.

o 0= s
0 SR /
G(b)
Fla)
@0)

Figura 3.2: La desigualdad de Young

Lema 3.5 (Desigualdad de Young). Sea p > 1y tdmese q := p/(p — 1), de modo que
1/p+1/q = 1. Entonces, para todo a > 0, b > 0, la desigualdad

P pa
ab< T+ (3.5)

P q

es vdlida, con igualdad si y solo si a? = bA.

Demostracion. En primer lugar, nétese que

1 -1 1 1 1 -1
q:L = L A = —+-=1 S p:L,
p-1 q P P q P q q-1

yporende 1/(p—-1)=¢q/p=q-1.

Al considerar los vectores z = (1,0, . . ., 0Oyz=(1,1,..., 1), se ve que las constantes en estas desigual-
dades son éptimas.
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Considérese la funcién creciente s = f(t) := tP~! para t € [0, o), con funcién inversa
t = g(s) := s9!. Ademis,

a b P pa
/f(t)dt+/ (S)ds—/ tf"1dt+/ sq—lds:“_+b__
0 0 p q

Ahora bien, dos funciones inversas estrictamente crecientes sobre [0, o) pueden repre-
sentarse con una sola curva en el primer cuadrante (véase la Figura 3.2). Las integrales
citadas son las dreas debajo de s = f(¢) y a la izquierda de ¢t = g(s) para t € [0,a] y
s € [0, b] respectivamente. Estas dreas incluyen el rectingulo [0, a] X [0, b], de drea ab, mis
un superavit que solo se anula cuando f(a) = b, o equivalentemente, g(b) = a.

Luego ab < af /p + b/q, con igualdad si y solo si a?~! = by b7™! = a, esto es, si y solo
siaf =ab = bl. O

Lema 3.6 (Desigualdad de Holder). Siw,z € C" ysip,q> 1con1/p+1/q =1, entonces

Z Wiz < (; |wj|f’)]/p(2 |z]|q)]/q. (3.6)

Demostracién. Conviene abreviar los términos al lado derecho al introducir las notaciones

1/q

Iwllp := (lejlp)w, lzllg := (Zw) : (3.7)

Fijese que |lwl|, = 0siy solo si w = 0 en C". Se puede suponer que w # 0y z # 0 en C",
porque de otro modo el resultado es trivial.

Escribase a; := |wjl/llwll, y b; := |z;l/l|zllq para j = 1,...,n. Al aplicar la desigualdad
de Young (3.5) a cada par (a;, b)), se obtiene

n

Z v _Za-b-<zn: duli +Zn: izl —1+1—1
Iwlly 1121l o b Tp oq

ST Liplwil T S qllal

de donde el resultado es inmediato. O

Obsérvese que el caso particular p = g = 2 de (3.6) es simplemente la desigualdad de
Cauchy y Schwarz.

Lema 3.7 (Desigualdad de Minkowski). Six,y € C" y sip > 1, entonces
llx + yllp < llxllp + lyllp - (3.8)

En consecuencia, las férmulas (3.7) deﬁnen normas sobre C",
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Demostracion. El caso p = 1 sigue de |x; +y;| < |x;] + |y;| para cada j. Supéngase, entonces,
quep >1lyseaq:=p/(p—1).

Sea a; := |xj|, b := |y, asi que

n

Z |Xj + yjlp < Z(aj + bJ)P = Z aj(aj + bj)p_l + Z bj(aj + bj)p_l.
j=1 j=1 i=1

Jj=1 J

Fijese que (a; + b;))?~19 = (a; + b;)P. Al aplicar la desigualdad de Hélder (3.6) a cada una
de las dos sumatorias al lado derecho, se obtiene

n n 1/q
D (aj + by < (llally + l1b1l,) (Z(aj * bj)f’) ,
j=1 j=1
y como 1 - 1/q = 1/p, se obtiene

n

n 1/p 1/p
(Z |xj + yjlp) < (Z(a,- = b»f’) < lally + 181l = llxlly + lyll, - o
j=1 j=1

7N

4 b (1,0)

N7

Figura 3.3: Bolas unitarias ||x||, < 1 en R?, parap=1,2,3, 00

De este modo se ha obtenido una familia de normas ||-||, sobre C", para 1 < p < 0.

Es evidente que X7, [x;P > max; |x;f = llx|I%,, ast que [|x||, > |||l para cada p > 1.
Para cada x € C" fijo, resulta que la funcién f(p) := ||x||, es decreciente sobre [1,0) y
que limy—e f(p) = [|Ix]leo- [ Se dejan estas propiedades como un ejercicio. ]| La Figura 3.3
muestra las bolas unitarias en R? para algunos valores de p.

Esto motiva la designacién de la norma (3.3b) con el simbolo ||-||; en adelante se
puede hablar de [|x||, para 1 < p < .

» Ladesigualdad de Minkowski admite generalizaciones a series o integrales, dando lugar
a diversos espacios normados de dimensién infinita.
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Definicién 3.8. Parap € [1, ), sea £ el conjunto de sucesiones x = {x} en C tales que
la serie positiva Y77, xz converge absolutamente. Definase

© 1p
Ixll, := (Z |xk|p) para x € £, (3.9)
k=0
Sea £ el conjunto de sucesiones acotadas x = {x} en C. Definase
llx|loo :=sup |xx| para x € €. 0
keN

Ejemplo 3.9. Se debe comprobar que cada €7, para 1 < p < o, es un espacio C-vectorial
normado, en donde ||-||, es una norma.

Es obvio que £* es un espacio vectorial complejo y es ficil comprobar que |||l €s una
norma. Supdngase, entonces, 1 < p < coy tdmese x,y € £F.

Esevidente que ||x||, > 0, conigualdadsiy solosix = Oen ¢’. Ademés ax = {ax;} € £
para todo a € C, con [lax||, = || [|x]],.

Considérese las sumas parciales

n n
= bl b= Y Il = Y et uel
k=0 k=0 k=0

La desigualdad de Minkowski en C" dice que

Up 1/
un < (5,7 + £,"7P < (llxllp + lyll,p -
Luego la serie creciente acotada {u,} converge a una suma no mayor que el lado derecho;
eso dice que x + y € ¢, con

. 1
e+ yll = Tim uy® < llxlly + Nyl

Se concluye (a) que ¢ es un espacio vectorial sobre C, y la tiltima desigualdad confirma
que |||, es una norma sobre £°. De hecho, esa tltima desigualdad no es otra cosa que la
desigualdad de Minkowski (3.8) para series infinitas:

00 1/p 00 1/p 00 1/p
(Z e + yk|P) < (Z |xk|P) - (Z |yk|P) . 0
k=1 k=1 k=1

Ejemplo 3.10. Seal = [a, b] un intervalo compacto en R. Considérese el espacio vectorial
C(I) = C(I, C) de funciones continuas f: I — C (Definicién 1.17). Conviene escribir

1flleo = If1lr = sup{If (D) : £ € I}

Por la seccién 1.4, se sabe que esta es una norma sobre C(I), y que || f, = fllc — 0siy solo
si fu(t) — f(t) uniformemente sobre I. 0
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Ejemplo 3.11. Sea I un intervalo en R. SiI es compacto y si 1 < p < co, entonces la
funcién t — |f(t)|? es integrable sobre I, para todo f € C(I). Si I no es compacto (en
particular, si I = R), se debe considerar el subespacio

LECP(I) := {f e C(I): /Ilf(t)|p dt < oo} (3.10)

1/p
11l o= ( /1 FOP dt) .

Evidentemente, LCP(I) = C(I) si y solo si I es un intervalo compacto.
En el caso p = 1, la desigualdad triangular

en donde se puede definir

/I F(t) + gD dt < /1 F)lde + /I l9(t)| dt

muestra que LCY(I) es un espacio normado, con norma ||-|f;.
Sil<p<ooyqg=p/p-1), tdmese f,g € LEP(I) y h € LCU(I). En vista de la
desigualdad de Young,

|f (@) ()] <

paratodo te€l,

LF@PF [h®l
p q

es un ejercicio adaptar las demostraciones de los Lemas 3.6 y 3.7 para comprobar las de-
sigualdades de Holder:

1/p 1/q
/I FO RO dt < ( /I P dt) ( /I |h<t>|th) , (3.11)
y de Minkowski:

1/p 1/p 1/p
( /I If(t)+g(t)|”dt) <( /I If(t)lpdt) +( /I |g<t>|f’dt) .

La dltima relacién puede abreviarse como ||f + gll, < lIfll, + llgll, para f,g € LCP(I).
Entonces £CP(I) es un espacio normado, para p € [1, o). o

Notese que la desigualdades de Holder(3.11) para integrales tiene la interpretacién
siguiente: si f € LCP(I) y h € LCU(I), entonces fh € LI, con Wfhlle < [1f1lp NAllg -

En el ejemplo anterior, cada integrando es una funcién continua y no negativa so-
bre I, por definicién. Esto garantiza la existencia de las integrales (tal vez impropias) de
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Riemann, que convergen en virtud de la condicién (3.10). Ademds, la tinica funcién con-
tinua tal que ¢ — |f(¢)P tenga integral nula es la funcién constante f(¢) = 0, asi que
I fll, = 0 implica f = 0 en LCP(I).

Evidentemente, hay funciones discontinuas h: I — C para las cuales t — |h(t)| es
integrable con integral finita; por ejemplo, se puede tomar A(t;) # 0 solo para un nimero
finito de valores t; € I; pero tales funciones tienen integrales nulas sin ser idénticamente
cero. Para mantener la positividad de la norma, se debe descartar esas funciones.>

» Cada espacio normado es un espacio métrico con la métrica p(x,y) := [|x — y||. En
algunos casos, el espacio normado es completo en el sentido de la Definicién 2.33. Cuando
un espacio normado no es completo, es apropiado considerar su complecién.

Definicién 3.12. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.3 0

Sea E un espacio normado no necesariamente completo. El espacio métrico (E, p) tiene
una complecién (E¥, p*) definida mediante el Teorema 2.44. Es un ejercicio verificar que
la férmula ||x|| := p*(0,x) es una norma sobre E* y que p*(x,y) = |lx — yl| para x,y € E*.
En consecuencia, E* es un espacio de Banach con esta norma, en el cual E es un subespacio denso.
(Para ser estrictamente correcto, hay un subespacio denso de Ef que es isométricamente
isomorfo a E; pero esto es una distincién sin diferencia.)

Proposicién 3.13. Sea I = [a, b] un intervalo compacto en R. Entonces C(I) es un espacio de
Banach.

Demostracion. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en C(I). Entonces, para cada t € I, la
desigualdad evidente

|fm(t) - fn(t) < ”fm - fn”oo

implica que {f(t)} es una sucesién de Cauchy en C. Luego hay una funcién f: I — C
definida por f(t) := lim,_e fu(t) parat € L.
Seadado ¢ > 0; tdmese M = M(¢) e Ntalque myn > M = || fu— fullo < €. Entonces

mn>M = |fin(t) - fu(t)| <e paratodo tel.
Al dejar n — oo, con m > M fijo, se concluye que

m>M = |fu(t)- f(t)] <& para tel (3.12)

>Otra opci6n serfa tomar el cociente por un subespacio de funciones de integral nula. Sin embargo, a
lo largo esto exige el uso de una integral con mejores propiedades de la de Riemann, a saber, la integral de
Lebesgue; y asi se hard en el curso siguiente.

3En su tesis doctoral de 1920, Banach introdujo los espacios normados completos en forma axiomatica.
En su libro: Stefan Banach, Théorie des Opérations Linéaires (Monograﬁe Matematyczne, Warszawa, 193 1),
él los llam6 modestamente espacios de tipo B, pero Fréchet los bautizé “espacios de Banach”.
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En otras palabras, la convergencia f;, — f es uniforme sobre I. Por la Proposicién 1.36, se
concluye que f € C(I). La relacién (3.12) ahora dice en forma mis breve que

m>=Me) = ||fm— fllo <eé,

asi que fi,, — f en la norma de C(I). Se ha establecido que cada sucesién de Cauchy en
C(I) es convergente. O

En cambio, los espacios normados £C([a, b]) no son completos, para 1 < p < oo. El
ejemplo siguiente trata del caso p = 1; con modificaciones apropiadas, el argumento es
aplicable a los casos p > 1 también.

Ejemplo 3.14. Sea J = [-1, 1]. Definase una sucesién de funciones { f, }nen+ en C(J) por

0 st -1<t<0,
1

fa(t):={nt si0O<t<1/n,
1 sil/n<t<1.
Sim>n > N en N*, nétese que
1/m 1/n m-n (m-n)? 1 1 1
m = Jnllt = —n)tdt + 1 —nt)dt = + < — 4+ — < —-
o= filli= [ n=medes [ a-mar= Bt B < oy s o

Esto implica que {f,} es una sucesién de Cauchy en £C'(J) = (C(J), [I]l1)-
Notese que la sucesién {f,} converge puntualmente a la funcién discontinua f(r) :=
[0 <t < 1]. Ademis,

1 1/n
/ |f(t)—fn(t)|dt:/ (1 =nt)dt = i — 0 cuando n — oo.
-1 0 2n

Si hubiera una funcién g € C(J) tal que f, — g con respecto a la norma [|||;, resultaria

entonces que f_ll lg(t) — f(t)| dt = 0. En particular, valdria

0 1
[e0-swna=0 y [aw-sola=0 pra 0<r<t.

Entonces la funcién continua g(t) coincidiria con la funcién discontinua f(t) salvo posi-
blemente en t = 0; lo cual es imposible. Por lo tanto, la sucesién de Cauchy {f,} en £C ')
no posee un limite en este espacio normado: en fin, £&'(J) no es completo. o

Definicién 3.15. Sea I C R un intervalo y sea p € [1, o). El espacio de Banach LP(I) se

define como la complecién del espacio normado LCP(I). o
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Muchos elementos de la complecién LP(I) que no pertenecen al subespacio £CP(I)
pueden representarse por funciones discontinuas; por ejemplo, la funcién f(t) := [0 < ¢ <

1] del Ejemplo 3.14 cumple f_l1 |f(t)|dt < ooy asi representa el elemento de L'([-1,1])
que es el limite de {f,} con respecto a la norma ||-||;. Sin embargo, la funcién h(t) :=
[0 <t < 1] también cumple lim, e /_ 11 |h(t) — fu(t)| dt = 0y debe representar el mismo
elemento de L'([-1, 1]).

En efecto, f y hsolo difieren en t = 0y t = 1, asi que /_]1 |h(t) — f(t)|dt = 0. En el

espacio vectorial de funciones R-integrables f: [-1,1] — C tales que || f||; := /_11 |f(¢)| dt
es finita, esta cantidad es solo una seminorma: para llegar a un espacio de Banach, habri
que cocientar por el subespacio donde || f]|; = 0. Obsérvese que en cada clase de equivalencia
hay a lo sumo una funcion continua, asi que la restriccién a LE€'([-1,1]) es una norma.

Desdichosamente, algunos elementos de la complecién no pueden ser representadas
por funciones integrables en el sentido de Riemann. Es por eso que la llamada integral de
Lebesgue, que admite mas funciones de valor absoluta integrable,* es mas apropiado para
discutir ciertos aspectos de estos espacios de Banach. Por lo tanto, en este curso es mejor
tratar las compleciones de modo abstracto.

Definicion 3.16. Sea E un espacio vectorial (real o complejo). Dos normas ||| y |||l
sobre E son normas equivalentes si hay constantes m, M con 0 < m < M tales que

mlxll < llxll < Mllx|l paratodo x € E. (3.13)

Notese que tales desigualdades definen una relacién de equivalencia (como su nombre
indica) en la totalidad de normas sobre E. 0

Proposicion 3.17. En un espacio vectorial E de dimension finita (en particular, R" o C"), todas
las normas son equivalentes.

Demostracion. Es suficiente mostrar que una norma arbitraria ||| es equivalente a alguna
norma especifica. También, basta considerar espacios vectoriales reales.
Elijase una base {ej, e, ..., e,} de E. Hay un isomorfismo lineal f: R” — E dado por

t=(t1,...,.tg) > x = f(t) :=tieg + -+ + tyey.

4La integral de Lebesgue es una “integral absoluta”, es decir, f es integrable sobre un intervalo I si y
solo si | f| tiene una integral finita sobre I. La integral de Riemann (ordinaria o impropia) sigue siendo util

es casos excluidos por esta condicién: por ejemplo, fooo |(sent)/t| dt = +oo pero fooo(sen t)/tdt = 7/2 como
integral de Riemann impropia.
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Témese como norma de referencia sobre R" la norma euclidiana ||-|| dada por (3.1).
Entonces la desigualdad de Cauchy en R” establece que

n n n
Z tiej||| < aneﬂn = > 1l llel
£ v <

1/2
(Zm ) (Zm@m ) = M|t

J_

lllll =

al tomar M? := 37 [[lefl[I>.

Si p(t,s) == ||t = sl y o(x,y) := llx —yll, la desigualdad [|x|| < M ||¢|| implica que
la preimagen de cualquier bola abierta B,(x;r) en el espacio métrico (E, o) incluye una
bola abierta B,(t; r/M) en (R, p). Esto implica (por la Proposicién 2.21) que la aplicacién
f:t— xescontinua.

Por el Teorema 2.30 de Heine y Borel, la esfera unitaria S = {t € R" : ||¢]|> < 1}
es compacta. Habida cuenta de la continuidad de normas (Lema 3.2), la funcién escalar
t = IFOIl = x|l es también continua. Por el Corolario 2.32, esta funcién alcanza un
minimo valor m = || f(s)|| en S. Si fuera m = 0, serfa f(s) = 0 en E, luego s = 0 en R";
esto no ocurre porque 0 ¢ S, asi que m > 0.

Se ha comprobado que ||| f(#)|l| > m cuando ||| = 1. Al reemplazar ¢t € R" \ {0} por
t/|lz]l, la homogeneidad de la norma ||-||| y la linealidad de f implican que

= (e >

En resumen: se ha comprobado que m ||t|| < [[|x|| < M ||¢|| para x = f(t) € E.

Notese que la formula ||x|| := ||¢]| define una norma particular sobre E (que depende
de la base elegida). Con esta definicién, se cumple la desigualdad (3.13). Esto dice que
la norma arbitraria |||-||| es equivalente a la norma especial ||-|| sobre E, que es todo lo que
habia que mostrar. O

llxlll = ‘

Corolario 3.18. Un espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach.

Demostracion. Si (E, |||-|l[) es un espacio normado de dimensién n sobre R o C, hay un
isomorfismo lineal R" ~ E [respectivamente, C" =~ E] dado por t — f(t) = x, definido en
la demostracion anterior, que cumple m ||t]| < [|x[I| < M||¢]].

Si {xi} es una sucesién de Cauchy en E, la desigualdad m ||t; — tx|| < [llx; — x¢ ||| muestra
que {t} es una sucesién de Cauchy en R” [o C"], asi que tx — t € R" [0 C"]. Luego, la
desigualdad [[|x; — x| < M ||t — t|| muestra que {xx} converge a x = f(¢) en E. i
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En espacios de dimensién infinita, la historia es otra. Sea ¢ el espacio vectorial de
sucesiones en C con un nimero finito de entradas distintos de 0. Este espacio tiene una
base numerable {eg, e, ez, ...}, donde e es la sucesiéon (0,...,0,1,0,...) con entrada 1
en el k-ésimo lugar y los demds entradas cero (su n-ésima entrada es [n = kJ)). Notese
que cgo es un subespacio de cada £ y por lo tanto todas las normas x + ||x||, son normas
distintas sobre ¢po. Es un ejercicio ficil comprobar que ¢po es un subespacio denso en £P,
paral < p < oo.

Sin embargo, todas estas normas son inequivalentes: si hubiera p # r en [1, c0) con ||-||,
y |I-l» equivalentes sobre ¢go, entonces las compleciones €7 y €" serian espacios métricos
equivalentes. Pero resulta que £/ C € si p < r, y la conclusién seria que €7 = £". Se ve que
esta conclusion es falsa al exhibir una sucesién en €\ € cuando p < r.

3.2 Series en espacios de Banach

Definicién 3.19. En un espacio normado E, la suma de una serie infinita es el limite (si
existe) de la sucesion de sus sumas parciales:

e} n

Zxk = lim Zxk.
n—oo

k=0 k=0

Esta serie converge absolutamente si la serie numérica cuyo término #k es ||xi|| converge:

o
D il < 0. 0
k=0

Lema 3.20. En un espacio de Banach, una serie absolutamente convergente es efectivamen[e una
serie convergente; y se Veriﬁca

o

S

k=0

< el (3.14)
k=0

Demostracién. Sila suma al lado derecho de (3.14) es finito, sus sumas parciales convergen.
En particular, estas sumas parciales forman una sucesién de Cauchy en R: para e > 0 dado,
existe M = M(¢e) e Ntalque m > n > N = |Ixp41]| + - -+ + [[xmll < &. La desigualdad
triangular para la norma muestra que

m m
Z xXi|| < Z lxcll <& cuando m > n > M(e).
k=n+1 k=n+1

Entonces las sumas parciales z, := Y\}_; xx forman una sucesién de Cauchy en E. Como
E es completo, {z,} converge a un limite z € E, es decir, la serie en converge en E y su
suma es z = 3, Xk.
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Otra vez por la desigualdad triangular, se ve que

n o]
< O el < ) Il
k=0 k=0

Como z, — z € E, la continuidad de la norma asegura que ||z,|| — ||z|| en R. Por ende,

n

S

k=0

lIzall =

o

lzll = Tim ||zall < sup llzall < )" [lxl. .

n—o0
neN k=0

Definicién 3.21. Un algebra (real o complejo) es un espacio vectorial A (sobre R o C,
respectivamente) con un producto AX A — A : (x,y) — xy, bilineal y asociativo. Dicha
dlgebra es unital si posee una identidad multiplicativa,’ generalmente denotado por 1.

Un algebra normada es un espacio normado A, donde la norma obedece las siguientes
propiedades extras:

(d) llxyll < x|l llyll para todo x,y € A (submultiplicatividad).
(e) |I1]l = 1 si A es unital.
Si ademis el espacio normado A es completo, dicese que A es un algebra de Banach. ¢

Ejemplo 3.22. SiI C Resun intervalo compacto, el espacio de Banach C(I) es un dlgebra
de Banach. En efecto, si f,g € C(I), entonces

1f9lleo = sup [ f(£)g()] = sup | f(1)] |g(t)] < sup [f() 1g(D] = [ flleollglleo -

tel tel s,tel

La identidad multiplicativa es la funcién constante de valor 1; la relacién [|1]j = 1 es
inmediato. 0

Ejemplo 3.23. En el espacio de Banach ¢! de sucesiones absolutamente sumables, hay
una operacion bilineal asociativa, la convolucion de sucesiones (x, y) — x *y, definido por

(% * Yk 1= XoYk + X1Yk—1 + -+ + Xk—1Y1 + XkYo -

Al cambiar el orden de sumacién (permisible pues la convergencia es absoluta), se ve que

oo k SIS 0
DGyl < D el lyal = Y- D gl = > lxll yil = lixllllylls -
k=0 k=0 i=0 i=0 j=0 i=0

SPara evitar el caso trivial A = {0}, se exige que 1 # 0 en un algebra unital.
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Este clculo muestra que x *y € ¢! toda vez que x,y € £'; y que la norma ||-||; es submul-
tiplicativa:
e = ylly < llxll [yl -

La identidad convolutiva es la sucesién ey = (1,0,0,...), como es ficil comprobar; ndtese
que [leolls = 1. 0

Ejemplo 3.24. El dlgebra de matrices cuadradas M, (C) es finitodimensional, luego todas
sus normas son equivalentes; pero interesa més las normas que son submultiplicativas, con
11,1l = 1. Dos ejemplos son la norma por sumas de filas y la norma por sumas de columnas,
definidas respectivamente por:

n n
IAll = max > Jagl,  [|Alle := max > |ayl.
1<i<n = 1<j<n =

Estd claro que [|1,]lr = [[14lle = 1. Un célculo ficil comprueba que [|AB||. < [|Allc|IBll: y
|AB]|c < [|Allc|IBl|c para todo A, B € M,(C). 0

En un dlgebra normada unital A, interesa estimar la cantidad de elementos invertibles.
Un elemento x € A es invertible si existe y € A con xy = yx = 1; se escribe y = x~!. (Es
de notar que si hay inversos unilaterales y, z € A con xy = 1 = zx, entonces z = zxy = y.)
En un dlgebra de Banach, resulta que hay un vecindario de la identidad 1 que consiste de
elementos inversible, como muestra el siguiente resultado.

Proposicidn 3.25. Sea A un dlgebra de Banach unital. Si x € A cumple ||1 — x|| < 1, entonces
x es invertible en A.

Demostracion. Témese x € Acon ||[1-x|| < 1, es decir, x € B(1; 1). Considérese la siguiente

serie geométrica en A:
2(1 —x)F =1+ 2(1 — x)~.
k=0 k=0

La submultiplicatividad de la norma muestra que [|(1-x)¥|| < ||1-x||¥ para cada k € N. Por
lo tanto, la serie anterior converge absolutamente y los siguientes estimados se verifican:

Z||(1—x)’<||<2||1—x||k ”1 ok

En mis detalle: la segunda de estas series estd mayorizada por la tercera serie, la cual es una
serie geométrica en R con factor r = ||[1—x|| < 1; como tal, la tercera serie es convergente.
Como resultado, la primera serie converge absolutamente y su norma estd mayorizada por
la segunda, debido al Lema 3.20.

x)k
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Seay := Y2 (1 — x)k. Nétese que la premultiplicacién z +— (1 — x)z es una aplicacién
continua de A en A, y por ende conmuta con sumatorias:

y-xy=(1-x) > (1-0f =Y 1-0f"=y-1,
k=0 k=0
asi que xy = 1. De igual forma y — yx = y(1 —x) = y — 1, por lo tanto yx = 1. En fin, x es

invertible con x™! = y: se ha construido x™! mediante una serie convergente. m

Corolario 3.26. En un dlgebra de Banach unital A, el grupo A* de elementos invertibles es
abierto en A.

Demostracidn. Si x € A es invertible, sea r := 1/||x~ 1.
Si z € B(x,r), de modo que ||x — z|| < r, sea u := zx~!. entonces

-1 -1 -1
T —ull=(x—2)x || < llx =zl lx[| <rllx|| = 1.
La Proposicion 3.25 muestra que u es invertible. Entonces zx 'u™! = uu~! =1, asi que z
tiene un inverso a la derecha, x~1u=1.
De igual manera, si v := x~ 1z, entonces ||[1 —o| = |Ix"'(x = 2)|| < [Ilx7 | ||x = 2] < 1;

1

por lo tanto, v es invertible y v~ lx71z = v7lv = 1, asi que z tiene un inverso a la izquierda,

v ix7L,
La conclusién es que cada elemento z € B(x;r) es invertible; es decir, B(x;r) € A*.
Entonces A* es un vecindario de cada uno de sus puntos, o sea, es un abierto en A. O

Se sabe, por ejemplo, que el grupo GL(n, R) de matrices reales invertibles es abierto
en el dlgebra M,(R); y de igual manera, el grupo GL(n, C) es abierto en el dlgebra M,(C).

3.3 Aplicaciones y formas lineales continuas

De ahora en adelante, se adopta la costumbre, muy comin en édlgebra lineal, de escribir
Tx = T(x) cuando T es lineal.

Lema 3.27. Sean (E, ||-||) y (F, Il
lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

) dos espacios normados, y sea T: E — F una aplicacién

(a) T es continua en todo punto de E;
(b) T es continua en el origen O € E;

(c) hay una constante M > 0 tal que

ITxll < Mllx|l paratodo x € E. (3.15)
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Demostracién. Ad(a) & (b): Six € E, latraslacion 7,: E - E : y — y — x es una
isometria biyectiva de Een E, porque

lzx(v) — (@) = [y — %) = (z = )| = [ly — x|l
Obsérvese que
(e oTon)(y) = (o o TNy —x) = t-1x(Ty = Tx) =Ty si y€E,

asi que 7_7y o T o 7, = T para cada x € E. Como estas traslaciones son homeomorfismos
de E y de F, se ve que T es continua en x si y sélo si T es continua en 0.

Ad(b) = (c): Fijese que T(0) = 0 en F por la linealidad de T. Sea dado ¢ > 0. Por
la continuidad de T en 0, existe § = §(¢) > 0 tal que

x€Econ |x||<éd = ||Tx|]| <eenF.

En consecuencia, para cadaz € E,

ré
lzll <r = [I6/r)zll < & = [IT((8/r) 2l <& = Tzl < 5

asi que ||Tz||l < (¢/9) ||z||. Luego M := ¢/ cumple (3.15).
Ad(c) = (b): Seadado & > 0y témese 6(¢) := ¢/M. Six € E con ||x|| < &, entonces
(3.15) implica que ||Tx|| < MS = e. Esto comprueba la continuidad de T en 0. o

SiT: E — F es una aplicacién lineal y continua entre espacios normados, es natural
tomar la constante minima M que cumple (3.15).

Lema 3.28. Si (E, ||-I) y (F, llI-Il) son dos espacios normados, se denota por L(E, F) la totalidad

de las aplicaciones lineales y continuas T: E — F. Las siguientes tres expresiones coinciden:

IT|| :=inf{M > O : || Tx||| < M||x|| para todo x € E} (3.16a)
T
:sup{w:erconx;tO} (3.16b)
x
= sup{ [|Txl|| : x € E con ||x|| < 1}. (3.16¢)

Fijese que en el lado derecho de (3.16a) se puede tomar M = ||T||; por lo tanto, vale
ITx|l < IT|| |Ix|| para todo x € E. (3.17)

Entonces T +— ||T|| es una norma sobre el espacio vectorial L(E, F).
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Demostracién. Una aplicacién lineal T: E — F cumple T(0) = 0; luego [|Tx|[| < M ||x]| para
todo x, como en (3.15), si y solo si [|Tx|ll/[lx|| < M para x # 0. Esto comprueba que las
expresiones (3.16a) y (3.16b) son iguales.

Six # 0enE, seay := x/||x||, asi que ||yl = 1. La linealidad de T implica que
T/ Nlxll = N(Tx)/1lxlll = lITyll; esto establece la igualdad de (3.16b) y (3.16¢).

Para ver que T +— ||T|| es una norma, nétese primero que M = 0 en (3.15) solo es
posible si Tx = 0 para todo x € E, o sea, T = 0 en L(E, F). Si a € C, entonces

llaT|| = sup{ lle(Tx)lll : [Ix]| <1} =sup{|a|ITx[|: x|l <1} =]el||T].
Para S, T € L(E,F),la suma S+ T : x — Sx + Tx es lineal y continua, y satisface

IS+ Tl = sup{ [lISx + Tl + llx|l < 1} < sup{ [[Sx[l + Tl : flx|l < 1}
< sup{ [[Sxlll + Tyl [lxll < 1, {lyll < 13 = ISl + IT]|. O

Proposicidén 3.29. Si (E, ||-||) un espacio normado y (F, |||-|) un espacio de Banach, entonces
L(E, F) es también un espacio de Banach. Si E = F, entonces L(E) = L(E, E) es un dlgebra de
Banach.

Demostracion. Sea {T,}nen una sucesién de Cauchy en L(E, F). La desigualdad triangular
[Tl = ITull| < T — Tl muestra que la sucesién numérica {||T,||} es de Cauchy en R; y
por tanto estd acotada, asi que sup, . I Tull < oo.

La desigualdad (3.17) implica que

T = Tuxll = (T — T)xll < 1T = Tull lIx|l - paratodo  x € E.

Luego, la sucesién de vectores {T,x}nen es de Cauchy en F (y por ende convergente) para
cada x € E. Dendtense los limites por Tx := lim,_,o T,x en F. Es ficil chequear que la
aplicaciéon T: x +— Tx : E — F es lineal. Ademis,

ITx|l = lim [ Tox|| < sup | Tox|l < sup [Tl [Ix]|.
n—oo
neN neN

Por el Lema 3.28, la aplicacién lineal T es continua, con ||T|| < sup,  [ITxll.
Falta comprobar que T, — T en L(E,F). Sea dado ¢ > 0; existe N € N tal que
m,n >N = ||T,, — T,|| < e. Entonces

n>N = ||T, - T|| =sup{ ||Tpx - Tx|| : ||x]| <1}
< sup{ I Tox = Txll : lIxll < 1, m > N'}

<
<sup{ellx|| :[lx]| <1} =e.
neN

Luego T, — T enlanorma de L(E, F): cada sucesién de Cauchy en L(E, F) es convergente.
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En el caso E = F, sean S, T € L(E). El producto (o composicién) ST : x +— S(Tx) es
lineal y continua, y su norma obedece

ISTI| = sup{ ST - [lx[l < 1} < sup{ISI[ [IT[[ : flx]l < 1}
= ISl sup{ITx| - [lxl]l < 1} = ISI[IT]l.

Luego L(E), con este producto, es un algebra de Banach. O

Definicién 3.30. Sea E un espacio normado sobre C. Una forma lineal continua sobre E
es una aplicacion lineal continua f: E — C. La totalidad de estas formas lineales continuas
es un espacio de Banach E* := L(E, C). Este se llama el espacio dual de E.

La evaluacion de una forma lineal sobre un vector se denota por

(f,x)=f(x) € C, cuando f€E", x€E. (3.18)

La aplicacién (f,x) = (f,x) : E* X E — C es una forma bilineal® sobre E* X E, llamada la
dualidad entre E* y E.

A veces conviene considerar el bidual E** := (E*)* = L(E*,C). Si w € E**, se escribird
(f,w) := o(f) para denotar la dualidad entre E* y E**. 0

[ Para un espacio normado E sobre R, se define andlogamente E* = L(E,R), el cual es
un espacio de Banach real. Toda la terminologia anterior se transfiere al caso real, mutatis
mutandis. Para no duplicar esfuerzos, conviene seguir con escalares complejos hasta que
se diga lo contrario. |

En el caso finitodimensional E ~ C", se sabe que cada base vectorial {xi,...,x,} de E
da lugar a una base dual {fi,. .., f,} de E*, determinado por la férmula

(fixjy =[Mi=jl, para i,je{1,2,...,n}.

De esta manera, E* ~ C" también, aunque este isomorfismo depende de la eleccién de las
bases. Al iterar esta construccidn, se obtiene una base {wq,...,®,} de E**, determinado
por (fi, w;) := [[i = j]. Fijese que la correspondencia x; - w; entre bases se extiende a un
isomorfismo lineal E — E**. Resulta que este tltimo isomorfismo es candnico, es decir, no
depende de la eleccién de bases.

Sin embargo, en dimensién infinita, estos argumentos no son aplicables, porque el
uso de espacios vectoriales es problemitico. Por ejemplo, si E es un espacio normado
incompleto, como £€'([0, 1]) por ejemplo, los espacios dual y bidual E* y E** son de
Banach, por la Proposicién 3.29; en particular, E # E*. Por lo general, las normas en
ejemplos concretos de E 'y E* no se parecen mucho.

*No se debe confundir la forma bilineal (f,x) con la forma sesquilineal (w | z) que define el producto
escalar en C", introducido en el Ejemplo 3.3. Miés adelante, en el contexto de los espacios de Hilbert, se
explicard la relacion entre estas dos notaciones.
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Ejemplo 3.31. Sea ¢y el espacio vectorial de sucesiones x = {x;} en C tales que xx — 0
cuando k — oo. Bajo_la norma ||x[le := sup, .y [%kl, este es un espacio normado. Es ficil
comprobar que es completo en esta norma, asi que ¢y es un espacio de Banach.

Al principio de la seccién 1.3, se notd que una sucesién convergente es acotada; luego
co es un subespacio de £ -y se debe notar que la norma del supremo es la misma en
ambos espacios: ¢y es un subespacio normado de £*. Por el Lema 2.36(a), se ve que ¢ es un
subespacio cerrado, pero propio, de £*. (En consecuencia, ¢y no es denso en £.)

Hay una aplicacién bilineal £! x ¢y — C dada por

(y,x) := Zykxk para ye€ ¢, x € co. (3.19)
k=0

Esta serie es absolutamente convergente en C; en efecto, vale

[ee]
Sy
k=0

Por (3.17), esta estimacién dice que la forma lineal f,: x + (y, x) es continua sobre ¢y, y
ademis que || fy || < [lyll: -

Esta tltima desigualdad es una igualdad. Para ver eso, definase una sucesién {x™} en
coo C ¢ al tomar

[(y, x)| =

(o] o
< Iyl < sup el Dyl = Nyl llxllo
k=0 keN k=0

1yl
Yk
Noétese que |x,(cm)| =00 1; y que [[x"™]lw = 1 cuando yx # 0 para algin k < m. Ademds,
se calcula que

(m) ._
X, =

[k # 0) A (k < m)].

(Y, x™) = > lyel = llylli cuando m — co.
k=0

Siy=0en ¢!, entonces fy=0encg. Siy # 0, entonces

£yl = sup{ 1<y, )| = llxlleo < 1} > sup{ [y, x"™)| : m e N} = [|yll; .

En todo caso, || fyll = llylli. Se ha comprobado que la correspondencia y — f, es una
isometria de £' en ¢},

Esta correspondencia es sobreyectiva: porque si f € ¢, considérese los valores de f
sobre la base estandar {ep, eq, ez, ... } de cgo. Notese que x = Y77 xi e con convergencia
absoluta en ¢g. Al definir yy := f(ex) para k € N, la continuidad y linealidad de f aseguran

fx) = f(ixkek) = if(xkek) = ixkf(ek) = ixkyk~
k=0 k=0 k=0 k=0
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La serie al lado derecho converge absolutamente, porque con las notaciones anteriores
™)y = Yieo lykl paratodom € Ny supmeNf(x(’")) < |If1l ya que Ix |l < 1. Esto
verifica que y € £' y que f(x) = (y,x) para todo x € ¢}

En resumen: la correspondenciay  f; definido por (3.19) es un isomorfismo isométrico
entre los espacios de Banach ¢' y ¢;. Brevemente, ¢, ~ £'. o

Ejemplo 3.32. Los cilculos del ejemplo anterior también son aplicables para identificar
el espacio dual de ¢'.
Hay una aplicacién bilineal ¢! x £* — C dada por

(y,z) = Zykzk para yel', x e ™.
k=0

Esta es la misma férmula (3.19) de antes, con un cambio de papel de las dos sucesiones. La
convergencia absoluta del lado derecho se mantiene:

00
P
k=0

Ahora, la forma lineal g,: y — (y, z) es continua sobre £', con ||g,|| < ||z]leo -
En este caso, se define {y™} en ¢y € £! por

[y 2)] = < gzl < Nyl izl -
k=0

m |Zk|
i = Ui # 0) A k= m],
Noétese que ly™Ili = [zm £ O] = 0 0 1. Ademis, (y"™,2) = |zm|[zm # 0] < l|2llo -
Entonces

lg:ll = sup{ [y, 2)1 = llyll < 1} > sup{ [y, 2)| : m € N} = sup |zm| [z # O] = lIz]lco -
meN
Esta isometria z +— g, de £ en (£')* es sobreyectiva. Porque si g € (£!)*, al poner z :=
g(ex) para k € N, se obtiene z € £* con |zl < llgll, tal que g(y) = Y7o, Yk zk con
convergencia absoluta para todo y € £!. Desde luego, también vale [g(y)| < [|yll1 [|z]lcos as
que |lgll < l|zll v luego |lgll = |Iz]lo- En resumen, se obtiene (£')* ~ €. 0

Notese que, a partir de los dos ejemplos anteriores, el bidual de ¢ es ¢f* ~ (¢ ys >~ g el
cual incluye ¢y como subespacio (cerrado) propio. También es de notar que las dualidades
de estos dos espacios con ¢! estdn dadas por la misma férmula (3.19). En consecuencia, la
inclusién j: ¢o = (co)** es una isometria (no sobreyectiva). Este es un fenémeno general
en espacios de Banach; hay una inclusién isométrica J: E < E**, pero hay que averiguar
caso por caso si es un isomorfismo o no — dicese que E es reflexivo si J(E) = E**.
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Sil < p < oo, resulta que (£7)* =~ ¢4 donde q = p/(p—1), aprovechando la férmula (3.19)
una vez mds. Como p = q/(p — 1), se concluye que (€)™ =~ €P, es decir, £ es reflexivo.
Los detalles se dejan como un ejercicio.

» Hay un teorema que ilumina el estudio de espacios duales, porque implica la existencia
de una cantidad suficiente de formas lineales continuas sobre cualquier espacio normado.

Si F es una subespacio de un espacio normado E, y si h € E*, es obvio que la restriccién
hlp: F — C es una aplicacién lineal, que cumple [(h, x)| < ||A|| ||x|| para x € E y también,
obviamente, para x € F. Esto dice que h|r € F*, con ||h|¢|| < ||A]|.

En la direccién contraria, se puede preguntar si una forma lineal continua g € F* posee
una extensién a una forma lineal continua sobre todo el espacio E. Una extensién lineal es
obviamente factible: una base vectorial de F puede completarse a una base vectorial de E,
y es cuestién de definir la forma lineal extendida sobre los nuevos elementos de la base
ampliada. Por esta via, sin embargo, es dificil garantizar la continuidad de la extensién.

Resulta que si es posible obtener esa continuidad, por una construccién debido a Helly,
Hahn y Banach. Por esta sola vez, los casos real y complejo se separan. La nocién de
convexidad es el factor clave para obtener la extensién deseada.

Definicién 3.33. Sea E un espacio vectorial sobre R o C. Una parte A C E es convexa si
xwyeA = (I-t)x+tyeA para 0<t<1.
Si A es convexa, una funcién p: E — R es una funcion convexa si para todo x,y € A vale
p((1—t)x+ty) < (1 —t)p(x) +tp(y) cuando 0<t<1. (3.20)

Esta condicién se cumple si y solo si el “hipergrafo” {(z,s) € E®R : s > p(z)} es un
conjunto convexo en el espacio R-vectorial E & R.7
Si E es un espacio normado, la funcién p(x) := ||x|| es convexa. o

Lema 3.34 (Helly). Sea E un espacio R-vectorial y F < E un subespacio real. Sea p: E — R
una funcion convexa y h: F — R una forma lineal, tales que h(y) < p(y) para todo y € F.
Entonces, si y1,yp € F; x € E\'F; y a,b > 0, la desigualdad siguiente es vdlida:

h(y1) = p(y1 = bx) _ p(y2 + ax) — h(yo)
b h a '

Demostracion. Toémese ¢ := b/(a + b), de modo que (1 — #)b = ta. Entonces

h((1 = t)y1 + ty2) < p((1 = H)y1 + ty2) = p((1 — 1)(y1 — bx) + t(y2 + ax))
< (I =1)p(yr — bx) + t p(y> + ax)

7El el caso E = R, una funcién p: [a,b] — R es convexa si y solo si el segmento en R? que une dos
puntos del grafo de p es superior a la porcién del grafo entre estos dos puntos.
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por la hipétesis h(y) < p(y) y la convexidad de p. Al multiplicar ambos lados por (a +b) y
usar la linealidad de h, se obtiene

ah(yy) + bh(y) < ap(yr — bx) + bp(y> + ax),
esto es,

a(h(y1) — p(y1 — bx)) < b(p(y2 + ax) - h(y>)). O

El lema anterior es una preparacién para el teorema siguiente, que extiende la forma
lineal A a todo E en dos fases. Si F es de codimensién 1 en E, el lema es directamente
aplicable. Si no, es necesario hacer una induccién transfinita, una dimensién a la vez. Esto
requiere el Lema de Zorn de la teoria de conjuntos: si 8 es un conjunto parcialmente ordenado
en el cual cada cadena (parte totalmente ordenada) tiene una cota superior, entonces 8 posee un
elemento maximal.

Teorema 3.35 (Hahn y Banach, v1). Sea E un espacio R-vectorial y F < E un subespacio
real. Sea p: E — R una funcién convexa y h: F — R una forma lineal, tales que

h(y) < p(y) para todo y € F.
Entonces existe una forma lineal h: E — R que extiende h (esto es, hlp = h) y también cumple
h(x) < p(x) para todo  x € E.
Demostracion. Témese x € E \ F arbitrario pero fijo, y considérese el subespacio
G:=F+Rx={y+cx:yeF, ceR}.

Se debe comprobar que hay una extensién hde haG tal que h(z) < p(z) para todo z € G.
Basta hallar s := A(x) € R. Los otros elementos de G son de la forma y» + ax con y» € F,
a > 0; o bien y; — bx cony; € F, b > 0. Entonces la forma lineal h: G — R debe cumplir

fl(yz + ax) = h(yz) + as < p(y» + ax),
h(y = bx) = h(y1) — bs < p(y1 - bx),

para todo y1,y2 € F y todo a,b > 0. En otros palabras, el nimero real s debe satisfacer
todas esta desigualdad:

h - -b —h
sup (y1) — p(y1 — bx) <s< inf p(y2 + ax) — h(y2) .
yIEF, b>0 b yQEF, a>0 a

El Lema 3.34 muestra que esta desigualdad tiene al menos una solucién s (y tal vez tiene
un intervalo cerrado de soluciones). El teorema queda demostrado si F + Rx = E.
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En el caso general, sea 8 el conjunto de pares (G, h) tales que FXG<Ey h: G >R
es una forma lineal con hlr = h y h(z) < p(z) para z € G. Notese que (F,h) € 8 asi que 8
no es vacio.

Se define un orden parcial en § por (G1,h1) < (Ga, h) si Gy < G y flglc1 = hy. Si
{(Ga» ha)}acy s una cadena en 8 — de modo que los subespacios G, estén encajados — sea
G := Ugej Gas el cual es un subespacio de E porque los G, estin encajados, y definase
h:G > R por fz(x) = fza(x) toda vez que x € G,. Entonces (G, fz) es una cota superior
para la cadena.

El Lema de Zorn muestra que 8 posee un elemento maximal (5 h). Si fuera G # E,
habria un vector x € E \ G, y la construccién de arriba extenderia h a G + Rx, siempre
dominado por p. Pero eso serfa contrario a la maximalidad de (G, &); por lo tanto, G = E
y se ha encontrado la deseada extensién h. |

La versién compleja del teorema de Hahn y Banach requiere una hipétesis levemente
distinta y una prueba diferente, porque el orden simple de R no estd disponible en C.
Resulta que hay un artificio que lo reduce al caso real. La funcién p: E — R, amén de ser
convexa, debe ser simétrica, esto es, debe satisfacer

p(Ax) = p(x) paratodo x€E, A€ Ccon |1 =1.

Teorema 3.36 (Hahn y Banach, v2). Sea E un espacio C-vectorial y F < E un subespacio
complejo. Sea p: E — R una funcion convexa y simétrica; y sea h: F — C una forma C-lineal,
tal que

|h(y)| < p(y) paratodo y € F.

Entonces existe una forma C-lineal h:E— C que extiende h y también cumple
|A(x)| < p(x) para todo  x € E.

Demostracion. Sea g(y) := R h(y) para y € F. Entonces g: F — R es una forma R-lineal.
Habida cuenta de que

I h(y) = R(-ih(y)) = R h(-iy) = g(-iy)

porque h es C-lineal, se obtiene la igualdad

h(y) = g(y) + ig(—-iy) para y€F.

Fijese que g(y) = R h(y) < |h(y)| < p(y) para y € F. Entonces el Teorema 3.35 produce
una extensioén R-lineal §: E — R tal que g|r = g y g(x) < p(x) para todo x € E.
Ademis, se ve que —g(x) = §(—x) < p(—x) = p(x), donde la tiltima igualdad sigue de la
simetria de p. Luego
|g(x)] < p(x) paratodo x €E.
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Definase A(x) := §(x) + i §(~ix) para x € E. Entonces h: E — C es R-lineal y ademds
h(ix) = §ix) + i (x) = —g(=ix) + i §(x) = i h(x),

lo cual muestra que h: E — C es C-lineal.
Si x € E, témese 6 = 0(x) € R tal que h(x) = e |h(x)|. Entonces se verifica

|h(x)| = e "h(x) = h(ex) = §(e™"x) < ple "x) = p(x).

(La igualdad A(e™x) = g(e"x) es vilida porque k(e "x) = |A(x)| es real.) Se ha mostrado
que |A(x)| < p(x) para todo x € E. O

Teorema 3.37 (Hahn y Banach, v3). Sea E un espacio normado real o complejo; y F < E un
subespacio. Si h: F — R [o h: F — C] es una forma lineal continua, tal que

|h(y)| < M |lyll para todo y € F,

entonces existe una forma lineal continua h:E—>R[oh:E— C] que extiende h y también
cumple
|h(x)] < M ||x|| para todo x € E.

En otras palabras: un elemento h € F* posee una extension h € E* tal que IRl = |IAl.

Demostracion. Sea p(x) := M ||x|| para x € E; esta es una funcién convexa sobre E tal que
p(=x) = p(x). En el caso de escalares en C, la funcién p es también simétrica. La conclusién
sigue al aplicar el Teorema 3.35 en el caso real, o bien Teorema 3.36 en el caso complejo.

Noétese que la condicién |h(y)| < M |ly|| expresa la continuidad de la forma lineal h; y
se puede tomar M = ||h]|, usando la norma en F*. Entonces |a(x)| < ||h|| ||x|| para x € E
dice que ||A]| < [|A]l. Como h extiende h, también es cierto que

1Al = sup{ h(x)] : x € E, x|

|
> sup{ |h(y)| : y € F, |ly]|

<1}
<1} =1l
por lo tanto vale ||A| = ||Al|. O

Para explorar las consecuencias del teorema de Hahn y Banach, conviene volver al
caso de escalares complejos. Los corolarios siguientes también son vélidos en el caso real,
como se podrd comprobar ficilmente.

Corolario 3.38. Si E es un espacio normado, el espacio dual E* es una coleccion de funciones
continuas que separa puntos de E, esto es, si x # y en E, existe f € E* tal que f(x) # f(y).
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Demostracion. Six,y € E con x # y, sea F := C(x — y) el espacio vectorial unidimensional
generado por el vector no nulo x — y. Definase h € F* por h(t(x — y)) := t. Su linealidad
y continuidad son obvias; de hecho, ||h]| = 1/||x - y]|.

Por el Teorema 3.37, existe f = h € E* con fx)-fy)=fx-y)=hx-y)=1. O

Corolario 3.39. Si E es un espacio normado, entonces la norma de cualquier vector x € E estd

dada por
llxll = sup{ [{f, )] : fe ES NIl <1} (3.21)

Demostracion. Si x € Eysi f € E* con ||f|| < 1, la desigualdad (3.17) proporciona la
estimacion [(f, x)| < [[f |l [lx]| < [lx]|.

Por otro lado, dado x € E, la aplicacién lineal hy: Cx — C : ax +— «al|x|| es continua:
la homogeneidad [(hy, ax)| = |a| ||x|| = ||ax]|| dice que ||h.|| = 1. Del Teorema 3.37, hy se
extiende a h, € E* con ||Ax|| = 1. Entonces

sup{ [(f, )] : f € E* If Il < 1} > [, )| = [(hay )] = ]I, O

La férmula (3.21) debe ser comparada con la férmula para || f|| con f € E*, como caso
particular de (3.16¢):

IfII = sup{ [(f.x)] : x € E, [Ix[| < 1}.

Esta dos férmulas exhiben la dualidad entre los espacios normados E y E* de una manera
concreta: la norma de un elemento en cada espacio se obtiene al maximizar [(f, x)| sobre
la bola unitaria cerrada del otro.

» Antes de dar por terminado esta seccién sobre aplicaciones lineales continuas, se debe
sefialar que la condicién de continuidad (3.15) se extiende de manera natural al caso de
aplicaciones bilineales.

Definicién 3.40. Sean (Ey, ||[l1) y (E2, |I-|l2) dos espacios normados. El producto carte-
siano E; X E; se puede identificar con la suma directa Ey & E» como espacio vectorial. La
tormula

G, Il == llxlls + llyll2 para x € Ey, y € E,

define una norma sobre E; @ E. El espacio normado (E; @ Ey, ||-||) se considera la suma
directa de los dos espacios normados dados. Fijese que si E; y E» son espacios de Banach,
entonces E; @ E; es también un espacio de Banach. O

Lema 3.41. Si (Eq, |I|l1), (E2, |IIl2) y (F, llIlll) son tres espacios normados, una aplicacién bilineal
B: Ey X E; — F es continua si y solo si hay una constante M > 0 tal que

IBGe, Il < Mllxllt llyll2 para todo x € Ey, y € E>. (3.22)
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Demostracion. Si B es continua en (0,0) € E; & E,, entonces hay m > 0 tal que
I%]l1 + IFllo <m = |[IB(x, Il < 1.

Toémese (x,y) € Ey @ E2. Six = 00y = 0, la desigualdad (3.22) se cumple trivialmente,
porque B(0,y) = B(x,0) = 0 por la bilinealidad de B; se puede suponer, entonces, que
x # 0,y # 0. Sean ¥ := mix/|lx|li y § := moy/|ly|l> para algunos mi,m, > 0 con
mi + my = m. La bilinealidad de B implica que

_ lixllllyll2
mimy

B(x,y) B(x, ),

y por ende (3.22) esté satisfecho con M = 1/mym.
Inversamente, si (3.22) es valida para algin M > 0, resulta que B es continua en cada
punto (xo,yo) de E; @ E». En efecto, sea dado ¢ > 0. Entonces, por bilinealidad,

B(x,y) — B(xo, yo) = B(x — x0,y) + B(x0,y — o),

y su norma cumple la estimacién:

1B(x, y) = B(xo, yo)lll < M |lx = xoll1 lyll2 + M lIxoll1 [ly = voll2-

Si|lx —xo0lli <8y lly—yoll2 < & paraalgin § con 0 < § < 1, entonces en particular vale
lyll2 < llyoll2 + 8 < |lyoll2 + 1. En consecuencia,

1 BGx, y) = B(xo, yo)lll < MS(llyoll2 + 1) + M& [|xolly <

con solo tomar § := (||xoll1 + |lyoll2 + 1)/M. o

3.4 Diferenciacién en espacios de Banach

En esta seccién, todos los espacios normados seran de Banach (completando si fuere nece-
sario); y todas las normas se denotaran por ||-||, sin distincién.

Si Ey F son espacios de Banach y si U es un abierto en E, dos funciones f,g: U — F se
llaman tangentes en un punto xy € U si el cociente de normas || f(x) — g(x)||/[lx = xol| = 0
cuando [|x —xo|| — O (es decir, cuando x — x en E). Esta es una relacién de equivalencia.
Si f y g con continuas en xo, su tangencia implica f(xo) = g(xo).

La idea de tangencia es que la funcién f se aproxima por otra funcién g de alguna
clase predeterminada. Una funcion afin con g(x) = f(x)) toma la forma

g(x) = f(x0) + T(x — x0), para xe€U
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donde T: E — F es lineal. Fijese que g es continua en xg si y solo si T es continua en 0'y
por ende continua en todo E, esto es, T € L(E, F). Ademis, si h(x) := f(x) + S(x — xo) es
cualquier funcién afin de esta clase, entonces g y h son tangentes en xy si y solo si

po 1T =9 =)l _

x=x0 [l = xol|

0.

Como ||(T = S)(x — xo)|| < [IT = S|| [lx — xol|, esto ocurre si y solosi ||T - S|| = 0, si y solo
si S = T. Por lo tanto, hay a lo sumo una funcién afin continua® tangente a f en xo.

Definicién 3.42. Sean E y F son espacios de Banach, f: U — F una funcién definida en
un abierto U C E. Dicese que f es diferenciable en un punto xy € U si existe T € L(E, F),
necesariamente dnica, tal que®

Il f(xo +u) = f(x0) — Tull
[|ull

Obsérvese que T depende de fy de xo; se escribe T = f’(x0) € L(E, F) o alternativamente

— 0 cuando u —> O enE.

T = Df(xo). Conviene denotar el cociente anterior genéricamente por e(u), ast:
IfGxo + 1) = fxo) = f/(x0)ull = e@) flull, con e() > 0 cuando u—0. (3.23)

La funcién f: U — F es diferenciable en U si es diferenciable en cada punto de U. En
tal caso, la funcién x — f’(x) = Df(x) define una aplicacién

Df: U — L(E, F).

Esta es la derivada de f. Si esta derivada es una funcién continua, dicese que f es conti-
nuamente diferenciable en U, o también de clase C! en U. O

La condicién (3.23) expresa que la funcién f puede ser aproximada por la funcién afin
g(xo +u) := f(x0) + f'(x0)u en un vecindario del punto xy de una manera precisa. El grafo
de g en E®F es un subespacio afin’® de F que aproxima bien el grafo de f cerca del punto

(x0, f (x0))-

$Notese que esta conclusién no requiere la continuidad de f en x, a priori.

9Entre espacios de Banach de dimensién infinita, esta definicién es bastante restrictiva. Fue propuesta
por Maurice Fréchet en 1911 y por eso la condicién (3.23) se llama diferenciable en el sentido de Fréchet.
En 1913, René Giteaux sugirié que f deberia ser diferenciable en xo si la derivada direccional & f(x0;v) :=
lim,—0(f(x0 + tv) — f(x0))/t existe para todo v € E. La funcién §f(xp): v +— &f(xo;v) no tiene que ser
lineal ni continua; pero si §f(xo0) € L(E,F), se dice que f es diferenciable en el sentido de Gdteaux en xo.
Esta derivada existe en algunos casos donde f”(x) no existe; pero si x — §f(x) es continua en U, las dos
derivadas coinciden.

'°Un subespacio afin de un espacio vectorial V es un conjunto de la forma vy + U = {vg+u :u € U}
donde U es un subespacio vectorial de V.
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Ejemplo 3.43. Una funcién constante f(x) = yo es claramente diferenciable, con derivada
nula f'(x) = 0 € L(E, F).

Una funcién lineal y continua T: E — F es diferenciable en cada x; € E y su derivada es
la funcion constante E — L(E, F), de valor T. Esto sigue inmediatamente del calculo trivial:

T(xp+u) — T(xp) = T(u) =0 paratodo xo,u € E. o

SiE = R"y F = R", la aplicacién lineal f'(xo) € L(R",R™) puede representarse en
coordenadas cartesianas por una matriz m X n cuyas entradas son las derivadas parciales
(8f;/0xi)(x0). En el caso m = n, la aplicacién lineal f'(x0) € L(R") es invertible si y solo si
el jacobiano no se anula en ese punto, esto es, Jf(xo) := det f’(xg) # O.

Lema 3.44. Sean E y F son espacios de Banach con U C E abierto. Si f: U — F es diferenciable
en un punio xo € U, entonces f es continua en xo.

Demostracion. Esto generaliza una observacion al inicio de la seccién 1.5. Sea dado & > 0;
entonces existe §; > 0 tal que B(xp; 1) C U y ademds

lull <61 = e(w) <1, asique ||f(xo+u)— fxo) = f'(xo)ull < lull.

Témese § := min{ 51, e/(1 + || f'(x0)]]) }, donde

I1f"Geo)ll == sup{ | f'(xo)ull : u € E, Jlull <1}

es la norma de f’(xo) € L(E, F). Fijese que § < ¢. Entonces

lull <6 = [If(x0 +u) = fxo)ll < IIf"(xo) ull + [lul

<
< Gl all =+ Tl = (1 + 1 Geo) )
<(1+If )8 < e.

Esto muestre que f es continua en x. O
La importancia de la condicién (3.23) es que garantiza la regla de la cadena.

Proposicion 3.45. Sean E, F, G tres espacios de Banach, U C E abierto y V C F abierto. Sean
f: U — V diferenciable en xo € U y g: V. — F diferenciable en yo = f(xo) € V. Entonces la
funcidn compuesta g o f: U — G es también diferenciable en xo, y su derivada obedece

(g0 ) (x0) = g'(f(x0)) o f'(x0)- (3-24)

Al lado derecho, se compone f'(xp) € L(E,F) con g'(yo) € L(F,G) para asi obtener un elemento
de L(E,G).
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Demostracion. Sea dado & > 0. Témese &; > 0 tal que B(yo; 61) € V, y ademis
e/2
L+ [l f" o)l

En seguida, elijase § > 0 con B(xo; ) C U tal que [lu]| < § implica estas desigualdades:

[1fCro +u) = f(xo)ll <6,
[1f Gro + ) = fxo)ll < M1 Geo)ll el + [luall,

160+ )= F50) = f o)l € sl

La primera desigualdad es factible por la continuidad de f en xo, y la segunda sigue de la
demostracion del Lema 3.44; la tercera viene de la diferenciabilidad de f en xq.
Entonces, para u € B(xp; §), la siguiente estimacién es vélida:

llg o fxo +u) —go flxo) = g'(yo) f'(x0) ull
< |lg(f G0 + w)) = g(f (x0)) = ' (yo) (f (xo + u) = f(x0))]
+ |9’ (o) (f (x0 + u) = f(x0) = f(x0) u)|

loll <61 = llg(yo +v) — 9(y0) — g'(yo) v < l|lv]|.

£/2 , £/2
< —1= _ _fe
T+ PGl Il f (xo +u) = f(xo)ll + llg’ (o)l T+ g ol [|ue]]
e/2 , £
< TGl (ILF Geo) I Hlull + [lull) + 5 Il
€ €
=3 [lul| + 5 lul| = & ||ull.
Luego g o f es diferenciable en x y su derivada cumple (3.24). O

Corolario 3.46. Sea E un espacio de Banach de dimension finita y sean U, V dos abiertos en E.
Sif:U—-Ves diferenciable enxo€Uyg:V — Ees d{ferenciable enyo = f(xo), entonces sus
jacobianos cumplen

J(g o fx0) = Jg(yo) J f (x0)-

En particular, si f: U — V es biyectiva y si g: V. — U es la funcion inversa de f, entonces

J9(yo) = 1/Jf(x0) y f'(x0) es invertible en L(E) con g'(yo) = f'(x0)~".
Demostracién. Basta con tomar el determinante de ambos lados de (3.24). O

SiE es un espacio de Banach, el Corolario 3.26 muestra que el grupo GL(E) de elemen-

tos invertibles en el dlgebra de Banach L(E) es abierto en L(E). Considérese el caso de la
Proposicién 3.45enelcual E=F=Gy f: U >V CE,g: V — U C E son funciones mu-
tuamente inversos. En tal caso, la regla de la cadena (3.24) dice que ¢’(f(x0)) o f'(x0) = 1
en L(E), asi que f’(xo) € GL(E) con f'(x0)™" = ¢'(f(x0)).
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Esto trae a la memoria el teorema de la funcion inversa del calculo diferencial ordinaria:
Si Uy es un abierto en R", xg € Uy y f: Uy — R™ una funcién de clase C' con f’(xo) invertible,
entonces hay abiertos U c Uy y V C f(U) donde xy € U, f: U — V tiene una funcion inversa
g: V. — U también de clase C', tal que g'(f(xo)) = f'(x0)7 "

Resulta que este teorema sigue valido al reemplazar R" por un espacio de Banach
E cualquiera. La demostracién, que serd omitida en este curso,'’ requiere construir la
funcién inversa g y verificar su diferenciabilidad en el punto f(x). Un ingrediente esencial
en la prueba es la continuidad de la inversion T — T~! en GL(E). De hecho, la inversién es
diferenciable, como se muestra a continuacion.

Proposicién 3.47. Si A es un dlgebra de Banach, la aplicacién de inversion x +— x7 es un

homeomorfismo del grupo de invertibles A* en si mismo. Ademads, es diferenciable en cada x € A,

con derivada u — —x1ux~1.

Demostracion. La aplicacién A 5 A x> x lessu propio inverso; para que sea un ho-

meomorfismo, basta comprobar que es continua. Por el Lema 3.44, es suficiente mostrar
que es diferenciable en cada x € A*.

Notese que la receta u — —x"'ux~! generaliza la férmula d/dt[t™'] = —t72 del célculo
en una variable. Se debe estimar la norma del siguiente elemento de A:

(c+u) ' —xt+xluxt = ((1+ xlu)h =1+ 17! )x_l.

Su ||ul| < 1/[|x~Y|, entonces ||-x"'u|| < 1 y la Proposicién 3.25 muestra que 1 + xlues

invertible y x + u = x(1 + x"'u) es también invertible. Por lo tanto, todos los términos en
la expresion existen — y la igualdad es vélida — para u € B(0; 1/[|x71|]).
El inverso de 1 + x™1u estd dada por la serie absolutamente convergente

A+xtu™ = Z(—x‘lu)k =1-x'u+ Z(—x‘lu)k.
k=0 k=2

En vista de la estimacién
o0 © -1,112

N gk x| 12 2 2
D < Y Il = e <l < .
k=2

(-1
= [lc~ ual|
se deduce que

1

-1 -1 - -1 -13 2
l(x +u)" —x +x" ux || < [x7 |7 [|lull”.

Luego se verifica (3.23) con f(x) := x71, f'(x)u = —xlux™' y e(w) < [|x7'|° ||ull, asi
que e(u) — 0 cuando [Ju|| — 0. Esto demuestra la diferenciabilidad de x — x7!, con la
derivada indicada. i

'La construccién de g y de su derivada g’(yo) se basa el teorema de contraccién de Banach: Ejercicio 2.20.
Por lo tanto, es indispensable que el espacio normado E sea completo. Véase el Teorema 3.2.4 del libro de
Duistermaat y Kolk, o el Teorema 5.12.9 del libro de Simon, para la demostracién.
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3.5 Elteorema de Stone y Weierstrass

Los espacios de Banach vistos hasta ahora se han definido de una o dos maneras: bien al
comprobar que un determinado espacio normado es completo, o bien al tomar la com-
plecién de un espacio normado incompleto. En el segundo caso, toda la informacién atil
reside en la descripcidn del subespacio denso que da origen a la complecién.

En la direccién contraria, el teorema de aproximacién de Weierstrass (la Proposi-
cién 1.51) identifica un subespacio denso importante del espacio de Banach C([a, b]): los
polinomios, o mejor dicho, la restriccién de los polinomios sobre R al dominio [a, b].

Si K c R" es un conjunto compacto, se puede considerar el espacio de Banach C(K),
de funciones continuas f: K — C con la norma || flle := sup{|f(x)| : x € K}. Es ficil
comprobar, al modificar levemente la demostracién de la Proposicion 3.13, que C(K) es
efectivamente un espacio de Banach. Cabe preguntar, entonces, si las restricciones a K de
los polinomios sobre R forman un subespacio denso; es decir, si cada f € C(K) puede ser
aproximado por un polinomio uniformemente sobre K. Eso seria una generalizacién del
teorema de Weierstrass.

Es pertinente hacer dos observaciones:

(a) La demostracién de que C(K) es un espacio de Banach depende de que K sea com-
pacto pero no de que K sea parte de algtin R" (es decir, no se usa el teorema de
Heine y Borel). Entonces se puede tomar K como una parte compacta de un espa-
cio métrico cualquiera.™

(b) C(K) es un dlgebra de Banach bajo la multiplicacién puntual de funciones:

1£9llee = sup | f(x)g(x)] = sup | £(x)] 1g(x)] < sup |f) gl = [ fllwllglleo - (3.25)

xeK xeK x,yeK
En el caso K = [a, b], los polinomios constituyen una subdlgebra normada.

Es oportuno notar que la submultiplicatividad [|xy|| < [|x]| [lyll, que forma parte de la
Definicién 3.21 de un dlgebra normada, a la luz del Lema 3.41,"3 expresa la continuidad
de la multiplicacion (x,y) — xy. Luego, si hay polinomios p, — fy g. — g en C([a, b)),
entonces p,q, — f¢ también.

Se plantea entonces el siguiente problema de aproximacién: si A es una subdlgebra del
dlgebra de Banach C(K), jcudles condiciones garantizan que A sea densa en C(K)?

2Mis generalmente, K puede ser un espacio topolégico compacto que cumple la propiedad de Hausdorff
(dos puntos distintos se separan por abiertos disjuntos).

3Por la definicién de una dlgebra A sobre R o C, la multiplicacién m: AxA — A, dada por m(x, y) := xy,
es obviamente bilineal.
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Estas condiciones fueron encontrados por Marshall Stone en 1936; después de incor-
porar una idea de Shizuo Kakutani y los hermanos Krein (c. 1940), Stone dio una nueva
demostracién en 1948, empleando el orden en R en vez del producto.

Los casos de escalares reales y complejos dan lugar a condiciones levemente distintos.
Conviene abordar primero el caso real: se trata de identificar las subilgebras densas del
espacio de Banach real C(K, R).

Definicién 3.48. Sea K un espacio métrico compacto. Si f,g € C(K,R), definase las
funciones f V gy f A g sobre K por:

f Vg (x) := max{f(x),g(x)},

M(x) :=min{f(x),g(x)}, para x€K.
Fijese que

f V90 = 3(f(x) +9(x0) + | f(x) = g)I),
fAg) = 3(f(x)+g(x0) = |f(x) = g)I).

De ahi se ve que f V gy f A g son continuas, asi que C(K,R) es un reticulo vectorial
(un espacio vectorial conservado bajo las operaciones V y A de reticulos.) 0

Teorema 3.49 (Kakutani, M. Krein y S. Krein). Sea K un espacio métrico compacto y sea
R € C(K,R) un subreticulo vectorial que cumple la siguiente condicidn:

*x sia,b € R ysix #yenK, entonces hay una funcién h € R tal que h(x) = a, h(y) = b.
Entonces R es denso en C(K, R).

Demostracion. Témese f € C(K,RR) y dos puntos x,y € K (no necesariamente distintos).
Entonces existe hy, € R tal que

hx,y(x) = f(x), hx,y(y) = f(y).

Sea dado ¢ > 0. Para cada x fijo, la funcién hy, — f es continua y se anula en y, asi que
hay un vecindario abierto U(y) de y tal que

hey(z) < f(z) +¢ paratodo ze U(y).

Ahora U = {U(y) : y € K} es un cubrimiento abierto del compacto K. Por lo tanto, hay
un niimero finito de puntos y1, ..., yn, € K tales que K = U(y1) U - - - U U(yp).
Como R es un reticulo, hay un elemento g, € R dado por

9x(2) = hyyy Ao Nhyy, (2) = 1mi<r:n hx,yj(z).

<J

93



MA-505: Analisis | 3.5. El teorema de Stone y Weierstrass

Obsérvese que hyy (x) = f(x) para cada j, asi que go(x) = f(x). Ademds, se ve que
9x(z) < f(z) + ¢ paratodo z € K.
Como g — f es continua y se anula en x, hay un vecindario abierto V(x) de x tal que

9x(z) > f(z) —¢ paratodo z e V(x).

Fijese que V = {V(x) : x € K} es un cubrimiento abierto de K y por ende hay puntos
X1,...,%, € K tales que K = V(x1) U---UV(x,). En consecuencia, hay un elemento g € R

dado por
9(2) := gy, V- -V gy, (2) = max gy, (2).
_— 1<k<n

Entonces g(z) > f(z) — € para todo z € K. Se ha encontrado g € R tal que
f(z) —e<g(z) < f(z) +¢ paratodo zeK.

Esto implica que ||g — fllo < e. Dicho de otro modo, la bola cerrada B(f;¢) en C(K,R)
contiene un elemento g € R; y eso comprueba la densidad de R en C(K, R). i

Es de notar que la demostracién anterior no usa el producto de funciones en C(K, R).
La relevancia del producto viene de una observacién de Stone, en el teorema siguiente.

Teorema 3.50 (Stone y Weierstrass, v1). Sea K un espacio métrico compacto y A C C(K,R)
una subélgebra real que cumple las siguientes condiciones:

* A separa puntos de K: si x # y en K, hay una funcién f € A tal que f(x) # f(y);
* A es unital: la funcién constante 1 pertenece a A.
Entonces A es denso en C(K,R).

Demostracion. Sea R := A la clausura de A en C(K, R), la cual es un dlgebra R-vectorial.

Afirmacion: si h € R, entonces |h| € R también. Fijese que h(K) C [—c,c] donde
¢ = ||hllo. En el intervalo compacto [—c,c], la funcién continua ¢t +— [¢| puede ser
aproximada uniformemente por polinomios, debido al teorema de Weierstrass (Proposi-
cién 1.51): dado € > 0, hay un polinomio real p, tal que™

|It| = pe(t)| <& para te€[-ccl.

Entonces
|lh(x)| = pe(h(x))| < ¢ para x €K,

es decir, |||k - p. o ||, < e.

4Por ejemplo, se puede tomar p,(t) := By(|-|;s), un polinomio de Bernstein en la variable s := (¢ +¢)/2c,
para n suficientemente grande.
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La composicién p, o h queda en el dlgebra R; de hecho, si p.(t) = ap + art + - - - + apt™,
entonces p, o h =ap1l+ajh+---+ayh™ € R. Se ha comprobado que |h| € R =R, ya que
R es cerrado.

Sean f, g € R. Las férmulas

fvg=5(f+g+If-gl). frg=3(f+g9-1f-4l)

ahora muestran que R es un reticulo vectorial.

Solo falta comprobar que R cumple la condicién del enunciado del Teorema 3.49. Si
a,b € Ry six # yenK, por hipdtesis hay algtin f € A tal que f(x) # f(y). Entonces el
sistema de ecuaciones lineales:

afx)+f=a  af(y)+p=0,

tiene solucién tnica (a, f) € R?. Entonces la funcién h := af + f1 € A € R cumple
h(x) = a, h(y) = b.

Por lo tanto, R = A cumple las hipétesis del Teorema 3.49 y por lo tanto es denso en
C(K,R). Como R también es cerrado, se concluye que R = C(K,R) y en consecuencia A
es denso en C(K, R). o

Como caso particular, si K = [a,b] C R, se puede tomar A := {pl.p : p € R[X]}
el algebra de polinomios reales, restringidos al intervalo [a, b]. Este ejemplo es un poco
tautolégico, porque se ha usado el teorema de Weierstrass'S en la demostracién del Teo-
rema 3.50.

» El caso complejo del teorema de Stone y Weierstrass requiere una hipdtesis extra. Si
D := {z € C: |z] < 1} es el disco unitario cerrado en C, los polinomios complejos

(restringidos a D) forman una subalgebra unital compleja que separa puntos de D, pero
no es densa en C(ID, C)."® La hipétesis que falta es que el dlgebra A sea involutiva.

Definicién 3.51. Un involucion en un dlgebra compleja A es una biyeccién x — x* de A
en A que es semilineal: (ax + fy)* = ax* + By*; involutiva: (x*)* = x; y antimultiplicativa:
(xy)* = y'x".

Un algebra involutiva es una C-dlgebra dotado de una involucién. Un ejemplo es
My(C), en donde A* es el adjunto o conjugado hermitico de la matriz A, [a;;]* := [a;].

Otro ejemplo es C(K, C) para K un compacto; en esta C-dlgebra conmutativa, la in-
volucién es el conjugado complejo f + £, definido por f(x) := f(x). 0

SEn realidad, solo se ha usado un caso particular de ese teorema, para aproximar t — [t| = Vi2 por
polinomios. Se puede comprobar esta aproximacién directamente al usar, por ejemplo, la serie binomial
para (1 - t)1/2,

16Su clausura es el dlgebra de las funciones continuas en D que son holomorfasen D = {z € C: || < 1}.
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Teorema 3.52 (Stone y Weierstrass, v2). Sea K un espacio métrico compacto y A € C(K, C)
una subdlgebra compleja que cumple las siguientes condiciones:

* A separa puntos de K: si x # y en K, hay una funcion f € A tal que f(x) # f(y);
* A esunital: 1 € A;
*x A esinvolutiva: f e A = f e A.

Entonces A es denso en C(K, C).

Demostracion. Considérese la interseccién Ag := A N C(K, R). Esta es una subélgebra real
unital de C(K, R).

Six # yenK, tomese f € A tal que f(x) # f(y). Las partes real e imaginaria de f
obedecen:

Rf=35(f+ ) 3f=5(-1

asique Rf € Ar y If € Ar. Como f(x) = Rf(x) +i I f(x), entonces R f(x) # Rf(y)
o bien I f(x) # I f(y). Luego A separa puntos de K.

Por el Teorema 3.50, Agr es denso en C(K,R). Si f € A, hay sucesiones {g,}, {hn}
en Ap tales que g, = Rf y h, = Jf cuando n — oo. Al definir f;, := gp +ih, € A, se ve
que f, — f en C(K,C). Por lo tanto, A es denso en C(K, C). O

Ejemplo 3.53. Un polinomio trigonométrico es una funcién p: T — C de la forma

n

pey = 3 e s Sarconko s henks), (520
k=—n k=1

donde a := ¢k + c_k, br := i(ck — c—x). Este es un polinomio ordinario en dos variables
(eiG e—i@)

Sea P(T) la totalidad de estos polinomios trigonométricos. Esta es obviamente una
C-algebra unital e involutiva: ntese que

p(eif) := Z o el*?,
k=—n
La identidad e i €'? es un polinomio trigonométrico que, por si solo, separa los puntos
de T. Por lo tanto, P(T) cumple las hipétesis del Teorema 3.52, y por ende es denso en
C(T) = C(T, C).

Las funciones en C(T) se identifican con las funciones periddicas f: [-z, 7] — C,
que cumplen f(-z) = f(r), bajo la biyeccién f « f dada por f(e!) = f(6). Bajo
esta perspectiva, los polinomios trigonométricos son densos en el dlgebra de Banach de
funciones continuas periddicas sobre [-7, 7]. 0

96



MA-505: Analisis |

4 Espacios de Hilbert y series de Fourier

Entre los espacios normados completos, son de particular importancia los espacios de
Hilbert: aquellos cuyas normas se derivan de productos escalares. Esto permite emplear el
concepto fundamental de ortogonalidad, dando asi un sesgo geométrico a su anilisis.

En este capitulo solo se consideran espacios vectoriales sobre C. Aunque es posible
definir “espacios de Hilbert reales” en paralelo con el caso complejo, por razones histéricas
y précticas estos son de menor importancia. Aunque buena parte de su teoria fue desa-
rrollada por Hilbert y Schmidt en sus trabajos (1905-06) sobre ecuaciones integrales, su
aplicabilidad a la mecanica cudntica — enfatizada por von Neumann (1926), poco después
del anuncio del principio de incertidumbre por Heisenberg — establecié el lugar central
de los espacios de Hilbert complejos en la teoria de operadores.”

4.1 Productos escalares y espacios de Hilbert

Un espacio de Hilbert es un espacio de Banach sobre C cuya norma estd determinada por
un producto escalar.

Definicioén 4.1. Sea E un espacio C-vectorial. Una aplicacién g: E — C es semilineal
(o antilineal) si g(x + y) = g(x) + g(y) y glax) = a g(x), parax,y € E, a € C.

Una aplicacién s: E X E — C es sesquilineal si x - s(x,y) es semilineal y y — s(x, )
es lineal.?

Un producto escalar (o producto interno) en E es una funcién EXE — C : (x,y) — (x|y)
con las siguientes propiedades:

() (z|ax+ Py) = alz | x) + B{z | v), paratodo a, f € C, x,y,z € E (linealidad en la
segunda variable);

(b) (x|y) =(y|x) paratodo x,y € E (hermiticidad);
(c) (x|x) >0, conigualdad solosix = 0 en E (positividad definida).

De (a) y (b), se ve que el producto escalar es sesquilineal. El espacio C-vectorial E dotado
de un producto escalar es un espacio prehilbertiano. 0

"En los primeros afios de la mecdnica cudntica, se determind que las “cantidades observables” son mod-
elados por operadores sobre un espacio de Hilbert (real o complejo). Resulta que una formulacién precisa
del principio de incertidumbre no es posible con escalares reales. Para una formulacién de la axiomatica
de la mecénica cudntica, que explica la necesidad de usar C en vez de R, véase el primer capitulo del libro:
Gérard G. Emch, Algebraic Methods in Statistical Mechanics and Quantum Field Theory, Wiley, 1972.

2En estos apuntes, se usa el convenio de Dirac: una forma sesquilineal (por ejemplo, un producto escalar)
es lineal en la segunda variable pero semilineal en la primera variable. Muchos libros, como las de Dieudonné
y Young, usan el convenio opuesto; Simon, en cambio, sigue el convenio de Dirac.
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En un espacio prehilbertiano, la siguiente receta define una norma:

llx]l := V(x| x) . (4.1)

Su positividad y homogeneidad son evidentes (porque |a| = Vaa para a € C). La de-
sigualdad triangular es una consecuencia del lema siguiente.?

Lema 4.2 (Desigualdad de Schwarz). Sea E un espacio prehilbertiano. Si x,y € E, se verifica
la desigualdad:

[ I yd| < Ixll Iy, (4.2)

con igualdad solo si x, y son proporcionales.

Demostracion. Para todo t € R, la cantidad siguiente es no negativa:

0 < |lx+ ey )| = (x + 1y | 0y | x + 1y [ x)y)
= (x| %)+ 2t [ | )P+ 21 )Py | y)

. 2
Por tanto, la forma cuadritica real t — ||x + t(y | x)y||” = At? + Bt + C toma valores no
negarivos solamente, asi que B? — 4AC < 0, esto es,

A | It <4 |y el x) (Y ly)
De ahi se deduce que
(x| < xlx) (),

lo cual es equivalente a (4.2).
El caso de igualdad ocurre si y solo si y = 0 0 bien x = —y(y | x)y para algin ) € R,
si'y solo si los vectores x, y son proporcionales. O

La desigualdad triangular para la norma es inmediata, al observar que
lx +yll* = lIxl1* + 2 R¢x [ y) + lyll* < || + 2|(x | y)| + [lylI?
2
< lxl1? + 2l1x gl + llyl1? = (1l + llyll) =

Corolario 4.3. Con respecto a la métrica definida por la norma (4.1), el producto escalar es
continua en E X E.

3Esta desigualdad es una generalizacién de la desigualdad de Cauchy (1821) para vectores en C". Para
E = C([0, 1]), fue observado por Viktor Buniakovsky (1859) y Hermann Schwarz noté lo mismo en 188s.
Algunos autores lo llaman la desigualdad de Cauchy, Buniakovsky y Schwarz.
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Demostracion. Si x, — xy y, — y en E, entonces
Iy | % = )| < llyll 12 — x| = 0 cuando n — oo,
asi que (y | x,) — (y | x). De modo similar, se obtiene también (x, | y) — (x| y). Luego,
Yn =y 1 %0 = 2] < llgn = yll l1xu = x]| = O cuando n — oo,

asi que
lim (y, | x,) = lim (yp | x) + im (y | xa) = (y [ %) = (y | ). O

En un espacio prehilbertiano, se puede recuperar el producto de la norma por una
formula de polarizacion.

Lema 4.4. El producto escalar cumple la siguiente igualdad:

4¢y | x) = llx +yll* = llx = ylI* +illx + iyll* = illx — iyl>. (4-3)
Demostracion. La sesquilinealidad del producto implica que

e gl = (e y ) = el G [ y) &y |0 + Iyl (4.4)
Por lo tanto,

llx +ylI* = llx — ylI* = 2¢x | y) + 2(y | x).
De manera similar,
lx + iyll? = (e xiy | x +iy) = ||[x|* £iCx | y) F iy | x) + |yl
asi que
illx + iyll* = illx — iyl|* = =2¢x | y) + 2(y | x).

La férmula de polarizacién (4.3) sigue directamente. O

Ahora bien, esta férmula no implica que cualquier norma da origen a un producto
escalar, porque la norma particular (4.1) cumple otra identidad importante.

Proposicion 4.5 (Ley del Paralelogramo). La norma de un espacio prehilbertiano cumple la
siguiente igualdad:
llx + gl + [ = ylI” = 211> + 2llylI*. (4.5)

Demostracién. Es una consecuencia inmediata del calculo (4.4). O

Esta “ley” (4.5) obtiene su nombre de un resultado conocida de la geometria euclidiana
(en el plano R?): la suma de los cuadrados sobre los diagonales de un paralelogramo es
igual a la suma de los cuadrados sobre los cuatro lados. (Dicha afirmacién se comprueba
facilmente por la ley de cosenos.)
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Resulta que la igualdad (4.5) caracteriza las normas que vienen de productos escalares.
Un teorema de Pascual Jordan y John von Neumann (1935) dice que si E en un espacio
normado complejo que satisface (4.5), entonces la expresién (y | x) definido por (4.3) es
sesquilineal en (y, x).

Definicién 4.6. Un espacio de Hilbert 3 es un espacio prehilbertiano que es completo y
separable en la métrica inducida por la norma (4.1). 0

Dicho de otro modo, un espacio de Hilbert es un espacio de Banach separable cuya
norma cumple la ley del paralelogramo. (Se debe advertir que algunos autores no incluyen
la hipétesis de separabilidad en la definicidn; aqui se sigue el consejo del libro de Simon:
todos los espacios de Hilbert que se encuentran en el quehacer del analisis matemadtico son
separables.# De este modo, se evita la consideracién de bases ortonormales no numerables.)

Ejemplo 4.7. El espacio finitodimensional C" es un espacio de Hilbert, con producto
escalar:

n
(w]z):= Z\X/J-zj.
j=1

Aqui la desigualdad de Schwarz es la desigualdad de Cauchy para vectores en C". o

Ejemplo 4.8. El espacio de Banach £ es un espacio de Hilbert, con producto escalar:

o0

(ylx) = ) Gk

k=0

La desigualdad de Schwarz en este caso es

00 00 1/2 /) o0 1/2
ngxk<(2|yk|2) (Zw) :
k=0 k=0 k=0

Esta es una desigualdad de Holder, con p = 2. En consecuencia, la serie al lado izquierdo
converge absolutamente y su valor absoluto es acotado por el lado derecho, el cual coin-
cide con ||x]| [ly|l. Se deja como ejercicio la verificacién de que £2 es completo. 0

Ejemplo 4.9. Sea I un intervalo en R. Si I es compacto, escribase LEC(I) := C(]); pero
si I no es compacto, £LC*(I) es el subespacio de funciones continuas sobre I “de cuadrados
integrables”, dado por (3.10) con p = 2. Su norma es

172
£l = ( /I | f(t)lzdt) |

+También es oportuno citar un comentario, quizis apdcrifo, de Alain Connes: jsi fu espacio de Hilbert
no es separable, estds haciendo algo mal!
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El producto escalar estd dado por:

(flg)= /1 F@)h(t) dr. (4.6)

En este caso, la férmula (3.11), con p = 2, es la desigualdad de Schwarz:

12 12
2 2 .
< /1 £ h(D)] dt < ( /1 £ dt) ( /l Ih(D) dt) :

la cual, de paso, comprueba que la integral (4.6) converge absolutamente.
La complecién L*(I) — véase la Definicién 3.15 — es un espacio de Hilbert. 0

/Im h(t)dt

Ejemplo 4.10. Si A € M,(C) es una matriz cuadrada compleja, su matriz adjunta A* es su
transpuesta conjugada,’ esto es, [a;;]* := [a;;]. Fijese que A — A* es una involucion en el
dlgebra de matrices M,(C).

Se define un producto escalar en M,(C) por la férmula:

(A, B) := tr(A*B) = Z Z ajk bik . (4.7)

k=1 j=1

Hay un isomorfismo C-lineal obvia M,(C) ~ C™, al considerar las n? entradas de A como
sus coordenadas cartesianas. El producto escalar (4.7) en M,(C) corresponde con el pro-

« . . 9 2 . .,
ducto escalar “ordinaria” en C", del Ejemplo 4.7. Se debe notar que la expresién tr(A*B)
es invariante bajo semejanzas unitarias de matrices. Si U*U = 1,, entonces

tr((UAU*)* (UBU*)) = tr(UA*U*UBU") = tr(UA*BU*) = tr(A*BU*U) = tr(A*B).

Como espacio de Hilbert, M,(C) estd dotado de la norma de Frobenius ||Al|r := /tr(A*A).
Sin embargo, la relacion ||1,]|r = v/n indica que no es apropiado considerar este espacio
de Hilbert como un 4lgebra de Banach. 0

Definicién 4.11. Sea E un espacio prehilbertiano. Dos vectores x,y € E son ortogonales
si (x| y) =0, o equivalentemente (y | x) = 0, en cuyo caso se escribe x L y.

Una familia de vectores {u; : j € A} C E es ortonormal si

sij = k;

. B 1

5La palabra adjunta se emplea a veces para la matriz B de cofactores de A en vez de A*; para distinguirlas,
esta B se bautiza la matriz adjugada de A, escrito B = adj A. Su propiedad esencial es la relacién A (adjA) =
(adj A) A = (det A)1,, de manera que A™' = (1/det A)adj Asi A™! existe. En este capitulo no se usa la matriz
adjugada.
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En otras palabras, los vectores u; son ortogonales entre si y ademas normalizados: [|u;|| = 1
para cada j € A.
Una familia de vectores {v;j : j € A} (no necesariamente ortonormal) es total en E si

(vj|x) =0 paratodo jeA = x=0. 0
Si los vectores x1, . .., x, € E son ortogonales, un célculo directo muestra que
lloer + -+ 12 = x|+ -+ llx 1

Lema 4.12 (Férmula de Pitégoras). Sea E un espacio prehilbertiano y sea {u,...,u,} una
familia ortonormal finita en E. Cada vector x € E cumple la relacién:

/|2 Z|<uj|x>|+ Z<uj|x>uj

-1
Demostracion. Coldquese y := Y1 (uj | x) u;. Por la sesquilinealidad del producto escalar,
se obtiene

2 (4.8)

lyll* = Z uy | ) (i | x) (g | ue) = Z [ | )1

Jk=1 j=

Escribase z := x — y. Entonces para cada k vale
ue | 2) = G | ) = >~y | 2) G |y = G | %) = )Gy | %) [k = ] = 0.

j:l ]:1

En consecuencia,
(ylzy= ) Gl Cwilz) = D (cluy) (| 2) = 0
j=1 J=1

Por o tanto,
Ixl? = lly +zlI> = (Yl y) + | 2) + (2 | y) + (2 | 2) = [lylI* + 2],
la cual es una forma abreviada de (4.8). O
Una consecuencia inmediata de esta férmula de Pitdgoras es la desigualdad siguiente.

Proposicion 4.13 (Desigualdad de Bessel). Si {ux : k € A} es una familia ortonormal en un
espacio prehilbertiano E, entonces cada vector x € E cumple

D K [P < Ix]P2. (4.9)

keA
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Demostracion. Sea { ji, . .., j- } un juego finito de indices en A, asi que {u;,, .. .,u;,} es una
familia ortonormal finita en E. Entonces de la férmula (4.8) se deduce que

.

2 2
D Ky 101 < x”
k=1

En consecuencia, el conjunto 4, := {j € A : [{y; | x)|* > %HXHZ} tiene a lo sumo n
elementos; por ende, el juego de indices {j € A: (u; | x) # 0} = U, A, es numerable, y
la sumatoria en (4.9) bien es finita o bien es una serie ordinaria con términos no negativos.

Dado un vector x # 0, entonces, es posible ordenar el conjunto {j € A: (u; |x) #0}
como { jo, ji,j2, - .. }. Por lo tanto,

n
2 2 2 2
Dl 10 = Ky | )P = sup > [, | 002 < x> 0
jEA k>0 neN k=0

Es muy deseable reemplazar la desigualdad de Bessel por una igualdad; para eso, es
necesario agregar dos hipétesis: (i) que la familia ortonormal es rotal; y (ii) que el espacio
prehilbertiano es completo, o sea, es un espacio de Hilbert.

Teorema 4.14. Sea H un espacio de Hilbert y sea {u; : j € A} una familia ortonormal en H.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) la familia ortonormal {u;: j € A} es maximal;
(b) la familia ortonormal {u; : j € A} es total;

(c) cada vector x € H admite un desarrollo de Fourier convergente en X,

x = ) (uy| %) uy; (4.10)

JEA
(d) cada par de vectores x,y € H satisface la relacion de completitud:

(Y1) =) (ylu) (ulx); (4.11)

jeA
(e) cada vector x € H satisface la igualdad de Parseval:

el = > Gy |02 (4.12)

JEA
Si se cumplen estas condiciones, se dice que { u; : j € A} es una base ortonormal de 3.
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Demostracion. En vista de la demostracién de la Proposicion 4.13, se puede suponer que A
es finito o numerable;° se escribe {u;: j € A} = {up, w1, up, ... }.

Ad(a) = (b): Sihubieraz # 0 enH con (z|u;) = 0 paratodo j, sea v := z/||z||. Este v
serfa un vector de norma 1 ortogonal a cada u;, asi que {v, ug, u1,uo, . . . } seria una familia
ortonormal que incluye {u; : j € A} estrictamente, contradiciendo su maximalidad.

Ad(b) = (c): Dadox € Hyre A seax, := X7_o(u|x) u;. La desigualdad de Bessel

muestra que | |17 = J’.:O [{u; | x) | < |Ix])? para todo r. Sir < s, entonces
N
2 2
s = x> = > Ky | 0P,
j=r+1

y la convergencia de la serie 3. [(u; | x)|%, con suma < ||x||?, muestra que {x,} es una
sucesion de Cauchy en H. Luego existe un (tinico) limite y := lim, x, en . Entonces vale
y = Xj>0(u; | x) u; como suma de una serie convergente en J.

La continuidad del producto escalar muestra que (ux | y) = lim, (ug | x,) = (ug | x) para
todo k. Luego (ux | x — y) = 0 para todo k. Como la familia {uy : k € A} es total, se
concluye que y = x.

Ad(c) = (d): Dados x,y € H, hay dos desarrollos de Fourier convergentes:
x= ) w0, y= ) (w |y
j=0 k=0
De la continuidad del producto escalar, se obtiene la siguiente suma convergente en C:
(lxy= > Qe Tyh (s | x) (e Ly = Y (y ) G| x) -
k>0 >0
Ad(d) = (e): Es cuestién de tomar y = x en (4.11).

Ad(e) = (a): Si{u;:j € A} no fuera maximal, habria un vector v € H de norma 1
con {v, ug, u1, up, . .. } ortonormal. La igualdad de Parseval (4.12) entonces implicaria que
1= loll* = ¥j50 I{u; | v)]* = 0, absurdo! Luego {u; : j € A} si es maximal. O

Los coeficientes en una expansion de tipo (4.10) son iinicos: si x = X jc4 @; u; con {a;}
una familia en C tal que 3 jc4 |a;|* < oo, entonces

(up | x) = Z a; (u | uj) = ax  paratodo k € A.
jeA

En principio, el conjunto de indices A en (4.9) podria ser no numerable; en cuyo caso, una suma de
términos no negativos se define como el supremo de todas las posibles sumas parciales finitas. El argumento
de esta demostracién muestra que una serie convergente de esta clase solo posee un nimero contable de
términos no nulos, luego se puede reordenar (por convergencia absoluta) como una serie ordinaria. Como
corolario, se ve que una serie incontable de niimeros positivos diverge a +oo.
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Dada una base ortonormal {u; : j € A}, sus elementos cumplen ||u; — ui|| = V2 para
j # k. Como un espacio de Hilbert es separable por hipétesis, esto implica que A debe ser
finito o numerablemente infinito. Entonces solo hay dos casos que considerar: dimH = n
finito; o bien dim3H = oo y tiene una base ortonormal {u; : j € N}. Resulta que la
cardinalidad de la base ortonormal determina el espacio de Hilbert hasta isomorfismo.

Proposicion 4.15. Dos espacios de Hilbert 3 y XK, con dos bases ortonormales respectivos
{uj:jeAycH y {vw:keB}cCX,
son isométricamente isomorfos Y solo si los conjuntos indice A y B tienen igual cardinalidad.

Demostracion. Ad(=): Supdngase que Ay B tienen la misma cardinalidad, es decir, que
hay una biyeccién o: A — B. Considérese la aplicacién lineal U: H — X definida por la

receta:
U(Z ok uk) = Z ak vs(k) toda vez que Z lag)? < 0.

keA keA keA

En efecto, por (4.10) y (4.12), cada x € H tiene una expansién tnica x = Y jcp @k Uk con
Ykealax? = [|x|> < co. El Teorema 4.14 también muestra que cada serie Y req @ Vo(k)
con Yea lak|* < oo define un vector en XK; en particular, U es sobreyectiva.

Es evidente por la igualdad de Parseval (4.12) que U es una isometria. Entonces H y K
son isométricamente isomorfos mediante la isometria sobreyectiva U.

Ad(<): Supdngase que existe una isometria biyectiva V: H — XK. La férmula de
polarizacién (4.3) muestra que V conserva el producto escalar:

3 3
1 | L
(Vy|Vx)y= 5 3 Ve + fVylP = 2 3 e+ 917 = (y 1),
k=0 k=0

Sea wy := Vuy € K. Entonces { wi : k € A} es una familia ortonormal en X, porque
(wj | wie) = (Vuy | Vug) = (wj | w) = [ = k.
Ademis, si y € K, hay un tinico x € H con y = Vx. Por lo tanto, vale
(w |y) = (Vug | Vx) = (ug | x) paratodo k€ A.

Si (wk|y) = 0 para todo k, entonces (ui|x) = 0 para todo k, asi que x = 0y por ende y = 0;
luego, la familia ortonormal { wy : k € A} es rotal en K; es decir, es una base ortonormal
de K.

Si A es finito con #(A) = n, la ecuacién (4.10) dice que {ur : k € A} es una base
ordinaria del espacio vectorial H, luego dim 3 = n; por ser V: H — K lineal y biyectiva,
se obtiene #(B) = dim X = n también.
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Si A es numerablemente infinito, cada Bi := {r € B : (wi | v,) # 0} es un conjunto
numerable (posiblemente finito). Si s € B, no es posible que (wy | vs) = 0 para todo k,
ya que { wi : k € A} es total en K pero |[vg]| = 1. Luego B = [Jges Br es numerable. Al
reemplazar V por la isometria biyectiva V=1: K — 3, se ve que A serfa finito si B fuera
finito; como eso no es el caso, se concluye que B es numerablemente infinito. ]

La Proposicién 4.15 demuestra que todo espacio de Hilbert de dimensién finita n es
isomorfo al espacio vectorial C" con su base ortonormal estindar {ej, ez, ..., e,}.

» Muchos ejemplos concretos de bases ortonormales se construyen mediante el algoritmo
de Gram y Schmidt. Dado un espacio de Hilbert 3, se identifica primero un conjunto de
vectores { xo, X1, X2, . . . } linealmente independientes, que es total en 3.

Definase ug := xo/|xo|| (para que ||uo|l = 1); definase yi, u1, yo, uz, . . . inductivamente
por:

-1
n Un
Yn = Xp — Z(uk | xn> Uk, Up == 7 -
2, o]

En cada paso, se sustrae de x, sus componentes en las direcciones de los uj previamente
construidos, y luego se normaliza el residuo y, para obtener un vector u, de norma 1.

La independencia lineal de los x,, garantiza que cada y, # 0. El algoritmo muestra que
los subespacios generados por los vectores iniciales coinciden:

lin{uo, w1, ..., up) = lin{xp, x1,...,x,) paracadan.

Como { x0,x1,x2, ...} es total, esta condicién implica que {uo, u1, up, ... } es también to-
tal. Por lo tanto, {ug, uy, us, ...} es una base ortonormal de K.

Ejemplo 4.16. En el espacio de Hilbert de sucesiones £2, la base estandar es { e; : k € N},
donde ¢ := (0,...,0,1,0,...) es la sucesién con 1 en el k-ésimo lugar y 0 en los demis
lugares. Es obvio que esta familia es ortonormal. Si x = {x,} € £%, es también evidente
que (ex | x) = xy para cada k € N; de ahi es inmediato que { e : k € N} es total.

El desarrollo de Fourier (4.10) con respecto a la base estandar es:

o0
x:Zxkek.
k=0

Esta es una serie convergente en la norma de £2. La mera definicién de la norma,

o0
2 2
Il = > Il
k=0

es una instancia de la igualdad de Parseval (para la base estindar). La relacién de com-
pletitud (4.11) se reduce a la definicién del producto escalar: (y | x) = 32 ik Xk 0
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La Proposicién 4.15 tiene una consecuencia de gran importancia: cualquier espacio de
Hilbert infinitodimensional es isomorfo a £2. Dado un espacio de Hilbert H con una base
ortonormal {u; : k € N}, se define un isomorfismo concreto U: £> — K al colocar
Uer := uj para k € N.

Ejemplo 4.17. Sea H = L*([-1, 1]), la complecién de C([-1, 1]) en la norma ||-||> obtenida
del producto escalar (4.6).

El conjunto de monomios { 1,¢,t%,t>,...} ¢ C([-1,1]) es linealmente independiente
(un polinomio es nulo si y solo si cada coeficiente es 0).

Ademds, este conjunto es total en LC%([-1,1]). En efecto, si f € C([-1,1]) satisface
f_ll t* f(t)dt = 0 para todo k € N, entonces /_11 p(t)f(t)dt = 0 para todo polinomio p.
Por la Proposicién 1.51, hay una sucesién de polinomios {p,} tal que p,(t) — f(t) uni-
formemente en [~1,1]; luego p(t)f(t) — |f(¢)|* uniformemente en [~1,1]. Entonces la
Proposicién 1.41 muestra que

1 1
113 = [ o= Jim [ e rwa =0,

asi que f(t) =0en [-1,1].

Como resultado, {1,£,¢%,£7,...} es también total en L?([-1, 1]). Al aplicar el algo-
ritmo de Gram y Schmidt, se obtiene una base ortonormal de polinomios { P, : n € N},
donde cada P, tiene grado n. Es convencional poner P,(t) := 4/(2n + 1)/2 P,(t) - resulta
que los P, cumplen P,(1) = 1 para todo n. Los P, se llaman polinomios de Legendre; los
ejemplos de grado bajo son:”

Pit)=1, Pi(t)=t, Pyt)=10Gt*-1),
P3(t) = 3(58° = 3t),  Py(t) = 1(35¢* — 301 + 3). 0

Ejemplo 4.18. En el Ejemplo 3.53 se mostrd que los polinomios trigonométricos determinan
funciones continuas periddicas en el intervalo [-r, 7]:

pO) =p(e) = ) ™.

k=—n

Estas funciones también pueden considerarse como elementos del espacio de Hilbert H =

L?[-n, 7). Los “monomios trigonométricos” up,(0) := \/% einf, para n € Z, forman una
JT

7Cada polinomio de Legendre es una solucién de una ecuacién diferencial lineal de segundo orden:
(1-t2)x"(t) = 2t x'(t) + n(n + 1) x(t) = 0. La solucién P, cumple las “condiciones de frontera” P,(1) = 1y
P,(=1) = (-1)" en el intervalo [-1, 1]. La teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias garantiza que los
P, son ortogonales: (P, | P,) = 4/2/(2n+ 1) [[m = n]. Esta es una manera alternativa de llegar a esta base
ortonormal de L3([-1, 1]).
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familia ortonormal, porque

T
(Um | un) = i‘/ el=mf gp = [m =n].
2m J_,

Resulta que esta familia ortonormal es maximal, porque los polinomios trigonométri-
cos forman un subespacio denso de £C*([-r,x]). En efecto, sea f: [-r, 7] — C una
funcién continua. Se puede obtener una funcién continua y periddica g: [-n, 7] — C al
modificar f como sigue:

g(0):= f(0)si —m <0< -6, g(m) = f(-m), gafinen [z -8, n],

para algtin é € (0, 2r) apropiado.

Noétese que |g(0)] < max{|f(-x)l,|f(w — )|} para 6 € [ — 6, n]; en consecuencia,
19llc0 < IIflloo. Por la desigualdad triangular, se obtiene || — glleo < 2| f]lco-

Sea dado & > 0. Por el Teorema 3.52 de Stone y Weierstrass (véase el Ejemplo 3.53),
hay un polinomio trigonométrico p tal que [|g - pll < &/V87. [ Definase § € C(T) por
G(e'?) := g(6). ] Entonces:

e
4 2
If -9l = / 5 1£(8) = g(O)* d0 < 511 f = g2, < 45 || flIa-

T 2
lg=pI = [ 1660) - pO)P do < £ (2m) -

Al tomar 8 := £2/16|| |12 si f # 0, se obtiene

e ¢
If =pl2 < IIf —gll2+1lg = pll2 < Stz =¢
Esto muestra que tales p forman un subespacio denso de £C([~r, x]); lo cual implica que
también forman un subespacio denso de L?[~x, ]. Se concluye que {u, : n € Z} es una
base ortonormal de L*[-n, x].8

El desarrollo (4.10) en este caso es la serie de Fourier de un elemento de L[z, 7]. ¢

Es importante notar que la férmula (4.10) expresa la convergencia de esta serie en la
norma ||-||2 del espacio de Hilbert; pero aun cuando este elemento sea una funcién continua
periédica en LC*([~r, x]), esto no implica su convergencia uniforme en la norma ||-|le de
C([-1,1]). Estas dos normas no son equivalentes; en efecto, las estimaciones del Ejem-
plo 4.18 ejemplifican algunas de las diferencias entre las dos normas.

SEn general, la demostracién de que una familia ortonormal sea total o maximal requiere un ejercicio
no trivial de analisis, como ya se constaté en el Ejemplo 4.17.
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4.2 La geometria de los espacios de Hilbert

Definicién 4.19. Sea M un subespacio de un espacio de Hilbert . El complemento
ortogonal de M es el subespacio cerrado

M*:={yeH:(y|x)=0paratodox e M}. (4.13)
Obsérvese que H* = {0} y que {0} = H. 0

Fijese que z € M**+ = (M*)* si y solo si (y | z) = 0 para todo y € M*. De ahi es
evidente que M € M**; de hecho, por ser M*+ un subespacio cerrado de H, se ve que
M C M+

El concepto de ortogonalidad en espacios de Hilbert permite abordar construcciones
geomeétricas como la construccién de una recta perpendicular a un hiperplano a través de
un punto externo, o de “bajar una perpendicular” desde ese punto externo al hiperplano.
(Un hiperplano es un subespacio afin de codimensién 1.) El resultado siguiente ofrece un
contexto mis general para ese tipo de construcciones.

Proposicién 4.20. Sea H un espacio de Hilbert y sea C C H una parte convexa y cerrada. Si
x € H, hay un unico punio z € C tal que

llx =zl = d(x,C) = inf [lx - yII. (4.14)
yeC

Demostracién. Si x € C, entonces d(x,C) = 0; en ese caso se toma z = x, la cual es obvia-
mente la dnica posibilidad para z.

Supdngase que x ¢ C. Como C es cerrado, la distancia d = d(x, C) es positiva: d > 0.
Tdémese una sucesion {yx} € C tal que

1
llx — yill? < d* + 7 para cada k eN. (4.15)

La Proposicién 4.5 (ley del paralelogramo) entonces implica que
ly; = yell> = 1y = x) = (g — )|

= 2 [ly; — xII* + 2 [lye — xII* = (g = %) + (e = 0)|I?
=2 |ly; = x> + 2 llye = x> = 4 [lx = 5(y; + yo)I?

2 2
<2y = x|1? + 2 |lye — x> — 4d*> < — + ,
Iy =117 + 211y = I T E

porque 1(y; + yx) € C por convexidad. Por lo tanto, {yx} es una sucesién de Cauchy
en H. Como H es completo, hay un (tinico) punto z € H tal que yx — z. Estd claro que
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z € C porque C es cerrado en H. Esto implica que [lx — z|| > d; y de (4.15) se ve que
l|lx — z|| = limg e ||x — y&|| < d. Por lo tanto, vale ||x — z|| = d.

Para la unicidad, supéngase que w € C cumple ||x — w|| = d. Entonces %(z +w)eC
por convexidad, y la ley del paralelogramo muestra que

Iz = wil* = 2x = 2lI” + 2 [lx = wll* = 4 lx = 5(z + w)|?
=4d® - 4||x — Lz + w)||* < 4d* - 4d* = 0,

asi que ||z —w|| = 0y por ende w = z. O

La relacién ||x—z|| = d(x, C) de (4.14) dice que la distancia del punto x al conjunto C no
solo es un infimo sino que es un minimo: el punto especial z € C es el punto de C mds cercano
a x. Esta propiedad de tener un punto mds cercano aprovechd la ley del paralelogramo, lo
que limita la validez de la demostracién a los espacios de Hilbert. De hecho, hay muchos
espacios de Banach en las cuales la Proposicién 4.20 no es vilida.

Un subespacio afin, de la forma M +y = {x+y : x € M } para algtin subespacio vecto-
rial M, es obviamente convexa, y es cerrado si M es cerrado. En particular, un subespacio
cerrado es un conjunto cerrado y convexo. La proposicién anterior ahora permite com-
probar que M = M*+.

Definicion 4.21. Sean H, X dos espacios de Hilbert. Su suma directa H & X (como
espacios C-vectoriales) incluye { y K como subespacios vectoriales de tal manera que
HNK = {0}. [Se identifica H & K con el producto cartesiano H x K como espacio
vectorial. Las inclusiones respectivas H <= H & K y K < H & K se definen al identificar
x & (x,0) yy « (0,y). ] Sobre la suma directa se define el producto escalar

(X1 +y1 [ x2+y2) := (x1 [ x2)3¢ + (Y1 [ y2)xc para x1,x2 € H; y1,y2 € K.

Con este producto escalar H & K es un espacio de Hilbert, la suma directa ortogonal de H
y K. En ella se cumple®

e +ylI* = x> + llyl> para x €3 yeX.

Si H y X tienen respectivas bases ortonormales {uy : k € A} y {v, : r € B}, su unién
disjunta {ux : k € A} W{o, : r € B} es una base ortonormal para H & K. 0

Proposicién 4.22. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Su complemento
ortogonal M* es otro subespacio cerrado tal que M=+ = M. Hay un isomorfismo de espacios de
Hilbert M & M+ ~ H.

9En el capitulo anterior, se introdujo otra norma ||(x, y)|| := |lx|| + ||yl en la suma directa de dos espacios
de Banach. Resulta que esta norma no cumple la ley del paralelogramo (en general), pero es equivalente a

norma (x,y) — +/llx[1? + [lylI>.
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Demostracion. Ya se ha observado que M € (M*)*. Cada x € M N M* cumple (x| x) =0,
por la definicién (4.13); luego M N M* = {0}.

Témese x € H, arbitrario pero fijo. Por la Proposicién 4.20, hay un tinico z € M tal
que ||x —z|| = d(x, M). Escribase w := x —z. Paray € M, t € R cualesquiera, se calcula que

d(x, M)* < ||lx = (z + ty)lI> = [lw = tyl|* = [|[w]|* = 2t R¢w | y) + £*|ly||?
= d(x, M)* = 2t R{w | y) + t?||y||,

asi que 2|ly||> — 2t R(w | y) > 0 para todo ¢t € R, lo cual implica (w | y) = 0.
Como y € M es arbitrario, se concluye que w € M*. Entonces cada x € 3 es una
suma de la forma
XxX=z4+w, con zeM, we M.

Como z € M es (nica, la diferencia w = x — z € M* es tinica también, asi que la descom-
posicién x = z + w es Unica.

Esto dice que H = M & M~* como suma directa de espacios vectoriales. Ademis, sus
productos escalares coinciden, porque

Ix[1* = (2 + w |z +w) = (2| 2) + 2R(w | 2) + (w | w) = ||z]|* + [|w]>.

Como M es cerrado en H por hipétesis y M* es cerrado por naturaleza, tanto M como
M~ es un espacio de Hilbert. Entonces vale H = M & M* como suma directa ortogonal
de espacios de Hilbert.

Si{ur : k € A} y{v, : r € B} son bases ortonormales respectivas para M y M*, su
unién disjunta es una base ortonormal para . Por lo tanto, hay un desarrollo de Fourier

de x, dado por (4.10):

x= ) G| uet ) (o [x) o= ) el 2w+ ) (o [w)or

keA reB keA reB

Cada x € M*+ cumple (v, | x) = 0 para todo r, luego obedece x = Y c4(ux | 2) ug; y esto
implica que x € M. Se concluye que M*++ = M. i

La descomposicién de un espacio de Hilbert (de muchas maneras) en la suma directa
ortogonal de dos subespacios cerrados (donde cada subespacio es el complemento orto-
gonal del otro) impone una estructura “euclidiana” sobre su geometria. Entre las conse-
cuencias inmediatas es el siguiente teorema de representacion, obtenido por Frigyes Riesz.

Teorema 4.23 (Riesz). Si H es un espacio de Hilbert, su espacio dual H* es isométricamente
isomorfo a H, mediante la correspondencia (semilineal):

HoH 1y fy donde  fy(x):=(y|x).
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Demostracion. Para todo y € 3, la forma lineal f;: 3 — C definida por fy(x) := (y | x) es
continua, en vista de la desigualdad de Schwarz:

1fy GOl =Ky [ 0] < iyl Ix]l.

Por la definicién de la norma dual en el espacio de Banach H*,

I fyll = sup{ 1 fy ()] = llx[l < 13,

se ve también que || fy|| < [lyll. Siy = 0, entonces f, = 0 en H*. Siy # 0, se puede tomar
x = y/|lyll, para el cual fy(x) = (y | y)/llyll = llyll; eso dice que el supremo se alcanza en
x = y/|lyll. En resumen, se obtiene || f, || = ||lyl| para todo y € H.

Definase una isometria V': 5 — H* por V(y) := f;. Estd claro que V es semilineal:

(ay1 + Py | x) = &(y1 | x) + Bly2 | x) para yi,y2 € H; a,f € C.
Ademis V es inyectiva porque es una isometria; falta ver que V es sobreyectiva.

Ahora témese f € H* con f # 0. El miicleo de la forma lineal f es un subespacio propio
M := ker f ¢ H. Como f es continua, M = f~1({0}) es cerrado. La Proposicién 4.22
muestra que M+ # 0 (Si fuera M+ # 0, seria M = M+ = {0}* = K, que implicaria f = 0.)

Entonces existe un vector z € M* con ||z|| = 1 y ademis f(z) # 0. Siw € M*, sea
a = f(w)/f(z); entonces

w—az€e€ M- con f(w-—az)=f(w)-af(z)=0,

asi que w—az € MNM* = {0} y por ende w = az. Se concluye que M* = Cz, un espacio
vectorial unidimensional.
Como H = M @& M~ por la Proposicién 4.22, cada x € H es de la forma x = v+ ffz con

veM, feC. Coloquese y := f(z) z. En vista de la propiedad (z | z) = 1, se obtiene

f(x) = f(v+Bz) = Bf(2) = Bf(2) (z | 2)
=(f(x)z| Bz) = (y| Bz) = (y | v + Bz) = (w | x).

Esto dice que f = f, asi que la isometria V es sobreyectiva. Conclusién: V: H — H* es
un isomorfismo isométrico. m

La segunda parte de la demostracién anterior dice que cualquier forma lineal continua
f esta representada por un vector y € H de modo concreto. Por eso, este teorema se llama a
veces el teorema de representacion de Riesz. Sin embargo, hay otro teorema con ese mismo
nombre y una resultado similar, pero menos obvia: cualquier forma lineal continua sobre
C([a, b]) esta representada por una funcion de variacion acotada sobre [a, b]. Se demostrara
ese teorema en el Apéndice.
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No es dificil comprobar que la condicién de continuidad para aplicaciones lineales y
semilineales es la misma — véase el Lema 3.27. Si S: E — F es una aplicacién semilineal
entre dos espacios normados (sobre C), entonces S es continua en E si y solo si es continua
en 0 € E, siy solo si se verifica ||Sx|| < M ||x|| para alguna constante M > 0. Se define
la norma ||S|| por las mismas férmulas (3.16) relevantes para aplicaciones lineales. En
particular, para la isometria semilineal V: H — 3* de la demostracion anterior, se verifica

VIl = sup{ [[Vyll : lyll < 1}

sup{ [{y | )] : llyll < 1 Ilxll < 1}
sup{ [lyllllxl - llyll < 1, lxll < 1} = 1.

El caso de igualdad en la desigualdad de Schwarz es aplicable porque se puede tomar y = x
en el cilculo del supremo.

Hay una manera alternativa de enfocar el resultado del teorema de Riesz, al modificar
la multiplicacién escalar en .

Definicién 4.24. Si E es un espacio C-vectorial, se define el espacio vectorial conjugado
E = {x:x € E} como una copia de E con la misma operacién de suma, pero con otra
multiplicacién escalar:

X+y:=x+y, a-x:=ax, paratodo a€C, x,y€E.
Nétese que la identificacion x — & es una aplicacién semilineal de E en E.
Si E es un espacio prehilbertiano, se define el producto escalar conjugado en E por la
férmula
(x|9) :=(y|x) paratodo x,ye€cE.

De ahi se nota que ||X||*> = ||x||?>, de modo que la biyeccién semilineal x — X es un
isomorfismo isométrico. o

Con esta notacién, la correspondencia H — H* : § — f; es una isometria lineal entre
el espacio de Hilbert conjugado H y el espacio de Banach dual H*. Es una cuestién de
gustosIO si se preﬁere representar H* por H o por H.

» La identificacién de un espacio de Hilbert con su espacio dual tiene otra consecuencia
importante: una férmula alternativa para la norma de una aplicacién lineal continua entre
dos espacios de Hilbert.

'°En la notacién de Dirac, se denotan elementos de 3 por vectores ket |x) y los elementos de 3{* por
vectores bra (y|. El resultado de la evaluacion de (y| sobre |x) es el producto escalar (y | x); un bracket, en

inglés. En esta notacion, la identificacién de H* con K es implicita.
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Lema 4.25. Sea T: H — K una aplicacion lineal continua entre dos espacios de Hilbert H y XK.
Entonces
Tl = sup{ [{w | Tx)| : [Ix[lgc < 1, [[wllxc < 1} (4.16)

Demostracion. La desigualdad de Schwarz da una férmula para la norma de un vector en X:
llzl| = sup{ {w | z)| : [[wll <1},

porque el supremo se alcanza en el caso de igualdad cuando w y z son proporcionales.™!
La férmula deseada sigue de inmediato:

ITIl := sup{ |Tx[| : x € I, ||Ix]| < 1}
=sup{ {w|Tx)| : x €}, |Ix]| < ; we X, [[w] <1}. O

Lema 4.26. Sea T € L(H,XK) una aplicacion lineal continua entre dos espacios de Hilbert
H y K. Entonces la formula siguiente:

(T*w | x) :=(w|Tx) paratodo xeH, weX (4.17)
define una aplicacion adjunta T*: K — H que también es lineal y continua.

Demostracién. El lado derecho (w | Tx) de la férmula (4.17) es lineal y continua en x. De
hecho, vale
Kw [ T} < [[wll [ITx|| < [[wl [IT]] [|x]l -

Del Teorema 4.23 de Riesz, se obtiene (w | Tx) = (y | x) para algin y € 3. Es evidente
que la correspondencia w - y es lineal; su continuidad sigue de la estimacién:

iyl = sup{ Ky [ )| : [lxll < 1} =sup{ Kw [Tx)| : lIx[| < 1} < [wllIT].
Esto dice que y = Sw para algtin S € L(X, H). Ademis,
(Sw|x)=(y|x)=(w|Tx) paratodo xeHX,
y se introduce la notacién T* := S. O

Fijese que la correspondencia T +— T* es semilineal. Mediante dos instancias de (4.16)
se obtiene:

T[] = sup{ KT"w [ x)| : [Ix[| < 1, [lwll < 1}
=sup{ [{w [Tx)| : [Ix|| < 1, flwll < 1} = [IT]|.

"TA laluz del teorema de Riesz, este es un caso particular de la férmula (3.21) para elementos de K*; pero
aqui no es necesario invocar un corolario al teorema de Hahn y Banach.
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Definicién 4.27. Un operador lineal y continua P € £(H) se llama proyector ortogonal
(o simplemente proyector) sobre el espacio de Hilbert X si P es idempotente y autoadjunto:

P2 =p=p"

Noétese que 1 — P es otro proyector ortogonal, porque (1 — PY’=1-2P+P=1-P y
1-P)=1-P*=1-P. 0

La geometria del espacio de Hilbert I estd determinada en gran parte por el juego de
sus proyectores ortogonales: ellos corresponden con los subespacios cerrados de .

Proposicion 4.28. Si M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert 3, existe un iinico
proyector ortogonal Py € L(H) tal que Pp(H) = M y (1 — Py)(H) = M.

Inversamente, si P € L(H) es un proyector ortogonal, entonces P(H) es un subespacio cerrado,
con P(H)* = (1 = P)(H).

Demostracion. Si M es un subespacio cerrado de 3, entonces por la Proposicion 4.22 vale
H ~ M@ M*. Cada x € K tiene una descomposicion tnica x = z+wconz € M, w € M*;
y ademis ||x||? = ||z||*> + ||w]|?, por la demostracién de esa proposicién.

Definase Py(x) := z; estd claro que (1 — Py)(x) = x —z = w. También estd claro que
Py es lineal, y la férmula para ||x||*> muestra que ||z|| < ||x||, de modo que P es continua
con ||P| < 1.

Ademis es evidente que Py(z) = z, asi que P, = Py. Siy € H con descomposicién
y=u+v(ueM, ve M), entonces

Puy | x) =(ulz+w)=(ul|z) =(u+v|z) =(y|Pux) para x,yel;

esto comprueba que (Py)* = Py .
Si P € L(H) es un proyector ortogonal cualquiera y w € H, sea u := Pw. Entonces
Pu = P*w = Pw = u. La imagen de P es el subespacio

PH)={ueH:Pu=u}={ueH:(1-P)u)=0} =ker(1-P),

asi que P() es cerrado porque 1 — P es continua.
Si v € P(H)*, entonces

|Po||? = (Pv | Pv) = (P*v | Pv) = (v | P?v) = (v | Pv) = 0,
luego Pv = 0y (1 - P)v = v. Esto dice que P(H)* C (1 — P)(H). Por otro lado,
(Py|(1=P)x) =(Py|(1-P)x)=(y|P(1-P)x) =0 para x,y€H,

asi que (1 — P)(HH) € P(H)*.

Finalmente, la unicidad de Py sigue porque M = P(H) = ker(1-P) y M+ = (1 -P)(H)
implican, paraz € My w € M*, que Pz = z € My Pw = P(1 — P)w = 0; por lo tanto
P(z+w) =z = Py(z + w). O
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4.3 Introduccién a las series de Fourier

Una de las motivaciones principales para el estudio de los espacios de Hilbert abstractos
fue la teoria cldsica de las series de Fourier. En sus investigaciones sobre la propagacion
del calor, el ingeniero Joseph Fourier se vio obligado de desarrollar ciertas funciones, no
como series de potencias (series de Taylor) sino como series de monomios trigonométricos.
Tales series, por lo general, no convergen uniformemente en un intervalo compacto: la
reconstruccién de una funcién dada a partir de sus componentes trigonométricos debe
emprenderse con cuidado.

Definicién 4.29. Una funcién f: R — C es periodica si existe L > 0 tal que
f(x+L)= f(x) paratodo xe€R. (4.18)

El minimo valor L para que (4.18) se cumple se llama el periodo de la funcién f; por
convenio, una funcién constante tiene periodo L para todo L > 0. Obsérvese que f estd
determinada por sus valores en un intervalo [a, a + L] para cualquier a € R; generalmente
se usan los intervalos [0,L] y [—%L, %L]. 0

Ejemplo 4.30. Las funciones trigonométricas sen 6 y cos 6 son periddicas con periodo 27;
la funcién tg x es periddica con periodo 7. Las funciones t +— sen2sxt y ¢ + cos 2zt son
periédicas con periodo 1. Una funcién periddica con periodo L es también periddica con
periodos 2L, 3L, etcétera.

Ya se ha observado en el Ejemplo 3.53 que los polinomios trigonométricos

n

n
p(O):= Y e’ = % + ) (ax cosk + by sen ko) (4.19)
k=-n k=1

son periédicas con periodo 2. Conviene considerarlos como funciones p: [-7, 7] — C

tales que p(—x) = p(x). o

Cada polinomio trigonométricos es continua en [—r, 7] y por ende pertenece al espa-
cio de Hilbert L?([-r, x]). Del Ejemplo 4.18, se sabe que los monomios trigonométricos

1 )
u(0) := — e'k0. para k€ Z,

V2r

constituyen una base ortonormal de L*([-r, 7]).

Los coeficientes ci son entradas de una sucesion bilateral ¢ = {ci } ez con solo una canti-
dad finita de entradas no ceros. Ellas forman un espacio C-vectorial coo(Z). Andlogamente
al espacio ¢coo = coo(N) introducido anteriormente, se pueden imponer normas ||-||, sobre
este espacio y completarlo para obtener espacios de Banach ¢7(Z) si 1 < p < co. Solo hay
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diferencias de notacién entre estos £7(Z) y los espacios de Banach ¢ de la Definicién 3.8.
En particular, £2(Z) es un espacio de Hilbert con la base ortonormal estdndar { e, : n € Z},
formado por las sucesiones bilaterales con una sola entrada no nula (de valor 1).

Definicion 4.31. Sea f € C([-, n]). El k-ésimo coeficiente de Fourier de f es el valor de
la integral

o i= \% win =5 [ eI £(6) db. (4.20)

La igualdad de Parseval en L?([-x, r]) garantiza que

715 = D) N | HP =27 Y el
k=—c0

k=—c0

asi que ¢ = {cxtkez € €3(Z) y la correspondencia f + V27 ¢ extiende (por continuidad) a
una isometria de L*([-, 7]) en €%(Z). o

La existencia de la integral estd garantizada por la continuidad de f: el integrando
es R-integrable por ser continua. Ahora bien, si f es discontinua pero R-integrable con
/_7; |£(0)]dO < oo, entonces f representa un elemento de L'([-7, ]); y la desigualdad
triangular para integrales garantiza que

1 T 1 4 1
ekl < - / ﬂle"ke fO)]do = — / _1fO)1d0 = 2 1fl- (4.21)

Por otro lado, la desigualdad de Schwarz en L?([—x, r]) dice que

T 2 1/2 P 1/2
it = [ |f<x>|dx<( / 1dx) ( / |f<x>|2dx) N

Y

En consecuencia, se obtiene una inclusién'? continua L*([-7, 7]) ¢ L'([-7, 7]); la férmula
(4.20) sigue vélida para todo f € L*([-r, ]).

[ La teoria de las series de Fourier estd plagada por factores de 27 o V27, debido al
periodo elegido. El convenio en (4.20) que define los ¢k es una instancia de este fenémeno.
La alternativa “francesa” es empezar con funciones periédicas de periodo 1y usar el espacio
de Hilbert L3([0, 1]), con su base ortonormal @ix(0) := ¢>"*? k € Z. En tal caso se puede

. . N 1 o
definir los coeficientes ¢ := /o e 27k £(0) do; el factor de 27 se traslada al exponente de
los monomios trigonométricos. De gustibus non disputandum est. ]

12 os espacios de Banach L! y L? han sido definidos como compleciones del espacio C([-, 7]); entonces
LY([-n, x]) no es parte L*([-r, x]), en un sentido estricto. Sin embargo, cada sucesién de Cauchy en la
norma ||-||2 es también de Cauchy en la norma ||-||;; esto implica que la inclusién C([-r, z]) € L([-x, x])
se extiende a una aplicacion lineal e inyectiva L*([-7, 7]) < L([-7, 7]), cuya imagen es un subespacio
denso de L!([-, 7]). La estimacién sobre las normas implica que esta inyeccién lineal es continua.
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Definicién 4.32. Sea f € L?>([-r, x]). La serie de Fourier de f es la serie al lado derecho
de la ecuacién (4.10):

f= (el fu,
k=—o0

la cual converge en la norma ||-|l» de L*([-x, x]).
Si ¢ € £%(Z) estd dada por (4.20), esta serie toma la forma f = ¥z cx €0, o

Desafortunadamente, la convergencia en la norma ||| no garantiza convergencia
puntual. Para observar la distincién, considérese un desarrollo de Fourier finito, que no
tiene problemas de convergencia. Este es el caso para un polinomio trigonométrico (4.19),

n

p(0) = Z cr €0 = Vor Z ck uk(0),

k=—n k=-n

cuyos coeficientes ¢ estan calculados por la integral (4.20).
Cabe preguntar, entonces, sobre la validez de la férmula puntual:

o0

£(6) Z Z cee’®,  donde cada ¢ := % [ﬂ e %0 £(0)do. (4.22)

k‘:—OO

Al respecto, el Teorema 4.14 dice que las sumas parciales de la serie de Fourier para f
aproximan la funcion f globalmente sobre [—, ] en el sentido de cuadrados minimos.

En efecto, habida cuenta de que {u : k € Z } es una base ortonormal de L*([-r, ]),
la formula de Pitdgoras (4.8) es aplicable. Para cada suma parcial

n

sn(0) = Z cr k0 (4.23)

k=-n

la siguiente estimacién es valida:

If = sall3 = IFIP = D K | P = IFIP =27 ) el
k=-n k=—n

La igualdad de Parseval entonces implica que || f — 4|l — 0 cuando n — co. Ademis, por
la Proposicion 4.20, la cantidad || f — sp|l» representa la minima distancia de la funcién f al
subespacio (cerrado, al ser finitodimensional) M, := lin{uy : k = -n, ..., n).

Por otro lado, el teorema de Stone y Weierstrass implica (véase los Ejemplos 3.53
y 4.18) que los polinomios trigonométricos son densos en C([r, 7]). Se puede reformu-
lar la pregunta anterior asi: si f es continua, jbajo cudles circunstancias es posible obtener
convergencia uniforme en el desarrollo (4.22)?
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A la hora de abordar cilculos concretos con ejemplos, muchas veces es prictico usar
los coeficientes ay y by de (4.19). Fijese que ag = 2o, mientras ax = c +c_k, by = i(ck—c_x)
para k > 1. Estos coeficientes estin elegidos de tal manera que

1 T
ak:—/ coskO f(0)d0 para k=0,1,2,3,...,
T )

Y

1 T
bkz—/ senk0 f(0)d0 para k=1,2,3,....
T )

T

Sik > 1, entonces
|ak|® + bkl = lex + cokl® + lex = cokl® = 2 Jex]® + 2 o]

Entonces la férmula de Parseval se escribe asi:
7[ [oe)
2 2 2 2
IF15 = 5 lao + 7 3 lawl® + el
k=1

También es titil notar que

n n

Z ekf = i(cosk9+isenk9) = Z coskf =1 +2icosk9,
k=1

k=—n k=-n k=—n
porque en la segunda suma los términos sen k6 y sen(—k6) cancelan en pares.

Lema 4.33. Para 0 € R, la siguiente identidad es vdlida:

1 sen(n+%)9
—+cos0+cos20 +---+cosnb = T
2 2sen 50

donde, por continuidad, el lado derecho vale (n + 1) en 6 = 0.

Demostracion. Este es un célculo trigonométrico elemental:
1 n n
2sen %H(E + Z cos k@) = sen %0 + Z 2sen %9 cos k6
k=1 k=1
n
= sen 10 + Z sen(k + )0 — sen(k — 1)0
k=1

=sen(n + %)0,

con un colapso telescépico de la tltima suma. O
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\VARERVAR

Figura 4.1: El niicleo de Dirichlet D3(9) para 0 € [-r, 7]

Definicién 4.34. Para cadan € N, la funcién D,: R — R definida por

sen(n + %)9

Dn(0) := (4.24)

1
sen 50

se llama el ndcleo de Dirichlet de grado n. Es evidentemente una funcién par y periédica
de periodo 27. 0

Del Lema 4.33 se ve que cada D, satisface

1 /4
—/ D,(0)do = 1.
21 ) _»

En el intervalo [-, ], la funcién D,(0) alcanza su maximo en § = 0, donde D,(0) = 2n+1.
Fijese que D,(0) > O para |0] < /(n+3); que la funcién par D, tiene n ceros en el intervalo
abierto (0, 7); y que D, cambia de signo en cada uno de estos ceros. Este comportamiento
oscilatorio estd ilustrado en la Figura 4.1.

Lema 4.35. Sea f € C([n, r]), periddica de periodo 2. La n-ésima suma parcial (4.23) de su
serie de Fourier estd dada por la integral

0= 5= [ Du0-) 615 (4.29

Demostracion. La suma parcial s, se simplifica asi:

0= Y e = - kZ ! / e f($)dg

k=—n

— i T N *(O—) ~ i T B
=5 /_” k;ne f@)dg =~ [ﬂ Du(6 — ¢) f(¢) dé. -

120



MA-505: Anilisis I 4.3. Introduccién a las series de Fourier

Como D, es una funcién par periddica y f es periddica, por hipétesis, el cambio de
variable ¢ — ¢ + 0 modifica la integral en (4.25) asi:

/s -0 T
[ o605 @as= [ D@ f0+pdp= [ D) ro+pas

Ahora la cola de la serie de Fourier (para f continua y periddica) toma la forma

1O -1 =5 [ D) (10 + 91~ 5(0)) g

donde se ha usado la relacién (1/7) f_jjr D, (0)do = 1.

La funcién f es uniformemente continua en [—, 7r]; entonces | fO+¢)—f (0)| < e
para |¢] < & = 8(¢). A la vez, |Dn(¢§)| es pequefio fuera del intervalo [-8, 8] cuando n es
grande. Se puede esperar que la estimacién

£0)=5u0)] < 5 [ IDa@lF0 + )~ 0]

conduciria a la convergencia deseada s,(6) — f(6). Desafortunadamente, los cambios de
signo en D,(6) tienen un efecto cumulativo. Resulta que

/ |Dn(¢)| d¢p ~ %logn cuando n — oo,

4

T . ., .
en marcado contraste con | _Dn(¢)d¢ = 27, Esto hace que la estimacién anterior no
conduce a una prueba de convergencia, ni siquiera puntual.’3

» Una estrategia clisica para eludir estos problemas es la de mejorar la convergencia de la
serie, usando la sumabilidad en el sentido de Cesaro. Dada una serie numérica con términos
ar y sumas parciales s, := ap + a1 + - - - + ap, se trata de reemplazar cada suma parcial por
la media aritmética de las sumas parciales iniciales:

Sso+S1+---+S,

[
" n+1

Es facil verificar que sis, — s cuando n — oo, entonces ¢, — s también. Pero la series

divergentes (oscilantes) cuyas sumas parciales s, no convergen, pero la sucesién {t,} s

converge: el ejemplo mejor conocido es la serie divergente ¥2° (—1)¥, parala cual £, — 3.

"3Para estas propiedades de D, véase la seccién 8.4 del libro de Duren. (Su definicién de D, (6) difiere
de (4.24) por un factor de 1.)
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1 1 I
1 2 3

Figura 4.2: El niicleo de Fejér F4(0) para 0 € [-r, 7]

Definicién 4.36. Para cada n € N, la funcién F,: R — R definida por
1 n
F,(0) := — D, (6
(0) = —— ,;) (6)

se llama el nacleo de Fejér de grado n. Al igual que el nicleo de Dirichlet, esta funcién es
par'y periédica de periodo 2. 0

La media aritmética de las sumas parciales iniciales de la serie de Fourier (4.22) es

L) = = Y on® = 5 [ BO-9) 5
m=0 T

~ 5z | R0 9. (4.26)

Lema 4.37. El niicleo de Fejér de grado n estd dada por la formula explicita:
21

sen®5(n+1)0

Fu0) = — 2" 2

(n+1)sen? 36

Demostracion. Es otro célculo trigonométrico elemental, con una suma telescopica:

2(n + 1) sen® 160 F,(8) = 2sen 10 Z Di(6)

m=0
n

= Z 2sen 10sen(m + 3)0 = Z (cosm0 — cos(m + 1)0)
m=0 m=0
=1-cos(n+1)0 = 25en2(%(n +1)0), O
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De la Definicién 4.36, es evidente que el nicleo de Fejér F, satisface

1 T
o [” F.(0)do = 1. (4.28)

En el intervalo [-, ], la funcién F,(0) alcanza su miximo en 0 = 0, donde F,(0) = n+ 1.
Del numerador de las fraccién (4.27), se ve que F,(6) tiene |5 + 1] ceros en el intervalo
(0, 7] y muestra unas oscilaciones leves cuando se aleja de 6 = 0. Sin embargo, hay una
diferencia notable entre sus grafos: el miicleo de Fejér es no negativa en todo el intervalo.
Véase la Figura 4.2.

Teorema 4.38 (Fejér). Sea f: R — C una funcion periédica de periodo 27r. Entonces su
serie de Fourier es sumable en el sentido de Cesdro a la funcion original, donde la convergencia
tn(0) — f(6) es uniforme en el intervalo [-r, x].

Demostracion. Lafuncién continua f es uniformemente continua en [, 7], por la Propo-
sicién 1.40. Sea dado ¢ > 0; entonces existe § € (0, ) tal que |f(0 — ¢) — f(0)| < ¢/3 para
todo 6 cuando |§| < 6.

En los intervalos [8, 7] y [-7, =], se cumple sen? 36 > sen® 18 y por lo tanto

csc? | 6

i/_éF(Q)dQ—i/nF(G)d9< ! /” L 40 <
2 ), " 2 )s " S 2n(n+1) Js sen2 15 2(n+1)

Entonces estas dos integrales tienden a 0 cuando n — co.
Usando (4.26) y (4.28), se obtiene

10,(0) - £(60) = / RGO+ ) - £() dg.

Esta integral es una suma I = I; + I, + I5 de tres integrales sobre los intervalos respectivos
[-7,—6], [-8,8] y [8, 7]. Ahora, si N(¢) > 3 || flle/€ sin’ 15, entonces

1 - T
0> Ne) = 5 < 50 [ R@le+9- ol < L [T rgag<S

Noétese que se ha aprovechado la no negatividad de F,(¢). De igual modo, se obtiene
II1| < /3 para n > N(¢). Ademis,

1) /4
bl < - / @6+ 8- flas < = [ oo < [ R@as=3.

En resumen, se ha comprobado que
n>N(e) = |t(0) - £(0)] <.

Esto dice que t, — f uniformemente sobre [, 7]. i
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La continuidad de f en [-r, 7] no es suficiente para garantizar la convergencia de la
serie de Fourier (4.22). Sin embargo, una condicién suficiente es que f sea lipschitziana
(véase el Ejercicio 1.1 5). Esto se verifica, por ejemplo, si f es de clase cl.

Definicién 4.39. Una funcién continua y periddica f: R — C es localmente lipschitziana
en 0 € Rsi existe § = §(6) > 0 tal que

|f(0+¢)— f(O)] <L|p| cuando [f| <6 (4-29)
para alguna constante L > 0. o

Proposicidén 4.40. Sea f: R — C continua y periédica de periodo 27t. Supdngase que existe
0 € [—m, ] tal que f es localmente lipschitziana en 0. Entonces s,(0) — f(0).

Demostracion. El Lema 4.3 5 permite expresar la diferencia s,(6) — f(6) en la forma
1 s
5:0) = £0) = 5= [ D0 =) 91 dp = £16)

- L / Du($) (f(6 + ) £(8)d / h($) sen(n + 1) dg
al escribir, para ¢ # 0,
F6+9)- FO)

sen Zg{)

En vista de la hipdtesis (4.29) (con 0 < § < , sin perder generalidad), es posible estimar

h(¢) por

h(¢) :=

L|¢|
| sen %¢|
En [-7, 7] \ [-6, 8], se sabe que |sen 1¢| > |sen 38| > 0. Entonces h cumple

s 5 5
[ morag< [ azags /[ . fO+9)=JOF . _

sen? 50

|h(9)| < < 2L, para |¢| <6.

asi que h € L?([-x, x]). [ Mejor dicho, la funcién h representa un elemento de L*([-r, 7)),
por ser de cuadrado integrable. |
La férmula trigonométrica

sen(n + %)gﬁ = sen %gb cos ng + cos %gf) sen n¢
permite expresar s,(0) — f(0) en la forma

a +b”

sn(0) — £(0) = 21” / (h(¢) sen 2¢ cos ng + h(¢) cos ¢ senng) dp = ,
donde los @, y b/ son coeficientes de Fourier de h(¢) sen 3¢ y h($) cos 3¢, respectivamente.
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Estas dos funciones estin en L?([—, 7]) también. Sus series de Fourier son de cuadrado
sumable, por la férmula de Parseval. En particular, se deduce que a, — 0, b — 0 cuando
n — oo, Luego s,(0) — f(0). |

Ejemplo 4.41. Considérese la funcién escalonada
g0)=[0<0<x]-[[-7 <0 <0],

extendida periédicamente al dominio R - fijese que g(r) = g(x) = 0y g(0) = 0, por
definicién. Sus coeficientes de Fourier son: cada ax = 0 porque la funcién g es impar; y

3(1 —(-D) = é [k impar].

1 " 2 (7
by = —/ sen k0 g(0) do = —/ senkfdf =
T ), T Jo ko

Por la Proposicién 4.40, se concluye que

sen(2m + 1)0
- Z P =¢(0), cuando 0 ¢ nZ.

Esta serie converge también cuando 0 € nZ, ysusumaesOen 0 =0, +m, £27 ...

Ahora bien, si se redefinen los valores de g(6) en 8 = 0, +x, esto no afecta el calculo
de los coeficientes ax, bx. Los valores de la suma de la serie de Fourier en los saltos de
esta funcién discontinua son los valores medios de cada salto. Por ejemplo, la funcién
G0 :==[0 <0 < x] - [ < 0 < 0], extendido periddicamente, posee la misma serie
de Fourier, cuyas sumas parciales s,(n7) no convergen a g(nz) = (-1)" en los puntos de
discontinuidad. o

Considérese una funcién periddica f cuyas tnicas discontinuidades son saltos; es decir,
para cada 6 € R estas limites unilaterales existen:

f0+) = I;ﬁ)lf(@ +¢),  f(0-):= léﬁ)lf(@ - 9).

El salto de f en 0 es la diferencia f(0+) — f(6-), si esta diferencia no es cero. Se enuncia
el siguiente resultado sin demostracién.

Teorema 4.42 (Dirichlet). Sea f: R — C una funcién periddica de periodo 2 y suave por
trozos, con un salto en 0 € (-, ]. Entonces la serie de Fourier de f converge en 0 y su suma en
ese punto es

lim o0 = FEDEIC) .
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4.4 Apéndice: el (otro) teorema de representacion de Riesz

El Teorema 4.23, notado por Frigyes Riesz en 1907 y més tarde reformulado para espacios
de Hilbert generales, recibe el nombre de teorema de representacion de Riesz: identifica, para
una forma lineal continua sobre un espacio de Hilbert 3(, un elemento y € H que representa
la forma lineal mediante la férmula x — (y | x). Poco antes, el propio Hilbert obtuvo
esa representacion para el espacio de sucesiones 2 y también en 1907, Maurice Fréchet
lo hizo para el espacio L*([0, 27]), con una construccién explicita del representante por
medio de su serie de Fourier." Por eso, el Teorema 4.23 se llama a veces el teorema de
Riesz y Fréchet.

Hay otro teorema de representacién, también debido a Riesz (esta vez sin Fréchet),
que identifica representantes para las formas lineales continuas sobre el espacio de Banach
C([a, b]). Esta vez, los propios elementos de C([a, b]) proporcionan algunas de la formas
lineales continuas, pero no todas.

Ejemplo 4.43. Sea g € C([a, b]). Definase y, € C([a, b])* por

b
o f) 1= / o) £(1) dt. (4.30)

La desigualdad triangular para integrales implica que

b
[(xgs £ </ lgOIf )] dt < gl [| f lleo,

donde ||gll1 := /ab lg(t)| dt. Esta claro que y, es lineal y continua, con || x4l < gl . No
es dificil verificar que || x|l = |lgll1 en general. Entonces g representa y, aunque con otra
norma que la norma |[|-||e de C([a, b]).

Una conjetura natural, a esta altura, serfa que los elementos de L'([a, b)) representan
C([a, b])* — aunque falta construir esos elementos explicitamente. Pero esa conjetura es
falsa: las formas lineales que siguen no corresponden a elementos de L!([a, b]).

Témese s € [a, b]. La evaluacion ¢ : f — f(s) es claramente lineal y continua:

s, O = 1O < M flloo-

Entonces ||¢s|| = 1 (para obtener la igualdad, basta tomar f constante, no nula). No hay
funcién continua g alguna que representa ¢ mediante la integral (4.30): seria necesario
que g(t) = O para t € [a,s) U (s,b], de donde g(t) = 0. Sucede lo mismo si se toma
g € L'([a,b]). 0

14E] articulo en cuestién es: Maurice R. Fréchet, Sur les opérations linéaires (troisiéme note), Transactions
of the American Mathematical Society 8 (1907), 433-446.

126



MA-50s: Anilisis [ 4-4. Apéndice: el (otro) teorema de representacion de Riesz

La solucién al problema de representar las evaluaciones puntuales es usar una versién
extendida de la integral de Riemann, introducido en 1894 por Thomas Jan Stieltjes: con-
siste en reemplazar el integrador dt (en la notacién prictica de Leibniz) por un integrador
da(t), donde « es una funcién de variacién acotada sobre [a, b].

Definicién 4.44. Una funcién a: [a,b] — C tiene variacion acotada si hay una constante
M > 0 tal que
n
Z la(t;) — a(ti-1)] < M, para toda particién P = {to, t1,...,t,} de [a, b].
i=1
El minimo M — el supremo de estas sumas sobre toda P — es la variacion total V2 (a). o

Es fécil comprobar que « tiene variacidn acotada sobre [a, b] si 'y solo si Ra, Jar tienen
variaciones acotadas sobre [a, b]. Para el resto de esta seccidn, se supondra que « es real.

Sia < b < c,launién de una particién P de [a, b] y una particién Q = {so,s1,...,Sm}
de [b, c] es una particién P U Q de [a, c]. (Notese que a = to, t, = b = s, s, = c.) Entonces

V(@) + Vi(a) = sup Z la(t;) — ae(ti_1)| + sup
P =1 Q

m

lae(sj) — a(sj-1)| < V().
-1
Por otro lado, cualquier particién de [a,c] puede ser refinado a una particién P U Q al
insertar el nodo b si hiciera falta. Luego V() puede calcularse tomando el supremo
sobre particiones de la forma P U Q; esto muestra la igualdad:

V(@) + Vi(@) = V(@) cuando a<b <ec.

Lema 4.45 (]ordan). Sea a: [a,b] — R una funcidn real de variacion acotada. Entonces
o =g—hdonde g,h: [a,b] = R son dosfunciones crecientes acotadas.

Demostracion. Definase g(¢) := V!(a) para a < t < b, usando el convenio V#(a) := 0. Si
s < t en (a, b], cualquier particién P de [a, s] puede ser prolongada en una particién P’ de
[a, t]; entonces esta claro que g(s) < g(t).

Ahora sea h(t) := g(t) — a(t) paraa < t < b. Sis < t en (a, b], entonces

h(t) = h(s) = V(@) — a(t) = V(@) + a(s) = V{(a) - (a(t) — a(s)) > 0,
asi que h(s) < h(t). O

Esta descomposicion de Jordan de « en una diferencia de dos funciones crecientes no
es tnica. Por ejemplo, si ¢ es una funcién constante, entonces a = (g + ¢) — (h + ¢)
es otra diferencia de funciones crecientes. Ademads, si hay un salto de g en un punto
s € [a,b], se puede redefinir g(s) a cualquier valor en el intervalo [g(s—), g(s+)], con un
ajuste correspondiente en h(s). Estos cambios no afectan el valor de la integral que se
define a continuacién.
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Definicién 4.46. Sea g: [a,b] — R una funcién creciente acotada; y sea f € C([a, b]).
Usando la notacién de la Definicion 1.39, se puede definir sumas inferior y superior con
respecto a una particiéon P por:

S(f,P.9) = ) mi() (9(t) = g(ti-1)),  S(F,P.g) = ) Mi(f) (9(t:) — glti1)).-
i=1 i=1

Al refinar la particién Py al usar la continuidad de f, resulta que estas cotas convergen a
un limite intermedio,"s la integral de Riemann y Stieltjes de f con respecto a g:

b
|| rwdat0 = sups(s.2.9) = inf5(7. 7.9

Ahora bien, si a es una funcién real de variacién acotada, con descomposicién de Jordan
a = g — h, se define la integral de Riemann vy Stieltjes de f con respecto a a por:

b b b
/ (O da(t) = / F(t)dg(t) - / F(6)dh(o).

Es posible comprobar que las ambigiiedades en @ = g — h no cambian el valor de esta
diferencia. 0

Una funcién creciente g: [a, b] — R puede ser discontinua, con saltos en ciertos puntos
de [a, b]. El nimero de saltos con g(s+) — g(s—) > 1/n es finito, porque el salto total no es
mayor que g(b) — g(a). Entonces solo puede haber saltos en un juego numerable de puntos
de [a,b]. Por el Lema 4.45, una funcién de variacién acotada sobre [a, b] también posee
una cantidad numerable de saltos.

Entonces se puede domesticar la diferencia a = g — h, al pedir dos condiciones mas:

(a) a(a)=0;y
(b) a es continua desde la derecha: a(t) = a(t+) para todo t € [a, b).

Una funcién de variacién acotada que cumple (a) y (b) se llama normalizada; ellas forman
un espacio normado NBV([a, b]), con la norma ||a|| := V(). Si se exige que g, h también
cumplen las condiciones (a) y (b), la descomposicién de Jordan a = g — h es tnica.

'SLa continuidad de f no es indispensable; si las cotas referidas convergen a un limite comuin, dicese que
f es integrable en el sentido de Riemann y Stieltjes. Histéricamente, la integral de Lebesgue ha superado
esta nocion, para funciones discontinuas.
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Ejemplo 4.47. Dado un punto s € [a,b], definase as(t) := [s < t < b]. Entonces a;
es creciente y normalizada. Dada una particién P de [a, b], hay un tnico indice j tal
que s € [tj,tjs1), excepto sis = b = t,. Si f € C([a,b]), entonces S(f,P,g) = m;(f)y
S(f,P.g) = Mj(f). Al refinar P, se obtiene m;(f) T f(s), Mi(f) | f(s) por la continuidad
de f, asi que

b
/ FO)da(t) = £(5) = (. ).

(Este resultado sigue vélido en el caso s = b, a(t) = [t = b], porque cualquier particién P
contiene el nodo t, = b.) 0

El segundo teorema de representacién de Riesz identifica el espacio dual de C([a, b]).
En primer lugar, cada & € NBV([q, b]) define una forma lineal ¢, sobre C([a, b]) por:

b
G ) = [ £ datt) (4.31)
Sea a = g — h la descomposicién de Jordan normalizada. La desigualdad triangular (en R)

muestra que S(f.P.9) < S(fl,P.9) para cada particién P, ya que g(t;) — g(ti—1) > 0. De
ahi se obtiene la desigualdad triangular para integrales:

b
< / FO1dg(t) < | flle V2(9). (4.32)

b
/ £(t) dg(t)

En consecuencia, la expresién (4.31) es continua en f, con

< (V2(g) + V2 fllo -

b b
/ F(t)dg(t) - / F(6)dh(t)

b
/ F(0)da()

Para obtener una mejor cota para la norma, se puede notar que en una particién P dada,
los valores a(t;) en los nodos suben y bajan. Sea ; := signo(a(t;) — a(ti-1)) € {-1,0,+1} y
tOmese

F® = miltin <t <t +nallt =b]. (4.33)
i=1

Notese que f es una funcién escalonada,'® con valores en {~1,0,+1}, con | fllo = 1
(excepto si a(t) = 0, donde f(¢) = 0 también). Aunque f no es continua en general, las
sumas inferior y superior coinciden:

n
S(f, P, @) = S(f,P.a) = Y la(t) = ati)l.
i=1
%Una funcion escalonada sobre [a, b] es una funcién que es constante en un juego finito de subintervalos

y nodos aislados de [a,b]. Si también es continua desde la derecha, el tnico posible nodo aislado es el
extremo b.
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Dado ¢ > 0, hay una particién Q(e) tal que esta suma es mayor que V?(a)—¢ para P 2 Q(e)
~ fijese que f depende de P.

Como f generalmente no es continua, se debe ampliar C([a, b]) al espacio normado
B([a, b]) de funciones de la forma fi + f>, donde fi es continua y f> es una funcién escalo-
nada, continua desde la derecha o desde la izquierda. Se usa la norma ||-|| en B([a, b]), asi
que C([a, b]) es un subespacio cerrado. Todos los elementos de B([a, b]) son integrables en
el sentido de Riemann y Stieltjes. Si & # 0, la construccién anterior produce un elemento
f € B([a, b]) tal que

b
/ f(H)da(t) = VP(a) —e, mientras || fllo = 1.
a
Entonces la férmula (4.31) produce una forma lineal continua sobre B([a, b]), cuya norma
es Vi (a).

» Lo que falta por ver es que cada elemento de C([a, b])* estd dada por un integral de
Riemann vy Stieltjes, de tipo (4.31).

Teorema 4.48 (Riesz). Si ¢ € C([a,b])*, hay una iimica funcion « € NBV([a,b]) tal que
(¢, ) = /ab f(t)da(t). Por lo tanto, hay un isomorfismo isométrico C([a, b])* ~ NBV([a, b]).

Demostracion. Dado ¢ € C([a, b])*, el Teorema 3.37 de Hahn y Banach produce una forma
lineal continua ¢ € B([a, b])* tal que [|¢]| = [|¢]].
Si's € [a, b], considérese la funcién escalonada f; € B([a, b]) dada por

i) :=la<t<s], vydefinase a(s):=(d, f). (4.34)

Témese una particién P = {to, t1, ..., t,} de [a,b], y definase f € B([a,b]) nuevamente
por la férmula (4.33). Fijese que

F =Y milfu® = fi @),
i=1

y en consecuencia, vale
(@ F) =D milat) —atin) = D |a(t) - ati)].
i=1 i=1

Ahora || flle < 1, asi que [{$, £)| < |4]l = l|¢]l. Se deduce que

Z|a(ti) - a(ti_1)| < |||l para toda particién P,

i=1

asi que « es una funcién de variacién acotada, con V2 (a) < [|4]-
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Ahora témese g € C([a, b]) y considérese la particién P de nuevo. Definase
h(t) = g(@) [t = al + Y gt ) (£i(8) = fir (1)
i=1

Esta h € B([a, b]) es una “aproximacién escalonada” para g. Es evidente que

lg(t) = h(t)] = 9(t) — g(ti-1)|  para ¢ € (ti-1, ;]

y lg(a) — h(a)| = 0. Ademas,
<<l§’ h) = Z g(ti-1) (a(t) — a(ti-1)).
i=1

Como g es uniformemente continua sobre [a,b], para ¢ > 0 dado hay 6 > 0 tal que
max{t;—t;_1} < & implica ||g—hl|l» < e. Entonces, si Q(8) es una particién con subintervalos
de longitudes no mayores que 8, se concluye que

P20 = [(4.9)— (g W) <eligll,

y de ahi se obtiene la representacion:

b
$.9) = / 9(1) dar(z).

De la desigualdad (4.32) y la discusién subsiguiente, esta formula conlleva la estimacion
(¢, 9} < V2(a) llglle- Se concluye que ||| = V(a). o

La demostracién dada'? tiene la virtud de definir la funcién « directamente, al usar
funciones escalonadas. La definicién parece ambigua, porque la extensién de ¢ a ¢ no es
tinica. Sin embargo, al restar la constante a(a) y al ajustar los posibles saltos para obtener
continuidad desde la derecha, la versién “normalizada” de « si es tinica.

Pero esta demostracién no podria ser la de Riesz, porque su articulo™ es anterior al
teorema de Hahn y Banach! Resulta que Riesz construyé su funcién de variacién acotada
a partir de funciones continuas vinicamente. A continuacién, se ofrece un bosquejo de su
construccion.

7Esta demostracion estd adaptada del Teorema 4.32-B del libro: Angus E. Taylor, Introduction to Func-
tional Analysis, Wiley, New York, 1958. Este es quizis el dltimo texto de anilisis que ofrece una de-
mostracién “clasica” al teorema de representacién de Riesz, sin apelar a la teoria de medida.

8Es una nota de menos de 4 paginas, en 1909: Frigyes Riesz, Sur les opérations fonctionelles linéaires,
Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris 149 (1909), 974-977.
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(

(2) (b) (c)

Figura 4.3: Algunas funciones en la demostracién de Riesz

Riesz trabajé con el intervalo estindar [a, b] = [0, 1]. Sea dada una forma lineal conti-
nua ¢ sobre C([0, 1]). Para s € [0, 1], considérese la funcién continua en la Figura 4.3(a):

10<1t<s,
ha(t) = {t s% 0<t<s
s sis<t<l1,
y definase
A(s) = ($, hy). (4-35)

Témese una particién P = {t, t1,. .., t,} de [0, 1]. Esta vez, se considera los signos

n; = signo(A(t;) — A(ti—1)) = signo({, hy,) = ($, hy,_,)).
Escribase u; := 1(t;—1 +t;) para denotar los puntos medios de los intervalos de la particién.
Fijese que
0 si0 <t <ty
hy(t)=hy ((t) =t —tiq  sitiog <t <y
U —ti1 siu; <t <

es una funcién continua creciente: Figura 4.3(b).

Ahora definase una funcién continua f: [0, 1] — R por las condiciones: f(t;) = 0 en
cada nodo t;; f(u;) := n; en cada subintervalo [t;_1,u;] o [u;,t;], f es “lineal” (es decir,
afin). Entonces f = fi + -+ + f,, donde f; se anula fuera de [t;_1, 1] y su grafo es un
“sombrero” con un pico en u; [la Figura 4.3((:) muestra un caso con ; = +1].

Entonces || f|lo < 1, con

n n ,I’lu‘ - ht»_l ’hti — hui
<¢,f>:2<¢,fi>:zm(<¢ —hi) (@ )
i=1

= U — tiq li —u

N2
- Z t— by |A(tl') -2 A(w) + A(ti_1)|.
=1t
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Esto implica, para una particién P cualquiera, que

Z|A(t,) 2 A(u;) + A(ti— 1)| gl

i —tiq 2

De ahi, Riesz concluye que las derivadas unilaterales D,A(t) := limy o(A(t + h) — A(z))/h
y DiA(t) := limy0(A(t) — A(t — h))/h existen y definen funciones de variacién acotada. Se
puede tomar a(t) := D,A(t), por ejemplo. Luego de hacer los ajustes necesarias al restar
una constante y cambiar sus valores en los saltos — de los cuales podria haber una cantidad

numerable — se obtiene una funcién a € NBV([0, 1]) tal que (¢, f) = /01 f(t)da(t) para
todo f € C([0, 1]).

Si la funcién A(t) fuera diferenciable, se podria aplicar el teorema de valor medio, con
a(t) := A'(t), para simplificar la tltima ecuacién en

D la(@) = a(w)] < lIgll
i=1

donde t;-1 < w; <u; <v; < t;parai=1,...,n. Esto implicaria de modo mds directo que
a es de variacién acotada con Vj(a) < [|4ll. En general, no se puede esperar que A sea
diferenciable, pero la misma conclusién se puede extraer de las derivadas unilaterales.

Es evidente que la definicién directa de a(t) por la férmula (4.34) es més sencilla, al
precio de ir més alld de las funciones continuas. Sin embargo, la esencia del teorema no
exige ese precio: Riesz logré su meta con una dosis de astucia, al usar la funcién A(z).

Raffiniert ist der Herrgott,
aber boshaft ist er nicht.

— Albert Einstein (1921)
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Ejercicios
Ejercicios sobre anilisis en R

Si A C R es acotado superiormente, su cota superior minima o supremo s € R se escribe
s = sup A. Por la construccién de R, sup A € R existe.” Si B C R es acotado inferiormente,

su cota inferior maxima o infimo r € R se escribe r = inf B.

Ejercicio 1.1. SiA C Res acotado superiormente, con s = sup A, y si € > 0, Comprobar
que existe t € Acont > s —e&.

Ejercicio 1.2. SiE C R, escribase —E := { -t : t € E}. Si B C R es acotado inferiormente,
demostrar que inf B existe y que inf B = —sup(—B).

Ejercicio 1.3. Usar la propiedad del supremo de R para deducir que N c R no es acotado
superiormente. Concluir que R es arquimediano, es decir, que si a € R entonces hay
ne Ncona< n.

Ejercicio 1.4. Si t € R, demostrar que existe un tinicon € Z tal que n < t < n+ 1.
(Se suele escribir n = [t].)

Ejercicio 1.5. Demostrar la formula de de Moivre: (cos 6 + isen 6)™ = cos m + i sen mé,
para m = p/q € Q un nlimero racional.

Ejercicio 1.6.  (a) Demostrar que a < b < cobienc < b < aenRsiysolosi
la—bl+|b—c|=|a—c|.

(b) Demostrar que |v —z| + |z — w| = |v — w| para v,w,z € C si y solo si hay ¢ € [0, 1]
tal que z = (1 = t)v + tw. [ Indicacioén: considerar primero el caso z = 0.]

Ejercicio 1.7. Dada una funcién f: X — Y, verificar las siguientes correspondencias
entre partes A,A;,A> C Xy B,By,B> CY.

(a) f(A1UA) = f(AD U f(A2), f(A1NA2) C f(A)N f(A).

(b) fF'(B1UBY) = f'(B)Uf(Ba), f'(BiNB2) = f'(B1) N [ (Bo).
(0 f@®=0, fX)CY.

d ff@=0, flY)=X, f(Y\B)=X\fT(B)

"Esta propiedad del supremo implica que R es completo. Sin embargo, hay una definicién alternativa de
completitud (la convergencia de sucesiones de Cauchy), para cuerpos no necesariamente ordenados, que no
implica la propiedad del supremo.
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(e) Resulta que A C f~1(f(A)), con igualdad si f es inyectiva.
(f) Resulta que f(f~'(B)) C B, con igualdad si f es sobreyectiva.

En los ejercicios que siguen, I denota un intervalo de Ry f: I — R es una funcién
continua en I.

Ejercicio 1.8. Si g: I — R es otra funcién continua en t, € I, demostrar que la suma
f+g:t f(t)+g(t) es también continua en t.

Ejercicio 1.9. Si f(I) = J ysi h: ] — R es continua en J, demostrar que la composicién
ho f :t+ h(f(t)) es continua en I.

Ejercicio 1.10.  (a) Definase |f|: I — [0,) por |f|(¢) := |f(t)]. Comprobar que la
funcién |f| es también continua en I.

(b) Sif:I— Ryg:I— Rson funciones continuas con un dominio comtn I, definase

£V g(0):= max{f(1).g(0)}, fAg(t):=min{f(1),g(t)} para tel.

Comprobar que las funciones f vV gy f A g son también continuas en I.

Ejercicio 1.11.  (a) Usar la desigualdad |sent| < |¢| para comprobar que la funcién sen
es continua en ) = 0. Deducir que sen es continua en todo R.

(b) Demostrar que la funcién h(t) := tsen(1/t) [t # 0] es continua en to = 0.
¢Es h una funcién continua en todo R?

Ejercicio 1.12. Demostrar una funcién continua f: [0, 1] — [0, 1] tiene un punto fijo, es
decir, que existe ¢ € [0, 1] con f(c) = c. [ Indicacién: considerar g(t) := f(¢) - ¢.]

Ejercicio 1.13. Si f: [a,b] — R es continua e inyectiva, con f(a) < f(b), demostrar que
f es estrictamente creciente en [a, b].

Ejercicio 1.14. Comprobar que la funcién f(t) := 1/(1+12) es uniformemente continua
en todo R. [ Indicacién: comparar |f(s) — f(¢)| con |s —t]. ]

Ejercicio 1.15.  (a) Una funcién f: I — R es lipschitziana en I si hay una constante
L > 0 tal que
|f(s)— f(¥)| < L|s—t| paratodo ¢e€l.

Comprobar que f es uniformemente continua en I.

(b) Demostrar que la funcién g(t) := vVt es uniformemente continua en [0, o) pero
que no es lipschitziana en [0, o).
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Ejercicio 1.16. Si {x,} es una sucesién de Cauchy y si {x,,} es una subsucesién conver-
gente, con x,, — ¢ cuando k — co, demostrar que x, — ¢ cuando n — co.

Ejercicio 1.17.  (a) Dados dos niimeros reales a,b con 0 < a < b, definase dos suce-
siones {a,} y {b,} inductivamente, por ag :=a, by:=b,y
an + by
-

Comprobar que a, < b, por induccién; y que las dos sucesiones convergen a un
mismo limite: existe y € (a,b) tal que a, — py b, — p cuando n — .

An1 = \anby, bpi1 =

(b) Este limite comun se llama la media aritmética-geométrica de a y b, a veces denotado
AGM(a, b) := p. Calcular AGM(1,2) con una exactitud de 10 cifras decimales.

Ejercicio 1.18. Considérese la sucesion
1 1 1

apn = + Foot—.
" n+1 n+2 2n

Demostrar que este sucesion converge® a un limite € tal que £ < 1.

Ejercicio 1.19.  (a) Demostrar que una funcién f: I — R no es uniformemente conti-
nua en I siy solo si existen ¢ > 0y dos sucesiones {s,} y {t,} enIcon |s,—t,| < 1/n

pero | f(sn) = f(ta) > €1.

(b) Comprobar que la funcién continua f(t) := tgt no es uniformemente continua en
el intervalo (-5, %).

(c) La funcién t + logt es continua3 en el intervalo (0, o). ;Es esta funcién uniforme-
mente continua o no en dicho intervalo?

Ejercicio 1.20. Si f: [a,b] — [c,d] es una funcién continua y biyectiva, con funcidn
inversa g: [c,d] — [a,b] dada por g(s) =t < f(t) =s, demostrar que g es también
continua sobre [c, d].

[ Indicacién: supéngase que s, — sen [c,d] perot, + t en [a, b]; luego usar el teorema
de Bolzano y Weierstrass. |

Ejercicio 1.21. Una sucesién de funciones {f,: I — R},en es uniformemente de Cauchy
sobre el intervalo I C R si para cada ¢ > 0 dado, existe M € N tal que

mn>M = ||fm— fulll <e.

Demostrar que {f,} es uniformemente de Cauchy sobre I si y solo si {f,} es uniforme-
mente convergente sobre I.

>Aunque el ejercicio no pide calcular el limite, ;podré usted obtener el valor de ¢?
3Aquilogt = loge t denota el logaritmo “natural” o napieriano. La antigua notacién In ¢ es obsoleta.
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Ejercicio 1.22. Demostrar que una sucesién de funciones {f;: I — R}uen no converge
uniformemente sobre I a una funcién limite f: I — R si y solo si para algtin ¢; > 0 existen
una subsucesion {f;, } de {f,} y una sucesién {t} en I tales que |fp, (tx) — f(tx)| > &1 para
todo k € N.

Ejercicio 1.23. Considérese las siguientes funciones definidas sobre el intervalo [0, co):

2 n n
@ HO=""" 0 )= —— (© ()= ——

n 1+ n 1+ ¢2n

Hallar las funciones f, g, h: [0, ) — R tales que f, — f, gn — g, hy — h puntualmente
sobre [0, 00). Determinar, en cada caso, si la convergencia es uniforme sobre [0, o).

En los casos en que esta convergencia no es uniforme, comprobar que si hay conver-
gencia uniforme sobre un intervalo finito [0, b].

Ejercicio 1.24. (a) Definase una sucesién de funciones {f,: [0,2] — R},51 por

fult) = (n=nlt = 11) [t = 51 < 71

Graficar las funciones fi, f>, f3. Demostrar que f, — 0 puntualmente sobre [0, 2],

. . . 2
y comprobar que esta convergencia no es uniforme, al verificar que /0 fu(t)dt - 0.

(b) Definase una sucesién de funciones {g,: [0, 1] — R},51 por
gn(t) = n?t(1 — )"

Demostrar que g, — 0 puntualmente sobre [0, 1]. Calcular fol gn(t) dt y luego com-
probar que la convergencia de la sucesién {g,} no es uniforme sobre [0, 1].

Ejercicio 1.25. Parat € [-1,1], evaluar la suma de la serie:

oo 2
s(t) :=
;) (1 +t2)k

Determinar si esta serie converge uniformemente o no sobre [-1, 1].

(o)
Ejercicio 1.26. Mostrar que la serie Z t*(1-1) converge puntualmente para t € [0, 1],
pero no uniformemente. k=0

Ejercicio 1.27.  (a) Comprobar que las funciones f,(t) := |t|"*D/m = (#2)m+1/2 para
n > 1, son diferenciables en el intervalo (-1, 1).
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(b) Demostrar que f,(t) — |t| uniformemente sobre (-1, 1), pero que las derivadas f;(t)
no convergen uniformemente sobre (-1, 1).

sen(k?t)

K2
converge uniformemente sobre [0, o), pero que la serie de derivadas Y7 f/(t) diverge
para algunos valores de .

Ejercicio 1.28. Si fi(¢) := parat > 0, k € N*, demostrar que la serie Y7 fi(?)

Ejercicio 1.29. Demostrar que la funcién definido por la serie

h(t) = Z sen kt

4
k=1 k

es dos veces diferenciable sobre R.
[ Indicacién: calcular () y h”(t) formalmente, al derivar la serie término por término.
Demostrar que la serie para h”(t) converge uniformemente sobre R; y luego retroceder. ]

Ejercicio 1.30. Considérese la funcién g: R — R definido por
2
g(t) == e Y [t > 0].
Verificar directamente que esta funcién es de clase C3 sobre R, con las siguientes derivadas:

s 2 oo —O1 + 4 RyE o 2417 = 3617 + 8 Ly
gy=5e ", g)=—7p—e . )= 5 e .

[ Se debe tener especial cuidado con las derivadas en t = 0. ]
En seguida, demostrar por induccién sobre k que existen polinomios pi de grado k
tales que, para cada k > 1:

g(k)(t) :pk_l(tz) g3k e1/1 para t> 0.

Concluir que g es una funcién suave (es decir, de clase C*) sobre R.

Ejercicio 1.31.  (a) Si g es la funcién definida en el Ejercicio 1.30 y si § > 0, definase
gs: R — R por

a 9(s)
gs(s) :== 7G5 90 para se€R.

Comprobar que gs es suave sobre R, que gs(s) = 0sis <0, gs(s) = 1sis > 8,y que
0<gs(s) <1lpara0<s <.
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(b) Si[a,b] C R es un intervalo cerrado finito, con b — a > 28, definase
h(t) := gs(t —a)gs(b—t) para te€R.
Demostrar que h es suave sobre R, que h(t) = 1 parat € [a + 8,b — 8], h(t) = 0 para
t ¢ (a,b), y que 0 < h(t) < 1 para todo t € R.

Ejercicio 1.32. Sea f: I — R una funcién de clase C**! sobre un intervalo abierto I =
(to — R, to + R). Verificar la férmula integral del resto del polinomio de Taylor de grado n
para f(t) alrededor de ¢ = t:

Rpa(t) = % / (=[G ds.

[ Indicacién: Aplicar integracién por partes al lado derecho. |

Ejercicio 1.33.  (a) Sea f3(t) := t° parat € R. Calcular los polinomios de Bernstein
Bn(f3;t) paran € N.

(b) Demostrar directamente (sin invocar el teorema de Weierstrass) que Bu(f3;t) — t°
uniformemente sobre [0, 1] cuando n — .

23

s

1234

Ejercicio 1.34. Muchos programas informdticos de dibujo usan curvas de Bézier para
conectar dos pixeles z; = (x1,y1) y z4 = (x4,y4) en R? = C con una curva ctibica, con di-
recciones tangentes preasignadas en los puntos inicial y final. Para tal efecto, se establecen
dos puntos de control z> y z3, las direcciones z; — z» y z3 — z4 dan vectores tangentes en
Z1 Y z4 respectivamente.

El algoritmo siguiente localiza un pixel intermedio z1234 en la curva deseada:*

212 = 3(z1 + 22); 223 1= 3(22 + 23); 234 1= 3(23 + 24);

2123 1= 3(z12 + 223); 2234 1= 3(223 + 234); z1234 1= 3(2123 + 2234).

+Tomado del libro: Donald E. Knuth, The METAFONTbook, Addison-Wesley, Reading, MA, 1986. El
algoritmo fue propuesto en 1959 por Paul de Casteljau, pero luego fue atribuido erréneamente al ingeniero
Pierre Bézier.
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En seguida, se repita el proceso, con las sustituciones

(21,22, 23, 24) > (21,212, 2123, 21234) Y (21, 22,23, 24) V> (21234, 2234, 234, 24)

respectivamente. Esto produce dos pixeles mis en la curva deseada. Al continuar la it-
eracién k veces, se obtienen 2 + 1 pixeles (contando los dos originales), suficientes para
pintar la curva con unas cuantas iteraciones.

Ahorabien: sea t — z(t)la funcién continua que parametriza la curva asi obtenida para
0<t<1,conz(0):=z,z(1):= z4, z(%) := z1234, etcétera, donde los pixeles obtenidos en
el paso #k designan z(m/2¥) con m impar. Comprobar que z(t) es un polinomio de Bernstein,
al obtener una férmula explicita para z(t) en términos de z1, 22, z3 y z4.

[ Como consecuencia, la curva de Bézier queda dentro de la envoltura convexa de los
cuatro puntos originales.]]

Ejercicios sobre espacios métricos
En los ejercicios que siguen, (X, p) y (Y, o) denotan espacios métricos.

Ejercicio 2.1.  (a) Demostrar que la funcién f(t) := ¢/(1 +1) es una biyeccién continua
entre (0, 0) y (0, 1), cuya funcién inversa también es continua.

(b) Si (X, p) es un espacio métrico, definase

plx,y) = Pl y)y) paratodo x,y € X.

1+ p(x,
Comprobar que j es otra métrica sobre X.

(c) Demostrar que los espacios métricos (X, p) y (X, p) son equivalentes, esto es, que
poseen los mismos conjuntos abiertos.

Ejercicio 2.2. Si E C X, definase la métrica inducida p|g sobre E por restriccidn; es decir,
ple(x,y) := p(x,y) cuando x,y € E.

Si B C E, demostrar que B es abierto en (E, pg) si y solosi B=ENAparaalgin A C X
tal que A es abierto en (X, p).

Ejercicio 2.3. (a) Los limites de sucesiones son tnicos: si {x,} es una sucesién en X tal
que x, — x y también x, — y cuando n — oo, verificar que x = y.

(b) Demostrar que una parte C C X es cerrado en X si y solo si x € C toda vez que haya
una sucesién {x,} en C tal que x, — x en X.
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Ejercicio 2.4. Se construye el conjunto de Cantor C c [0, 1] por el algoritmo siguiente.
Sea Cp := [0,1]; y sea C; := [0, 3] W [3, 1]. Por induccién sobre k, si Cx = Lﬂfjl[aj, b;] se
define

2k

Crs1 1= H

Jj=1

2aj + bj
3

W

a; + 2b;
j - J’bj]

aj,
Luego se define C := ey G-
Demostrar que el complemento [0, 1]\ C es abierto y denso en [0, 1].
Ejercicio 2.5. Demostrar que las siguientes condiciones sobre f: X — Y son equivalentes:
(a) la funcién f es continua en X;
(b) f(xn) = f(x)enY toda vez que x, — x en X;
(c) f(E) C f(E) paratodo E C X.

Ejercicio 2.6. (a) Si f: X —> Y y g: X — Y son dos funciones continuas, demostrar
que el conjunto {x € X : f(x) = g(x) } es cerrado en X.

(b) Si E es denso en X y si f(x) = g(x) para x € E, concluir que las funciones f y g
coinciden sobre todo X.

Ejercicio 2.7. Si f: X — R es una funcién continua y si xp € X es tal que f(xg) > 0,
demostrar que f(x) > 0 para todo x en un vecindario de x; en X.

Ejercicio 2.8. Dendtese por M»(R) en espacio de matrices 2 X 2 con entradas en R, con
la métrica euclidiana obtenida de la identificacién usual de M>(R) con R*.

El grupo de matrices invertibles en M>(R) se denota por GL(2,R). Demostrar que
GL(2,R) es abierto y denso en M(R).

En los ejercicios que siguen, K € X denota un conjunto compacto, y F € X denota
un conjunto cerrado.

Ejercicio 2.9. Si {x,} es una sucesiéon convergente en X con z = lim,, o0 Xy, comprobar
que el conjunto {z} U {x, : n € N} es compacto.

Ejercicio 2.10. Demostrar que un espacio métrico compacto es separable.

Ejercicio 2.11. La distancia desde un punto x € X y una parte A C X se define por
d(x,A) :=inf{p(x,y):y € A}.

(a) Comprobar que d(x,A) = 0si y solo si x € A.
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b) Demostrar que la funcién f: X — R dada por f(x) := d(x, A) es uniformemente
q p
continua sobre X, esto es, dado ¢ > 0 existe § = §(¢) > 0 tal que

ply.2) <d = |f(y) - f(2)] <e.

Ejercicio 2.12.  (a) Si{F,:n € N} esuna familia encajada de cerrados no vacios en X,
es decir, F, 2 Fypyq1 # 0 para todo n, y si Fy es compacto, demostrar que ()72, F, # 0.

(b) Sea F c R" un cerrado con @ # F # R™. Six ¢ F, demostrar que hay un punto z € F
tal que p(x,z) = d(x, F).

Ejercicio 2.13. La distancia entre dos partes A, B C X se define por:
d(A,B) :=inf{p(x,y): x €A, y € B}.

(a) SiK escompactoy F es cerrado en X, con K N F = 0, demostrar que hay § > 0 tal
que p(x,y) > 8 para x € K, y € F; concluir que d(K, F) > 0.

(b) Dar un ejemplo de dos cerrados Fy, F» € R? tales que F; N F> = 0 pero d(Fy, F,) = 0.
(c) Dar un ejemplo de dos cerrados Fy, F> € R tales que F; N F> = 0 pero d(Fy, F,) = 0.
Ejercicio 2.14. Sean A, B C X dos cerrados con AN B = 0. Definase g: X — R por

3 d(x,A)
"~ d(x,A) +d(x,B)’

g(x) :

Comprobar que g es continua en X, con 0 < g(x) < 1 y que A = flqoy yB= .
Demostrar que hay dos abiertos U,V C X talesque ACU,BCVyUNV =0.

Ejercicio 2.15. Demostrar que K € R" es compacto si y solo si cada funcién continua
f: K — R es acotada.

Ejercicio 2.16. SiK C X es un conjunto compacto y si f: X — Y es continua, demostrar
que f es uniformemente continua sobre K: dado ¢ > 0, hallar § = §(¢) > 0 tal que

x,z€ Kcon p(x,z) <d = o(f(x), f(z)) <e.
[ Indicacién: usar la Proposicién 2.25 de Lebesgue. |

Ejercicio 2.17. Dicese que un espacio métrico (X, p) es localmente compacto si cada punto
x € X posee un vecindario compacto.

(a) Demostrar que (X, p) es localmente compacto si y solo si para cada x € X existe
¢ > 0 tal que la bola cerrada B(x; ¢) es compacto.
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(b) Si F € X es cerrado y X es localmente compacto, comprobar que F también es
localmente compacto.

Ejercicio 2.18. Unaaplicacién biyectiva f: X — Y es un homeomorfismossi f es continua
y si su funcién inversa g: Y — X es también continua.

(a) Comprobar que una biyeccién f: X — Y es un homeomorfismo si y solo si f es
continua y C cerrado en X implica que f(C) es cerrado en Y.

(b) Si X es compactoy f: X — Y es una biyeccién continua, demostrar que f es un
homeomorfismo.

Ejercicio 2.19. Demostrar que la funcién ¢ — s := ¢/(1 - |t]) es un homeomorfismo
entre el intervalo (—1,1) y la recta R. Hallar una férmula de tipo t = g(s) para la funcién
inversa. Concluir que cualquier bola abierta B(x;r) en R” es homeomorfa a todo R".

Ejercicio 2.20. Una aplicacién f: X — Y es contractiva si existe r € (0, 1) con

o(f(x), f(y)) <rp(x,y) paratodo x,ye€X.

Obsérvese que f es uniformemente continua.

Sea (X, p) un espacio métrico completo. Si f: X — X es una aplicacién contractiva de
X en si mismo, demostrar que f posee un punto fijo z € X tal que f(z) = z.

[ Indicacién: témese xp € X cualquiera, y definase una sucesién {x,} en X inducti-
vamente por X,.1 := f(x,). Sim > nen N, demostrar que p(xp,x,) < s p(x1,x0) donde
s = r”'l/(l -r).]

Comprobar también que el punto fijo z es dnico.

Ejercicio 2.21 (Teorema de Baire). Sea (X, p) un espacio métrico completo. Cada familia
numerable { U, : n € N*} de abiertos densos en X tiene interseccién (-, U, densa en X.

Mostrar que la siguiente construccién conduce a una demostracién del teorema de
Baire. Sea V un abierto cualquiera en X. Verificar que V N U; incluye una bola cerrada
B(x1;71). En seguida, comprobar que V N U, N B(x1; r1) incluye una bola cerrada B(xy; 1)
de radio r» < %rl.

Luego, por induccién sobre k € N*, demostrar que el conjunto V N Uyyq N B(xk; i)
incluye una bola cerrada B(xi+1; re+1) de radio reyq < 3.

Comprobar que la sucesién {x,} asi construida es una sucesién de Cauchy, cuyo limite
z pertenece a VN (7, Up.

Ejercicio 2.22. Dicese que una parte A C X es nunca denso en X si X \ Aes denso en X
(o equivalentemente, si (A)° = 0).
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Dicese que una parte B C X es magro en X si B = |,y An €s una unién numerable de
partes nunca densas.’

a) Mostrar que Q es a la vez denso y magro en R.
q y mag

(b) Comprobar que un espacio métrico completo no es magro en si.

[ Indicacién: usar el Ejercicio 2.21. ]

(c) Concluir que R no es numerable.

Ejercicio 2.23. Si E C X es conexo, comprobar que su clausura E también es conexo.

Ejercicio 2.24. El componente conexo de un punto x € X es la unién de todos las partes
conexas E C X tales que x € E. Mostrar que el componente conexo de x es efectivamente
un conjunto conexo; de hecho, es el mayor conjunto conexo que contiene x.

Verificar que el componente conexo de x es cerrado.

:Cuil es el componente conexo de un nimero racional r en Q?

Ejercicio 2.25. Sea O(n) el conjunto de matrices ortogonales n x n:

O(n) := {Ae My(R) : A'A =1, }.

2 . .
Como parte de M,(R) ~ R™ — las entradas de la matriz son sus coordenadas cartesianas —
demostrar que O(n) es compacto pero no es conexo.

Ejercicios sobre espacios normados

Ejercicio 3.1. Sea (E, p¥) la complecién del espacio métrico (E, p), construida en el Teo-
rema 2.44. Demostrar que la férmula [|x[|| := p#(0,x) define una norma sobre E¥, que
satisface p(x, y) = [|x — y|| para todo x,y € E*.

Ejercicio 3.2. Este ejercicio proporciona una demostracién alternativa de la desigualdad
de Young:sil <p <ooyq—1=1/(p-1), entonces st < s”/p + t1/q para todo s, ¢ > 0.

(a) Parat > 0 fijo, sea f(s) := st — s?/p. Demostrar que hay § > 0 tal que f(s) > 0 para
s € (0,8) mientras lim,_,o f(s) = —oo. Concluir que hay sy > 0 tal que f’(s)) =0y

f(s0) = sup{ f(s) 15> 0.

(b) Evaluar s y expresar f(sp) como funcién de ¢. Concluir que f(s) < t9/q.

SEl término magro fue introducido por Bourbaki. Baire clasificé las partes de un espacio topoldgicos
como de primera categoria (los conjuntos magros) y de segunda categoria (todos los demds). Nada tiene que ver
con la “teoria de categorias”; por eso, es mds recomendable la terminologia de Bourbaki.
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Ejercicio 3.3. Sea cg el espacio vectorial de sucesiones en C con un niimero finito de
entradas distintos de 0. Sea ex = (0,...,0,1,0,...) € coo la sucesién cuya entrada #k es 1
y las demis entradas 0. Comprobar que {eq, e1, 2, . .. } es una base vectorial de cq.

(a) Sea ¢ el espacio vectorial de sucesiones en C que convergen a 0. Mostrar que ¢y es
un espacio de Banach y que ¢y es un subespacio denso en ¢j.

(b) Mostrar que cqo es también un subespacio denso en # para 1 < p < co.
(c) Demostrar que los espacios de Banach ¢ y ¢, para 1 < p < oo, son separables.
Ejercicio 3.4. Demostrar que el espacio de Banach C([0, 1]) es separable.

Ejercicio 3.5. Demostrar que el espacio de Banach €% no es separable.
[ Indicacién: Exhibir una familia no numerable {x, : « € J} de vectores en £ tales
que cada |Ix4[leo = 1 pero [Ixy — xplle = 1 para a # f.]

Ejercicio 3.6. Seal < p <r < oo,

(a) Demostrar que ||x||, < [|x]|, para x € coo. Concluir que £ C £" y demostrar que esta
inclusién es estricta.

[ Indicacidn: Para ver que £ # ", considerar la serie armonica Yoo 1/(k + 1). ]

(b) Demostrar que ||fll, < lIfll- si f € C([0,1]) y concluir que L"([0,1]) € LF([0, 1]).
sEs esta una inclusion estricta?

[ Indicacién: si s = r/p, usar la desigualdad de Holder para mostrar la relacién
/01 | f(@®)IPdt < (/01 |f(f)|rdt)1/s para f € C([0, 1]). ]
Ejercicio 3.7. Sea E un espacio normado y sean F, G dos subespacios vectoriales de E.
(a) SiF tiene dimensién finita, demostrar que F es un subespacio cerrado de E.

(b) SiG incluye una bola abierta B(x;r) de E, mostrar que G = E.

(c) SiE esun espacio de Banach, demostrar que dim E es finito o no numerable.

[ Indicacién: usar el Ejercicio 2.22, corolario al teorema de Baire, para mostrar que
un espacio normado de dimensién numerable no puede ser completo. |

Ejercicio 3.8. Sea B = B(0; 1) la bola abierta unitaria del espacio normado E. Comprobar
que B posee las siguientes propiedades geométricas:

(a) Besconvexa:six,y € By0<t<1,entonces (1 —1t)x+ty € B;

(b) B es equilibrada: six € By a € C con |a| = 1, entonces ax € B;
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(c) Bes absorbente: si z € E, hay algtin t > 0 tal que tz € B;
(d) B es limitada: si z € E, entonces {¢t > 0 : tz € B} es un intervalo finito (0, ty).

Inversamente, si un conjunto A C E es convexo, equilibrado, absorbente y limitado, se
define su calibrador de Minkowski por:

pa(x) :=inf{s > 0:s5'x € A} € [0, ).
Demostrar que ps es una norma sobre Ey que A= {x € E: pa(x) < 1}.

Ejercicio 3.9. Seap € (1,), ¢ = p/(p — 1), y sea I = [a, b] un intervalo compacto de R.
Completar el Ejemplo 3.11, al demostrar las desigualdades de Holder y Minkowski para
f.g€ LCP(I), h e LECYI):

b b 1/p b 1/q

/ If(t)h(t)ldt<( / If(t)lf’dt) ( / |h(t>|th) ,
b 1/p b 1/p b 1/p
( / |f<t>+g<t>|Pdt) <( i If(t)lpdt) +( i |g<t>|Pdt) |

[ Indicacién: usar la desigualdad de Young cd < ¢?/p + d9/q con ¢ = |f(¢t)], d = |h()l;
luego adaptar las demostraciones de los Lemas 3.6 y 3.7 a este caso. ]|

Ejercicio 3.10 (Lema de Riesz). Sea F un subespacio cerrado del espacio normado E. Si
0 < ¢ < 1, demostrar que existe z € E tal que®

lzl =1 y d(z,F)>1-e.

[ Indicacién: témese x € E \ F y verificar que hay u € F tal que ||x — ul| < d(x,F)/(1 —¢).
Siv € F, usar el vector y := u + ||x — u||v para comprobar que z := (x —u)/||x — u]| satisface
lz—o|| >1-e.1]

Ejercicio 3.11. SiE es un espacio normado con dim E = oo, demostrar que la bola unitaria
cerrada B(0;1) = {x € E : ||x|| < 1} no es compacta. Concluir que el teorema de Heine y
Borel no es vilido en espacios normados infinitodimensionales.
[ Indicacién: usar el Ejercicio 3.7(a) y el Lema de Riesz para construir inductivamente
. = 1
una sucesion {x,} en B(0; 1) tal que [|x,, — xn|| > 5 param # n. ||

°En un espacio de Hilbert, se puede obtener ||z|]| = 1y d(z, F) = 1. En espacios normados més generales,
solo se puede aseguar una distancia levemente menor que 1.
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Ejercicio 3.12. Seal < p < o0y q=p/(p—1). Verificar que la férmula
(y,x) := Z ykxe para yeld, xe P,
k=0

define una aplicacién bilineal £9x £# — C. Usar esta férmula para construir una biyeccién
isométrica entre el espacio dual (¢)* y ¢9. Esto establece un isomorfismo (/)" =~ ¢4.
Concluir que (£7)** ~ €, es decir, que £ es reflexivo.

En los ejercicios que siguen, E, F, G son espacios normados; L(E, F) es el espacio de
aplicaciones lineales continuas de E en F; L(E) = L(E, E); y E* = L(E, C) es el espacio dual
de E.

Ejercicio 3.13. Si Ey es un subespacio denso de E; si F es un espacio de Banach; y si
To: Ey — F es una aplicacién lineal tal que [|Tox|| < M ||x|| para todo x € Ey, demostrar
que hay una iinica extensién de Ty a una aplicacién lineal continua T € L(E, F) tal que
ITIl < M.

Ejercicio 3.14. (a) Una matriz cuadrada A € M,(C) define un operador lineal x — Ax
sobre el espacio normado (C", ||-||,). Verificar que la férmula

lAllp—p := sup{ |Ax]l, : x € C", [Ix|l, < 1}
define una norma sobre M,(C), para 1 < p < co.

(b) Comprobar las igualdades?
n n
1Allio1 = max > Jagl,  [|Allomeo = max > layl.
1<j<n Py 1<i<n P

(c) Encontrar B € M»(C) tal que las tres normas ||B||1-1, ||Bll2—2, ||Bllcw—c son distintas.

Ejercicio 3.15. (a) Un operador lineal S € £(E) es idempotente si $> = S. Si S # 0,
mostrar que ||S|| > 1.

(b) Encontrar un idempotente S € £(C?) tal que ||S|| > 1. [ Indicacién: se toma E = C?
con la norma euclidiana usual; la matriz de S es una matriz 2 x 2 idempotente.

Ejercicio 3.16. En este problema, E = C([0,1]) y ¢, x, ¢ son formas lineales sobre E.
(a) Sitg € [0, 1], mostrar que (@, f) := f(ty) define ¢ € E* y calcular ||¢]|.

7Estas son las normas por sumas de columnas [resp., filas] introducidas en el Ejemplo 3.24.
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(b) Comprobar que (y, f) := fol f(t)dt define y € E* y calcular || x|

(c) Si f # g en C([0,1]), encontrar ¢ € E* con ¥/(f) # (g).

Ejercicio 3.17. Sea B(E, F;G) el espacio vectorial de las aplicaciones bilineales continuas
B: Ex F — G. Comprobar que la férmula

1Bl := sup{ [B(x, y)| - [lx[| < 1, flyll <1}

define una norma en B(E, F;G).
Demostrar que hay un isomorfismo isométrico entre B(E, F; G) y L(E, L(F, G)).

Ejercicio 3.18. Si S € L(E, F), su transpuesta es la aplicacién lineal ST: F* — E* definida
por
(STw, x) := (w, Sx) para weF', x € E.

(a) Verificar que ST es continua, asi que ST € L(F*,E*).
[ Indicacién: el lado derecho es bilineal en (w, x). ]
(b) Demostrar que ||ST|| = ||S]|.
[ Indicacién: usar el Corolario 3.39 al teorema de Hahn y Banach. ]

Ejercicio 3.19. (a) Demostrar que una aplicacién bilineal continua B: EX F — G es
diferenciable en cada punto (x,y) € E X F; y que su derivada es ese punto es la
aplicacién lineal continua

B'(x,y) : (u,v) — B(x,v) + B(u,y).

(b) Demostrar de la composicién de aplicaciones lineales (T, S) — S o T define una apli-
cacién diferenciable £(E, F) x L(F, G) — L(E, G). Verificar que su derivada en (T, S)
es la aplicacion lineal (U,V) > SoU +V oT.

Ejercicio 3.20. Si f: U — F es una aplicacién diferenciable definida en un abierto U C E,
su aplicacion tangente Tf: U X E — F x F estd definida por

Tf(x.u) = (f(x). f'(x)u).

Sig: V. — G es otra diferenciable definida en un abierto V. C F tal que f(U) C V,
demostrar que la regla de la cadena para f y g es equivalente a la propiedad homomoérfica
de aplicaciones tangentes:

T(gof)=TgoTf:UXE — GXG.
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En los ejercicios que siguen, (K, p) y (L, o) son espacios métricos compactos. C(K) =
C(K, C) denota el espacio de Banach de funciones continuas f: K — C con la norma

felflle-

Ejercicio 3.21.  (a) Demostrar que cualquier f € C([0,r]) es el limite uniforme de
“polinomios en cos 0”, es decir, funciones de la forma 6 + p(cos 6) donde p es un
polinomio con coeficientes en C.

(b) Demostrar que cualquier f € C([0, r]) es el limite uniforme de polinomios trigono-
métricos pares, es decir, funciones de la forma

q(0) :=ap+ajcos +arcos20 +---+a,cosnd con neN.

Ejercicio 3.22. Demostrar que el espacio de Banach C(K) es separable cuando el espacio
métrico K es compacto.

[ Indicacién: se sabe que K es separable, por el Ejercicio 2.10; sea A una parte nume-
rable densa de K. Considérese las funciones de la forma g,(x) := d(x, K \ B,) donde los B,
son bolas abiertas con centros en A y radios en Q. Demostrar que estas funciones separan
los puntos de K. ]

Ejercicio 3.23. Si[a, b] C R es un intervalo compacto, dendtese por C*([a, b]) la totalidad
de funciones continuas f € C([a, b]) tales que f es de clase C™ en el intervalo abierto (a, b).
Demostrar que C*([a, b]) es denso en C([a, b]).

Ejercicio 3.24. Sity € [a,b] y si f € C([a, b]) satistace f(ty) = 0, demostrar que hay una
sucesién de polinomios {p,} con p,(ty) = O para cada n, tal que p,(t) — f(¢) uniforme-
mente sobre [a, b].

[ Indicacién: agregar una constante. ]|

Ejercicio 3.25. (a) El producto cartesiano K X L es un espacio métrico con la métrica

7((x1, Y1), (x2, y2)) := p(x1,x2) + o(y1, y2).
Demostrar que K X Les compacto.

(b) Comprobar de las funciones de la forma

h(x,y) = ) filx) ge(y),
k=1

conm € N, cada fi € C(K) y gr € C(L), forman un subespacio denso de C(K x L).
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Ejercicios sobre espacios de Hilbert
En estos ejercicios, H es un espacio de Hilbert, con producto escalar (x,y) — (x| y).

Ejercicio 4.1. Demostrar, con el uso de la ley de cosenos, el siguiente teorema de la
geometria euclidiana: si ABCD es un paralelogramo con diagonales AC y BD, entonces

|AC|? + |BD|? = |AB|? + |BC|? + |CD|? + |DAJ?.

Ejercicio 4.2. Demostrar el teorema de Jordan y von Neumann: si E es un espacio normado
cuya norma cumple la ley del paralelogramo, las siguientes formulas definen un producto escalar
compatible con esa norma:

Rix|y) = (e +yl* = lIxlI* = lyll?),  Tx |y == S(lIx = iyll* = lIx[I* = llyl1?).
(a) Comprobar primero la relacién siguiente, para x,y, z € E:
llx +y + 2112 + [Ix]” + lyll* + 1zl = llx + yll® + lly + z)|* + [z + x|1*.

[ Indicacién: considerar un paralelepipedo con vértices 0,x,y,z.] Concluir que

Rix|y+z)=R{x|y)+ R{x|2).
(b) Deducir que R{x|ay) = a R{x|y) paraa € N,a € Z, & € Q, a € R sucesivamente.

(c) Mostrar que R{x | ix) = 0. Concluir que {x | y) := R(x | y) — i R{x | iy) cumple
todas las propiedades de un producto escalar en E, y que (x | x) = ||x||>.

Ejercicio 4.3. En el espacio de Banach C([0, 1]), encontrar dos funciones f, g tales que
f(#)g(t) = 0 mientras || flleo = l|gllo = [If +9lleo = IIf —9gllo = 1. Concluir que este espacio
de Banach no es un espacio de Hilbert.

Ejercicio 4.4. (a) Demostrar que la norma en un espacio de Hilbert real H es una fun-
cién diferenciable fuera de 0; si f: H \ {0} — (0, o) estd dada por f(x) := ||x||,
mostrar que

f(x)u= % para x #0, u € H.

[ Indicacién: considerar g(x) := ||x||%. ]

(b) Sia€R, h(x) := ||x||* para x # 0, comprobar que #'(x)u = a(x | u) ||x[|* 2. Deducir
una férmula para las derivadas parciales 9/0x;(r*) cuando r = ||x|| en R™.

(c) Demostrar que la norma ||x||; := |x1| + |x2| no es diferenciable en el punto x = (1,0)
en R?.
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y/llyll

Figura 4.4: El lema de simetria

Ejercicio 4.5. Si E es un espacio prehilbertiano y si x,y € E \ {0}, comprobar el lema de
simetria (véase la Figura 4.4):

—llx IIyH

= — [lyllx

||y|| || I
Ejercicio 4.6. La matriz de Gram de n vectores x1, . .., x, € 3 es la matriz A € M,(C) con
entradas a;; := (x; | x;) € C; su determinante de Gram es la funcién G(xy, . .., x,) := det A.

(a) Mostrar que A es (semidefinida) positiva: (z | Az) > 0 para todo z € C". Concluir
que G(x1,...,x,) > 0.

(b) Sin < dim X, mostrar que x1, ..., x, son linealmente independientes en J si y solo
si G(x1,...,x,) > 0.

(c) Deducir la desigualdad de Schwarz del caso n = 2. En el caso n = 3, comprobar la
relacién, para x,y,z € 3 \ {0}:

Il | JWIDP | 1E0F | g Clw @12 Gl

+ <
lxlPlyll>  yliPlzl> - [zl lx]? lx Pyl 12112

Ejercicio 4.7. En el espacio vectorial M,(C) ~ £(C"), la norma [|Al|r := +/tr(A*A) de
Frobenius es equivalente a la norma operatorial de £(C"):

Al := sup{ [|Ax|| : x € C", |lx[| < 1}.

La matriz A*A es positiva, con autovalores yf > ,ug > -+ > p2 > 0. Usar la relacién
|Ax||? = (x | A*Ax) para mostrar que ||A|| = p1 y para obtener las cotas exactas:®

Al < llAlle < VnlA]l.
Exhibir dos matrices B, C tales que ||B|| = ||Bllr y |ICllr = Vn ||C].

$Los nliimeros no negativos yy > p» > -+ > i, son los valores singulares de la matriz A.
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Ejercicio 4.8.  (a) Sea {u; : j € A} una familia ortonormal en 3, y sea F el espacio
C-vectorial generado por los vectores u;. Comprobar que {u; : j € A} estotal en H
si'y solo si F es un subespacio denso de 3.

(b) Si D = {x, : n € N} es un conjunto numerable denso en H, demostrar que el
algoritmo de Gram y Schmidt, aplicado a D (o bien a una parte de D) produce una
base ortonormal numerable para J.

Ejercicio 4.9 (Factorizacién de Cholesky). Sea A = [a;;] € M,(C) una matriz definida
positiva. Definase una funcién de dos variables sobre C" por

(w2 = wayz;.
ij=1
(a) Comprobar que (- | -)) es un producto escalar sobre C".

(b) Encontrar un juego de vectores yi,...,y, € C" y una matriz triangular superior
B € M,(C) tales que

J
bi>0,  (yilyh=Oparai#j, ¢ = buy
k=1
parai,j =1,...,n; donde {eq,...,e,} es la base estindar de C". [ Indicacién: usar
el algoritmo de Gram y Schmidt sin normalizacién. ]

(c) Comprobar que A = B*B de manera tinica: si A = C*C donde C es triangular superior
con entradas diagonales positivas, entonces C = B.

Ejercicio 4.10. Elespacio de Hilbert ¢? tiene base ortonormal estindar {eg, eq, ..., en, ... }.
Considérese la familia de vectores:

ey — eq ey + el — 2e ep+el+---+ey_| —ney
ui = , W= ——m——, = Up = s
V2 V6 Vn(n+1)
Demostrar que {u1, ..., un, ...} es otra base ortonormal de £2. Concluir que

F::{xel’Z:Zxk:O}
k=0

es un subespacio denso de £2.
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Sea I C R un intervalo real. Si p: I — (0, o) es una funcidn positiva continua y si hay
un par de constantes A, C > 0 tales que p(t) < Ce™ para todo t € I, dicese que p es una
funcion de peso sobre I. Se sabe que los monomios {1, ¢, t2, ...} forman una familia total®
en el espacio de Hilbert L(I, p dt), cuyo producto escalar es

(f1g) = /I FO) g(6) p(t) dr.

Ejercicio 4.11. Los polinomios de Laguerre { L, : n € N} son los polinomios obtenidos de
{1,t,£2,...} por el algoritmo de Gram y Schmidt, en el caso I = [0, ), p(t) := . Su
definicién més directa es por la funcion generatriz:
—st/(] -s) o0
w(t,s) = Z Ln(t)s" para t>0; [s| <1.

n=0

Calcular L,(¢) paran = 0,1,2,3,4 y verificar la ortonormalidad™®

(L | L) = /O L) Loty e dt = [m = n]

param,n € {0,1,2,3,4}.

Ejercicio 4.12. Los polinomios de Hermite { H, : n € N} son proporcionales a los poli-
nomios obtenidos de {1,¢,¢2,...} por el algoritmo de Gram y Schmidt, en el caso I = R,

p(t) := e, Su definicién més directa es por la funcién generatriz:
w(t,s) = e = i H, (t) — para s,t€R.
n=0
Calcular H,(t) paran = 0,1,2,3,4 y verificar la ortogonalidad
(Hp, | Hy) = [00 Hu(t)Hy(t)e " dt =0 cuando m#n

para m,n € {0,1,2,3,4}. Obtener también las constantes'* A, := /_o:o H,(t)? et dt para
n=0,1,2,3,4.

9Para una prueba, véase el Lema 16.2.1 del libro: Ph. Blanchard y E. Briining, Mathematical Methods in
Physics, Birkhiuser, Boston, 2003.

1°Las funciones de Laguerre I,(t) := e~*/2L,(t) son reales y forman una base ortonormal para L2([0, c0)).

I'Conviene usar la férmula f_z et dt = /. Las funciones de Hermite h,(t) = A,'/%e~**/2H,(t) son
reales y forman una base ortonormal para L*(R). -
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Ejercicio 4.13. Los polinomios de Chebyshev {T, : n € N} son proporcionales a los
polinomios obtenidos de {1,¢,£%,...} por el algoritmo de Gram y Schmid, en el caso

I=(=1,1), p(t) := 1/V¥1 = t2. Su definicién directa es
Tu(cos0) := cosnf, para -7 <0<m.

Verificar la ortogonalidad

1 dt T
(T | Ty) = / T (t) T,(t) = / cosmb cosnfdf =0
-1 V-2 Jo

paratodo m # nen N. Calcular el valor de esta integral cuando m = n. Demostrar también
la relacion de recurrencia para n > 2:

Tn(t) -2t Tn—l(t) + Tn—Z(t) = 0.

Ejercicio 4.14. Las funciones de Haar i/, paran € N, k € {0, 1,...,2"—1}, son funciones
escalonadas en el intervalo [0, 1] definidas por

Yar(t) = 222" k), Yt :=[0<t<3]-[3<t<1].

(a) Graﬁcar las funciones 1,0 = 1,0()(), 1701(), l//11, 1,02(), 17022, lﬁzz, 1/123 .

(b) Demostrar que los ¥ constituyen una familia ortonormal™ en el espacio de Hilbert
L([0,1]).

(c) Si f:[0,1] - C es continua, demostrar que f es un limite uniforme — sobre el
intervalo [0, 1] — de combinaciones lineales de funciones de Haar. [[Indicacién:
considerar primero el caso especial de una funcién constante.

(d) Concluir que {Ymr : n € N, 0 < k < 2"} es una base ortonormal de L*([0, 1]).

Ejercicio 4.15. Si T € L(H), comprobar que ||Tx[|*> < ||T*T|| ||x||* para todo x € H.
Concluir™ que ||T*T|| = |||

Ejercicio 4.16. Si T € L(H), demostrar que T*T = TT* si y solo si ||T*x|| = ||Tx|| para
todo x € H.

2Una funcién R-integrable f tal que fol |£(t)|>dt < oo representa un elemento de L*([0, 1]), aunque
tenga un ndmero finito de discontinuidades.

3Una C*-algebra es un 4lgebra de Banach involutiva A tal que [|x*x|| = [|x||* para todo x € A. Un famoso
teorema de Gelfand y Naimark (1943) asegura que A es isomorfa a una subalgebra cerrada de £(%), donde
H es algiin espacio de Hilbert (posiblemente inseparable).
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En los ejercicios que siguen, f: R — C es una funcién periédica de periodo 2. Sus

1 T
coeficientes de Fourier son las integrales ¢ := > / e~ %0 £(0) do.
T J-n

Ejercicio 4.17. Si la serie de funciones 0 +— 3> cx e converge uniformemente en el

intervalo [—r, ], con suma f(6), demostrar que esta serie coincide con la serie de Fourier
de la funcién f.

Ejercicio 4.18. Sea f una funcién periédica de clase C'.
(a) Comprobar que las coeficientes de Fourier de f” son & := ik ¢, para todo k € Z.

(b) Demostrar que las siguientes dos series numéricas son convergentes:

DA+l <o, Y el < .

k=—00 k=—c0

(c) Concluir que la serie de Fourier de f converge absoluta y uniformemente en el
intervalo [-r, 7] y que la suma coincide con la funcién f.

Ejercicio 4.19. Si f,g € C([-r, ]) son periddicas de periodo 27, con series de Fourier
respectivas Y ez ¢k €50 v Yiez di €%, demostrar que la convolucion

frg0 =5 [ r0-9a)ds

tiene la serie de Fourier

(o)

Z ck dk eik9

k:—OO
y que esta serie converge absolutamente [ Indicacién: usar la desigualdad de Schwarz ] y

uniformemente en 0. Concluir que la funcién f * g es también continua y que la suma de
la serie de Fourier es f x g(0). [ Indicacién: Ejercicio 4.17.]

Ejercicio 4.20. Usar la serie de Fourier para la funcién periddica impar dada por £(6) := 0
cuando -7 < 0 < 7, para comprobar que

\S]

Z:(—l)k_1 # = 0 cuando -7 <0 <.
k=1

Deducir la férmula de Gregory:

i "
2m+1 4

m=0
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Ejercicio 4.21. Usar la serie de Fourier para la funcién periédica par dada por f(6) := |6|
cuando —r < 0 < 7, para comprobar que
4 i cos(2m + 1)6

o= — - =
101 = 2 ndd 2m+1)2

«51

cuando -7 <6< .

m=0

Deducir las formulas de Euler:

- 1 2 1 T
LEmr =8 w6

n=1

Ejercicio 4.22. Usar la serie de Fourier para la funcién periédica impar definida por
f(6) := 6(x — |0]) cuando -z < 6 < 7, para obtener la férmula

Z -nm =
(2m+1)3_32'
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