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Introduccion

En 1956, Henri Cartan y Samuel Eilenberg publicaron su libro cldsico Homological Algebra,
para hacer una sintesis — muy exitosa — de la profusion de invariantes algebraicas que habian
surgido en la topologia y la geometria diferencial durante el medio siglo anterior. Lograron
extraer la esencia algebraica de esas teorias, formando asi una nueva rama del dlgebra. Sin
embargo, esa sintesis resulté ser solo el inicio de una familia de homologias y cohomologias
generalizadas, con contribuciones de la geometria algebraica, la fisica tedrica y la teoria
general de categorias.

Este curso pretende ser una introduccion a ese panorama, empezando por las bases de la
co/homologia de R-mddulos y de la teoria de categorias, seguido por una inspeccién de diver-
sas co/homologias particulares: homologia singular, cohomologia de de Rham, cohomologia
de grupos, co/homologia de Hochschild y co/homologia ciclica de dlgebras. El prerrequisito
esencial es un buen curso de dlgebra (grupos y anillos).

Jean Dieudonné escribié una historia detallada de la topologia (algebraica y diferencial)
en la primera mitad del siglo XX. En ella, identifica el origen de la “homologia cldsica” en los
trabajos de Henri Poincaré sobre su analysis situs a partir de 1895. Poincaré trat6 de clasificar
ciertas partes de R" (variedades diferenciales, en esencia) mediante ciertas “homologias”
entre subvariedades. Eso fue el comienzo de una teoria sistemdtica ahora llamada topologia
algebraica, que clasifica espacios topoldgicos mediante ciertos invariantes algebraicos, sus
grupos de homologia. El trabajo de tesis de Georges de Rham (1931) acerca de las formas
diferenciales resalté una teoria dual llamada cohomologia. Ya para entonces, se disponia de
varias recetas para construir invariantes de ambos tipos: la sintesis de Cartan y Eilenberg
logré extraer la esencia algebraica de tales construcciones.

A partir de 1942, Eilenberg y su colega Saunders MacLane identificaron una estructura ge-
neral en los cdlculos cohomolégicos que les permitié distinguir entre isomorfismos “naturales”
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y “no naturales”, dando lugar a la idea de un funtor entre tales estructuras, que ellos bauti-
zaron ‘“‘categorias”. Su concepto clave era el de una “transformacion natural” entre funtores.
Muy répidamente, este nuevo lenguaje permitié sistematizar el dlgebra de las homologias y
cohomologias, y poco tiempo después fue aprovechado por Alexandre Grothendieck (1958)
para rehacer la geometria algebraica en su formulacién moderna.

Hoy en dia, el dlgebra homoldgica es una teoria algebraica que se nutre de esas raices
histdricas pero a la vez tiene nuevas ramificaciones. Por un lado, han surgido co/homologias
generalizadas, como la K-teoria topoldgica que subyace el teorema del indice de Atyiah
y Singer, o la cohomologia ciclica de Connes y Tsygan que permite hablar de “formas
diferenciales no conmutativas”. Por otro lado, las categorias han emergido como una teoria
algebraica auténoma, tan bdsico como los grupos y anillos, que no se reduce a un mero
catdlogo de ejemplos.

Este curso pretende ser una introduccion sistemadtica a ese panorama.

Temario

Prolegémenos sobre R-médulos Mdédulos sobre un anillo R, complejos de médulos, suce-
siones exactas cortas, los lemas de 5 y de 3 X 3, sucesiones exactas largas en homologia.

Categorias y funtores Definicion y ejemplos de categorias. Funtores y transformaciones
naturales. Funtores representables, el lema de Yoneda. Limites y colimites, productos y
coproductos, pullbacks y pushouts. Nicleos y contcleos, categorias abelianas. Funtores
adjuntos, la adjuncion entre los funtores (— ®g M) y Homg(M, —).

Resoluciones y funtores derivados Moddulos proyectivos e inyectivos. Resoluciones de un
modulo, funtores derivados izquierdos y derechos. Extensiones, productos de torsion.
La férmula de Kiinneth para complejos de cadenas.

Ejemplos de homologias y cohomologias La homologia singular de un espacio topoldgico.
Cohomologia de de Rham de una variedad diferencial. Complejos de Koszul de anillos
conmutativos. Cohomologia de grupos y extensiones de grupos. Homologia y coho-
mologia de Hochschild de un dlgebra asociativa. Cohomologia ciclica de un dlgebra
asociativa y su relacién con la cohomologia de Hochschild. Cohomologia de Cech y la
clasificacion de fibrados de linea.
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1 Modulos sobre un anillo

A famous exercise from Serge Lang’s influential text-
book Algebra [1965, p. 105] reads: “Take any book
on homological algebra, and prove all the theorems
without looking at the proofs given in that book.” (In
later editions of the book Lang takes a more moderate
position; see Lang [1993].)

— David Eisenbud

Los objetos del dlgebra homoldgica son ciertos “grupos de homologia” y las relaciones
entre ellos. Una de sus fuentes es la topologia combinatorial, donde los espacios que ad-
miten triangulaciones obedecen ciertas relaciones combinatorias; otra fuente es el dlgebra
conmutativa que subyace la geometria algebraica. En ambos casos los manejos algebraicos
usados para clasificar las estructuras de la teoria presentan muchos rasgos en comun. Resulta
util estudiar esos manejos algebraicos con eventuales aplicaciones en diversos contextos: ese
estudio abstracto es el tema de este curso.

1.1 Anillos y modulos

Un anillo R es un grupo abeliano (con suma) y a la vez un monoide (con producto), con
leyes distributivas que ligan las dos operaciones: a(b + ¢) = ab + ac, (a + b)c = ac + bc. La
suma es conmutativa pero el producto podria ser conmutativo o no. Cabe recordar que un
monoide es un semigrupo con una identidad multiplicativa 1. Los elementos especiales O y 1
son distintos, con la tnica excepcion del anillo trivial R = {0}.!

Un homomorfismo de anillos f: R — S es una aplicacién que preserva las operaciones
de suma y producto, y también respeta la identidad:

fla+b)= fla)+ f(b).  flab) = f(a) f(b),  f(1)=1.

Un homomorfismo biyectivo es un isomorfismo. Si existe un isomorfismo de R en S, dicese
que los anillos Ry S son isomorfos.

Ejemplo 1.1. El conjunto Z de los niimeros enteros es un anillo conmutativo.

Un cuerpo [F es un anillo conmutativo (no nulo) donde todo elemento no cero es invertible:
el monoide multiplicativo es el grupo abeliano F* := [\ {0}. Ejemplos de cuerpos son Q, R,
C: respectivamente, los nimeros racionales, reales y complejos.

! Antes de 1960 se admitia el concepto de un “anillo sin identidad” donde la estructura multiplicativa es solo
un semigrupo. Bajo la influencia de Bourbaki, esa costumbre fue abandonada; en este curso todos los anillos
poseen identidades, conservadas bajo homomorfismos de anillos.
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Los polinomios sobre F en un indeterminado ¢ forman el anillo F[¢]. Este anillo con-
mutativo es entero, es decir, no posee divisores de cero: si p(t), q(t) € F[t] \ {0}, donde
p(t)=ap+ayt+---+ayt"yq(t)=by+ byt +---+byt™ cona, #0,b, #0en [, entonces

t t) = apbo + (a0b1 + alb())t + (a0b2 +a1by + azb())tz + -+ ayby, tn+m,
p(t) q(t)

asi que anb,, # 0 en Fy por lo tanto p(t)q(t) # 0 en F[¢]. Ademas, el anillo F[¢] es principal:
cada ideal de [F[t] es de la forma (r(t)) := {p(t) r(t) : p(t) € F[¢t] }; en otras palabras, el ideal
estd generado por un solo elemento r(¢). En resumen: [F[¢] es un anillo entero principal.

El anillo finito Z/n = {0,1,2,...,n— 1} de los residuos de enteros bajo divisiéon por n
contiene divisores de cero si n no es un nimero primo. En efecto, si n = rs entonces rs = 0
en Z/n. En cambio, si p € N es un niimero primo, entonces Z/p es un cuerpo finito.2 ¢

Ejemplo 1.2. Si R es un anillo cualquiera y si n € N*, el anillo M,(R) es la totalidad de
matrices n X n con entradas en R, con el producto matricial evidente:

[Cij] = [aij] [bij] si y solo si todo Cik = Z al'jbjk.
j=1

Si (V, +) es un grupo abeliano, los endomorfismos de V [es decir, las aplicaciones aditivas
f:V — V]forman un anillo End V bajo suma y composicién. EnelcasoV = R®R®---®R
con n sumandos, hay un isomorfismo obvio entre M,(R) y End V. o

Ejemplo 1.3. Si G es un grupo finito y R es un anillo conmutativo, el anillo grupal RG es
la totalidad de sumas formales o = )}, ax x con x € G, ax € R, con la operacién de suma
evidente: si f = },c; fx X, entonces a + f = Y, cq(ax + ) x. La multiplicacion en RG es:

I DIFI B IPILEVEDS PITH PR

x€G yeG x€G yeG zeG \xy=z

La identidad del anillo RG es el elemento neutro 1 € G. o

» Ladefinicién que sigue es una generalizacion directa del concepto de un [F-espacio vectorial.

Definicion 1.4. Sea R un anillo. Un grupo abeliano A es un R-moddulo izquierdo si existe
una aplicacion p: Rx A — A : (r,a) — ra, que cumple las propiedades:

r(a+b)=ra+rb, (r+s)a=ra+sa, r(sa) = (rs)a, la =a, (1.2)

*Cada cuerpo F contiene 0 y 1. Si hay un primopcon1+1+---+ 1 = 0 (con p sumandos), entonces el
subcuerpo generado por 1 es isomorfo a Z/p; pero si no, el subcuerpo generado por 1 es isomorfo a Q. Dicese
que [ tiene caracteristica p, respectivamente caracteristica 0, en estos dos casos.

1-2
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paratodor,s € Ry a,b € A. La aplicacion y se llama una accién de R sobre A.
De modo similar, un grupo abeliano C es un R-mdédulo derecho si existe una aplicacion
v:CXR— C:(c,r) cr,que satisface

(c+d)r=cr+dr, c(r +s) =cr+cs, (cs)r = c(sr), cl =c,
paratodor,s € Ryc,d € C. o

Al escribir fi(r) : a— ray ¥(r) : ¢ — cr, estas propiedades dicen que ji: R — End A es
un homomorfismo de anillos. A su vez, 7: R° — End C es otro homomorfismo de anillos,
donde R° denota el anillo opuesto de R. En detalle, los grupos abelianos (R, +) y (R°, +)
coinciden, pero se revierte el producto: al escribir R° := {r° : r € R}, vale r°s° := (sr)°. La
aplicacion R — R° : r +— r° es un isomorfismo de anillos si y solo si R es conmutativo.

Fijese que cualquier R-mdédulo derecho C puede ser considerado como un R°-mdédulo
izquierdo, al definir r°c := cr parar € R, ¢ € C. En todo lo que sigue, basta demostrar las
proposiciones para uno de los dos tipos de médulos unilaterales.

Ahora bien, si R es conmutativo, un R-mddulo unilateral es también bilateral, al definir
rc := cr o bien ar := ra segun el caso. En tales circunstancias, dicese que A y C son
R-modulos simplemente.

Ejemplo 1.5. Si [ es un cuerpo, un F-modulo V es simplemente un espacio vectorial sobre [,
en donde la operacion p: F XV — V es la multiplicacion escalar. (Por eso, la teoria de los
R-modulos generaliza el dlgebra lineal.) ¢

Ejemplo 1.6. Un Z-modulo A es simplemente un grupo abeliano sin mds estructura. De
hecho, la propiedad 1a = a y la propiedad distributiva implican que

na=(1+1+---+la=a+a+---+a (nveces),

para n € N; ademads, (—n)a = (—1)(na) = —na. De este modo, la accién obvia de Z sobre A
es la tinica accion posible. ¢

Cualquier anillo R es un R-mdédulo izquierdo: en tal caso, las propiedades (1.2) no son
otra cosa que la distributividad y la asociatividad de las operaciones binarias de R. El anillo
R es también un R-moédulo derecho, de la misma manera.

Cualquier ideal izquierdo ] C R es un R-moddulo izquierdo, puesto que r € R, t € |
implican rt € J. El grupo abeliano cociente R/J es otro R-mddulo izquierdo, con la accién

r(s+]):=rs+].

Ejemplo 1.7. El grupo abeliano R" := R®R&®- - - @ R (con n sumandos), considerado como la
totalidad de “vectores columna” con n entradas en R, es un R-mddulo izquierdo con la accion
obvia: r(ci,...,cn)" = (rei,...,rep)'. Los elementos e; := (0,...,0,1,0,...,0)" € R",
donde la entrada 1 aparece en la posicion #j, tiene dos propiedades notables:
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(a) cada x € R" es de la forma x = rie; + - -+ + rye, para algunos ry, ..., r, € R;
(b) ysirje;+---+r,e, =0enR" entoncesr; =---=r, =0enR.

Es decir, el conjunto de elementos {ej, ez, ..., e,} genera el R-médulo R" y a la vez son
independientes. Por lo tanto, la expansion x = rje; + --- + rpe, de un elemento x € R" es
tnica. Dicese que {ej,es,...,e,} es una base de R". [Cualquier parte E de un R-médulo
izquierdo A se llama base de A si posee las dos propiedades (a) y (b).]

Un R-médulo izquierdo es libre si posee una base. Se sabe que cualquier espacio [F-
vectorial posee una base y que todas sus bases tienen la misma cardinalidad.

Para un anillo R cualquiera, la existencia de una base no estd garantizada. Fijese que R"
es un S-médulo izquierdo para el anillo S = M,(R), de manera evidente:

rntT ... I\ [C1 rii€1 + -+ rncn

'mi ... Tnn Cn niCl + - + InnCn
Ahora la columna e; = (1,0, ...,0)", por si sola, genera R" como S-médulo izquierdo. Pero
si [sij] € S con cada s;; = 0, entonces [s;jJe; = 0 en R": para n > 2 la condicién (b) de
independencia no se cumple, asi que R" no es libre como S-modulo izquierdo. o

» En lo que sigue, conviene abreviar la frase “R-moédulo izquierdo” por “R-médulo”, sim-
plemente: se entenderd que las definiciones que siguen son aplicables para las dos clases de
R-médulos unilaterales y también para R-mdédulos bilaterales (cuando R es conmutativo).

El concepto de R-submédulo A C B es obvio: este es un subgrupo abeliano de (B, +)
estable bajo la accion de R, estoes: a € A = ra € A parar € R. También se define un
R-médulo cociente B/A por la accién r(b + A) := rb + A. Como de costumbre, se escribe
[b] = b + A para denotar una coclase en B/A.

Definicion 1.8. Una aplicaciéon f: A — B entre dos R-mddulos es un homomorfismo de
maodulos sobre R, 0 mas brevemente un R-homomorfismo, si

fa+b)=f(a)+ f(b) y f(ra)=rf(a), paratodo a,be A, reR.

Si esta aplicacion es inyectiva, sobreyectiva, o biyectiva, dicese que f es un R-monomorfismo;
un R-epimorfismo; o un R-isomorfismo, respectivamente.
El nuicleo y la imagen de f son los R-submédulos:

ker f:={aecA: f(a)=0} CA, imf:={f(a)eB:aeA} CB.
Al pasar al cociente, se definen el conticleo y la coimagen de f por:

coker f := B/(im f); coim f := A/(ker f). O
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Cuando A es un R-subméddulo de B, la inclusion j: A — B es un R-monomorfismo; y la
aplicacion cociente p: B — B/A: b — b + A es un R-epimorfismo.

Escolio 1.9. Cualquier R-homomorfismo entre R-modulos f: A — B se factoriza como la
composicion de un epimorfismo, un isomorfismo y un monomorfismo (en ese orden):

A ! > B

N A

coimfinmf =

Definicion 1.10. El conjunto de los R-homomorfismos de A en B se denota Homg(A, B); o
a veces por Hom(A, B) simplemente cuando la accién de R es obvio. Este es un grupo abeliano
bajo la suma puntual de R-homomorfismos:

(&)(a) := f(a) +g(a) € B, paratodo f,g € Homg(A,B), a € A.

Si B = A, un R-homomorfismo f: A — A es un R-endomorfismo de A. Tales endo-
morfismos forman un anillo bajo suma y composicién, denotado Endg A = Homg(A, A). La
identidad de este anillo se denota por 14. ¢

Definicion 1.11. La suma directa A ® B de dos R-mddulos A y B es el conjunto de pares
ordenados (a, b) € A X B con suma y R-accion obvias:

(a1,b1) + (a2, b2) := (a1 + a2, by + b2), r(a,b) := (ra,rb).

Esta suma directa viene acompafiada de dos R-monomorfismos ji, jo» y dos R-epimorfismos
p1, p2 con los siguientes dominios y codominios:

J1 J2
A<p—_1>A@B<p_—2)B

los cuales cumplen las siguientes igualdades:

prii=1a p1jo=0, prj1 =0, prjo=1g, jipi+jp2=laes. (1.3)

[ A veces se llama suma directa externa a este R-moédulo de pares ordenados, en contraste
con el caso de un R-médulo C con submédulos A y B, acompaiiados con R-homomorfismos
j;, jé, p’l, pé que satisfacen el andlogo de (1.3) — una suma directa interna. En tal caso, se
puede construir un isomorfismo A @ B ~ C, asi que la distincién carece de importancia. ] ¢

Es evidente como definir una suma directa A; & A, @ --- & A, de una cantidad finita
de R-mo6dulos. Cuando se dispone de una familia de R-mo6dulos etiquetada por un conjunto
indice infinito, se presentan dos opciones.

1-5
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Definicion 1.12. Sea dada { A; : j € J} una familia de R-mdédulos. Su producto directo
[1;c; Aj es el producto cartesiano de los A; con suma y accién de R entrada por entrada:

(aj) + (b]) = (aj + bj), r(aj) = (raj).

Las proyecciones pi: [];e; Aj — Ay definidas por pk((aj)) := a son R-homomorfismos.
En cambio, su suma directa (P g Ajes el R-submédulo de []; Aj cuyos elementos son las

familias (a;) para las cuales {j € J : a; # 0} es finito. Existen R-homomorfismos inyectivas
ip: Ap — @je] Aj, donde ir(by) es la familia (a;) tal que ax := by y a; := O para j # k.
Si todos los A; son copias de un solo R-mddulo A, se escribe

zijzzl_[A, A_U):z@A,

jeJ JjeJ

observando que AY) = A/ si y solo si el conjunto indice J es finito. O

» Otra forma de combinar dos moédulos sobre un anillo conmutativo R es la de formar su
producto tensorial. Para generalizar esta operacion al caso donde el anillo no es conmutativo,
es necesario considerar las acciones unilaterales de dos anillos.

Definicion 1.13. Sean Ry S dos anillos cualesquiera. Un R-S-bimdédulo es un grupo abeliano
A dotado de dos acciones RX A — A: (r,a)—>ray AxS — A: (a,s) — as tales que:

* A es un R-médulo izquierdo (Definicién 1.4);
* A es un S-modulo derecho; y
* las dos acciones son compatibles: r(as) = (ra)s € Aparatodor € R,s € S, a € A.
La tercera condicién permite escribir ras € A sin ambigiiedad. O

Cualquier grupo abeliano es un Z-mddulo de manera tnica (Ejemplo 1.6). Entonces
un R-moddulo izquierdo es un R-Z-bimddulo y un S-médulo derecho es una Z-S-bimddulo.
Entonces el concepto de bimddulo subsume todos los casos anteriores de mddulos.

Definicion 1.14. Sean dados tres anillos R, S, T; un T-R-bimédulo A y un R-S-bimédulo B.
Sea F el grupo abeliano /ibre generado por el conjunto A X B (producto cartesiano); y sea K
el subgrupo de F generado por todos los elementos de estos tres tipos:

(a+d,b)—(a,b)-(d,b), (a,b+b")—(a,b) - (a,b), (ar,b) — (a,rb),

para a,a’ € A, b,b’ € B, r € R. El grupo abeliano cociente A ® B := F/K es el producto
tensorial de Ay B sobre R.

1-6



SP-1329: Algebra Homoldgica 1.1. Anillos y médulos

Conviene escribir a ® b := (a, b) + K. Entonces A ®g B es el grupo abeliano generado por
los elementos {a® b : a € A, b € B}, sujeto solamente a las relaciones:

(a+d)®b=a®b+d ®b, a®(b+b)=a®b+a®b', ar®b=a®rb. (1.4)

Un elemento ¢ € A ®g B es una suma finita de tensores simples: ¢ = 27| a; ® b.
Fijese que A ®g B es un T-S-bimddulo, bajo las acciones obvias:

t(a®b):=ta®b, (a®b)s:=a®bs si teT,seS. O

Si el anillo R es conmutativo, un R-modulo A es un R-R-bimddulo “simétrico” donde las
dos acciones de R coinciden: ra = ar parar € R, a € A. Si B es otro R-mddulo, entonces la
accion de R sobre A ®g B obedece:

r(a®b)=ra®b=a®rb paratodo reR.

En particular, este es el caso de la multiplicacion escalar sobre el producto tensorial V @ W
de dos espacios [F-vectoriales. (En ese caso, se omite el adorno F y se escribe V @ W,
simplemente.)

Ejemplo 1.15. El producto tensorial A® B = A ®7 B de dos grupos abelianos no triviales A
y B puede ser trivial. Témese, por ejemplo, A= Z/2y B = Z/3. Sea a ® b un tensor simple
en Z/2 ® Z/3. Entonces

a®b=3a®b)-2a®b)=a®3b-2a0b=a®0-00b =0,

asique Z/2 ® Z/3 = 0. Del mismo modo, se ve que Z/m ® Z/n = 0 cuando m,n € N* son
relativamente primos.3 0

Sea f: A — A’ un homomorfismo de T-R-bimdédulos (esto es, una aplicacién aditiva tal
que f(tar) =t f(a)r paraa € A,t € T, r € R). Alavez, seag: B — B’ un homomorfismo
de R-S-bimodulos. Entonces la formula

f®g@®b):= fla)®g(h)

define un homomorfismo de T-S-bimédulos f ® g: A®gr B — A’ ®g B’; desde luego, f ® g se
llama el “producto tensorial de f y g”.

3Se escribe 0 en vez de {0} para denotar un grupo abeliano trivial, o més generalmente un R-médulo nulo.
Esa es una instancia de la costumbre, que aqui se adopta, de denotar cualquier “objeto nulo” por el simbolo 0
simplemente, y cualquier “elemento identidad” por el simbolo 1.

1-7
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1.2 Sucesiones exactas

En esta seccidn, R serd un anillo fijo, sobre el cual se tomard diversos R-mdédulos (izquierdo).

Definicién 1.16. Dados tres R-médulos A, B, C y dos R-homomorfismos f € Homg(A, B) y
g € Hompg(B, C), la “sucesion” de tres R-mddulos:

Al B 50

es exacta en B si y solo siim f = ker g (estos son dos R-submddulos de B). o

Definicion 1.17. Una sucesion de R-mdédulos de la forma*

0— AL B2 c—0 (1.5)

es una sucesion exacta corta si es exacta en A, en By en C. Dicho de otro modo, f es
inyectivo (ker f = 0); g es sobreyectivo (img = C); im f = kerg. O

Ejemplo 1.18. Considérese, por ejemplo, la suma directa de dos R-médulos A y B (Defini-
cién 1.11). Esto da lugar a dos sucesiones cortas:

P2

' . A®B s B s 0

0 > A
(1.6)

0 < AP AeB «2— B« 0

Las relaciones p;jo = 0y poji = 0 de (1.3) dicen que estas sucesiones con complejos de
R-modulos. Las relaciones py j;1 = 14y p2 jo = 1p implican que jj, j» son inyectivas y que p1,
p2 son sobreyectivas. La ultimarelacion jj p1+j2 p2 = 1agp muestraqueim j; = A®0 = kerps
y imj, = 0 & B = ker p;. Por lo tanto, estas dos sucesiones cortas son exactas. O

Lema 1.19 (Lema de cinco). Considérese un diagrama conmutativo de R-modulos y R-
homomorfismos cuyas dos filas son sucesiones exactas:

fi f f fa

Ay > Ao > Az — A4 > As
ull uzl u3J/ u4l MSJ/
B ol > By © > Bj & > By & > Bs

(a) Siuy, us son epimorfismos y us es un monomorfismo, entonces uz es un epimorfismo.

(b) Siuy, us son monomorfismosy u; es un epimorfismo, entonces uz es un monomorfismo.

4Los R-homomorfismos 0 — Ay C — 0 no se nombran, porque son dnicos: un R-homomorfismo con
dominio o codominio 0 es necesariamente trivial.

1-8
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(¢c) Siup, ug son isomorfismos, si uy es un epimorfismo y us es un monomorfismo, entonces
u3 es un isomorfismo.

Demostracion. El inciso (c) sigue inmediatamente de las partes (a) y (b).

Ad(a): Tomese b3 € Bs, asi que g3(b3) € By4. Luego g3(b3) = ug(ay) para algin ay € Ay.
Ahora us o fi(as) = g4 o ua(as) = g4 0 g3(bz) = 0, asi que f4(as) = 0 porque us es inyectivo.
Entonces a4 = f3(a3) para algin a3 € Asz. Esto dice que g3(b3) = ua o f3(a3) = gz ouz(az) y
por lo tanto g3(bs — u3(az)) = 0. Luego hay b, € B; con ga(bs) = by — us(az). Como u; es
sobreyectivo, hay a; € A; con uz(ay) = by. En seguida,

bz — u3(a3) = g2(b2) = g2 o uz(az) = u3 o fr(az),

y por ende b3 = uz(az + f2(az)). Esto muestra que u3 es sobreyectivo.

Ad(b): Toémese a3 € Ajz tal que uz(az) = 0. Entonces uq4 o f3(a3) = g3 o uz(az) = 0,
lo cual implica que f3(a3) = Oy por ende a3 = f>(ay) para algin a; € A;. Pero entonces
g2 o up(az) = uz o fo(az) = uz(az) = 0y se concluye que up(ay) = g1(by) para algin by € By.
A suvez, by = uj(a;) para algiin a; € A| porque u; es sobreyectivo. Esto implica que

uz(az) = g1(b1) = g1 ouar) = up o fi(ar).

Luego ay = fi(ay) por ser u; inyectivo. Se deduce que a3 = f>0 fi(a;) = 0. Se ha comprobado
que u3 es inyectivo. i

La técnica de la demostracion anterior es el de seguir el diagrama (“diagram chasing”):
el argumento es largo, pero cada paso individual es obvio; se trata de aprovechar todas las
facetas del diagrama para llegar a la conclusion.

Corolario 1.20 (Lema de cinco corto). Considérese un diagrama conmutativo de R-moédulos
y R-homomorfismos cuyas dos filas son sucesiones exactas cortas:

0 > A > Ap > Az > 0
ull uzl ugl
0 s B —~» B, -2 B, 5 0

Si uy y uz son (a) epimorfismos, (b) monomorfismos, o (c) isomorfismos, entonces u; también
es (a) un epimorfismo, (b) un monomorfismo, o (c) un isomorfismo, respectivamente. =|

Fijese que la sucesion 0 — A— B— 0 es exacta si y solo si f es un R-isomorfismo.
Esta simple observacion resultard muy util.
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Lema 1.21. Dado un diagrama conmutativo de R-modulos,
A B
D E

existen R-homomorfismos ii: ker f — kerh, v: coker f — cokerh tal que el siguiente
diagrama ampliado, cuyas filas son exactas, también conmuta:

an

h
—

0 —— ker f Ly A f)B p)cokerf—)O
1 l l | (1.7)
0 —— kerh J sy D — s E—2 4 cokerh — 0.

Demostracion. Enel diagrama (1.7), se exhiben las inclusionesi: ker f — Ayj: kerh — D,
y también las aplicaciones cocientes p: B — coker f y q: E — coker h. Esta claro que las
dos filas son exactas.

Sia € Acumple f(a) = 0, entonces h o u(a) = v o f(a) = v(0) = 0. Esto dice que
u(ker f) € kerh. Sea ii: ker f — kerh la restriccién de u al R-submédulo ker f de A. Es
evidente que jo#i =uoi.

Si[b] = p(b) = b+ f(A) es una coclase en coker f, con b € B, entonces [v(b)] = q(v(b)) =
v(b) + h(D) es una coclase en coker h. Si b’ € B cumple [b’] = [b], entonces b’ — b = f(a)
para algin a € A, y por ende

v(b") —=v(b) =v(b" = b) =v o f(a) = hou(a) € h(D),

asi que v: [b] — [v(b)] define bien un R-homomorfismo v: coker f — coker h. Es evidente
de esta definiciéon quevop = qov. O

La proposicion siguiente introduce una nocion bdasica del dlgebra homoldgica: un homo-
morfismo conector que une dos sucesiones cortas para formar una sucesion mds larga.

Proposicion 1.22 (Lema de la culebra). Un diagrama conmutativo de R-modulos, con filas

exactas:
A / »B—25C > 0
UJ/ v WJ/
0 yD 3 E—L L F
da lugar a una sucesion exacta de seis términos:
I g . 9 h k
keru > kerv » kerw —— cokeru —— cokerv —— cokerw (1.8)

1-10
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donde el homomorfismo conector 0: kerw — cokeru sigue la “culebra” de abajo:

keru s kerv —>— kerw

A ! > B E s c—|=0

ul v wl

4 A 4 L 4
0-—D > E > F

k
cokeru i) cokerv — coker w.

Demostracion. El Lema 1.21 define los R-homomorfismos f , 8, h, k.

Se define 0: kerw — coker u por un seguimiento del diagrama en la direccién sefialada
por la culebra. Tomese ¢ € kerw C C; entonces ¢ = g(b) para algin b € B por ser g sobre-
yectivo. Ahora 0 = w(c) = w o g(b) = k o v(b); esto dice que v(b) € kerk = im h, de modo
que hay d € D tal que v(b) = h(d). Ya se puede definir d(c) := [d] = d + u(A) € cokeru.

Para ver que el R-homomorfismo d estd bien definido, témese otro b’ € B con g(b’) = c.
Entonces g(b’ — b) = 0, asique b’ — b € kerg = im f, o sea, b’ = b + f(a) para algin a € A.
Entonces v(b") = v(b) +v o f(a) =v(b) + hou(a). Sid" € D cumple v(b') = h(d’), entonces
h(d") = h(d) + h o u(a). Como h es inyectivo por hipdtesis, se ve que d’ = d + u(a). Pero
entonces [d’] = [d] en cokeru = D/u(A). Por lo tanto, la coclase [d] depende solo de ¢ y no
de b ni de a, como era de esperar.

Falta comprobar que la sucesion (1.8) es exacta.

* Exactitud en kerv: se ve que im f C kerg porque o f(a) = go f(a) = O paraa € keru.
Ahora, si b € kerv cumple g(b) = g(b) = 0, entonces b = f(a) con a € A. Luego
hou(a) =uo f(a) = u(b) = 0; como h es inyectivo, sigue u(a) = 0, asi que a € keru,
con f(a) = f(a) = b. Se ha comprobado que kerg C im f.

* Exactitud en cokerv: es imh C kerk porque k o h([d]) = [k o h(d)] = O para todo
[d] € cokeru. Ahora, si [e] € cokerv cumple k([e]) = [k(e)] = 0, entonces k(e) € w(C),
es decir, k(e) = w(c) para algtin ¢ € C; como g es sobreyectivo, hay b € B con ¢ = g(b),
asi que k(e) = wog(b) = k ov(b) y se obtiene e — v(b) € kerk = imh y luego
e = v(b) + h(d) para algin d € D; esto dice que [e] = [A(d)] = h([d]). Se ha
comprobado que ker k C im h.

* Exactitud en ker w: se ve que im g C ker d porque b € kerv implica dog(b) = dog(b) =
[d] donde d € D cumple h(d) = v(b) = 0; como h es inyectivo, esto implicad = 0 en D
y [d] = 0 en cokeru. Ahora, si ¢ € ker w cumple d(c) = 0, entonces existen b € By
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d = u(a) € u(A) tales que ¢ = g(b), v(b) = h(d); luego, v(b) = h(d) = hou(a) =vo f(a).
Esto dice que b — f(a) € kerv, por lo tanto g(b — f(a)) =g(b) —go f(a)=c—-0=rc.
Se ha comprobado que kerd C img.

* Exactitud en coker u: se ve que im 9 C ker h porque, dados ¢ € kerwy b € Bcong(b) =
¢, hay d € D tal que v(b) = h(d); de modo que ho d(c) = h([d]) = [h(d)] = [v(b)] = O en
cokerv. Ahora, si[d] € coker u cumple A([d]) = [h(d)] = 0, entonces h(d) € v(B), o sea,
h(d) = v(b)conb € B. Seac := g(b)y fijese que w(c) = wog(b) = kov(b) = koh(d) = 0,
asi que ¢ € ker w. Entonces d(c) = [d] por la definiciéon de 0. Se ha comprobado que
ker h C im 0. O

Una descripcion informal del homomorfismo conector es la siguiente: témese ¢ € C con
w(c) = 0y sigue la direccién de la culebra para hallar d := h™! ov 0 g7!(c) € D; entonces la
formula d(c) := [d] resulta ser bien definida y correcta.

. . o . f 8
En la demostracion anterior, se puede percibir que una prueba de exactitudde A— B— C
tiene un paso ficil, el de demostrar que g o f = 0; seguido por otro paso menos ficil, la
comprobacion de que kerg C im f.

1.3 Complejos y homologia
Definicién 1.23. Una sucesién de R-mddulos con R-homomorfismos d,,: C,, — Cp—1,

dn+ dn
Coi = Cuu1 =5 Cp—Cpog — - (1.9)

es un complejo de R-médulos si d,, o d,+1 = 0 para todo n.

Si C, = 0 para todo n < 0, el complejo (1.9) es acotado a la derecha:

d> d
=G —C— C—0.

Por razones histdricas, este tipo de complejo se llama un complejo de cadenas.>

En cambio, si C, = 0 para todo n > 0, conviene introducir la notacién C" := C_, y

también d" := d_,: C" — C™!, para asf obtener un complejo acotado a la izquierda, llamado
complejo de cocadenas:

0—c Lot B

Un complejo finito es un complejo acotado por ambos lados. Por ejemplo, una sucesién
exacta corta es, en particular, un complejo finito de tres R-mdédulos. O

SEn la topologia algebraica, se considera una hipersuperficie que admite una triangulacién, compuesto
por simplices de cierta dimensién. La descripcién combinatoria de la hipersuperficie es una suma formal de
simplices orientados, llamada cadena. Las cadenas de dimensioén n forman un grupo abeliano C,. (Véase la
seccion 4.1 mas adelante.)
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Dado el complejo (1.9), considérese la suma directa Cy := P, ., Cs (algunos de los
sumandos pueden ser ceros). Definase el R-endomorfismo d € End C, al tomar d = d,, sobre
cada sumando C,. Entonces las condiciones d,, o d,,;1 = O se traducen en d o d = 0, esto es,
d? = 0. Esto dice que el par (C,, d) es un “R-médulo diferencial”, definido a continuacién.

Definicién 1.24. Un R-médulo diferencial (C, d) consta de un R-médulo C y un R-endomor-
fismo d: C — C tal que d*> = 0. (El endomorfismo d es la diferencial.)

Escribase Z(C) := kerd y B(C) := imd. La condicién d> = 0 implica que B(C) es un
R-submédulo de Z(C). El R-médulo cociente,

H(C) := @ ,
—  B(O)
es la homologia de (C, d).

Si C esun R-médulo graduado: C = @ne 7 Cp, y siladiferencial d es un R-homomorfismo
de grado —1, esto es, si d(C,) € C,—1 para cada n, entonces al poner d, := d|c, se recupera el
complejo (1.9). En este caso, H(C) es también un R-médulo graduado:

Z,(C) _ kerd,
Bn(c) B irndn+1 .

H(C) = @HH(C), con H,(C):= (1.10)

neZ

Cada R-médulo H,(C) mide la falta de exactitud del complejo (1.9) en la entrada C,. Este
H,(C) suele llamarse el enésimo grupo de homologia del complejo.® O

Escolio 1.25. A veces es iitil designar”

C C
Z'(C) := cokerd = 50 y B'(C) :=coimd = 70"

Hay un isomorfismo d: B'(C) — B(C), dado por el Escolio 1.9. B

Los elementos de C, se llaman n-cadenas; los elementos de Z,(C) son n-ciclos; y los
elementos de B,(C) son n-bordes. Dos n-ciclos a,,b, € Z,(C) se llaman homélogos si
difieren por un n-borde: a, — b, = dp+1(cps1) para algin c,; € Cpyq. Dicho de otro modo,
an, b, son homologos si determinan la misma coclase [a,] = [b,] en H,(C).

» Para complejos de cocadenas, las definiciones son las mismas pero la terminologia es
diferente. Al tomar C" := C_, y d" := d_,, el resultado es otro R-mdédulo diferencial (C*, d)
donde ahora la diferencial es de grado +1: d(C") C C"*! para cada n. Ahora los elementos de

6Cada H,(C) es un grupo abeliano, de ahi el nombre.
7Esta notacion fue introducida en el libro de Cartan y Eilenberg, pero no ha tenido mucha aceptacion.
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C" se llaman n-cocadenas; los elementos de Z"(C) := ker d" son n-cociclos; y los elementos
de B,(C) := imd""! son n-cobordes. El grupo abeliano (o R-médulo)

H"(C) := Z"(C)/B"(C) = kerd"/im an!

es el enésimo grupo de cohomologia del complejo. Dos cociclos en Z"(C) son cohomélogos
si difieren por un n-coborde, determinando asi la misma coclase en H"(C).

La razén principal para adoptar esta doble terminologia es que muchas veces una familia
de cadenas aparece ligada a otra familia de cocadenas con cierta relacion de dualidad entre
ellas. Esta dualidad conlleva féormulas y teoremas importantes acerca de los respectivos
grupos de homologia y de cohomologia, como se verd mas adelante.

Definicién 1.26. Dados dos R-médulos diferenciales (A, d) y (B, d’), es oportuno considerar las
R-homomorfismos u: A — B que entrelazan las diferenciales, es decir, uod = d’ou : A — B.
Si (A,d) y (B,d’) son graduados, u debe ser de grado 0, o sea, u(A,) C B, para todo n.
Dados dos complejos de tipo (1.9), un morfismo de complejos u,: A, — B, s una
familia de R-homomorfismos u,: A, — B, que hace conmutar el diagrama siguiente:

n+1 dn dn-1
- —— Apni > An > An—i > Apn2 >
un+1l J/ Up— 1J/ un,zl (1.11)
n+1 N d;z—l N N
« — Buyi > By > By > By [

lo cual dice que u,—1 o d, = dj, o u, para todo n.
El morfismo idéntico 14,: Ae — As es el caso (14,)n 1= 14,: Apn — A, para todo n. ¢

Lema 1.27. Un morfismo de complejos ue: (Ae,d) — (Be,d’) determina una familia de R-
homomorfismos u.: H,(A) — Hy(B), uno para cada n. Sive: (Be,d’) — (C,,d”) es otro
morfismo de complejos, entonces se cumple

(vou), =viou, : Hy(A) — Hy(C) para cada n.

Demostracion. Para definir u,: H,(A) — H,(B), basta aplicar el Lema 1.21 al cuadrado
conmutativo central del diagrama (1.11). De las definiciones, se ve que kerd, = Z,(A),
kerd, = Z,(B), cokerd, = A,-1/Bp-1(A) = Z_,(A), cokerd; = B,-1/Bn-1(B) = Z_,(B).
Entonces (1.7) se traduce en

0 —— Z,(A) I, A, an Apy 2y Z! (A ——0
ﬁnJ/ Un un—lJ/ l_ln_ll
) d/ ’
0 — Zu(B) =%~ B, —'= B,.; —2= Z'_(B) — 0
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con inclusiones jy, j;, y homomorfismos cocientes py, p;,.

En particular, u,(Z,(A)) € Z,(B) porque i@,: Z,(A)) — Z,(B) es la restriccién de u, al
dominio Z,(A). Ademas, u,(B,(A)) C B,(B) por la conmutatividad del diagrama (1.11).
Entonces, por ser H,(A) = Z,(A)/B,(A), el R-homomorfismo siguiente estd bien definido:

u,: Hy(A) — Hy(B) : a, + Bp(A) = uy(an) + Bp(B),

tomando a, € Z,(A). [ Dicho de otro modo, u.([a,]) = [un(a,)]. ]| Esta férmula muestra que
Vi 0 Ui(ay + Bp(A)) = v, o up(ay) + By(C) = (v o u).(a, + B,(A)) para cada a, € Z,(A). O

Definicién 1.28. Una sucesion de complejos de cadenas de R-médulos:

0 — Ae —3 B, —3 Co —> 0 (1.12)

es una sucesion exacta corta de complejos si para cada n, la sucesion corta de R-moédulos

0— A, — B, - C, —> 0 es exacta. 0

Teorema 1.29. Para cada sucesion exacta corta (1.12) de complejos de cadenas, existe una
sucesion exacta larga de R-modulos, dada por:

coo — Hy(A) = Hy(B) = Ho(C) -5 Hy_1(A) — H,_1(B) = H,_1(C) — - --

(1.13)
donde cada d = 9, : H,(C) — H,-1(A) es un homomorfismo conector.

Demostracion. El siguiente diagrama tiene dos filas exactas, por hipétesis:

Un Vn

0 > Ap > By > Cp » 0

dnl d;l d;,’l

0 —— A, —% B, = C,.y — 0.

El lema de la culebra (Proposicion 1.22) extrae de este diagrama dos sucesiones exactas:
0 — Zu(A) =5 Zy(B) ~5 Zo(C) y Z!_(A) 25 Z!_(B)=5Z!_(C) — 0.

Fijese que los R-homomorfismos d,: A, — A, se anulan sobre B,(A) y su imagen es
un submaddulo de Z,,_;(A); luego inducen R-homomorfismos d,: Z(A) = Z,—1(A). De ahi

se obtiene un diagrama conmutativo con dos filas exactas:

Z'(A) —2 7/(B) —= Z/(C) —— 0

cznl a,;l a;;l

0 — Zui(A) 25 Z, 1 (B) 225 Z,_1(C).
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Como Z;(A) := A,/B,(A), el nicleo y conticleo de d, son dos grupos de homologia:

Zn(A)
Bn(A)

Zn—l(A) _ Zn—l(A) _

kerd, = = —
" d(A,)  Bn._i(A)

= H,(A) vy cokerd,

Hn—l (A)
Otra aplicacion del lema de la culebra al Gltimo diagrama entonces produce la sucesion exacta:

Hy(A) = Hy(B) = Hy(C) = Hy1(4) = Hy1(B) = Hyt(C).
La sucesion exacta larga (1.13) es el resultado de fundir todos estos sucesiones parciales. 0O

Este teorema tiene un gemelo en cohomologia, cuya demostracion es idéntica médulo los
necesarios cambios de notacion.

. [ e u. v. .
Escolio 1.30. Para cada sucesion exacta corta) — A®* — B* — C* — 0 de complejos de
cocadenas, existe una sucesion exacta larga de R-modulos, dada por:

o — HYA) S HYB) 5 HY(C) -5 H(A) 25 HYU(B) 5 HYL(C) — - -
(1.14)
donde cada § = 5™: H"(C) — H"'(A) es un homomorfismo conector. B

De ahora en adelante, se suprimirdn los subindices sobre los R-homomorfismos u,, d,,
etcétera, cuando su dominio y codominio esté claro en contexto.

Lema 1.31. Dado un diagrama conmutativo de morfismos de complejos con filas exactas:

0 > A > B, > Co > 0

hay un diagrama conmutativo correspondiente de R-modulos:

o Hy(A) —2s Hy(B) —2— Ho(C) —2— H,_1(A) — - --

3l | A 3l

oo — Hy(D) -2 Hy(E) —— H,(F) —%— H, (D) — - --

Demostracion. El Lema 1.27 muestra que los primeros dos cuadrados conmutan. Solo falta

comprobar la conmutatividad del tercero, es decir, que d o h, = f, 0 d: H,(C) — H,_1(D).
Con la definiciéon del homomorfismo conector, témese ¢, € Z,(C), de modo que h.[c,] =

[A(cn)] € Hy(F), observando que h(c,) € Z,(F). Témese b, € B, y an—1 € Z,—1(A) con

1-16
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v(b,) = ¢ y u(ay—1) = d(b,). Entonces d[c,] = [an-1]. Ahora t(g(b,)) = h(c,) y ademads
d(g(bn)) = g(d(bn)), asi que

w(f(an-1)) = g(u(an-1)) = g(d(bn)) = d(g(bn)),

de donde se concluye que d[h(c,)] = [f(an-1)] en H,—1(D). En otras palabras, d(h.[c,]) =
filan-1]1 = f(d[cn]), para todo [c,] € H,(C). Este cdlculo incluye varias elecciones de
representantes de coclases, pero la demostracion de la Proposicion 1.22 muestra que el
resultado no depende de ellas; luego, se verifica d o h, = f; o 0 sobre H,(C). O

Notacion. Resulta qtil correr o trasladar el complejo (1.9) al mover cada R-mddulo una
posicién a la izquierda. Se define Cy[1] := Cpy1 y d' := —d : Cy[1] — Cu—1[1]. (El cambio
de signo en la diferencial resulta conveniente.) Al correr C, por k posiciones, se define

Culk] := Cpere  con diferencial  d’ := (=1)%d: C,[k] = Cu_i[K]. (1.15)

Para complejos de cocadenas, se escribe C"[k] := C" con d’ := (~1)¥d también.
Fijese que esta operacion desplaza los grupos de homologia o cohomologia:

H,(C[k]) = Hpek(C),  H™(C[k]) = H* *(0).

Dado un morfismo de complejos u.: Ae — B, es posible fabricar una sucesion exacta
larga en donde todos los R-homomorfismos w..: H,(A) — H,(B) estdn encajados.

Definicién 1.32. El cono de un morfismo3 de complejos u, : (As,d’) — (B, d”)esel complejo
(C(u)s, d) dado por C(u), := Ap—1 ® By, con d(ay—1,by) := (—d’ap—1,d"b, — u(a,—1)). Dicho
de otro modo, C(u)e := As[—1] ® B, y la diferencial tiene un aspecto matricial:

_d/ 0 An—l An—Z
d= a2l & |[—| &
Bn Bn—l
de donde la propiedad d?> = 0 es obvia, puesto que u o d’ —d” o u = 0. 0

Lema 1.33. Cada morfismo de complejos ue: Ae — Be da lugar a una sucesion exacta corta
de complejos:

0 — B. -2 Cw)e 2 AJ-1] — 0,

cuya sucesion exacta larga en homologia tiene la forma:

oo — Ho(Cw)) 2 Hy(A) =25 Ho(B) —2 Ho(C(u)) -2 H, 1 (A) — - -

8El término cono (de un morfismo) viene del cono de una aplicacion (mapping cone) en la homologia
singular de espacios topoldgicos, como se verd mas adelante.
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Demostracion. Definase un R-monomorfismo j: B, — C(u), por j(b,) := (0,b,) y un R-
epimorfismo p: C(u), — A,-1 por p(a,-1, b,) := —a,—1. Es evidente que la sucesion corta
0— B, , C(u), 2, A,_1 — 0 es exacta.

Nétese que Hy+1(A[—1]) = Hy(A) y Hy(A[-1]) = H,—1(A), de modo que la sucesion larga
ilustrada es la que viene de (1.13), con la posible excepcién del homomorfismo conector. Si
a, € Zy(A), el calculo de 0 identifica (—a,,0) € C(u)n+1, luego d(—a,,0) = (0,u(a,)) en
C(u)p, y después u(a,) € Z,(B), para concluir que d[a,]| = [u(a,)] = u.[a,] en Hy(B). En
consecuencia, d = u,: H,(A) — H,(B) en este caso, como se queria. |

Definicién 1.34. Una homotopia (o homotopia de cadenas)® entre dos morfismos de com-
plejos ue,Ve: (Ae,d) — (Be,d’) es una familia de R-homomorfismos s,: A, — B, para
todo n, tales que

d . 0Sh+sp-10dy =u,—v, paratodo n. (1.16)

Dicese que u. y vo son homotdpicos (escrito us ~ v,) si existe una homotopia entre ellos.
Una homotopia de cocadenas entre w*,t*: (A®*,d) — (B®,d’) es una familia de R-homo-
morfismos s": A" — B""! tales que d"" ! o s" + s"*! 0 d" = w" — t" para todo n. o

Lema 1.35. Si ue,ve: Ae — Be son dos morfismos de complejos homotépicos, entonces
U, =v.: Hy(A) — H,(B) para todo n.

Demostracion. Si {s,} es una homotopia que cumple (1.16) en Homg(A,, B,) para todo n,
tomese a € Z,(A). Entonces:

un(a) —vn(a) = d; . (sn(a)) + sn-1(dn(a)) = d;,(sn(a)) + 0 € By(B),
asi que u.[a] = [un(a)] = [va(a)] = v.[a] en H,(B). Por lo tanto, u, = v, sobre cada H,(A). 0O

Definicion 1.36. Dos complejos (A, d) y (B., d’) son homotopicamente equivalentes si hay
morfismos de complejos us : (Aes,d) — (Be,d’) yVe: (Be,d’) — (Ao, d) tales queveous ~ 14,
Y Us OVe ~ 1, .

Esté claro que esta es una relacion de equivalencia entre complejos. Por el Lema 1.35,
dos complejos homotdpicamente equivalentes poseen grupos de homologia isomorfos. O

Los lemas 1.31, 1.33 y 1.35 y la Definicién 1.36 de equivalencia homotdpica poseen
enunciados y demostraciones andlogos para complejos de cocadenas y grupos de cohomologia,
cuya formulacién se dejard al cuidado del lector.

9Esta nocidn es una version algebraica de una homotopia entre espacios topolégicos. Véase el Teorema 4.13
mads adelante.
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1.4 Ejercicios sobre R-mo6dulos

En estos ejercicios, R es un anillo, no necesariamente conmutativo. Cada R-mddulo es
izquierdo, salvo indicacion contraria.

Ejercicio 1.1. Demostrar el Escolio 1.9.

Ejercicio 1.2. Dadas dos R-mddulos A y B, sea C un R-mdédulo para el cual existen dos
R-monomorfismos ji: A — C, j,: B — Cy dos R-epimorfismos p|: C — A, p5: C — B que
cumplen las siguientes relaciones:

Pt =1la Pi=0, phii =0, pijy=1s Jipi+irps=lc.
Construir un R-isomorfismo C ~ A & B.

Ejercicio 1.3. Sea A un R-médulo izquierdo, B un R-mdédulo derecho, G un grupo abeliano.
Una funcién f: AX B — G es R-bilineal si satisface las relaciones

fla+d,b)= f(a,b)+ f(@,b), f(a,b+b)=f(a,b)+ f(a,b'), f(ar,b)= f(a,rb)

para a,a’ € A; b,b’ € B; r € R. Demostrar que hay un tinico homomorfismo de grupos
abelianos f: A®g B — G tal que f(a ® b) = f(a, b) para todo (a, b) € A x B. Verificar que
la correspondencia f — f es aditiva.

Ejercicio 1.4. Sea A un R-médulo izquierdo y B un R-mdédulo derecho. Demostrar que la
aplicacion aditiva 7: a ® b — b ® a define un isomorfismo 7: A ®g B — B ®p- A.

Ejercicio 1.5. Sean A y C dos R-mddulo izquierdo y sean B y D dos R-mddulos derechos.
Demostrar que hay isomorfismos de grupos abelianos:

(A®C)®r B~ (A®g B)® (C ®g B),
A®r(B® D)~ (A®rB)® (A®g D).

Ejercicio 1.6. Comprobar estas propiedades de sucesiones exactas de R-modulos.
. f . .
(a) La sucesion 0 — A — B es exacta si y solo si f es un R-monomorfismo.
. g . . .
(b) La sucesion B— C — 0 es exacta si y solo si f es un R-epimorfismo.
. h . . .
(c) Lasucesion 0 — A— B — 0 es exacta si y solo si h es un R-isomorfismo.

t
(d) Si la sucesion A-5B-5C-5D-5E es exacta y si u y t son R-isomorfismos,
entonces C = 0.
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Ejercicio 1.7. Dada un diagrama conmutativa de R-mdédulos con filas exactas (sin el homo-
morfismo w):

A f>B ., > 0
A
D h>E k>F > 0

demostrar que existe un inico R-homomorfismo w: C — F que hace conmutar el diagrama
completo. Si ademds u y v son isomorfismos, comprobar que w es un isomorfismo.

Ejercicio 1.8. Dada un diagrama conmutativa de R-mddulos con filas exactas (sin el homo-
morfismo u):

f . g

0 s A B > C
G
0 > D h>E k>F

demostrar que existe un inico R-homomorfismo u: A — D que hace conmutar el diagrama
completo. Si ademds v y w son isomorfismos, comprobar que u es un isomorfismo.

Ejercicio 1.9. Demostrar el lema de cinco (Lema 1.19) a partir del lema de la culebra
(Proposicion 1.22).

Ejercicio 1.10. Si (C,,d) es un complejo de cadenas, con inclusiones i,: Z,(C) » C,,
Jn: Hy(C) > Z(C) y homomorfismos cocientes p,: Z,(C) - H,(C), demostrar que las
siguientes sucesiones de complejos son exactas:

() 0 — Z.(C) —* . =% B.(O)[-1] —— 0,
(b) 0 — H.(C) <5 Z1(0) <5 7.(O)=1] 2 H.(O)[-1] —> 0.

En la sucesion exacta larga en la homologia del caso (a), comprobar que cada d. = 0y los
homomorfismos conectores son las inclusiones B,(C) — Z,(C).

Ejercicio 1.11. Si0 —C,— C,-1 — --- —> C; —> Cy — 0 es un complejo de espacios
[F-vectoriales de dimension finita, con my := dim Cy y by := dim Hi(C), demostrar que

n n

DU=Dkbe = > (=D

k=0 k=0

Ejercicio 1.12. Demostrar que la homotopia de cadenas entre morfismos de (A, d) en (B., d’)
es una relacion de equivalencia.
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Ejercicio 1.13. Siu,.,v.: (As,d) — (B,, d’) son aplicaciones de cadena homotopicas, us ~ ve;
y Si We, te: (Bs,d’) — (Ceo,d”) son otras aplicaciones de cadena homotdpicas, we ~ fe,
demostrar que sus composiciones también son homotdépicas: (we © us) ~ (ts © V).

Ejercicio 1.14. Un complejo A, se llama contractible si su morfismo identidad es homotdpico
al morfismo nulo, 14, ~ 0. Si B, es un complejo de R-mdédulos cualquiera, demostrar que el
cono C(1p)e de la identidad 1p,: Bs — B, es contractible.

Ejercicio 1.15. Denétese por (Xk): Z/m — Z/m, para k € Z, el homomorfismo de mul-
tiplicacion (a mod m) — (ka mod m). Considérese el complejo (no acotado) de grupos

abelianos: ) ) ) ) )
57145 7/4 571455 7/4 5

Comprobar que este complejo tiene homologia trivial, pero que no es contractible: no existe
una homotopia entre la identidad y el morfismo nulo.
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2 Categorias y funtores

As you know, my honourable colleague Mac Lane sup-
ports the idea that every structural notion necessarily
comes equipped with a notion of homomorphism. [. .. ]
What on earth does he hope to deduce from this kind of
considerations?

— Carta de André Weil a Claude Chevalley, 1954

[Oscar Zariski] was much more open to new techniques
than Weil, who radiated cynicism about anyone else’s
abstractions. — David Mumford, 2014

En 1945, un trabajo seminal de Eilenberg y MacLane! propuso clasificar diversos estudios
matemadticos mediante un concepto que ellos llamaron categoria. Una categoria reline una
coleccion de objetos junto con familias de morfismos entre dos objetos, sujeto a ciertas reglas
de combinacién. Por ejemplo, dado un anillo R, se puede considerar los R-mddulos (izquier-
dos) como objetos, junto con sus R-homomorfismos. Entre dos categorias dadas operan
los funtores, que actdan simultdneamente sobre objetos y morfismos de manera compatible.
Ademds, entre dos funtores se manifiestan ciertas transformaciones “naturales”; el objetivo
de articulo de Eilenberg y MacLane fue el de esclarecer la naturaleza de esa naturalidad.

En las décadas siguientes, la nocion de categoria ha sido muy util como un “lenguaje” para
expresar relaciones entre diversos conceptos matemdticos de modo corto y eficiente. Hoy en
dia, en parte por influencias de informadtica y fisica cudntica, se estudian las categorias como
estructuras algebraicas propias, aparte de sus posibles instancias concretas.

2.1 Categorias: definicion y ejemplos
Definicion 2.1. Una categoria C consta de tres datos:
1. Una clase de objetos Ob(C).

2. Una clase de morfismos Mor(C), que a su vez es una familia de conjuntos C(A, B), uno
para cada par de objetos A, B en Ob(C).

3. Una ley de composicion de morfismos, concretada en una familia de aplicaciones
C(A,B)x C(B,C) = C(A,C) : (f.8) — &f
para cada tres objetos A, B, C en Ob(C).

!'Se trata del articulo: Samuel Eilenberg y Saunders MacLane, “General theory of natural equivalences”,
Transactions of the American Mathematical Society 58 (1945), 231—294. En este trabajo aparecen los términos
categoria y funtor por primera vez.
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Estos datos deben cumplir tres requisitos:

(a) Los conjuntos de morfismos C(A, B) son disjuntos: cada morfismo f determina univo-
camente dos objetos A (su dominio) y B (su codominio) tales que f € C(A, B).

(b) Para cada objeto A existe un tnico morfismo identidad 14 € C(A, A) tal que f 14 = f
y lag =gtodavezque f € C(A,B)y g € C(C, A).

(c) La composicion es asociativa: si f € C(A,B), g € C(B,C)y h € C(C, D), entonces
h(gf) = (hg)f en C(A, D). 0

Estas notaciones merecen algunos comentarios. Se postula que Ob(C) y Mor(C) son
clases para evitar algunas paradojas de la teoria de conjuntos. [ La teoria de Godel y Bernays
formaliza esta lenguaje; en esa teoria, los conjuntos son precisamente aquellas clases que
pueden ser miembros de otras clases. || En adelante, se escribird A € C para significar que
“A es un objeto en Ob(C)” aunque se debe advertir que el simbolo € no siempre tendra su
interpretacion usual de la pertinencia de un elemento a un conjunto.?

Los morfismos con dominio Ay codominio B forman un conjunto, denotado C(A, B). Otras
notaciones usadas son Homg(A, B), o simplemente Hom(A, B) cuando no hay ambigiiedad
acerca de la categoria C. Se reserva el derecho de usar una notacion alternativa de vez en
cuando; en particular, se continuara usando Homg(A, B) en la categoria de R-mdédulos.

Algunos autores no demandan que C(A, B) sea un conjunto (podria ser una clase mads
amplia), en cuyo caso dicen que C es localmente pequeriio cuando los morfismos entre dos
objetos forman conjuntos — una terminologia propuesta por MacLane (1961). En este curso
todas las categorias discutidas son localmente pequefios. Mds util es el término siguiente:
dicese que C es una categoria pequefia cuando Ob(C) es un conjunto.

Fijese que la composicion g f estd definida si y solo si el dominio de g coincide con el
codominio de f. En otras palabras, esta es una “operacién binaria parcial”. La igualdad
h(gf) = (hg)f tiene lugar toda vez que uno de los dos lados de la ecuacién esté definido, pues
entonces el otro lado también estd definido; en cuyo caso, la composicion se escribe como
hgf € C(A, D), sin ambigiiedad.

Ejemplo 2.2. La categoria cuyos objetos son los conjuntos y cuyos morfismos son las fun-
ciones entre conjuntos se denota por Set, por su nombre en inglés.> Cada elemento de
Set(X, Y) es una funcién f: X — Y. Mds generalmente, se usard la notaciéon “f: A — B”
como abreviatura de “f € C(A, B)”, aun cuando los morfismos de una determinada categoria
C no sean funciones entre conjuntos. O

2Una variante seria la notaciéon A €€ C, recomendado por Ralf Meyer y empleado en el curso “Teoria de
modulos” (http://hdl.handle.net/10669/29504); pero no serd usado en este curso.

3Para tener una nomenclatura uniforme, conviene usar el idioma cientifica universal del siglo XXI para
denotar las categorias.
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Ejemplo 2.3. Muchas categorias familiares constan de objetos que son conjuntos con cierta
estructura y morfismos que son funciones que conservan esa estructura (y cuyas composiciones
también lo conservan). He aqui una lista de los m4s comunes.

(a) Grp es la categoria de grupos y homomorfismos de grupos.
(b) Ab es la categoria de grupos abelianos y homomorfismos entre grupos abelianos.
(c) Ring es la categoria de anillos y homomorfismos de anillos.

(d) R-Mod, para un determinado anillo R, es la categoria de R-mddulos izquierdos y sus
R-homomorfismos.

(e) Mod-R es la categoria de R-md6dulos derechos y sus R-homomorfismos.
(f) Top es la categoria de espacios topoldgicos y funciones continuas.
(g) Diff es la categoria de variedades diferenciales y funciones suaves.*

(h) Vect-F, para un determinado cuerpo [, es la categoria de espacios [F-vectoriales y
aplicaciones [-lineales. o

Ejemplo 2.4. Sea J un conjunto dotado de un orden parcial — una relacion reflexiva, transitiva
y antisimétrica < definida sobre J. Hay una categoria pequena, denotado J, tal que Ob(J) = J,
con un tnico morfismo en J(i, j) si i < j; pero con J(i,j) = O si i £ j. Esta categoria es un
poset, es decir, un conjunto parcialmente ordenado.>

Si fji: i — j denota el Ginico morfismo en J(i, j) cuando i < j, fijese que 1x = fix € J(k, k)
para cada k € ] (por reflexividad del orden parcial); y que fyfji = fii sii < j < k,
por transitividad. La asociatividad de la composicion es consecuencia de la unicidad del
morfismo fj;, sii <j<k<I.

Si la relacion de orden en J es trivial: i < jsiy solo sii = j, entonces J es una categoria
discreta, cuyos tinicos morfismos son las identidades.

En la teoria de conjuntos, los niimeros cardinales finitos se definen inductivamente por
0:=0,1:={0},2:={0,1}, etc., y en general n := {0, 1,...,n— 1}, de modo que el nimero
cardinal n es un conjunto con n elementos. Cada nimero cardinal n, dotado con el orden total
usual, 0 < 1 <2 <--- < n-1,determina un poset n con Ob(n) = n. O

4La composicion de dos funciones suaves (de clase C*) entre variedades diferenciales es otra funcién suave.
Por la regla de la cadena, las funciones de clase C*, para k € N, también son cerradas bajo composicién: al
usarlas como morfismos entre variedades diferenciales, se obtiene otras categorias Diffk.

5Un conjunto parcialmente ordenado se llama poset como abreviatura de “partially ordered set”.
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Las categorias pequefias con pocos objetos son representadas por grafos cuyos vértices
son los objetos y cuyas aristas dirigidas (flechas) son los morfismos. Por convenio, los
morfismos 1, € C(x, x) no se dibujan (su presencia es obligatoria, por la condicion (b) de la
Definicién 2.1). Algunos ejemplos son:

1:e 2:0 — o 3:e — 0 — 0

ojo o_)(o e —> 0 <— o o — o — o
Los primeros dos grafos de la segunda fila no son posets.

Ejemplo 2.5. En particular, sea X un espacio topoldgico con topologia 7, cuyos miembros
son los abiertos (o partes abiertas) de X. Entonces la inclusion U C V es una orden parcial
sobre T. Se denota este poset por Top-X. o

Ejemplo 2.6. Una categoria pequefia C con un solo objeto es un monoide: si Ob(C) = {x},
entonces M := Mor(C) tiene una ley de composicidn asociativa; 1, es su identidad.

En una categoria C cualquiera, un morfismo f € C(A, B) es invertible si hay otro morfismo
g€ C(B,A)talqueg f =14y fg = 1. Este inverso g es tnico, por el argumento usual: si
hf =14y fh=1p, entonces h = 1,h = (gf)h = g(fh) = gl = g. Un morfismo invertible
se llama un isomorfismo.

Si C es una categoria con un sélo objeto en la cual todo morfismo es invertible, entonces
G := Mor(C) = C(x, x) es un grupo. La asociatividad del producto en G es simplemente la
propiedad (c) de la definicién de una categorfa.

Para distinguir entre el grupo G (un conjunto con leyes de multiplicacion e inversion) y la
categoria asociada, conviene denotar ésta por BG. Asi, Ob(BG) = {*} y Mor(BG) = G. O

Ejemplo 2.7. Una categoria pequeiia C en la cual todo morfismo es un isomorfismo se llama
un grupoide. Si Gy := Ob(C) y G; := Mor(C), el grupoide se denota por G| = Gy. En
términos convencionales, el grupoide estd dado por esos dos conjuntos y cuatro funciones
r,s,i,u (meta, fuente, inversion, unidad) definidas como sigue: si f: x — y es un morfismo
con inverso g: y — x, entonces

r:Gr—=Go: fruy, i:G1—>Gi:fmg,
s:G1 = Gp: fx, u:Go—>Gy:xm—>1,.
El conjunto de morfismos componibles es G, := { (f,h) € G X Gy : r(h) = s(f) }. O

%Una ropologia T es una coleccién de partes de X tales que 0,X € T; U,V € T = UNV € T;ycada
VielT = U;V;eT.

2-4
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Hay otras categorias cuyos morfismos no son funciones entre conjuntos. Los morfismos
pueden tener cualquier aspecto que cumple con las condiciones (a), (b), (¢) de la Definicién 2.1.

Ejemplo 2.8. Para cada anillo R, se puede definir una categoria pequeiia Mat-R con objetos
Ob(Mat-R) = N* = {1,2,3, ...} en donde Mat-R(n, m) = M,,x,(R) es el conjunto de matrices
mXn con entradas en R. La ley de composicion es la multiplicacion de matrices: siA: n — m
y B: m — k, entonces el morfismo compuesto es el producto matricial BA: n — k. [ Fijese
que A € Myxn(R) y B € Mixm(R) implican que BA € Myx,(R).) | o

En el ejemplo anterior, se ha tomado M,,x,(R) como Mat-R(n, m) porque una matriz m X n
representa una aplicacion de R" en R™. Asi, se obtiene el producto matricial BA en vez de AB.
Resulta que esta inversion del orden usual de multiplicacién conduce a una de los rasgos mas
utiles de las categorias: el concepto de dualidad.

Definicion 2.9. La categoria opuesta de una categoria C es la categoria C° definida por
Ob(C®) := Ob(C), C°(A, B) := C(B, A). (2.1)

C° posee los mismos objetos que C pero “las flechas apunten en la direccién contraria”. Al
denotar (por esta sola vez) por f° el morfismo f € C(A, B) visto como elemento de C°(B, A),
la ley de composicién en C° es f°g° := (gf)°. o

Por ejemplo, si J es la categoria determinada por un poset (J, <), entonces J° corresponde
con el poset (J, >) con el orden reverso.

Definicion 2.10. Una categoria C es una subcategoria de otra categoria D si Ob(C) C Ob(D)
y C(A, B) € D(A, B) paratodo A, B € C.

Dicese que C es una subcategoria plena de D si C(A, B) = D(A, B) para todo A, B € C.
(Por ejemplo, Ab es una subcategoria plena de Grp.) o

Notacion. Algunas de las categorias del Ejemplo 2.3 poseen subcategorias plenas definidas
por alguna condicion de finitud. Por costumbre, se denotan esas subcategorias por una letra
minuscula inicial. Asi, set denota la categoria de conjuntos finitos; grp es la categoria de
grupos finitos; vect-F es la categoria de espacios F-vectoriales de dimension finita; y R-mod
es la categoria de R-modulos (izquierdos) finitamente generados.

» En vista de que los morfismos no siempre son funciones, es necesario reformular ciertas
propiedades de morfismos para eliminar las referencias a evaluaciones puntuales.

Definicion 2.11. Un morfismo f € C(A, B) es ménico, o es un monomorfismo, si para todo
h,k € C(D,A) con D € C, se verifica fh = fk = h=k.

Un morfismo g € C(A, B) es épico, o es un epimorfismo, si para todo h, k € C(B, C) con
C € C, se verificahg =kg =— h=k. ¢
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Obsérvese que f es un monomorfismo en C si y solo si f es un epimorfismo en C°
(y viceversa). Dicese que un monomorfismo admite cancelacion a la izquierda y que un
epimorfismo admite cancelacion a la derecha.

En la categoria Set, el morfismo f es moénico si y solo si la funcién f es inyectiva; el
morfismo g es épico si y solo si la funcion g es sobreyectiva.

Por lo tanto, se usa la notacién f: A > B para denotar un monomorfismo f; y se usa la
notacién g: A - B para denotar un epimorfismo g.

Ejemplo 2.12. En la categoria Ring, la inclusién i: Z — Q es inyectiva y por tanto es un
monomorfismo de anillos. Por otro lado, un homomorfismo inyectivo de anillos f: Q@ — R
queda determinado por su restriccion a Z, porque f(p/q) = f(p)/ f(q) siq € Z\{0}. Entonces
hoi=koiimplicah = k si h,k: Q — R; esto dice que i es un epimorfismo. Este es un
ejemplo de un epimorfismo no sobreyectivo. También es un ejemplo de un morfismo que es
monico y épico a la vez, pero no es un isomorfismo. o

Escolio 2.13. En la categoria R-Mod, f € Homg(A, B) es monico si y solo si f es inyectivo,
v g € Homg(A, B) es épico siy solo si g es sobreyectivo. (En efecto, si ker f # 0 entonces f
no es monico; 'y si coker g # 0 entonces g no es épico.) =|

2.2 Funtores y transformaciones naturales
Definicion 2.14. Si C y D son dos categorias, un funtor covariante 3: C — D consta de:
1. una aplicacién Ob(C) — Ob(D) : A+ F A;
2. otra aplicaciéon Mor(C) — Mor(D) : h +— F h, tal que
he CA,B) = FheDFA FB);

que cumple las siguientes condiciones:
(a) F(hk) = (Fh) (Fk) toda vez que k € C(A,B)y h € C(B, C);
(b) F14 =154 paratodo A € C. o

Definiciéon 2.15. Un funtor contravariante de una categoria C en otra categoria D es un
funtor covariante G: C° — D.
En otras palabras, hay dos aplicaciones Ob(C) — Ob(D) : A +— G Ay Mor(C) — Mor(D) :
h — G h que cumplen
he C(A,B) = GheD($B,5A);

ademds, G 14 = 1g4 paratodo A € Cy se verifica §(hk) = (G k) (G h) toda vez que k € C(A, B)
y h € C(B,C).
Dicho de otra maneras, un funtor contravariante “revierte el sentido de las flechas”. o
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Ejemplo 2.16. Si C es una categoria cuyos objetos son conjuntos y cuyos morfismos son
funciones, hay un funtor olvidadizo U: C — Set por UA := Ay U h := h. Esta definicidn,
aparentemente trivial, lleva cada objeto al conjunto subyacente y lleva cada morfismo a la
funcion subyacente, “olvidando” cualquier otra estructura de los objetos y morfismos de C.
(Por ejemplo, el funtor olvidadizo U: Grp — Set “olvida” el producto entre elementos de un
grupo y la propiedad multiplicativa de los homomorfismos.) Hay otros funtores olvidadizos
Ab — Set, Ring — Set, Vect-F — Set, etcétera, que suprimen las operaciones de producto,
suma o multiplicacion escalar.

De igual manera, hay funtores olvidadizos Ring — Ab (que olvida la operacion de
producto), R-Mod — Ab (que olvida la accién del anillo R), Diff — Top (que olvida la
estructura diferencial), etcétera. O

Ejemplo 2.17. Cada categoria C determina un funtor idéntico 1c: C — C mediante las
aplicaciones triviales 1¢(A) = A, 1¢(h) = h para A € Ob(C), h € Mor(C). O

Ejemplo 2.18. Si X es un conjunto, PX denota el conjunto de todas las partes de X. Si
f: X — Y es una funcién, definase la imagen directa f.: A +— f(A) C Y paratodo A C X;
fijese que f.(@) = 0. Las correspondencias X — PX, f + f. definen un funtor covariante
P: Set — Set.

Si en vez de la imagen directa se usa la preimagen (o imagen inversa) f*: B f~1(B) € X
para todo B C Y, las correspondencias X +— PX, f +— f* definen un funtor contravariante
P: Set® — Set. o

Ejemplo 2.19. Sean J y K dos posets, con conjuntos de objetos J y K. Un funtor F: J — K
es una funcién f: ] — Ky una aplicacion que lleva la tnica flecha i — j, si i < j, en la Gnica
flecha f(i) — f(j), necesariamente; lo cual implica que f(i) < f(j). En otras palabras, la
funcién f debe ser monotona (creciente).

De manera similar, cada funtor §: J° — K corresponde a una funcién mondétona decre-
cienteg: J — K;estoes,i <j = g(i) > g(j). O

Ejemplo 2.20. Los complejos de R-mddulos (1.9) son objetos de una categoria R-Comp,
junto con los morfismos de complejos (1.11). Para cada n € N, los grupos de homologia
definen correspondencias (A., d) — H,(A) entre objetos de R-Comp y objetos de R-Mod. El
Lema 1.27 dice que la correspondencia entre us : Ae — Be Y u.: H,(A) — Hy,(B) es funtorial
— es decir, cumple las propiedades (a) y (b) de la Definicion 2.14. De este modo, As — H,(A)
y Ue > u, define un funtor de homologia H,: R-Comp — R-Mod. o

Definiciéon 2.21. El producto directo de dos categorias C y D es la categoria C X D cuyos
objetos son pares ordenados (A, B) con A € Ob(C) y B € Ob(D); los morfismos en C X
D((A, B), (E,F)) son pares ordenados (f,h) con f € C(A,E) y h € D(B,F); su ley de
composicion es (g, k) (f, h) := (gf,kh);y 1(ap) := (14, 1p).
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Un bifuntor de C y D en E es un funtor F: CxD — E. Asi, cada F(A,—): D — Ey cada
F(—, B): C — E es un funtor (covariante) y el siguiente diagrama conmuta:

F(A, B) 2% 5(E, B

Fa, F) 2 56 P

para todo f € C(A,E)y h € D(B, F). 0

Definicion 2.22. Un funtor 3: C — D es (a) fiel, (b) pleno, o (c) plenamente fiel si para
todo A, B € C, la funcién h — F h : C(A, B) — D(F A, I B) es (a) inyectiva, (b) sobreyectiva,
o (c¢) biyectiva, respectivamente. o

Ejemplo 2.23. Los funtores olvidadizos Grp — Set, Ab — Set, Ring — Ab, R-Mod — Aby
Diff — Top del Ejemplo 2.16 son todos fieles pero no son plenos.

La proyeccion P1: C x D — C, definido por P((A, X)) := A, P((f,h)) := f, es plena
pero generalmente no es fiel.

Si C es una subcategoria plena de D, la inclusién C — D es un funtor plenamente fiel.” ¢

» Cualquier objeto en una categoria C define dos funtores de C en Set, representados por
ese objeto, uno covariante y otro contravariante.

Definicion 2.24. Si C es una categoriay si A € C, el funtor covariante C(A, —) : C — Setlleva
cada objeto B € C en el conjunto C(A, B). Para cada g € C(B, C), el diagrama conmutativo

A
N
B——c
muestra que este funtor debe llevar g en la precomposicion f +— gf:

8- =C(A,g): f—gf :C(A B) — C(AC).

Si h € C(C, D), entonces C(A, hg) : f — hgf compone f +— gf con gf +— hgf, de modo
que
(hg). = C(A, hg) = C(A, h) 0 C(A,8) = h. g.

y obviamente (1g).: f + 1p f = f, de modo que (1p). = 1¢(a,p). Estas relaciones establecen
que C(A, —) es un funtor covariante de C en Set. 0

7De ahi se ve que un funtor plenamente fiel no es necesariamente una biyeccion entre los objetos de C y D.
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Definicion 2.25. Si C es una categoriay si B € C, el funtor contravariante C(—, B) : C° — Set
lleva cada objeto A € C en el conjunto C(A, B). Para cada h € C(C, D), el diagrama

conmutativo
c—" b
gk‘ A
B

muestra que este funtor debe llevar h en la poscomposicion g — gh:
h* = C(h,B) : g — gh : C(D, B) — C(C, B).

Si k € C(A, C), entonces C(hk, B) : g — ghk compone g — gh con gh — ghk, de modo que
(hk)" = C(hk, B) = C(k,B) o C(h, B) = k*h"

y obviamente (1p).: g = g 1p = g, de modo que (1p). = 1¢(p,p). Estas relaciones establecen
que C(—, B) es un funtor contravariante de C en Set. O

Los dos funtores anteriores pueden combinarse en un bifuntor
C(—,—-):C°x C — Set

dado por (A,B) — C(A,B)y (f,g) — (f*,g+) : h+— ghf cuando f € C(D,A), g € C(B,C)
para cada h € C(A, B).

Definicién 2.26. Sea A un R-médulo izquierdo. Su médulo dual A* := Homg(A, R) es un
R-médulo derecho, bajo la accién de R dado por

fr(a):= f(a)r paratodo f e A", reR, acA.

Para todo s € R, vale fr(sa) = f(sa)r = sf(a)r = s(fr)(a) para todo a € A, asi que
fr: A — R conmuta con la accién a la izquierda de R, es decir, fr € Homg(A,R). Si
¢: A — C es un homomorfismo de R-mdédulos (izquierdos), su transpuesta es la aplicacion

P :C* > A g goo.

Si y: C — D es otro R-homomorfismo, entonces (i o ¢)' = ¢' o' : h+—> hoy o . En
otras palabras, A > A*, ¢ — ¢' es un funtor contravariante D : (R-Mod)° — Mod-R, llamado
dualidad.

De la misma manera, si B es un R-médulo derecho, entonces B* := Hompg(B, R) es un
R-médulo izquierdo, al definir tg(b) := tg(b) para todo g € B*, t € R, b € B, ya que
(tg)(bs) = tg(bs) = tg(b)s = (th(b)s para s € R. Luego B — B*, y — x'es otro funtor de
dualidad D: (Mod-R)° — R-Mod.

Al combinar estos dos funtores, se obtiene un funtor covariante D?: R-Mod — R-Mod,
dado por D?A = A** := Homg(A*, R), el R-médulo bidual de A; y para ¢: A — C, se define
D2 = ¢!t = (¢")' : A™ — C**, la transpuesta doble de ¢. o
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Ejemplo 2.27. Si V es un espacio F-vectorial finitodimensional, se puede definir un isomor-
fismo F-lineal entre V' 'y V* = Homg(V, ) al llevar una base de V a la base dual de V*. Pero
no hay un isomorfismo preferido T: V — V* independiente de una eleccién de bases.

En cambio, si hay una aplicacién “candnica” o “natural” entre V' y su espacio bidual V**,
dada por la evaluacién Ay : V — V**, definida como sigue:

Av(x): f > f(x), paratodo xeV, feV". (2.2)

Esta definicién no requiere elegir bases en V ni en V**. Fijese que Ay es biyectiva porque
dimg V es finita.8
SiS: V — W es una transformacion [F-lineal, entonces para cadax € V, g € W*, vale

(8" 0 Ay(x))(8) = Av(x)(S'(g)) = Av(x)(g © S) = g © S(x) = g(S(x)) = Aw(S(x))(g),

de modo que
AwoS=S"ody: Vo W™, (2.3)

En otras palabras, la familia de evaluaciones { Ay : V € vect-F } entrelaza las acciones del
funtor identidad 1,ect-f y del funtor de bidualidad D2 vect-F — vect-F. O

La propiedad (2.3) de la familia de evaluaciones es una primera instancia del concepto de
naturalidad o canonicidad identificado por Eilenberg y MacLane como la idea clave de su
definicion de categorias. Se trata de la relacion siguiente entre dos funtores.

Definiciéon 2.28. Si F,G: C — D son dos funtores entre las mismas categorias, una trans-
formacion natural de F en G, denotada por a: F = G, es una familia de morfismos
as € D(F A, G A), uno para cada A € C, que entrelazan los dos funtores, asi:

agoFh=Ghoay paracada h e C(A,B). (2.4a)
Dicho de otro modo: para cada h € Mor(C), el siguiente diagrama es conmutativo:

FA 5 GA
?hl lg h (2.4b)

5B 23 GB
Para funtores contravariantes F, G: C° — D, el diagrama conmutativo apropiado es:

?A&)SA

S"hT Tg h (2.4¢)

?Bi)SB

Los morfismos a4 son los componentes de la transformacién natural «.

8Si V fuera infinitodimensional sobre [, la evaluacién Ay serfa inyectiva pero no sobreyectiva.
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Dicese que « es un isomorfismo natural si cada a4 es un isomorfismo en D. En tal caso,
los morfismos inversos a/zl : GA — JA dan lugar a diagramas conmutativos al revertir las
flechas horizontales en (2.4b) y (2.4¢); asf que «~!: G = F también es natural.

Una transformacion natural también se llama morfismo de funtores. Hay una categoria®
Fun(C,D) = DC cuyos objetos son los funtores F: C — D y cuyos morfismos son las
transformaciones naturales «: ¥ = G. Cada funtor determina la transformacion idéntica
lg: F = F, definida por (15)4 := 15 4. La composicién de a con otra transformacion natural
B:G=>Hes(f-a)a:=PaaaparaAcC. o

La naturalidad (2.3) de la bidualidad de espacios vectoriales se puede expresar ahora
mediante la férmula A: 1yeq-F = D2.

Ejemplo 2.29. Considérese los funtores C(A, —) y C(—, B) de las Definiciones 2.24 y 2.25.
Dadas dos morfismos f: D — Ayg: B — Cen la categoria C, hay un diagrama conmutativo
de funciones

C(A,B) —— C(4,0)

rl Ir

C(D,B) —= ¢(D, )

que lleva cada h € C(A,B) aghf = (gh)f = g(hf) € C(D, C).

En este diagrama, las flechas verticales denotan las acciones de los funtores C(—, B)
y C(—,C) de C° en Set. Las flechas horizontales denotan una transformacién natural
g«: C(—,B) = C(-,C). Los componentes de esta transformacién son las funciones de
precomposicion (g.)a: C(A, B) — C(A,C) y (g«)p: C(D, B) — C(D, C), respectivamente; la
conmutatividad del diagrama dice que la transformacion g, es natural.

Al mismo tiempo, las flechas horizontales denotan las acciones de los funtores C(A, —) y
C(D, —) de C en Set. Las flechas verticales denotan una transformacion natural f*: C(A, —) =
C(D,—-). Los componentes de esta transformacién son las funciones de poscomposicion
(f")B: C(A,B) = C(D,B) y (f*)c: C(A,C) — C(D, C), respectivamente; la conmutatividad
del diagrama dice que la transformacién f* es natural.

En resumen: el bifuntor C(—, —): C° X C — Set es natural en sus dos variables. o

» Dos categorias C y D son isomorfas si hay funtores F: C — Dy §: D — C mutuamente
inversos, estoes: §F = 1y FG = 1p. Sin embargo, esta nocion es de poca utilidad porque no
hay muchos ejemplos de interés. En cambio, al reemplazar estas igualdades por isomorfismos
naturales, se llega a un concepto importante.

9Si C es una categoria pequeiia, esta definicion de Fun(C, D) es inobjetable. De lo contrario, hay que resolver
ciertos detalles de la teoria de conjuntos, que se dejan al cuidado del lector.
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Definicion 2.30. Dos categorias C y D son naturalmente equivalentes si hay funtores

F:C—->Dy§G: D — Cyun par de isomorfismos naturales a: §F = lgy f: FG = 1p.
Los funtores F'y G se llaman equivalencias de categorias. A veces se dice que ¥y G son

cuasiinversos. o

Ejemplo 2.31. Sea set la categoria de conjuntos finitos y sea N la subcategoria plena cuyos
objetos son n := {0,1,...,n—1} (con 0 = @) para n € N. La inclusiéon J: N — set es una
equivalencia de categorias.

En efecto, para cada conjunto finito X,, de cardinalidad n, elijase!® un ordenamiento de
sus elementos, X, = {xp,...,x,—1}. Definase J: set — N por J X, := ny Jf(j) := k toda
vez que f € set(X,,Y,,) cumple f(x;) = yr, conj = 0,1,...,n— 1. Entonces JJn es una
permutacién a, de n'y JJ X es una permutacién fx de X, en cada caso. o

Definicion 2.32. Un funtor F: C — D es esencialmente sobreyectivo si para cada X € D
hay un A € C tal que F A es isomorfo a X; es decir, el conjunto Homp(JF A, X) contiene un
isomorfismo. O

Fijese que la inclusiéon J: N — set del Ejemplo 2.31 es esencialmente sobreyectivo: para
cada conjunto finito X existe un n € N (la cardinalidad de X) para el cual existe una biyeccion
entre {0,1,...,n— 1}y X.

Proposicion 2.33. Un funtor F: C — D es una equivalencia de categorias si 'y solo si F es
plenamente fiel y esencialmente sobreyectivo.

Demostracion. Ad =: Sean F: C — Dy G: D — C dos funtores tales que existen iso-
morfismos naturales a: §F = Icy f: FG = 1p. Para todo h € C(A, B), se verifica
ag o GFh o oc;l = h, asi que h — JFh es inyectivo. De igual manera k +— Gk es inyec-
tivo. Si k € D(FA,FB), sea h := ag o Gk o a;l. Entonces §Fh = Gk porque oy y ap son
isomorfismos, luego Fh = k; asi, h — Fh es sobreyectivo. En fin, F define biyecciones
C(A, B) & D(FA, FB); en otras palabras (véase la Definicion 2.22), F es plenamente fiel.

Ademds, los isomorfismos as: GFA — Ay fr: FGE — E muestran que Gy J son
esencialmente sobreyectivos.

Ad <: Si J es plenamente fiel y esencialmente sobreyectivo, entonces para cada E € D,
se puede encontrar un objeto A € C y un isomorfismo fr € D(FA, E), usando el axioma
de eleccion. Escribase GE := A. Cada k € D(E, F) determina un morfismo ﬂ;lkﬁE €
D(FGE,FGF). Como F es plenamente fiel, hay un dnico morfismo h € C(SE, GF) tal
que Fh = ﬂ;lkﬁE; escribase Gk := h. Es facil comprobar que estas correspondencias
E — A, k — h determinan un funtor §: D — C. Ademas, la relaciones fr FGk = kfg en
D(FGE, F) paratodo k € D(E, F) dicen que los ¢ son componentes de un isomorfismo natural

B: FG = Ip.

®Mediante el axioma de eleccién, desde luego.
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Como J es plenamente fiel, cada isomorfismo g4 € D(FGTFA, FA) estd dado por Sy =
Fay para un tnico isomorfismo ay € C(GFA, A). Sig € C(A,B) ysi k := Fg € D(FA, FB),
entonces

Fg Bsa = k Pga = Pgp Fh = Pgp FGk = g5 FGTg,

o bien Fg Fay = Fag FGTFg. Como T es fiel, esto dice que g ey = ap GFg. Por lo tanto, los
a4 son componentes de un isomorfismo natural «: §F = 1¢. O

» Algunos funtores cuya categoria meta es Set juegan un papel destacado en la teoria.

Definiciéon 2.34. Sea C una categoria cualquiera. Un funtor covariante F: C — Set es
representable si F es naturalmente isomorfo a C(A, —) para algtin objeto A € C.

De igual manera, un funtor contravariante G: C° — Set es representable si G es natural-
mente isomorfo a C(—, B) para algtin objeto B € C. o

Ejemplo 2.35. El funtor idéntico 1g¢t: Set — Set esta representado por el singulete 1 = {0}
(o bien por cualquier otro conjunto con un solo elemento). En efecto, si X € Set, hay una

biyeccion ax: Set(1,X) — X que lleva la funciéon O — x al elementox € X. Si f: X —» Y

. . x f
es un morfismo en Set (esto es, una funcion), entonces la funcién compuesta | — X — Y

es 0 — f(x); estodice que foax = ayo f. : Set(1,X) — Y, asi que los ax son componentes
de un isomorfismo natural «: Set(1, —) = lget. o

Ejemplo 2.36. El funtor contravariante P: Set® — Set del Ejemplo 2.18 estd representado
por el conjunto 2 = {0, 1}. En efecto, cada funcién en Set(X,2) es la funcion indicatriz ya
de A C X, dada por ya(z) :=1siz € A, ya(z) :=0siz e X\ A. Labiyeccion fx: A— ya
es una funcién fx: PX — Set(X,2). A cada funciéon f: X — Y en Set le corresponde
una aplicacién de preimdgenes PY — PX : B +— f~!(B) y también una poscomposicién
S Set(Y,2) — Set(X,2) : g > go f. Obsérvese que yp o f = xs-1( para B C Y; en otros
términos, *fy(B) = Bx f~!(B) para todo B € PY, de modo que este diagrama conmuta:

Px X, set(x,2)

Ay

Py P set(v,2)

Luego, los fx son componentes de un isomorfismo natural f: P = Set(—, 2). o

Ejemplo 2.37. El funtor olvidadizo U: Grp — Set estd representado por el grupo abeliano Z.
Un homomorfismo de grupos ¢: Z — G queda determinado por el elemento ¢(1) € G, porque
1 genera el grupo ciclico Z, sin relaciones (Z es el grupo libre con un solo generador). Para
cada elemento g € UG, hay un tnico ¢ € Grp(Z, G) tal que ¢(1) = g. Los ag: Grp(Z,G) —
UG : ¢ — ¢(1) son componentes de un isomorfismo natural «: Grp(Z, —) = U. o
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Notacion. Para aliviar la notacidn, conviene introducir abreviaturas A~ := C(A, —) para de-
notar un funtor representado covariante; y B~ := C(—, B) para denotar un funtor representado
contravariante.!!

Teorema 2.38 (Lema de Yoneda). Para cada funtor covariante 3: C — Set y cada objeto
A € C, hay una biyeccion dada por:

Set®(C(A, -), F) «— FA: a > aa(1,). (2.5)
Esta biyeccion es natural en F y en A.

Demostracion. El componente a4 de una transformacion natural «: A~ = J es una funcién
as: C(A,A) — FA. EIl conjunto de morfismos C(A, A) contiene al menos la identidad 14,
luego as(14) € FA. Sea ®@: a +— a4(14) la funcidn definida por (2.5). Para que ® sea una
biyeccién, se debe encontrar la funcién inversa ¥: FA — Set®(A™, 7).

Si x € FA, se busca ¥(x): C(A,—) = F, dada por la familia de sus componentes
¥(x)p: C(A,B) — FB, que deben hacer conmutativo el siguiente diagrama, para cada h €
C(A, B):

C(A, A) 4 g4

o

C(A, B) =% g8
En particular, al evaluar las dos composiciones C(A, A) — FBsobre el elemento 14 € C(A, A),
se obtiene la condicion necesaria ¥(x)g(h) = Fh(¥(x)a(14)). Pero ¥(x)a(1a) = ®(¥(x)) = x
es una condicidén necesaria para que ¥ sea inverso a ®. Ademds, para que cada ¥(x) sea
natural, es necesario ¥(x)g(h) = Fh(x) para todo h € C(A, B).
Esta condicion es también suficiente para que ¥(x) sea natural: dado otro morfismo
k € C(B, C), se obtiene

Y(x)c(kh) = F(kh)(x) = Fk(Th(x)) = Tk(¥(x)s(h)),

usando la funtorialidad de F. Luego ¥(x)c k. = F(k)¥(x)g : C(A,B) — FC para todo
k € C(B, C); por lo tanto, los ¥(x)p son componentes de una transformacion natural ¥(x).

Por construccion, ®(¥(x)) = x € FA. Por otro lado, dada una transformacion natural
a: A7 = F, se obtiene ¥(®(a)) = «, porque

Y(aa(14))8(h) = Fh(aa(14)) = ap(h.(14)) = a(h) para h € C(A, B),

usando la naturalidad de . Esto muestra que ® y ¥ son inversos y por ende & es biyectiva.

!1Esta notacion no es estandar; otras notaciones son Z, B (Kato) y ha, hp (Gelfand y Manin).
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Al decir que esta biyeccion es “natural en J, se afirma que para todo f: § = G la
transformacién natural - a: A~ = F = § estd representada por el elemento Sa(aa(14)) €
GA. Esto sigue porque (f - )4 = fa a4 por definicion.

Al decir que esta biyeccion es “natural en A”, se afirma que para todo h € C(A, B)
la transformacién natural @ - h“: B” = A~ = J estd representada por el elemento
Fh(aa(14)) € FB. Esto sigue por la naturalidad de «, porque

(e - h7)B(1p) = ap(hy (1p)) = a(h*(1p)) = ap(h) = ap(h.(14)) = Fh(aa(14)). m

Escolio 2.39. Para cada funtor contravariante I : C° — Set y cada objeto A € C, hay una
biyeccion dada por:

Set® (C(—, A), F) «— TA: a +—> aa(la).
Esta biyeccion es natural en F y en A. B

Cada funtor contravariante A es un objeto de la categoria C:=Set®. Sihe C(A,B), la
precomposicion h.: f — hf lleva C(D, A) en C(D, B), de tal manera que h.: A~ — B~ es
un morfismo en C. La correspondencia A — AT, h — h, es un funtor (covariante!) C — 6,
llamado el encaje de Yoneda.'?

Corolario 2.40. El encaje de Yoneda C — Ces plenamente fiel.

Demostracion. Se debe mostrar que, para cada par de objetos A, B € C, hay una biyeccion
entre a(A‘_, B) y C(A, B). Escribase J := B~. Cada elemento de E(A‘_, F) es una trans-
formacion natural : A~ = J, la cual, por el lema de Yoneda (en su versién contravariante,
Escolio 2.39), corresponde con el elemento a4(14) € FA = C(A, B).

Asi, la biyeccion buscada es la misma a — a4(14) del lema de Yoneda. m|

De la misma manera, hay un encaje A — A™, h — h* de C° en Set®, plenamente fiel.

Lema 2.41. Si un funtor J es representable, el objeto que lo representa es uinico hasta un
isomorfismo tinico.

Demostracion. Considérese el caso contravariante. Sean dados dos isomorfismos naturales
a: A~ = Fyp: B~ = TF. Seay := f' - a, un isomorfismo en C(A“,B). Entonces
h := ya(1,4) es un isomorfismo en C(A, B); en particular, los objetos Ay B de C son isomorfos.
El Corolario 2.40 muestra que k es el tinico elemento de C(A, B) que correspondea f~'-a. O

*Nobuo Yoneda y Saunders MacLane coincidieron en Parfs en 1954, en un café de la estacion del norte
(la Gare du Nord). De sus discusiones, hasta la partida del tren de Yoneda, sali6 este resultado que MacLane
recogid, atribuyéndole a Yoneda. Fue descubierto independientemente por Grothendieck.
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2.3 Limites y colimites, propiedades universales

Definicion 2.42. Un objeto inicial en una categoria C es un objeto A € C tal que C(A, B)
contiene exactamente un morfismo, para todo B € C.

Un objeto final en C es un objeto B € C tal que C(A, B) contiene exactamente un morfismo,
para todo A € C.

Un objeto cero en C es un objeto que es inicial y final a la vez. O

No todos las categorias contienen objetos de esos tipos. Por ejemplo, en una categoria
discreta con al menos dos objetos, ningtin objeto es inicial ni terminal.

Por otro lado, dos objetos iniciales A y A’ son isomorfos mediante un isomorfismo tnico.
En efecto, si C(A,A”’) = {f} y C(A",A) = {g}, habida cuenta de que C(A,A) = {la} y
C(A",A") ={la},seimponegf =14y fg = 14, asi que f es un isomorfismo con inverso g;
y no hay otro. (De igual manera, dos objetos finales o dos objetos ceros son isomorfos.)

Ejemplo 2.43. En Set, el conjunto vacio @ es un objeto inicial: la inclusién @ C X es la
unica funcién en Set(0, X). El singulete 1 = {0} es un objeto terminal (como cualquier otro
singulete). No hay un objeto cero en Set.

En R-Mod, el R-mddulo trivial O es un objeto cero. o

Definicion 2.44. Sea J una categoria pequefia y C una categoria cualquiera. Un diagrama
en C de forma J es un funtor ¥: J — C.
Este funtor identifica una familia de objetos A; = Jj € C y una familia de morfismos

okj = T fij € C(A;, Ax) para todo fi; € J(j, k) tales que @i @x; = ¢ij toda vez que fix fij = fij.
(Si J es un poset, esto sucede siy solosij < k <1.) O

Definicion 2.45. Un cono sobre un diagrama F: J — C con cenit B € C es una familia
de morfismos { fj: B — A; : j € J } tal que el primer diagrama en (2.6) conmuta, para cada

A —2 A

s\ N A

A —2 4 A

Un cono bajo un diagrama F: J — C con nadir C € C es una familia de morfismos
{gj: Aj — C:j € J} tal que el segundo diagrama en (2.6) conmuta, para f; € J(j, k). o

Los tridngulos conmutativos en (2.6) son “naturales”, en el siguiente sentido. Un objeto
B € C dalugar a un funtor constante B: J — C tal que A; = B paratodo j € Jy ¢ = 1p para

. 1p . .2 .
todo fi;. Al reemplazar el cenit B en (2.6) por B— B, el primer tridngulo se convierte en un
cuadrado conmutativo. Asi, un cono sobre J es una transformacién natural f: B = J. De
igual manera, un cono bajo J es una transformacién natural y: 5 = C.
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Dado un diagrama J: J — C, se definen dos funtores de C en Set, uno contravariante y
otro covariante, denotados

A(-,F): C° > Set y A(F,-): C — Set

donde el primero manda B € C al conjunto de los conos sobre J con cenit B; el segundo
manda C € C al conjunto de los conos bajo J con nadir C.

Definiciéon 2.46. Sea F: J — C un diagrama en C. Un limite para F, si existe, es una
representacién de A(—, F); dada por un objeto L = limJF € C, junto con un isomorfismo
natural C(—, L) = A(—,F). Por el lema de Yoneda, este isomorfismo corresponde con un
cono limite sobre F con cenit L.

Un colimite para F, si existe, es una representacion de A(JF, —); dada por un objeto
K = colimJ € C, junto con un isomorfismo natural C(K, —-) = A(F,—). Por el lema de
Yoneda, este isomorfismo corresponde con un cono colimite bajo F con nadir K. o

Cualquier cono sobre J con cenit B define un elemento del conjunto A(B, F) y por ende un
tnico morfismo f” € C(B, L). La naturalidad de esta correspondencia entre los cenit impone
la conmutatividad del siguiente diagrama:

B
|
|
|
fi L\ f
v (2.7a)
M 7
Awkj%
Aj > Ap

Otra forma de expresar la definiciéon de L = limJ es el siguiente. Los conos sobre
forman una categoria con objetos (B, {f;}). EI cono limite (L, {p;}) es un objeto terminal
en esa categoria. Un morfismo entre estos objetos es una flecha f': B — L en C que hace
conmutativo el diagrama (2.7a). El cono limite es terminal porque existe una tnica flecha con
esta propiedad.

De igual manera, cualquier cono bajo J con nadir C define un elemento del conjunto
A(F, C) y por ende un tinico morfismo g’ € C(K, C) que hace conmutar el siguiente diagrama:

Pkj

Aj > Ag

N

’ 8k

(2.7b)

8j

O s-—5- =
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En otro lenguaje: el cono colimite (K, {i;}) es un objeto inicial en una categoria de conos
bajo J.

Los objetos L = limJ y K = colimJ (si existen) poseen propiedades universales
asociadas con el diagrama J. Esta “universalidad” es la existencia (y unicidad) de las flechas
quebradas en los diagramas (2.7).

Lema 2.47. El limite L = limJ para un diagrama F en C, si existe, es unico hasta un
isomorfismo uinico.

Demostracion. Si L es otro objeto limite para &, existe un Gnico morfismo f’: L — L’ que
hace conmutar (2.7a) con (L, {p]’.}) en lugar de (B, {fj}); y un tnico morfismo f”: L’ — L
que hace conmutar el diagrama con los papeles de L y L’ invertidos. Con (B, { f;}) = (L, {p;}),
el morfismo apropiado L — L es 11, asi que f”f’ = 1z, por unicidad; y de modo similar se
obtiene " = 1p.

Entonces f’ es un isomorfismo, asi que L y L’ son objetos isomorfos en C. Por su
construccion, este f’ es tnico. O

Escolio 2.48. El colimite K = colim J para un diagrama J en C, si existe, es uinico hasta un
isomorfismo uinico. =|

» Después de esta discusion general, es hora de ver ejemplos de limites y colimites. Se vera
que este par de conceptos cubre todas las “construcciones universales” conocidas.

Definicion 2.49. Un producto de dos objetos A; y A, en una categoria C es un limite para
el diagrama {A;, A}, donde J es la categoria discreta @ e (dos objetos sin morfismos entre
ellos). De forma mds precisa, se puede tomar J = {1,2} y F(1) := A, F(2) = A2. Un cono
sobre J es un diagrama con dos morfismos fi: B— A1y f: B— Aj. Unobjeto A = limJF
viene acompanado de morfismos p1: A — A1y p2: A — A; (las proyecciones del producto)
y para cada B, un morfismo unico f': B — A, que hacen conmutar este diagrama:

B
|
|
|
|

W\ L (2.82)
A

Mis generalmente, sea J un conjunto indice cualquiera y sea J la categoria discreta con
Ob(J) = J. Un funtor F: J — C no es mds que una familia de objetos A; € C, indiciados
por J. El producto de esos objetos (si existe) es un objeto A = [];c; A; junto con morfismos
pj: A — Aj que hace conmutar todos los diagramas de tipo (2.8a). 0
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Ejemplo 2.50. El producto de dos conjuntos X, X, € Set es el producto cartesiano X; X Xj.
Las proyecciones son pj(xy,x2) := x1, p2(x1,x2) := x3. Dadas dos funciones fi: Y — X,
f2:Y = X5, sedefine f': Y — X X X; por f'(y) := (fi(y), f>(y)), obligatoriamente.

En Grp, el producto directo G| X G es el producto cartesiano dotado de la ley de grupo
conocida; las proyecciones p; y p» son homomorfismos de grupos.

En Top, el producto de dos espacios topoldgicos X1, X, es el producto cartesiano X; X X»,
dotado con la topologia mds débil tal que las proyecciones p;, p» sean continuas.

En R-Mod, el producto de R-mdédulos Ay B es la suma directa A@® B de la Definicién 1.11,
junto con las proyecciones p1: A® B — A, po: A® B — B. De igual manera se define la
suma directa de una cantidad finita de R-mddulos.

Si {A; : j € ]} una familia infinita de R-mddulos, su producto directo A = [];c; A; de la
Definicion 1.12, junto con las proyecciones pi: A — Ay, es un producto en el sentido de la
Definicién 2.49. o

El concepto dual a un producto es un coproducto,' al pasar a la categoria opuesta C°,
revirtiendo todas las flechas en los diagramas. (De modo similar, cualquier instancia de un
limite va acompaifiada de una instancia de colimite, al revertir las flechas.)

Definicion 2.51. Un coproducto de dos objetos A; y A; en una categoria C es un colimite para
el diagrama etiquetada por la categoria discreta J = {1,2}. Un cono bajo J es un diagrama
con dos morfismos g1: A; —» Cygs: Ay — C. Un objeto A = colim J viene acompanado de
morfismos ij: A; — Ay ir: Ap — A (las inyecciones del coproducto)!'# y para cada C, un
morfismo tnico g’: A — C, que hacen conmutar este diagrama:

(2.8b)

Sea J un conjunto indice cualquiera y sea J la categoria discreta con Ob(J) = J. El coproducto
de una familia { A; € C : j € J} (si existe) es un objeto A = [[;c; A; junto con morfismos
ij: Aj — A que hace conmutar todos los diagramas de tipo (2.8b). o

13El término coproducto tiene una segunda acepcién. En la teoria de las dlgebras de Hopf, se encuentran
dos estructuras llamadas “producto” y “coproducto”, entre otras. Para aliviar la confusién terminoldgica,
algunos autores prefieren llamarlas multiplicacion y comultiplicacion, reservando el término “coproducto” para
el concepto categorica de la Definicion 2.51.

4Pese a la terminologia, no es automadtica que estas “inyecciones” sean monomorfismos.
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Ejemplo 2.52. El coproducto de dos conjuntos X, X, € Setes la union disjunta X, ¥ X,. [ Se
identifican X| & X; X {1} y X3 & X, X {2} y se define X W X, := (X] X {1}) U (X2 X {2});
en el caso X| N X, = 0, hay una biyeccién X; W X, < X; U X,. ] Las inyecciones son
i1(x1) := (x1, 1), ia(x2) := (x2,2). Dadas dos funciones g;: X; — Z, go: X — Z, se define
g X1 WXy — Zporg'(xy,1):=gi(x1), g (x2,2) := g2(x2), obligatoriamente.

En R-Mod, el coproducto de R-médulos A 'y B es la suma directa A @ B, junto con las
inyecciones ij: A — A® B, i: B — A® B. En esta categoria, el producto y el coproducto de
una cantidad finita de R-mddulos coinciden.

Si {4, :j € J} unafamilia de R-médulos, su coproducto es la suma directa A = ey Aj
de la Definicién 1.12, junto con las inyecciones ir: Ay — A. Esta suma directa es un
R-submédulo del producto directo [];c; Aj, pero ellos no coinciden si J es infinito. O

Definicién 2.53. Sea J la categoria pequefia @ —X e (dos objetos con dos morfismos “para-
lelos” entre ellos); esta categoria pequeia no es un poset. Un diagrama F: J — C es un par
de morfismos paralelos f,g: A = Ben C. Un cono sobre J es un diagrama de la forma

f
c—1sa —<B (2.92)
8

dado por un morfismo h: C — Atal que fh = gh. Un cono bajo J es otro diagrama
f P
A—_—=B——D (2.9b)
g

dado por un morfismo p: B — D tal que pf = pg.

Un igualador para f'y g es un par (K, k), donde k: K — A es un monomorfismo, que es
universal para el diagrama (2.9a); es decir, fk = gk y cada par (C, h) con fh = gh conlleva
un morfismo tnico h’: C — K que hace conmutar el diagrama siguiente:

C

| h
\ A i; B (2.10a)
- §

Un coigualador para f y g es un par (Q, q), donde q: B — Q es un epimorfismo, que es
universal para el diagrama (2.9b); es decir, gf = gg y cada par (D, p) con pf = pg conlleva
un morfismo dnico p’: Q — D que hace conmutar el diagrama siguiente:

h

/1
|
+
K

g 5@
. i (2.10b)
A B |p/ 2.10
3 v
P>
Se debe notar que K = limJ y Q = colim J en (2.10a) y (2.10b) respectivamente. 0
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iz . 1z . f g
Definicion 2.54. Si J es el poset ¢ — o <— o considérese un diagrama A— C «—B. Un
cono sobre este diagrama es un cuadrado conmutativo:

D —*.B
|
f
A—— C

tal que fh = gk. La propiedad universal para tales cuadrados, con P := lim J (si existe), es

un cuadrado conmutativo llamado pullback de A i) C & B, asf:

p—5 B

-
p g (2.11)
AL C

donde fp = gq. La decoracién . sefiala su propiedad universal. Explicitamente, esta
propiedad es la existencia de un morfismo unico I’: D — P que hace conmutar el siguiente
diagrama, esto es, pI’ = hy ql’ = k:

iz . i, . f 8
Definicion 2.55. Si J es el poset ¢ <— e — o considérese un diagrama B«— A — C. Los
dos cuadrados conmutativos siguientes:

A—L,p AL,
gl lh gl rp (2.12)
c—*+p c—2+90

son conos bajo ese diagrama. La conmutatividad indica que hf = kg y pf = qg. El segundo
diagrama tiene la propiedad universal para tales cuadrados, sefialada con la decoracién " con

Q := colim ¥ (si existe) y llamado pushout de B <L AL C, si siempre existe un morfismo
unico I’: Q — D tal que I'p = h, I'q = k. (Se deja al lector dibujar el diagrama conmutativo
correspondiente.) O



SP-1329: Algebra Homoldgica 2.3. Limites y colimites, propiedades universales

Ejemplo 2.56. En la categoria Set, dadas dos funciones f: X — Zyg: Y — Z, el pullback

de X i) 7 £ Y estd dado por el conjunto

XXzY:={(x,y) eXXY: f(x) =g},

llamado el producto fibrado de X y Y sobre Z. Las dos proyecciones p: X Xz ¥ — X,
q: X Xz Y — Y son las restricciones respectivas de las proyecciones p;, p» del producto
cartesiano X X Y.

En particular, si X € Zy Y € Z y si f,g son las inclusiones respectivas, este producto
fibrado es X N Y. Fijese que X N'Y generalmente no es parte de X X Y, pero X Xz Y =
{(z,z) : z € X NY} y hay una biyeccion unica (y obvia) X N'Y < X Xz Y que respeta
las inclusiones apropiadas. De hecho, como cualquier limite categorica, el pullback de un

. f g . . . e
diagrama X — Z «— Y solo estd determinado hasta una biyeccion tnica. 0

[ La terminologia en espafiol no estd bien establecida ain. Las palabras “igualador” y
“coigualador” son traducciones de los vocablos ingleses equalizer y coequalizer. Los términos
“pullback” y “pushout” se toman directamente del inglés, faute de mieux. (A veces se lee
el término malsonante “push-forward” en vez de pushout.) Unas frases ya en desuso son
“cuadrados cartesianos” para pullbacks y “cuadrados cocartesianos” para pushouts.

El “producto fibrado” tiene su origen en la topologia algebraica; hoy en dia es aplicable a
cualquier pullback de conjuntos. ||

Ejemplo 2.57. En la categoria F-Alg de dlgebras sobre un cuerpo [, una [F-dlgebra A tiene
una morfismo unidad n: F — A dado por A — A1 (aqui 1 es el elemento identidad de A).
Dadas dos F-dlgebras A y B, el pushout de las dos unidades ng: F — Ay ng: F — Besel
producto tensorial A ¢ B (véase la Definicion 1.14):

A
I

i)A@B

nA
—
i

5
o ——

=

donde i4s(a) := a® 1, ig(b) := 1 ® b son las inyecciones naturales.!3 O

Nota: C ®c C =~ C como C-dlgebras, pero C ®g C ~ R* como R-4lgebras.

» En la discusion anterior, con diversos ejemplos de limites y colimites, quedé pendiente la
posible existencia de limites y colimites en una categoria dada. Si el conjunto Ob(J) es finito,
se dice que F: J — C es un diagrama finito y su limite, si existe, es un limite finito.

'5SEsta definicion se generaliza al caso de dlgebras sobre un anillo conmutativo R: si Ay B son R-dlgebras,
entonces A ®g B es otra.
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Dicese que una categoria C es completa si los limites existen para todo diagrama J: J — C
(con J una categoria pequeia). Resulta que todo limite puede fabricarse con productos e
igualadores; por ende, C es completa si posee un producto de cada familia de objetos e
igualadores de cada par de morfismos paralelos.!¢ Si C posee igualadores y productos de
cada par de objetos, se puede fabricar todo limite finito aunque la categoria no sea completo:
ejemplos son vect-F (espacios F-vectoriales de dimension finita) y también set (conjuntos
finitos) y R-mod (R-mddulos finitamente generados).

Si todos los colimites existen en C, se dice que C es cocompleta: basta que posea todos
sus coproductos y coigualadores. Las categorias Set y R-Mod son completas y cocompletas.

2.4 Categorias abelianas

Para abordar temas del dlgebra homoldgica, la teoria general de categorias y funtores es util
pero no indispensable. Sin embargo, para desarrollar la homologia algebraica, tiene particular
importancia aquellas categorias que poseen las propiedades esenciales de R-mddulos: las
llamadas categorias abelianas. El nombre no refleja una intuicién profunda de Niels Abel,
sino la circunstancia de que el ejemplar mas sencillo es Ab, 1a categoria de los grupos abelianas.
Su introduccion se remonta a 1955, en un articulo de Buchsbaum (quien las llamé “categorias
exactas”) y un curso de Grothendieck en la Universidad de Kansas, publicado en 1957, que

usa la terminologia actual.!”
Definicion 2.58. Una categoria aditiva es una categoria C en la cual:

(a) Cada C(A, B) es un grupo abeliano en donde la suma y composicion de morfismos es
distributiva; es decir, toda vez que f € C(A, B), g1,82 € C(B,C), h € C(C, D), vale
h(g1 +82)f = hgif + hg2f en C(A, D).

(b) C posee un objeto cero 0, tal que C(0, 0) = {0}.

(c) Todo par de objetos A, B € C posee un suma directa A® B, dotado de cuatro morfismos:

J J
A—— AeB — B

(P—l T)
que cumplen las relaciones (1.3):
priiv=1la p1ja=0, p2ji=0, prjo=1p, jip1+j2p2 = laes. 0

16Para la demostracion, véase el Teorema V.2.1 del libro de categorias de MacLane.

"TLos articulos referidos son: David A. Buchsbaum, “Exact categories and duality”, Transactions of the
American Mathematical Society 80 (1955), 1—34; y Alexandre Grothendieck, “Sur quelques points d’algebre
homologique”, Téhoku Mathematical Journal 9 (1957), 119—221.
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En una categoria aditiva, ningin C(A, B) es vacio porque contiene un morfismo 0 (se
escriben los grupos abelianos con notacién aditiva). En la presencia de la condicién (a), la
condicién C(0,0) = {0} conlleva C(A, 0) = {0} y C(0, B) = {0} para todo A, B € C, asi que 0
es un objeto cero en el sentido de la Definicion 2.42.

La condicién (c) implica que que estas dos diagramas son un pullback y un pushout,
respectivamente: '8

AeoB -4 B 0— B

nt ] | e
. r

A—— 50 A—1y A®B

Por lo tanto, la suma directa es a la vez un producto y un coproducto de Ay B; y la suma
directa es tnica hasta un isomorfismo tnico.

Definiciéon 2.59. Sea f: A — B un morfismo en una categoria aditiva C. EI niicleo de f
es el igualador (si existe) de f,0: A =3 B. El contdcleo de f es el coigualador (si existe) de
f,0: A =3 B. Los objetos correspondientes son tinicos hasta isomorfismos tnicos. El niicleo
se denota por K = ker f y el contcleo por Q = coker f; estdn acompaiados, respectivamente,
por un monomorfismo k: K — Atal que fk = 0; y un epimorfismo q: B — Qtalqueqf = 0.
Como los igualadores y coigualadores solo estdn definidos hasta isomorfismos tnicos, se
puede decir que el par (K, k) es un niicleo para f 'y que el par (Q, q) es un coniicleo para f.
Las propiedades universales de nucleo y conucleo se derivan de los diagramas (2.10):

C Q
| h q

h'I\A%B AL)B/EP’
pd T~

En otras palabras: dado h: C — Atal que fh =0, existe h’: C — K tal que kh’ = h; y dado
p: B— Dtalque pf =0, existe p’: Q — D tal que p’q = p. 0

Las categorias Ab, R-Mod y R-Comp son aditivas, como se ve facilmente. El objeto cero
en R-Comp es el complejo trivial donde C,, = 0 para todo n. Sin embargo, estas categorias
tienen una propiedad suplementaria que garantiza la existencia de nicleos y contcleos con
una importante condicién de compatibilidad.

Es oportuno redefinir los conceptos de imagen y coimagen introducidos en la Defini-
cién 1.8 en términos de elementos de R-mdédulos. Si f € C(A, B) en una categoria aditiva C
que posee nucleos y conucleos de todos sus morfismos, se define

coim f := coker(ker f) = cokerk, im f := ker(coker f) = kerg. (2.13)

18por tradicién, se omite nombrar los morfismos nulos con dominio o codominio 0.
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Ampliando el Escolio 1.9, se puede construir un morfismo canénico f coim f — im f que
hace conmutar el diagrama de ese Escolio: f = j f p. Sin embargo, no hay garantia de que f
sea un monomorfismo ni un epimorfismo.

El morfismo candnico f se construye como sigue. Un morfismo f € C(A, B) que posee

. k . q . .
un nicleo K — Ay un conticleo B— Q da lugar a un diagrama conmutativo:

K—tsatyp_—1,0
T (2.14)
£
c--5D

donde C = coim f := coker k, junto con un epimorfismo p: A — C; y D = im f := kergq,
junto con un monomorfismo j: D — B.

Como ¢qf = 0, la propiedad universal del niicleo D de g implica que existe un tnico
morfismo g: A — D tal que jg = f. Como jgk = fk = 0y por ende gk = 0 ya que j es
monico, la propiedad universal del contdcleo C de k implica que existe un tinico morfismo
f:C—Dtalque fp =g.

Definicion 2.60. Una categoria abeliana es una categoria aditiva C que ademds cumple:
(d) Cada f € C(A, B) posee un nucleo y un conticleo.

(e) El morfismo canénico f : coim f — im f es un isomorfismo. 0

En categorias como Ab o R-Mod, donde los objetos son conjuntos, se puede definir el nicleo
y el conticleo como ciertos conjuntos especificos (véase la Definicién 1.8). Sin embargo, en
categorias generales, los objetos nucleo y contcleo solo se definen hasta isomorfismo. Cuando
f : C — D es un isomorfismo (es decir, un morfismo invertible) en el diagrama (2.14),
entonces tanto (D, j) como (C, j f ) son nucleos para g: B — Q; y tanto (C, p) como (D, f p)
son conucleos para k: K — A. Entonces las propiedades (d) y (e) de una categoria abeliana
pueden reformularse como sigue:

(d’) Para cada f € C(A, B), hay una sucesién de morfismos donde f = jp:

K5 A / > B q>Q

x / (2.15)
E

con j ménico y p épico, (K, k) es un niicleo para f y (Q, g) es un conticleo para f.

(¢’) (E,p) esun conucleo para k y (E, j) es un nucleo para q.

En este esquema, se identifican la imagen y la coimagen: E = coim f = im f.



SP-1329: Algebra Homoldgica 2.4. Categorias abelianas

Escolio 2.61. En una categoria abeliana C, un morfismo f es monico siy solo si ker f = 0;
f es épico siy solo si coker f = 0.
Un morfismo f de C es un isomorfismo si 'y solo si f es moénico y épico a la vez. =

Escolio 2.62. Si C es una categoria abeliana, la categoria opuesta C° también es abeliana. B

Definicion 2.63. En una categoria abeliana C, sean f € C(A,B) y g € C(B,C) un par de
morfismos que cumplen g f = 0. Considérese el diagrama conmutativo:

AL p_%,
N /N

E--"51

C

donde E = im f y L = kerg. Nétese que gjp = gf = 0; como p es épico, sigue gj = 0, luego
hay un morfismo tnico h: E — L tal que ih = j.

El diagrama Ai) B-%5 C es exacto en B si h es un isomorfismo. Entonces tanto (E,j)
como (L, i) son nicleos para g: B — C. Sin perder generalidad, entonces, se puede tomar
L = Eei = j, afirmando que la sucesion de la primera fila es exacta en B si im f = kerg.
(Esto generaliza la Definicién 1.16.) O

Lema 2.64. En una categoria abeliana C:
. f . .
(a) Una sucesion 0 — A —— B es exacta si'y solo si f es un monomorfismo.
. 8 . . .
(b) Una sucesion B— C — 0 es exacta si y solo si g es un epimorfismo.
. h . . .
(¢c) Una sucesion 0 — A— B— 0 es exacta si y solo si h es un isomorfismo.

(d) La sucesion 0 —>AL>B 2,C es exacta si ysolosigf =0y (A, f) es un niicleo
para g.

(e) La sucesion Ai) B-25C—0 es exacta si ysolosigf =0y (C,g) es un coniicleo
para f.

Demostracion. Las partes (a), (b), (c) siguen del Escolio 2.61.

Ad(d): Sigf =0y (A f) es un nicleo para g, entonces f es moénico y por ende la
sucesion dada es exacta en A. Ademds, en la factorizacién canénica (2.15) de f, el factor
p: A — im f es un isomorfismo porque f es moénico. Luego (im f, j) es un nucleo para g, de
manera que h: im f — kerg es un isomorfismo y la sucesion es exacta en B.

Inversamente, si la sucesion dada es exacta en Ay en B, entonces f es un monomorfismo,
gf =0,y (im f,j) es un nicleo parag. Sir: D — B es un morfismo tal que gr = 0, entonces
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r =jscons: D — im f. En la factorizacién canénica f = jp, p es un isomorfismo porque f
es moénico, asi que r = fp~'s. Se ha construido un morfismo t = p~'s: D — Atal que r = ft
a partir de la hipétesis gr = 0; esto muestra que (A, f) es un nicleo para g.

Ad(e): Apliquese la parte (d) a la categoria dual C°. m]

Las categorias abelianas forman el contexto natural para el dlgebra homolégica, porque las
propiedades (d) y (e) garantizan que la manipulacién de diagramas en R-Mod sigue aplicable
en otras categorias abelianas. Resulta que el lema de cinco (Lema 1.19) y el lema de la
culebra (Proposicién 1.22) son validos en cualquier categoria abeliana.!®

Las categoria R-Mod es abeliana: en particular, Ab = Z-Mod es una categoria abeliana. La
categoria Mod-R de R-mddulos derechos es abeliana, como también la categoria R-Bimod-S
de R-S-bimddulos para dos anillos dados Ry S.

En la geometria algebraica, se encuentran los conceptos de un prehaz y de un haz sobre
un espacio topoldgico X. Se definen morfismos entre prehaces o haces, de modo que estas
forman categorias. Los prehaces o haces sobre X con valores en grupos abelianos forman
categorfas abelianas. Este ejemplo fue la motivacién principal para el enfoque categérico
desarrollado por Grothendieck.

Definicién 2.65. Si C y D son categorias aditivas, F: C — D es un funtor aditivo si cada
h+— Fh: C(A, B) —» D(FA, FB) es un homomorfismo de grupos abelianos. o

Definicion 2.66. Sea 5: C — D un funtor aditivo entre dos categorias abelianas. Una
sucesion exacta corta (SEC) en C,

0— AL B c—0, (1.5)

retne dos morfismos de C con f moénico, g épico, e im f = kerg. Dicese que T es:
. . . If Fg
(a) semiexacto si, para cada SEC (1.5) en C, la sucesion FA — FB — FC es exactaen D;

F 7,
(b) exacto a la izquierda si, para cada SEC (1.5), 0 — FA —f> FB % FC es exactaen D;

F 7,
(c) exacto a la derecha si, para cada SEC (1.5), A —f> FB 8, FC— 0esexactaen D;

F 7,
(d) exacto si, para cada SEC (1.5),0— JFA —f> FB =% FC — 0 es una SEC en D. o

9Las demostraciones de estos dos lemas, dados en la seccion 1.2 para R-mddulos deben modificarse,
porque los objetos no siempre serdn conjuntos. Es cuestién de reformular esas demostraciones en términos de
morfismos exclusivamente: véase la seccion II.5 del libro de Gelfand y Manin. Alternativamente, se puede
apelar a un teorema de Freyd y Mitchell (1965) que dice que cualquier categoria abeliana puede ser encajada
como subcategoria en algiin R-Mod.
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Lema 2.67. Sea C una categoria abeliana y sean D, E € Ob(C). Los funtores representables
C(D,-): C— Aby C(—,E): C° — Ab son exactos a la izquierda.

En particular, en la categoria R-Mod, los funtores Homg(D, —) y Homg(—, E) son exactos
a la izquierda.

Demostracion. Al aplicar el funtor covariante C(D, —) a la SEC (1.5), se obtiene la sucesién

0— C(D, A) 2 c(D, B) -5 ¢(D, ©).

Se debe mostrar que f. es ménico y que im f. = kerg..

Si h € C(D, A), entonces fi(h) = fh = 0 implica h = 0 porque f es ménico en C; luego
f+ es ménico en Ab.

Fijese que g. f» = (gf)« = 0. = 0 por funtorialidad. Por otro lado, si k € C(D, B) cumple
g«(k) = gk = 0, entonces hay un morfismo [: D — kerg = im f tal que k = jl donde
j: kerg — B es el monomorfismo canénico. Como f es moénico, el morfismo canénico
p: A — im f en (2.15) tal que f = jp es un isomorfismo, asf que k = fp~'1, lo cual implica
que k € im f..

[ En el caso de R-Mod, se puede argiiir que gk = 0 implica k(D) C kerg = f(A), asi que
k = frparaalginr: D — Ayaque f es inyectivo. |

Para el otro funtor C(—, E), basta notar que la categoria C° es también abeliana. O

2.5 Funtores adjuntos

Con frecuencia se encuentran pares de funciones entre dos categorias (en direcciones opuestas)
que guardan una relacidén, codificada en la definicion siguiente.

Definicién 2.68. Un par de funtores : C — Dy §: D — C (abreviado con el simbolismo
F: C 2 D: 9) se llaman adjuntos si para todo A € Cy B € D, existe un isomorfismo2°

anp: D(FA, B)—> C(A, GB) (2.16)

que es natural en Ay en B. Dicese que J es un adjunto izquierdo de Gy que G es un adjunto
derecho de J. Se escribe I 4 G, dejando implicita la adjuncién «a. O

Ejemplo 2.69. El ejemplo mejor conocido de una adjuncién es V: Set 2 Vect-F: U, donde
U es el funtor olvidadizo (que asocia a cada espacio F-vectorial su conjunto de vectores) y
V es el funtor libre que a cada conjunto X asocia el espacio [F-vectorial con base X. Aqui
VX es la totalidad de combinaciones lineales formales2! de elementos de X. Cada funcién

29En general, @4 p s una biyeccion en Set. Si C y D son categorias aditivas, a4, g es un isomorfismo en Ab.
2!Cabe recordar que una combinacion lineal es una suma finita de multiplos A,x de elementos x € X.
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f: X — UW se extiende, de manera tnica, a una aplicacion lineal f : VX — W; alainversa,
la restriccion a X lleva cada aplicacién lineal g: VX — W alafuncidong|x: X — UW. Luego
ax.w: g — glx es una biyeccion entre Vect-F(VX, W) y Set(X, UW). Luego V 4 U. O

La naturalidad de & en ambas variables es la conmutatividad de todos los diagramas:

D(FA, B) —~25 C(A, GB) D(FA, B) —%5 C(A, GB)

(Thy* h* k. (Sk). (2.17)
J// xA’,B /J/ J/ N FAB J/ ’

D(FA, B) —% C(A’,SB) D(FA, B') —%5 C(A, GB)

una para cada h: A — Aen C y cada k: B — B’ en D; las flechas horizontales son
biyectivas. En forma mds abreviada, hay isomorfismos naturales a4 — : D(FA, —) = C(A, §-)
y a-g: D(J—, B) = C(—, §B). Alternativamente, hay un isomorfismo natural

a: D(F-,-) = C(-,5—-) entre dos bifuntores C° x D — Set.

Si se toma g € D(FA, B), entonces (2.17) muestra que en C(A’, §B'):

an (kg Th) = an p(Th)'(kg) = W aap ki(g) = h*(Sk). aap(g) = Skaap(g)h. (2.18)

Ejemplo 2.70. Sean J y K dos posets, F: J 2 K: G un par de funtores dados por funciones
F: J 2 K: G entre los conjuntos objetos. Sia € J, b € K, fijese que K(Fa, b) es un singulete
o vacfio segtin sea F(a) < b o no. Entonces hay una adjunciéon F 4 G cuando se cumple

F(a) < b = a < G(b).

Si el cuerpo K es una extension finita del cuerpo [, sea J el poset de los cuerpos intermedios
Econ K2 E 2F. Sea Gal(K | E) el grupo de Galois de K sobre E: este es el grupo finito de
automorfismos de K que dejan fijo el subcuerpo E. Los subgrupos de G = Gal(K|F) forman un
poset K bajo inclusion. El teorema principal de la teoria de Galois dice (entre otras cosas) que
hay una biyeccion mondtona entre estos posets: E 2 E’ si y solo si Gal(K | E) < Gal(K | E’).
Si H < G es un subgrupo, K denota el cuerpo fijo de KK bajo los automorfismos en H. El
mismo teorema asegura que el funtor E — Gal(K | E) es un funtor adjunto izquierdo al funtor
H +— K, porque Gal(K | E) < H siy solo si E 2 K. 0

Definicion 2.71. Sea F: C 2 D: G un par de funtores adjuntos, ¥ 4 G. Por el Lema
de Yoneda, para cada A € C la transformacién natural a,_: D(FA,—) = C(A, §-) estd
representada por 74 := as 54(154), un morfismo en C(A, §FA). De igual manera, para cada
B € D, el morfismo ¢ := agéB(lgB) en D(FGB, B) representa la transformacién natural
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a-p: D(O—,B) = C(—, §B). Los siguientes diagramas son conmutativos:

A", gFA F6B —%£ , B
hT TS?h ?Skl lk
A gFa G Gy .

parah: A — AenCyk: B — B enD. En efecto, tomese B = B=3FAyg = lgs, k = 1p
en (2.18) para obtener SFhna = nah; la segunda relacion sigue de modo similar.

Por lo tanto, los n4 y los eg son componentes respectivos de dos transformaciones naturales,
n: lc = G, llamada la unidad de la adjuncién; y ¢: G = 1p, la counidad de la
adjuncion. o

Notacion. Si f: F — G es una transformacion natural entre funtores paralelos F,G: C =3 D,
y si H: D — E es otro funtor, se define la transformacién natural Hf: HF = HG (funtores
de CenE) por (Hp)a := H(Pa) : HFA — HGA. Si K es otro funtor de cierta categoria en C,
se define pK: FK = GK de modo similar.

Escolio 2.72. La unidad n y la counidad ¢ de una adjuncion 3 4 G hacen conmutativos los
siguientes diagramas entre funtores:

I, 365 g 5 ggg

Inversamente, sin: 1c = GF ye: FG = 1p son transformaciones que satisfacen eF-In = 14
y Ge - nG = 1g, entonces F: C 2 D: G es un par de funtores adjuntos, mediante as p(g) =
Sgonaparag € D(FA,B)y a, 5(f) := epo Ff para f € C(A, GB). =

Lema 2.73. Si dos funtores F,3F": C =3 D son adjuntos izquierdos de un funtor G: D — C,
entonces hay un isomorfismo natural 0: F — F que entrelaza las unidades y counidades de
las adjunciones: G0-n=n":1c = GF" ye' -0G = ¢ : FG = 1p. De esta manera, el adjunto
izquierdo de G, si existe, es esencialmente tinico.

Demostracion. Sean n’: 1¢c = GF' y ¢/: G = 1p la unidad y counidad de la adjuncién
F” 4 G. Al combinar las dos adjunciones, hay un isomorfismo en D:

a3l 0 ) 5 : D(F'A, B) — C(A, GB) —> D(FA, B).

Para A fijo, esta composicion proporciona un isomorfismo natural entre los funtores repre-
sentables D(F’A, —) y D(FA, —). Por el lema de Yoneda, esto corresponde a un isomorfismo
04: F’A — FAen D, dada por la evaluacion en 144:

. -1 -1
04 := aA,(f/A(aA,grA(lﬁ”A)) = O‘A’gf/A(U;x) = &E3:4 0 ?U,A-
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Esta receta es natural en A y asi define un isomorfismo natural 6: ¥ = 3’ por la férmula
0 :=¢eF -Fy : F — FGF" — JF’. Evidentemente, -1 = gF-Fn:F — FGF - Fal
cambiar los papeles de Fy F.

La naturalidad de n: 1¢ = §F implica que §F7n’ - n = nG3F - n’ como transformaciones
naturales 1¢c = GF = §GFGF versus 1¢c = §F" = GFGTF’. Luego se calcula que

S0 -n=SGeF" -G -n=8eF -n3F -n' =15F -n' = lgg -1 =1

al usar el Escolio 2.72. La relacién ¢’ - G = ¢ sigue de manera similar. O

» En la categoria abeliana de R-mddulos (izquierdos o derechos), o0 mds generalmente en
R-S-bimédulos, hay un caso importante de funtores adjuntos. Si A es un R-médulo derecho
y si B es un R-S-bimddulo, entonces su producto tensorial A ®¢ B es un S-mdédulo derecho.
(Véase la Definicidn 1.14.) Ahora A — A ®p B es un funtor (covariante) de Mod-R en Mod-S.
A cada f: A — A’ en Mod-R le corresponde fy = f ® 1 : a® b — f(a) ® b en Mod-S. El

“teorema fundamental de productos tensoriales” es el siguiente.

Proposicion 2.74. Sean A, B, C un R-modulo derecho, un R-S-bimodulo, y un S-modulo
derecho, respectivamente. Entonces hay un isomorfismo de grupos abelianos:

Homg(A ®g B, C) ~ Homg(A, Homg(B, C)) (2.19)
que es natural en A, By C.
Demostracion. Sia € Ay f: A®g B — C es un S-homomorfismo, definase
ﬁ(a): B—C:bw— f(a®b).

Esta claro que af(a)(b) es aditiva en b y que, para s € S, af(a) lleva bs en f(a ® bs) =
f((a®b)s) = f(a® b)s. Esto dice que « f(a) € Homg(B, C).

Sir € R, entonces af(ar) lleva b en f(ar ® b) = f(a® rb) = af(a)(rb). Esto dice que
af(ar) = (af(a))r, asi que a f € Homg(A, Homg(B, C)).

También estd claro que a(f + f') = af + af’, de modo que a: f +— af es un homomor-
fismo de grupos abelianos.

Inversamente, si g: A — Homg(B,C) es un R-homomorfismo, entonces g(ar)(b) =
(g(a)r)(b) = g(a)(rb). Esto implica que fg: a ® b +— g(a)(b) define bien una aplicacién
aditiva fg: A®g B — C. Ademis,

Pg((a ® b)s) = fgla ® bs) = g(a)(bs) = g(a)(b)s = fg(a® b)s,

paras € S; y B(g +g’) = Pg + Pg’, de modo que fg es un S-homomorfismo. Es evidente
que afig = gy Paf = f, asi que a: Homg(A ®g B,C) — Homg(A, Homg(B, C)) es un
isomorfismo.

La naturalidad de « en A, B, C sigue por célculos rutinarios. O
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El resultado de la Proposicién 2.19 dice que el funtor (— ®g B): Mod-R — Mod-S es un
adjunto izquierdo al funtor representable Homg(B, —): Mod-S — Mod-R.

Es de esperar, entonces, que una propiedad especial de Homg(B, —) corresponda a otra
propiedad especial de (— ®g B). Cabe recordar el Lema 2.67 que dice que Homg(B, —) es
exacto a la izquierda.

Lema 2.75. Si D € R-Bimod-S, el funtor (— ®g D): Mod-R — Mod-S es exacto a la derecha.

. - f 8
Demostracion. Dada una sucesion exacta corta 0 — A— B— C — 0 en Mod-R, se debe
comprobar que la sucesion siguiente es exacta:

fi g
ARz D-—5B®g D —sC&pD—>0

donde fy := f®1p, g4 := g® Ip. Se debe mostrar que gy es sobreyectivo y que im fy = ker gy.

Como g: B — C es sobreyectivo, los elementos de C ®g D son sumas finitas de la forma
Y;8(bj) ®d; = gy(X; b ® dj). Luego gy es sobreyectivo.

Comogo f =0, se ve que gy(fy(a®d)) = g4(f(a) ®d) = g(f(a))®d = 0 para los tensores
simples a ® d que generan A®g D aditivamente. Entonces gy o f3 = 0; en particular, se obtiene
im fy C kergy.

Por lo tanto, hay un S-homomorfismo y: (B ® D)/im f; — C ®g D determinado por
y([b®d]) := gy(b®d) = g(b) ®d, cuyo niicleo es ker gy /im f;. [ Resulta que la coclase [b®d]
depende solamente de g(b) y d. En efecto, si ¢ = g(b) = g(b”) para algunos b, b’ € B, entonces
g(b—b")=0,luegob—b" = f(a)cona € A;deahib®d=b"®d + fi(a®d). |

Ahora h(c, d) := [b ® d] determina una funcién bien definida h: Cx D — (B®g D)/im fj,
aditiva en sus dos argumentos, que ademds cumple

h(cr,d) = [br ® d] = [b ® rd] = h(c, rd),

porque g(br) = g(b)r = cr cuando g(b) = c¢. Luego h determina un S-homomorfismo
@: C® D — (B®g D)/im f3 dado por ¢(c ® d) := [b ® d] cuando g(b) = c.

Entonces ¢ o y es la identidad sobre (B ®g D)/im f3, asi que y es un monomorfismo, con
nucleo trivial: lo cual implica que kergy = im f;. O

El lema anterior ejemplifica un fenémeno general, no demostrado aqui, para funtores
adjuntos entre categorias abelianas: un adjunto izquierdo es exacto a la derecha y un adjunto
derecho es exacto a la izquierda.??

22Para una demostracion, véase el Teorema 2.6.1 del libro de Weibel.
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2.6 Ejercicios sobre categorias y funtores

Ejercicio 2.1. En las categorias de la lista siguiente, comprobar que la composicién de
morfismos es asociativa; y caracterizar los isomorfismos.

(a) Set. eslacategoria de conjuntos puntuados. Los objetos son pares (X, xp) donde X es
un conjunto con xg € X. Un morfismo f: (X, x9) — (Y, yp) es una funcién f: X - Y

tal que f(x0) = yo.

(b) Top, es la categoria de espacios topologicos puntuados: sus objetos son pares (X, x)
con xg € X, donde X € Top.

(c) Si F es un cuerpo, F-Alg es la categoria de algebras sobre F. Una [F-dlgebra es un
espacio [F-vectorial A que es a su vez un anillo, cuya multiplicacién es [F-bilineal. Un
morfismo ¢: A — B es una aplicacion F-lineal multiplicativa tal que ¢(1) = 1.

(d) Poset es la categoria de conjuntos parcialmente ordenados; sus morfismos son fun-
ciones monotonas (no decrecientes).

(e) Htop es la categoria cuyos objetos son los de Top y cuyos morfismos [f]: X — Y son
clases de homotopia®® de funciones continuas f € Top(X,Y).

Ejercicio 2.2. En una categoria C cualquiera, sean f € C(A, B) y g € C(B, C). Demostrar:
(a) Si f y g son monomorfismos, entonces g f es un monomorfismo.
(b) Si f y g son epimorfismos, entonces g f es un epimorfismo.
(c) Dados f'y g, sigf es ménico, entonces f es moénico.
(d) Dados f'y g, sigf es épico, entonces g es épico.

Ejercicio 2.3. Sea X un espacio topoldgico. Un camino en X es una funcién continua
f:10,1] = X. Sea II;(X) la categoria cuyos objetos son los puntos de X, y en donde los
morfismos en IT;(X)(x, y) son las clases de homotopia de caminos desde x hastay. Mostrar que
cada morfismo es un isomorfismo, es decir, que I1;(X) es un grupoide (llamado el grupoide
fundamental de X).

Si x9p € X, de modo que (X, xp) € Top,, se define el grupo fundamental (X, xy) de
manera andloga. ;Cudl es esa definicién?

23Dos funciones continuas fp, fi : X — Y son homotdpicos si existe una funcién continua F: X X [0,1] —» Y
tal que F(x,0) = fo(x), F(x, 1) = fi(x) para todo x € X. Esto define una relacién de equivalencia (homotopia)
en cada Top(X, Y).
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Ejercicio 2.4. Sea Vect-F la categoria de espacios [F-vectoriales y sea U: Vect-F — Set el
funtor olvidadizo. Sea V: Set — Vect-F el funtor libre que lleva cada conjunto X al espacio
[F-vectorial VX cuya base es X (las combinaciones lineales formales de elementos de X).

Si X € Sety W € Vect-F, observar que cada aplicacion lineal g: VX — W define
una funcién glx: X — UW; y que cada f: X — UW se extiende a una aplicacioén lineal
f: VX — W. Concluir que hay una biyeccién ax yw : Vect-F(VX, W) < Set(X, UW).

Demostrar que estas biyecciones son naturales en X y en W, para asi obtener isomorfismos
naturales ax —: Vect-F(VX, —) = Set(X,U-) y a_w: Vect-F(V—, W) = Set(—, UW).

Ejercicio 2.5. Definir un funtor contravariante O : Top® — Poset tal que O(X) es la topologia
del espacio topoldgico X. ;Como actiia este funtor sobre morfismos?

Ejercicio 2.6. Sea [n] := {0,1,...,n} para n € N, con los elementos en el orden usual.?*
La categoria simplicial A es la categoria pequefia cuyos objetos son todos estos [n] y cuyos
morfismos son las funciones no decrecientes h: [m] — [n].

Entre dos ordinales consecutivos, los tinicos monomorfismos en A([n — 1],[n]) son

ug, ...,uy y los tnicos epimorfismos en A([n + 1], [n]) son vg, ...,vn, donde la imagen
i . . . l . .,
de u; omite i, mientras v, repite i
P i si j<i, P i si j <1,
un .= . . . . . vn = . . . . .
jej+1 si j>i, jej—-1 si j>i.

Comprobar que estos morfismos cumplen las siguientes relaciones:

i Jj—1 . . .
B R = B ulv’” si i<
wou=ul s i< . n’n-1 ’
n+1-n n+17n T i =i 4l
joi T Y Vallye1 = 3 lnl si i=j,j+1,
ViVi =V i < J; B
mel e ’ ul v st P>+ 1

Ejercicio 2.7. (Continuacién del Ejercicio 2.6). Demostrar que cada morfismo h € A([m], [n])
posee una factorizacién unica de la forma

_ in-k 01 il Jm—k
h=uy uk+1V§< Vin-1

donde 0 <ij < - <ipp<n 0<j; <+ <jpmi <m.

Ejercicio 2.8. Una transformacién natural a: § = G entre dos funtores F,5: C =3 D se
llaman un isomorfismo natural si cada componente a4 es un isomorfismo en D(FA, GA).
Demostrar que esto sucede si y solo si hay otra transformacién natural f: § = J tal que
foa=1lgyaopf=1g.

24Se considera [n] como el enésimo niimero ordinal, aunque el mismo conjunto — sin el orden — es el niimero
cardinal (n + 1).
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Ejercicio 2.9. Algunos conceptos familiares pueden ser redefinidos como funtores. En cada
caso, se declara el efecto del funtor sobre objetos; hay que completar la definicion al precisar
su efecto sobre morfismos. Ademds: ;como se debe interpretar una transformacién natural
entre dos funtores del mismo tipo?

(a) Una accién de un grupo G sobre un conjunto X es un funtor X: BG — Set tal que
X(x) = X. (Véase el Ejemplo 2.6.)

Una variante: una representacion del grupo G es un funtor V: BG — Vect-F.

(b) Si G es un grupo, el subgrupo conmutador [G, G] es el subgrupo (normal) generado
por los elementos ghg~'h~! con g, h € G. El grupo cociente G/[G, G] es abeliano. La
abelianizacion es el funtor A: Grp — Ab dado sobre objetos por A(G) := G/[G, G].

(c) Si X esun espacio topoldgico, un prehaz de conjuntos sobre X es un funtor contravari-
ante O: Top-X° — Set. (Véase el Ejemplo 2.5.) Se denota por ryy: O(U) — O(V) la
restriccion asociada por O a la inclusién V < U, si V C U son abiertos de X.

Un prehaz de grupos abelianos es un funtor contravariante O : Top-X° — Ab.

Ejercicio 2.10. Los siguientes funtores son representables. En cada caso, explicar porque el
objeto mencionado representa el funtor dado.

(a) Si R* es el conjunto de elementos invertibles del anillo R, el funtor (—=)*: Ring — Set
dado por R — R* es representado por el anillo Z[t, '] (los polinomios de Laurent en
una variable).

(b) El funtor C: Top — Set, tal que CX es el conjunto de los caminos en X, es representado
por el espacio topolégico I = [0, 1].

(c) El funtor T: Top® — Set, donde TX es el conjunto de partes abiertas de X, es repre-
sentado por el espacio de Sierpinski S = {0, 1} (cuya topologia tiene solo tres abiertos:

0, {0}y S).

Ejercicio 2.11. En la Definicion 2.21 de bifuntor como un funtor : CxD — E, ;por qué es
obligatorio que el diagrama conmuta?

Ejercicio 2.12. Dado un diagrama B <LAi> C en la categoria Ab de grupos abelianos,
denoétese su pushout por B @4 C. Comprobar que este pushout existe y que esta dado por el
grupo cociente

BosC:=BaC)/D,

donde D := {(f(a),—g(a)) :ac A} c B&C.
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Ejercicio 2.13. Si un par de morfismos paralelos f,g: A =2 B en una categoria C posee un
igualador (K, k) o un coigualador (Q, q) — véase la Definicién 2.53 — demostrar que k es un
monomorfismo y g es un epimorfismo, necesariamente.

[ Por lo tanto, en una categoria aditiva cada nicleo es ménico y cada contcleo es épico. |

Ejercicio 2.14. Si P, junto con morfismos p: P — Ay q: P — B, es un pullback del diagrama

a0l B

p—5 B
-
p g (2.11)

AL)C

y si f: A — C es un monomorfismo, demostrar que g también es un monomorfismo.

Ejercicio 2.15. En una categoria C que posee productos de cada par de objetos, demostrar
que C posee igualadores si y solo si posee pullbacks:

(a) Si C posee igualadores, dado una diagrama AL C <g—B, considérese el igualador
(K,k) defpl,gpz: AXB=C.

(b) Si C posee pullbacks, definase un morfismo diagonal A: B — B X B a partir del cono

1 1 ,
B <2 B—25 B. Dados f,g: A3 B, considérese el pullback de A(f—gz BXxB A B.

Ejercicio 2.16. Sea 3: C — D un funtor aditivo entre dos categorias abelianas.

(a) Demostrar que JF es exacto a la izquierda (Definicién 2.66) si toda vez que la sucesion

F g,
0—A L B—%5 Cesexactaen C,lasucesion 0 — FA —f> FB LN FCesexactaenD.

(b) Demostrar que JF es exacto a la derecha si toda vez que la sucesion A L B-50—0

. Ff Tg
es exacta en C, la sucesiéon FA — FB — FC — 0 es exacta en D.

[ Indicacion: En ambos casos, la sucesion de las hipdtesis es un “empalme” de dos sucesiones
exactas cortas. En el caso (a), si D = img y E = cokerg, considerar A »» B —-» Dy
D> C » E. Enelcaso (b), si F =kerf yG = coim f, considerar F > A -» Gy
G B-»C.]

Ejercicio 2.17. Si el diagrama J: J — C posee un limite L = limyJ € Cy si X € C, el
diagrama compuesto C(X,F-): J — Set posee un limite en Set. Demostrar que hay una
biyeccion C(X, L) < limy C(X, F—) que es natural en X.

[ Indicacion: Interpretar limy C(X, F—) como un cono con cenit X. ||
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Ejercicio 2.18. El funtor diagonal A: C — C se define como sigue: (i) AB := Bes el funtor
constante j — B, fi;j > 1p; (ii) si h € C(B, C), Ah := h es la transformacién natural constante
h: B= Ctalque h; = hparatodo j € J.
Si la categoria C posee un limite y un colimite para cada diagrama J: J — C, demostrar
los funtores limy: C! — Cy colimy: C? — C forman adjuntos derecho e izquierdo para A,
respectivamente:
A 4 limy, colimy 4 A.

[ Indicacién: Verificar que CY(B, ) y C*(F, C) corresponden a conos en C.

Ejercicio 2.19. Comprobar la Proposicion: los adjuntos derechos preservan limites, al ex-
plicar esta cadena de biyecciones naturales:

CY(AB, §K) & DY(FAB, K) & DY(AFB, K) & D(FB,limy K) < C(B, G limy K),

dados un objeto B € C, un diagrama K: J — Dy funtores F: C 2 D: G tales que F 4 G.
Concluir que limy K = Glimy K.
Otra Proposicion: los adjuntos izquierdos preservan colimites sigue por dualidad.

Ejercicio 2.20. Dos subcategorias importantes de Top son ComHaus, los espacios topoldgicos
compactos y de Hausdorff (compactos y T); y Tij, los espacios de Tijonov (completamente
regulares y de Hausdorff, o T, ! ). Hay un funtor de inclusién J: ComHaus — Tij.

En la otra direccién, un espacio de Tijonov se puede compactificar, esto es, encajar
X € Tij como subespacio denso de un compacto K € ComHaus. Se sabe que existe una
compactificacion de Stone y Cech X, junto con una inyeccién continua i: X < X, con la
siguiente propiedad universal: cada funcién continua f: X — K, donde K es compacto y de
Hausdorff, posee una extensién continua f: fX — K tal foi = f.

Demostrar que X — BX define un funtor f: Tij — ComHaus que es un adjunto izquierdo
a la inclusién: g 4 7.

(Se debe mostrar que ComHaus(fX, K) < Tij(X, K) son biyecciones naturales en X y K.)
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3 Resoluciones y funtores derivados

These disparate [homology and cohomology] theories
were pulled together by Cartan and Eilenberg (1956)
in a cohesive synthesis based on a concept of derived
functors from the category of modules over a ring to the
category of abelian groups. — Nathan Jacobson

Von Neumann had to understand and accept much that
most of us do not want to accept and do not even wish
to understand. — Eugene Wigner

En este capitulo, se exploraré diversos propiedades homoldgicas en la categoria R-Mod de
R-médulos izquierdos, donde R es un anillo no necesariamente conmutativo. Todos los resul-
tados son aplicables a cualquier categoria abeliana (con ciertos ajustes en las demostraciones);
en particular a las categorias Mod-R y R-Bimod-S.

3.1 Maoddulos proyectivos e inyectivos
El lema siguiente distingue una clase especial de sucesiones exactas en R-Mod.

Lema 3.1. Para una determinada sucesion exacta corta de R-modulos,

0—ALB5c—0
las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) hay un R-homomorfismo s: C — B tal que gs = 1¢;
(b) hay un R-homomorfismot: B — Atal que tf = 14,
(¢) hay un R-submédulo D de B tal que B = D & im f.

Demostracion. Ad(a) = (b): Toémese b € B; si ¢ := g(b), entonces g(b — s(c)) = 0. Como
kerg =1im f, hay a € Atal que b — s(c) = f(a), asi que b = f(a) + s(c).

Sib = f(a’) +s(c’) para algunos a’ € A, ¢’ € C, entonces f(a) +s(c) = f(a’) + s(¢’), luego
fla—a’) =s(c"—c). Luegoc’ —c = g(s(¢’—c)) =g(f(a—a’)) = 0; y porende f(a—a’) = 0 asi
que a = a’ porque f es inyectivo. En consecuencia, b = f(a) + s(c) de manera unica. Ahora
se define bien un R-homomorfismo t: B — A por t(f(a) + s(c)) :=a. Seve que t f = 14.

Ad(b) = (c): Sib € B,seaa :=t(b) € A. Entonces t(b — f(a)) = t(b) —a = 0, asi
quev :=b— f(a) € kert. Luegob =v + f(a) e kert +im f. Sib =V + f(a’) cona’ € A,
v/ € kert, entonces a = t(b) = t(f(a’)) = @’ asi que v =v’. Entonces b =v + f(a) de manera
Unica y por lo tanto B = kert & im f.
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Ad(c) = (a): Sic € C, entonces g(b) = ¢ para algtin b € B porque g es sobreyectivo.
Sea b =: u + f(a) (de manera tinica) conu € D,a € A. Sic =g(b’) parad’ =u’ + f(a’) € B,
entonces b—b" e kerg =im f,asiqueu—u' =b-b"— f(a—a’) € DNim f y porende v’ = u.
Ademas, ¢ = g(b) = g(u). Se define bien s: C — B por s(c) := u; es obvio que gs = 1. O

Definicion 3.2. Si una sucesion exacta corta de R-mddulos cumple (una de) las condiciones
equivalentes del Lema 3.1, se dice que esta sucesion exacta corta escinde. Se escribe

0 > A f>B a
T~__
S

C » 0 (3.1)

\ v

si s € Homg(C, B) cumple gs = 1¢. En este caso, vale B = f(A) @ s(C) ~ A& C. 0

En la categoria Vect-F (cuando R es un cuerpo [), fodas las sucesiones exactas cortas
escinden. Por ejemplo, se puede completar una base para el espacio F-vectorial im f < B a
una base de B; los vectores nuevos generan un subespacio D de Btal que B=D & im f.

Cartan y Eilenberg introdujeron una clase de R-mdédulos, llamados proyectivos, que gene-
ralizan los R-mddulos libres pero mantienen la posibilidad de escision de SECs. Se definen
mediante una propiedad universal, que puede plantearse en cualquier categoria abeliana.

Definicién 3.3. En una categoria abeliana C, un objeto P es proyectivo si cuample la siguiente
propiedad universal: dados un morfismo k: P — C y un epimorfismo g: B - C, existe un
morfismo h: P — C tal que gh = k. (Dicese que h levanta el morfismo dado k.) En otras
palabras, h hace conmutar el siguiente diagrama, cuya fila inferior es exacta:

P
i (32
)\/
B—-cC » 0
En la categoria R-Mod, se dice que P es un R-mddulo proyectivo. o

Cualquier R-mddulo libre P es proyectivo. En efecto, sea {e; : j € ]} una base de P;
dados k: P — By g: A - B, elijanse elementos x; € A tales que g(x;) = k(e;). Entonces la
asignacion h(e;) := x; se extiende a un R-homomorfismo h: P — Atal que gh = k.

Proposicion 3.4. Para un R-modulo P, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) P es un R-modulo proyectivo.

(b) Cada sucesion exacta corta 0 — A L B-%5P— 0 escinde.

(c) P es un sumando directo de un R-modulo libre.
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Demostracion. Ad(a) = (b): Dada una sucesion exacta corta 0 — A— B— P — 0,
hay un diagrama conmutativo:

0 > A > B >

y por el Lema 3.1, la condicién gh = 1p dice que esta sucesion exacta corta escinde.

Ad(b) = (¢): El R-médulo P es un cociente de un R-médulo libre L, con aplicacion
cociente q: L - P. [ Si {x;}jc; genera P, tdmese L := RY) con base {ej}jes y sea q(e)) := x;
para cada j. || Sea D := ker q con inclusién j: D > L. Entonces esta sucesion corta es exacta:

0 s D j>L q>P > 0.

Hay un R-monomorfismo s: P — L con gqs = 1lp que la escinde, y la demostracion del
Lema 3.1 muestra que L = j(D) @ s(P) ~ D & P.

Ad(c) = (a): Si hay un R-médulo D tal que L := D & P es libre, sea g: L — P la
aplicacion cociente y sea i: P — L la inclusion. Hay un diagrama conmutativo:

q
r— g

1

L
P
|

g

k

g>B > 0

donde el R-homomorfismo p: L — A tal que gp = kq existe porque L es libre y por ende es
proyectivo. Sea h := pi : P — Alarestriccién de p al submédulo P de L. Es inmediato que
gh =gpi = kqi = k. ]

Si R es un anillo entero principal, cada R-mddulo proyectivo finitamente generado es
libre, porque un teorema conocido dice que cada submodulo del R-médulo libre R" es también
libre.! En otros anillos, este no es el caso. Por ejemplo, si R = Z/6 ~ Z/2 & Z/3, entonces
Z]2y Z/3 son sumandos directos de R y por lo tanto son R-mdédulos proyectivos por la
Proposicién 3.4(c), pero no son libres sobre R.

Ejemplo 3.5. Sea S = M,(R) con n > 2. Del Ejemplo 1.7, R" es un S-médulo izquierdo.
Ahora S ~ R" @ --- @ R" (n veces), al expresar cada matriz en M,(R) como la suma directa
de sus n columnas, mediante un R-isomorfismo que respeta la accién a la izquierda de S (esto
es, un S-isomorfismo). Luego R" es un S-mdédulo proyectivo, pero no libre. O

"Véase, por ejemplo, el Teorema 3.7 del libro: Nathan Jacobson, Basic Algebra I, Dover, 1985.
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Lema 3.6. Un R-médulo P es proyectivo siy solo si el funtor Homg(P, —) es exacto.

Demostracion. Sea P un R-moédulo proyectivo. Si O—>Ai> B-25C—0 es una SEC

en R-Mod, se debe mostrar que la sucesion corta

0 —— Homg(P, A) L> Homg(P, B) SN Homg(P,C) —— 0

es exacta en Ab.

En vista del Lema 2.67, basta mostrar que esta sucesion es exacta en Homg(P, C), es decir,
que g. es un epimorfismo en Ab; o sea, que g. es sobreyectivo. Por hipétesis, g: B - C es
sobreyectivo. Luego, por la Definicion 3.3, para cada k € Homg(P, C) existe h € Homg(P, B)
tal que k = gh = g.(h); luego g. es sobreyectivo.

Inversamente, si Homg(P, —) es exacto, este funtor lleva un epimorfismo g: B -» C a
un homomorfismo sobreyectivo g. = Homg(P,g) en Ab. Luego, cada R-homomorfismo
k: P — C es de la forma k = g.(h) = gh para algin h € Homg(P, B). Esto dice que P es
proyectivo. i

» Elconcepto de R-mddulo proyectivo tiene una nocion pareja, la de un R-médulo inyectivo,?
al reemplazar la categoria R-Mod por la categoria opuesta R-Mod®. En paralelo con la
Definicion 3.3, se puede introducir esta nocién en cualquier categoria abeliana.

Definicion 3.7. En una categoria abeliana C, un objeto Q es inyectivo si cumple la siguiente
propiedad universal: dados un morfismo k: A — Q y un monomorfismo f: A - B, existe un
morfismo h: B — Q tal que hf = k. (Dicese que h extiende el morfismo dado k.) En otras
palabras, h hace conmutar el siguiente diagrama, cuya fila superior es exacta:

0 > A > B
kl o (33)
Q
En la categoria R-Mod (o R-Mod°®), se dice que Q es un R-médulo inyectivo. O

Escolio 3.8. Un R-mdédulo Q es inyectivo si y solo si el funtor contravariante Homg(—, Q)
es exacto. B

Proposicion 3.9. Un R-médulo Q es inyectivo si y solo si cada sucesion exacta corta

0—>QL>Bi>C—>Oescinde.

*Histéricamente, los mddulos inyectivos son més antiguos que los proyectivos: fueron introducidos por
Reinhold Baer en 1940, en un estudio sobre grupos abelianos.
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Demostracion. Ad =: Sea Q un R-mddulo inyectivo. Dada una sucesion exacta corta de la

forma0— Q L B-Ysc—s 0, hay un diagrama conmutativo

y la condicién ¢ f = 1¢ dice que esta sucesion exacta corta escinde, en vista del Lema 3.1.

Ad <=: Dados un R-homomorfismo k: A — Q y un R-monomorfismo f: A > B

considérese el pushout:

A>L>

B
k lh (3-4)

. r

Q — 5 C
Sea q: C — C/j(Q) el R-homomorfismo cociente; entonces hay una SEC:

J

0 y Q y 0 —2

» C[j(Q) —— 0

la cual escinde, por hipdtesis: hay un R-homomorfismo t: C — Q tal que tj = 1p. La
conmutatividad del diagrama (3.4) implica que th € Homg(B, Q) cumple

(th)f = t(hf) = t(jk) = (tj)k = 19k = k.
Luego Q es un R-médulo inyectivo. O

Lema 3.10 (Baer). Un R-modulo Q es inyectivo si y solo si cada R-homomorfismo k: ] — Q
desde un ideal izquierdo J C R puede extenderse en un R-homomorfismo h: R — Q.

Demostracion. Ad =: Si Q es inyectivo, apliquese la Definicién 3.7 con k: ] — Q y la
inclusion j: J > A para obtener la extensién deseada h: R — Q.

Ad &=: Sean dados dos R-homomorfismos k: A — Qy f: A > B con f inyectivo.
Se puede considerar A como un R-submddulo de B, siendo f la inclusién. Las extensiones
intermedias (B’,g), donde B* C B es un R-submddulo con f(A) € B 'y g: B — Q es
tal que g(f(x)) = k(x) para x € A, forman un conjunto parcialmente ordenado €. Aqui
(B},81) < (B),g2) toda vez que B} C B) y glei = g1. Una cadena de tales pares posee una
cota superior en € dada por la unién de sus submoédulos. Al aplicar el Lema de Zorn, se
concluye que hay una extension maximal (C, g’) en €.
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Si fuera C # B, habria un elemento b € B\ C; entonces J := {r € R: rb € C} seria un
ideal izquierdo en R. Definase k: J — Q por k(r) := g’(rb). Por hipétesis, k se extiende a
h:R— Q. SeaC’ := C+Rbydefinaseg”: C' — Qporg”(c+rb):=g'(c)+h(r),parac € C.

Este homomorfismo g” esta bien definido: si ¢; + rib = ¢y + rpb, entonces (r; — )b =
co—cy €C,asiquer; —rp € Jyluego

g'(ca —c1) = g'((r1 = r)b) = k(r1 — r2) = h(r1 — r2),

de modo que g’(cy) + h(r;) = g’(c2) + h(r2). Ahora, si c € C, se puede tomar r = ( para obtener
g”(c) = g(c); pero esto implicaria que (C,g’) < (C’,g"”) en &, contrario a la maximalidad
de (C,g’). Porlo tanto, C = By g’: B — Q cumple g’'f = k. Se concluye que Q es un
R-modulo inyectivo. O

3.2 Resoluciones proyectivas

Cualquier R-mdédulo A es un cociente de un R-mdédulo libre (como ya se observd en la
demostracién de la Proposicion 3.4). Cada R-mddulo libre es proyectivo; entonces, ipso facto,
cualquier R-mddulo A es un cociente de un R-mddulo proyectivo. Esta circunstancia da lugar
al concepto de una resolucion proyectiva de un R-médulo, que resulta ser un concepto clave
del dlgebra homoldgica.

[ También es cierto que cualquier R-mddulo es un submédulo de un R-médulo inyectivo.
En contraste con la situacién anterior, este es un teorema no trivial (véase, por ejemplo, el
Teorema XX.4.1 del libro de Lang). La diferencia se debe a que las categorias R-Mod y R-Mod"
no son equivalentes: no es posible pasar de una situacion a otra por “abstract nonsense”.> ||

Mais generalmente, dicese que una categoria abeliana C posee suficientes proyectivos si
para cada objeto A € C hay un epimorfismo g: P — A donde P es un objeto proyectivo.

Ahora bien, dado un R-médulo A, sea 7: Py — A un epimorfismo donde Py es un R-
moédulo proyectivo, y sea Ap := kerz. También hay un epimorfismo d;: Py — Ag para

algin R-médulo proyectivo P;. Como imd; = Ay = kerz por construccién, la sucesion

d
P —5 P, —Z, Aes exacta. Al iterar este proceso, se llega al concepto siguiente.

Definiciéon 3.11. Una resolucién proyectiva de un R-médulo A es un complejo exacto en
R-Mod, de la forma

dn d d
i Py Py~ = Py P —5 Py —> A— 0 (3.5)

donde cada P, es un R-mddulo proyectivo.

3El término abstract nonsense parece haber originado en una referencia jocosa de Norman Steenrod a los
métodos categéricos de MacLane. Lejos de criticar tales métodos, Steenrod los adoptd para formalizar su
enfoque general sobre cohomologias.
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Si cada P, es un R-mddulo libre, esta es una resolucion libre. Si hay n € Ntal que P, =0
para r > n, esta es una resolucion finita. o

La existencia de una resolucién proyectiva de A € R-Mod proviene del “empalme” de
sucesiones exactas cortas 0 — A, — P, — A,_1 — 0, asf:

Az

AY

> P3 & > P vy > Py
Ay Ao

Cada monomorfismo j,: A, — P, se define inductivamente como niicleo de d,: P, — P,_;
(con dy := my P_; := A para empezar la induccién); y cada epimorfismo ¢q,: P, — A,_;
viene de la existencia de suficientes proyectivos en R-Mod. Entonces los R-homomorfismos
dy := jr-1q9, : P, — P,_j definen un complejo exacto, porque imd, | = im j, = ker g, = kerd,.

di s

y A

()

Definicion 3.12. Un complejo de cadenas

Co: 020, M cy—0
se llama proyectivo si cada C, es un R-médulo proyectivo. Ademas, (C,, d) es un complejo
aciclico si H,(C) = Oparan > 1; en otras, es exacto excepto posiblemente en C. La resolucién
proyectiva (3.5) es, por un lado, un complejo proyectivo aumentado por el epimorfismo
m: Py -» Atal que md; = 0; se escribe P, — A para denotar esa circunstancia (un poco
abusivamente, pues P, y A son objetos de categorias diferentes). Por otro lado, (3.5) es un
complejo aciclico. 0

Debe estar claro que la resolucién proyectiva de un R-médulo no es tnica, porque en
cada paso hay mucha libertad de elegir el R-mdédulo proyectivo P,. El efecto de usar dos
resoluciones proyectivas diferentes estd explorado en el siguiente teorema de comparacion.

Proposicion 3.13. Sea u: A — B un R-homomorfismo. Si Py — A es un complejo proyec-
tivo sobre A, y si C, % Besun complejo aciclico, entonces hay un morfismo de complejos
Us: Po — C,o que levanta u, es decir, puy = ux : Py — B, de modo que este diagrama
conmuta:

d d
yPp —— P — > Py —2> A » 0
| | |
(R75) lup 1 ug J/u (36)
T
y Cy —— C] —— G » B y 0

Ademads, dos morfismos de complejos Ps — Co que levantan u son homotopicos.
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Demostracion. Se construye los u,: P, — C, inductivamente, considerando el morfismo dado
u: A— Bcomou_y: P.; — C_;. Como Py es proyectivoy p: Cyp — B es un epimorfismo,
existe ug: Pp — Cp tal que pug = um, por lo tanto el ultimo cuadrado a la derecha es
conmutativo.

Por hipétesis, w d; = 0; luego pupgd; = und; =0, lo cual dice que im(upd;) C kerp =
imJ;. (La segunda igualdad sigue porque el complejo de abajo es exacto en Cy.) Como
d1: C; —» im §; es un epimorfismo y P; es proyectivo, existe u; : P; — Cj tal que §; u; = up d;
y por ende el penultimo cuadrado es conmutativo.

Después de haber construido u,: P, — C,, nbtese que S, updpi1 = up—1dpdye1 = 0;
luego im(u,-1 d,) C kerd, = imJd,+;. Como P, es proyectivo, existe up.1: Ppi1 — Chti
tal que 0,41 Un+1 = Undyy1. Esta igualdad es valida para todo n (por la induccién) asi que
Us: P — Co s un morfismo de complejos y todo el diagrama es conmutativo.

Seav,: Py — C, otro morfismo de complejos tal que pvy = ux. Entonces p(ug —vo) = 0,
asi que im(up —vg) C kerp = im§;. Luego hay un R-homomorfismo so: Py — C; tal que
51 So = Up —vo.

Para hacer una induccién sobre n, supéngase que ya se ha construido s,: P, — C,;] para
r=1,...,n—1tales que 6,+1 s, + s,—1 d, = u, — v, para cada r, siguiendo la formula (1.16).
(Témese s_; :=0.)

ds dy dy
> P3 > P, s P > Pp —— A
7 7 7
5 I sy 71 s I
// Uy—vy // ur—vq 4 up—vo u
2 1
y C3 y Co y C1 > Co > B

Entonces
5n(un —Vn — Sp-1 dn) = (un—l —Vn-1— 5n Sn—l)dn = Sn-2 dn—l dn =0,

asi que im(u, — v, — sy—1 dy) C ker§, = im §,4+1. Luego hay un morfismo s,: P, — C, tal
que Oy+1 Sp = Up —Vyn — Sp—1 dyp. La induccién establece la validez de (1.16) para todo n. Se ha
construido una homotopia de cadenas entre u, y V. O

Corolario 3.14. Si P, — Ay P, s Ason dos resoluciones proyectivas de un R-moédulo A,
entonces los complejos de cadenas P, y P., son homotopicamente equivalentes y por lo tanto
poseen grupos de homologia isomorfos.

Demostracion. Al aplicar la Proposicion 3.13 a la identidad 14: A — A, se obtiene un par
de morfismos de cadenas u,: Po — P, y ve: P, — P, que levantan la identidad, es decir,
puy =y rvy=p. Suscomposiciones ve te: Po — Po y UeVe: P, — P, también levantan la
identidad: wvoug = my pugvo = p. Entonces la misma proposicion produce homotopias de
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cadenas v, ue ~ l4, y ueve ~ lp, . En consecuencia, los dos complejos son homotépicamente
equivalentes.

El Lema 1.35 entonces implica que wu.: H,(P) — Hu(P') y v.: Hy(P") — H,(P) son
homomorfismos inversos, de modo que H,(P) ~ H,(P’), para cada n € N. O

Ejemplo 3.15. Si A ya es un R-mdédulo proyectivo, la sucesion exacta

---—>O—>O—>Ai>A—>O

es una resolucion proyectiva de A, con Pp = Ay P, = O parar > 1.
Cuando la resolucion es finita, se puede descartar los ceros a la izquierda. La resolucién

. . 1a
anterior se escribe entonces como A— A— 0.
Sime Nconm > 2,sea(xm): Z — Z : k — mk la multiplicaciéon por m y sea
q: Z — Z/m: n— (nmod m) la aplicacion cociente. Entonces la sucesion exacta corta

0—7227 5 7/m—0

es una resolucion libre finita de Z/m en la categoria Ab = Z-Mod.
Hay una resolucion libre infinita de A = Z/2 en la categoria (Z/4)-Mod dada por

2271825721422 714 70— 0.

Esta no es una resolucién proyectiva en la categoria Ab, porque el grupo de torsién* Z /4 no es
un sumando directo de un grupo abeliano libre Z/, porque un subgrupo de un grupo abeliano
libre es también libre. o

» Al pasar a la categoria opuesta R-Mod°, se cambia los médulos proyectivos por médulos
inyectivos, llegando al concepto siguiente y un teorema de comparacion andlogo.

Definicion 3.16. Una resolucion inyectiva de un R-médulo A es un complejo exacto en
R-Mod, de la forma

2 n
0—A0 Lo Lot o Lo (3.7)

donde cada Q" es un R-mddulo inyectivo. Se escribe A s Q° para denotar esa circunstancia.

Mids generalmente, dicese que una categoria abeliana C posee suficientes inyectivos si
para cada objeto A € C hay un monomorfismo j: A — Q donde Q es un objeto inyectivo. Se
define resoluciones inyectivas en C de la misma manera. 0

4Un grupo abeliano B es un grupo de torsion si para cada b € B hay n € N* con nb = 0. En un grupo
abeliano cualquiera A, los elementos de orden finito forman un subgrupo B < A (su subgrupo de torsion) y el
cociente A/B es libre. Este resultado se generaliza la categoria R-mod cuando R es un anillo principal.
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Escolio 3.17. Seav: B — A un R-homomorfismo. Si B 25 C* esun complejo aciclico?y si

ALy Q°* es un complejo inyectivo, entonces hay un morfismo de complejos v*: C* — Q°
que extiende v, es decir, V' 0 = nv : B — QY de modo que este diagrama conmuta:

50

9
0 > B y (0 y C! y C? )
| | |
v 1,0 Iyl 12
P
n d d
0 >y A > Q0 > Q! >y Q2 >

Dos morfismos de complejos de cocadenas C* — Q° que extienden v son homotopicos.

En particular, si A LN Q°*yA AN Q’® sondos resoluciones inyectivas de un R-modulo A,
entonces los complejos de cocadenas Q°® y Q’® son homotopicamente equivalentes y por lo
tanto poseen grupos de cohomologia isomorfos. =|

3.3 Funtores derivados

La disponibilidad de resoluciones proyectivas e inyectivas en la categoria abeliana R-Mod da
lugar a dos familias importantes de funtores, al componer un funtor dado con los funtores de
homologia o cohomologia encontrados en el capitulo 1. Si el funtor dado es exacto, lleva
el complejo exacto de una resolucién a otro complejo exacto, con homologia o cohomologia
trivial; con eso no se gana nada. Pero si el funtor dado no es exacto, la composicion
proporciona grupos de co/homologia que pueden aportar informacion interesante.

Definicion 3.18. Sean C y D dos categorias abelianas donde C posee suficientes proyectivos.
SeaJ: C — D un funtor aditivo covariante. Si A € C, sea P, — Auna resolucién proyectiva
de Aen C. La imagen bajo J del complejo (P., d) en C es un complejo de cadenas (FP,, Fd)
en D, no necesariamente exacto. Para cada n € N, se define el n-ésimo funtor derivado
izquierdo £,F: C — Ab por

L,F(A) := H,(FP,).

Sea G: C° — D un funtor aditivo contravariante. La imagen bajo G del complejo (P,, d)
en C° es un complejo de cocadenas (GP°, Gd) en D, no necesariamente exacto. Para cada
n € N, se define el n-ésimo funtor derivado derecho R"G: C° — Ab por

R"S(A) := H"(SP°®). 0

Hay dos otras familias de funtores derivados obtenidas con el empleo de resoluciones
inyectivas en lugar de proyectivas.

5Un complejo de cocadenas C* es aciclico si H*(C) = O paran > 1.
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Definicién 3.19. Sean C y D dos categorias abelianas donde C posee suficientes inyectivos.®

Sea F: C — D un funtor aditivo covariante. Si A € C, sea A LN Q° una resolucion inyectiva
de A. Para cada n € N, se define el n-ésimo funtor derivado derecho R"F: C — Ab por
R*"F(A) := HH(FQ°®).

Sea G: C° — D un funtor aditivo contravariante. Para cada n € N, se define el n-ésimo
funtor derivado izquierdo £,5: C° — Ab por £,5(A) := H,(5Q.). O

El Corolario 3.14 implica que las funtores derivados £,F y R"G son bien definidas,
porque los grupos abelianos H,(FP,) y H"(SP°®) solo dependen del objeto original A, hasta
un isomorfismo natural. Para calcular tales grupos, se debe usar la resolucién proyectiva mas
apropiada en cada caso.

Lema 3.20. Si el funtor aditivo covariante 3: C — D es exacto a la derecha, hay un
isomorfismo natural 1: LoF = TF.

Demostracion. Si P, —=% A es una resolucién proyectiva de A € C y si F es exacto a la

d Fd F
derecha, entonces la sucesion P; N Py 5 A—>s0OesexactaenC y FP; kN FPy 5 FA—0
también es exacta en D.
Fijese que Hy(FP,) = coker(Fd,) por la definicién de Hy (esta es el grupo de homologia

del complejo truncado - - - — FP; ﬂ FPy— 0 (sin el objeto FA) en la posicién de FPp).
En la factorizacion candnica (2.15) para el epimorfismo Fr = japa: FPy -» FA, el factor
pa: FPy — Hy(TFP,) es el epimorfismo canénico del conticleo y ja: Ho(FP,) — FA es un
isomorfismo.

Seau: A — B un morfismo en C y sea C, —% B una resolucién proyectiva de B. Por
la Proposicion 3.13, hay un morfismo de complejos u,: P, — C, que levanta u al estilo de
(3.6). El epimorfismo Fp = jgpp: FCy - I B se factoriza de la misma forma que Fr, con
pp: FCo — Ho(FC,) y jp: Ho(FCo) — FB un isomorfismo; y vale Fp Fug = Fu Fr:

IFr

FPy —2A s Hy(FP.) —25 FA

|
ffuol I J/Crru
2 .

FCo 22 Hy(FC.) —2Z— FB

Fp

Como j4, jp son isomorfismos, hay un tinico homomorfismov: Hy(FP,) — Hy(FC,) que hace
conmutar el cuadrado derecho, v = jgl Fu ja. Entonces

ijpA:"fujApA:S"u?n:”fpS”uo :ijB?uo

®Ffjese que C posee suficientes inyectivos si y solo si la categorfa opuesta C° posee suficientes proyectivos.
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y por ende vps = pgJFuy porque jp es un monomorfismo. Esto dice que el cuadrado
izquierdo conmuta. Como py, pp son aplicaciones de contcleo, el inico homomorfismo que
hace conmutar el cuadrado izquierdo es Hy(Fug); asi que v = Ho(Fug) = LoFu. Se ha
comprobado que jg LoFu = Fu ju. Esta tltima relacion dice que los isomorfismos jy, jp son
componentes de un isomorfismo natural i1: £oF = . O

Definicion 3.21. Sea A un R-médulo derecho y B un R-médulo izquierdo. El producto
tensorial A ®g B es un grupo abeliano; y para B fijo, la correspondencia A — A ®g B es un
funtor aditivo covariante (— ®g B) : Mod-R — Ab exacto a la derecha, por el Lema 2.75. Para
n € N, el n-ésimo producto de torsion de Ay B se define como

Tork(A, B) := L,(— ®k B)(A). (3.8)
Del Lema 3.20, resulta que Torg(A, B) = A®g B. O

Ejemplo 3.22. En la categoria Ab = Z-Mod, el grupo abeliano Z/m tiene la resolucién
proyectiva del Ejemplo 3.15:

0—7227%7/m—0 (3.9)
Si G es un grupo abeliano cualquiera, el complejo G ®z P, €s
0—G5G—0

al emplear el isomorfismo (natural) G ®z Z =~ Gy al notar que (Xm)y = (Xm) : x > mx
como un endomorfismo de G. La homologia de este complejo es

Torg(G,Z/m):G/mG, TorIZ(G,Z/m): {xeG:mx=0} <G,
y TorZ(G, Z/m) = O paran > 2. ¢

Escolio 3.23. Si el funtor aditivo contravariante G: C° — D es exacto a la izquierda, hay un
isomorfismo natural RIG = G, =]

Definicién 3.24. Sea B un R-médulo izquierdo.” La correspondencia A — Homg(A, B) es un
funtor aditivo contravariante y exacto a la izquierda, por el Lema 2.67. Paran € N, el n-ésimo
extension de B por A se define como

Exty(A, B) := R" Homg(—, B)(A). (3.10)

Del Escolio 3.23, resulta que Extg(A, B) = Homg(A, B). O

7Esta definicién es directamente aplicable, mutatis mutandis, a los R-médulos derechos.
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Si G es un grupo abeliano, al aplicar el funtor Homz(—, G) a la resolucién proyectiva (3.9)
de Z/m, habida cuenta de que Homz(Z, G) =~ G, se obtiene

0—G5G—0—---
porque (xm)* = (xm) como endomorfismo de G. La cohomologia de este complejo es
Ext)(Z/m,G)={x€G:mx=0}<G,  Exty,(Z/m,G)=G/mG,

y Ext%,(Z/m,G) = O paran > 2.

» Los funtores derivados Torf y Exty aparecen en ciertas sucesiones exactas largas, al
combinarlos con una sucesion exacta corta de R-modulos. Brevemente, una sucesion exacta
corta0 — A— B— C — 0 en R-Mod produce otra SEC en R-Comp entre sus resoluciones
proyectivas; luego se aplica el Teorema 1.29.

Lema 3.25 (Lema de la herradura). Sea 0 — A = B— C — 0 una sucesién exacta corta

de R-médulos, con resoluciones proyectivas dadas Py —= Ay R, 25 C. Entonces hay una

. . . Ue Ve .,
resolucion proyectiva Qs —% B tal que 0 — Py — Q, —> R, — 0 es una sucesion exacta
corta de complejos:

0 0 0 0
: : :
\If \If \If w

y P y Py y Py —— y 0
\If \If \If w

“== Q=== Q=== Q -2 B---3 0 (3-11)

: : e %77 |
N N v 7 <+

> Ry > Ry > Ro USNYe > 0
: : :
\L \L \L hd
0 0 0 0

Demostracion. Por la Proposicion 3.4, una sucesién exacta corta) — P, — Q, — R, — 0
con R, proyectivo debe escindir, y por ende Q, ~ P, ® R,. Entonces, sin perder generalidad,
se puede definir Q,, := P, ® R,,. Sean j,: P, > Q, lainyecciény p,: Q, - R, la proyeccién
asociada a esta suma directa. Ellas forman las flechas verticales en el diagrama (3.11).

Como Ry es proyectivo, se puede levantar p: Ry — C a través del epimorfismov: B — C,
para obtener o: Ry — B tal que vo = p. Definase k: Qyp — B por k(x,y) := un(x) + o(y)
para x € Py, y € Ry. Entonces kjo = ur yvk = ppo: los dos cuadrados a la derecha del
diagrama conmutan.
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Obsérvese que cada Q, es un R-mddulo proyectivo. Como 7 y p son épicos, el Lema de
cinco corto (Corolario 1.20) implica que x es también un epimorfismo.

Ahora se puede repetir esta construccion, por induccion sobre n, para construir los mor-
fismos Q, — Oy,—1 que hacen conmutar los otros cuadrados del diagrama y comprobar que la
fila central es una sucesion exacta. O

Una categoria abeliana C puede ser encajada como una categoria plena de R-Mod para un
anillo R apropiada, segun el teorema de Freyd y Mitchell.® Entonces el lema de la herradura
sigue valido en cualquier categoria abeliana. [ La demostracion anterior es directamente
aplicable en la categoria C, con la excepcion de la formula k(x,y) := un(x) + o(y) que
define el morfismo k. Para definir x sin usar esta férmula puntual, sea p(’): Qo — Py el otro
epimorfismo de la suma directa Py & Ro. Entonces la formula k := u 7 p;, + o po € C(Qo, B)
define x directamente en Mor(C). |

u v ., 7
Teorema 3.26. Sea 0 — A— B— C — 0 una sucesion exacta corta en una categoria
abeliana C con suficientes proyectivos.

(a) Sea F: C — D un funtor aditivo covariante hacia otra categoria abeliana. Entonces
hay una sucesion exacta larga

D Lo FO) 2 £,5) I £,5B) I8 £,F(C) L £, FA) — -

que termina con ---— L1F(C) —> LoF(A) %) LoF(B) ﬁ LoF(C)— 0.

(b) Sea G: C° — D un funtor aditivo contravariante hacia otra categoria abeliana. En-
tonces hay una sucesion exacta larga

— R71G(4) &5 Rg(0) 25 RigB) 24 RrgAa) L RHHIG(C) — -

que empieza con 0 — ROS(C) ROS(B) IROS(A) R le 5(C)—>-

Demostracion. Basta demostrar la parte (a), porque la parte (b) sigue al aplicar los mismos
argumentos a la categoria opuesta.

Sean P, — Ay R, —% C dos resoluciones proyectivas de A y C respectivamente. Del
Lema 3.25 se sabe que hay otra Q, — Btal que 0 — P, LR Q. 5 R, —> 0 es una sucesion
exacta corta de complejos de cadenas sobre C.°

Al aplicar el funtor aditivo F a la sucesion exacta escindida 0 — P, — Q, — R, — 0,
en vista de que FQ, = F(P, ® R,) = F(P,) ® F(R,), se obtiene una sucesion exacta escindida

8Para su demostracion, véase la seccién 1.6 del libro de Weibel.
9Si C es una categoria abeliana, la categoria Comp-C de complejos de cadenas en C es también abeliana.
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0— JP,— FQ, — FR, — 0 en D. En consecuencia, una aplicacién del Teorema 1.29
a esta SEC de complejos define los morfismos conectores d,: H,(FRe,) — H,—_1(FP,) y asi
produce la sucesion exacta larga deseada. |

. u v [ e 7
Corolario 3.27. (a) Sea0 — A— B— C — O una sucesion exacta corta de R-médulos
derechos. Si D es un R-modulo izquierdo, entonces hay una sucesion exacta larga en
homologia:

.+ — Tork(A, D) — Tork(B, D) — Torf(C, D) = Tor® (A, D) —» ---

que termina con

.o — Tork(C, D) 25 A@g D — B@gD — C&gD —> 0. (3.12)

u v .. , . . .
(b) Sea 0 — A— B— C —> 0 una sucesion exacta corta de R-modulos izquierdos. Si
D es otro R-médulo izquierdo, entonces hay una sucesion exacta larga en cohomologia:

.-+ — Ext}(C,D) — Ext’(B,D) — Ext’(A, D) X5 Ext};*'(C,D) — -
que empieza con

0 —» Homg(C, D) — Homg(B, D) — Homg(A, D) - ExtL(C,D) —» ---
(3.13)

Demostracion. Apliquese el teorema anterior a los funtores respectivos F = (—®gr D)y G =
Homg(—, D), tomando en cuenta que Torg(—, D)=(-®rD)y Extg(—, D) = Homg(—,D). O

Los extremos de estas sucesiones exactas largas motivan estos funtores derivados. El
funtor covariante (— ®g D) es exacto a la derecha pero no a la izquierda. Los funtores
Tor®(—, D) entonces proporcionan una especie de resolucién que exhibe su falta de exactitud
a la izquierda. El funtor contravariante Homg(—, D) es exacto a la izquierda pero no a la
derecha. Los Exty(—, D) ofrecen una resolucién que exhibe su falta de exactitud a la derecha.

3.4 Extensiones de R-mo6dulos

La teoria de extensiones fue formulado originalmente para grupos: dados dos grupos H y K,
(cudles grupos G tienen H como subgrupo normal y K como grupo cociente, de modo que
G/H =~ K? Un grupo G con estas cualidades se llama una extension de K por H; en general,
G no es tnica (hasta isomorfismo). Por ejemplo, si H ~ C3 y K ~ C, son grupos ciclicos de
ordenes 3y 2, entonces G =~ Cq y G =~ S3 son dos soluciones (y desde luego, no hay otras).
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Obsérvese que | — H — G — K — 1 es una sucesion exacta en la categoria Grp si y
solo si G es una extension de K por H. La clasificacion se complica porque la categoria Grp
no es abeliana. En categorias de R-mddulos, esta clasificacion resulta mas amena.

Definicion 3.28. Una extension de un R-médulo A por otro R-médulo B es una sucesion
exacta corta en R-Mod: 1° _
E: 0—B-ELA—0. (3.14)

Hay isomorfismos obvios B =~ j(B) C E'y E/j(B) ~ A. Un ejemplo es la extension escindida:

Ey: 0—>Bi>A€BBi>A—>O. (3.15)

Un equivalencia de extensiones de A por B es un diagrama conmutativo de cadena de la forma

E: 0 yB—L v E—F A > 0
| |1
E 0 > B N Ay > 0

determinado por un R-homomorfismo f: E — E’ que cumple f j = j' yp’f = p. Porel Lema
de cinco corto (Corolario 1.20), un tal f es necesariamente un isomorfismo. Dos extensiones
de A por B se llaman equivalentes si hay un (iso)morfismo entre ellas. Dendtese por E(A, B)
el conjunto de clases de equivalencia de extensiones de A por B. 0

Una extension escinde si y solo si es equivalente a Ey; es decir, [Eg] € E(A, B) es la clase
de extensiones escindidas.

Lema 3.29. Si Ext}lz(A, B) = 0, entonces cada extension de A por B escinde.
Demostracion. La sucesion exacta corta (3.14) de la extension da lugar a la sucesion exacta
larga (3.13):

0 —» Homg(A, B) -+ Homg(E, B) - Homg(B, B) —>+ Extl(A,B) — ---
Al ser Ext}z(A, B) = 0, el homomorfismo j* es sobreyectivo, asi que hay t+ € Homg(E, B) tal
que 15 = j*(t) = tj. El Lema 3.1 entonces dice que esta SEC escinde. O

Lema 3.30. Dadas dos R-modulos Ay B, hay una biyeccion E(A, B) & Ext}z(A, B) que lleva
la clase escindida [Eo] € E(A, B) en el cero del grupo abeliano Ext}Q(A, B).

'°Casi todos los autores siguen esta terminologia de llamar la SEC (3.14) una extensién “de A por B”. Una
excepcion notable es MacLane, que la llama una extension “de B por A”. Caveat lector.
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Demostracién. Témese una resolucién proyectiva P, — A. Una extensién E dada por la
sucesion exacta (3.14) da lugar, por la Proposicion 3.13, a un morfismo de complejos que

levanta 14:
di

y P, d2>P1 y Py —— A y 0
N
j P
> 0 > B > E > A > 0

Al reemplazar P; por K := kerzr = imdj, se obtiene un morfismo de sucesiones exactas
cortas:

0 v K —Lsp "4 A » 0
R
0 > B j>E p>A > 0

donde P := Py, u := ug, i: K » Py eslainclusion, yv: K — B es el tinico R-homomorfismo
tal que jv = ui, puestoque pui = wi = 0y (B, j) es un nicleo para p.
Como P es proyectivo, se ve que Ext}e(P, B) = 0 al usar la resolucién proyectiva P, i» P

del Ejemplo 3.15. Al aplicar el funtor Homg(—, B) a la fila superior, el Corolario 3.27(b) da
la sucesion exacta:

) 5
Homg(P, B) — Homg(K, B) — Extk(A, B) — 0.

Definase 0a5: E(A, B) — Exty(A, B) por 045([E]) := 5(v). Entonces 045 estd bien definida:
paraotros u’: P — Eyv': K — B que levantan 14, se ve que p(u —u’) = 7 — x = 0, asi que
u—u =jsparaalgins: P — B;ademds j(v—v') = (u—u')i = jsiasiquev —v' =si = i*(s)
y por ende 5(v —v") = 0.

Por otro lado, six € Ext}a(A, B),hayv € Homg(K, B) con §(v) = x. Sea (F, w, h) el pushout

del diagrama B «— K - P; entonces hay un diagrama conmutativo con filas exactas:

0 y K —sp "4 A » 0
R
r
0 > B h>F q>A > 0.

Del Ejercicio 2.12, F = cokerk donde k: K — P @ B : z  (i(z),-v(z)) y se toma
q: F — A:[y,b] — n(y). Entonces la fila de abajo es una extensién F de A por B, y por su
construccion, se obtiene 945([F]) = 6(v) = x.

La extension [E] escinde si y solo si existe t: E — B tal que tj = 1p; en cuyo caso
v=tjv=tui=i"(tu) € imi" = kerd. Esto dice que 045([Eo]) = 0 en Ext}]z(A, B). O

La biyeccién 045: E(A, B) — Ext}z(A, B) del Lema 3.30 es natural en Ay en B, en vista
del resultado siguiente.

3-17



SP-1329: Algebra Homoldgica 3.4. Extensiones de R-mddulos

Lema 3.31. Sea E una extension de A por B en R-Mod.

(a) Para cada R-homomorfismo f: B — B’, hay una extension E’ de A por B' que hace
conmutar el diagrama siguiente:

0 jEp> > 0

o

0 —— B -“-5 E’ ———->A—>O

(b) Para cada R-homomorfismo g: A” — A, hay una extension E” de A” por B que hace
conmutar el diagrama siguiente:

//

0——B-2sp o o
|k
0
0 yB—LE— 44 > 0

(c) Las asignaciones E(A, f) = f o [E] := [E'] y €(g,B)
bifuntor £&(—, —) : R-Mod° X R-Mod — Set.

[E] o g := [E”] definen un

Demostracion. Ad(a): Definase (E’,j’,u) como el pushout del diagrama B’ <L B-LE.
Entonces j': B© — E’ es un monomorfismo al igual que j; y uj = j'f. El triple (A, 0, p)
cumple pj =0 f: B — A trivialmente. Por la propiedad universal del pushout, hay un tnico
R-homomorfismo p’: E" — Atal que p’u = py p’j’ = 0; el diagrama es conmutativo.

Se comprueba facilmente que la segunda fila es exacta y asi define una extension E’.
También es facil ver que la clase de equivalencia [E’] solo depende de la clase [E].

Ad(b): Definase (E”,p”,v) como el pullback del diagrama A” 2, AL E. Entonces
p” E” — A” es un epimorfismo al igual que p; y pv = gp”. El triple (B,0,j) cumple
pj = g0: B — A trivialmente. Por la propiedad universal del pullback, hay un tunico
R-homomorfismo j”: B — E” tal que v j” = jy p” j” = 0; el diagrama es conmutativo.

Se comprueba facilmente que la primera fila es exacta y asi define una extensién E”; y la
clase de equivalencia [E”] solo depende de la clase [E].

Ad(c): Para comprobar la funtorialidad de £(A,—) y (-, B), se debe iterar estas dos
construcciones para R-homomorfismos compuestos. Dos célculos directos pero tediosos
muestran que hf o[E] = ho(f o[E])y [E]ogk = ([E]og) ok, asi que E(—, —) es contravariante
en la primera variable y covariante en la segunda variable. Ademads se puede comprobar que
(folE])og=fo([E]og)enE(A”, B'), lo cual demuestra que £(—, —) es un bifuntor. O

Los dos lemas anteriores definen un isomorfismo natural 0: E(—,-) = Ext}e(—, -). El
segundo de estos bifuntores toma valores en Ab y no solo en Set. Entonces cada conjunto
E(A, B) es un grupo abeliano, cuyo cero es la clase de la extension escindida.
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Definicion 3.32 (Suma de Baer). Dadas dos extensiones de A por B en R-Mod:
j k
E: O—>B;>EL>A—>O y F: O—)B—)Fi)A—>O,

su suma directa

» ,
E®F: 0——BaoB -5 Ear 2% aea —— 0,

es una extension de A @ A por B @ B. Los R-homomorfismos diagonal y suma,
Ap: A—> A®A:ar (a,a) y Vg: B®B — B: (b;,by) — by + by
permiten reducirla a una extension de A por B, Se define la suma de Baer [E] + [F] asi:
[E] +[F] := Vg o (E® F) o Ay
Esta operacion es asociativa y conmutativa sobre £(A, B). Se puede verificar que la extension
Vpo(E®Ep)oAxesequivalente a E, asi que [E] +[Eo] = [E]. El negativo de [E] es [E™], dado
porE-:0—B , E-25 A—0. Conesta operacion, (A, B) es un grupo abeliano. O

Un tltimo ejercicio sobre extensiones asegura que la biyeccion 045: E(A, B) — Ext}z (A, B)
es un isomorfismo de grupos, porque entrelaza las dos operaciones de suma.

El resultado final de estos cdlculos es la exhibicion de una version “concreta” del bifuntor
derivado Ext}z por las extensiones de R-mddulos. Histéricamente, tales extensiones con su
relacion de equivalencia y su suma, fueron estudiados por Baer mucho antes de la introduccion
de funtores derivados.!!

3.5 El teorema de Kiinneth

En su tesis doctoral en 1922, Kiinneth!'? obtuvo una férmula que relaciona los nimeros de
Betti de una variedad producto X X Y y de sus dos factores:

k
b(X X Y) = ) bi(X) biy(Y).
j=0

[Si X es una variedad diferencial, el nimero de Betti b;(X) es la dimensién del espacio
vectorial de j-formas cerradas médulo j-formas exactas. Poincaré dio una definiciéon mas ge-
neral para complejos celulares en términos de homologia; para 1922, era posible reformularla

''La operacion de suma de clases fue introducido en el articulo: Reinhold Baer, “Erweiterung von Gruppen
und ihren Isomorphismen”, Mathematische Zeitschrift 38 (1934), 375—416.

2Hermann Kiinneth, Uber die Bettischen Zahlen einer Produktmannigfaltigkeit, tesis doctoral, Universidad
de Erlangen, 1922 (dirigido por Heinrich Tietze).
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para espacios topoldgicos que admitian triangulaciones, que dio el contexto del trabajo de
Kiinneth. ]| Posteriormente, Cech, Eilenberg y Steenrod reformularon esta relacion en térmi-
nos de complejas de cadenas de groups abelianos, en donde el lado derecho coincide con el
lado izquierdo solamente si cierto “término de torsion” se anula.

A continuacion se estudiara ciertas propiedades del producto tensorial. Un paso previo es
el concepto de un bicomplejo o complejo doble, que tiene interés propio.

Definicién 3.33. Un bicomplejo de cadenas es una familia Cee = {Cppp, : m,n € N} de
R-médulos, junto con R-homomorfismos Spmn: Crun = Ci—1.0 Y Omn: Cmn — Cmn—1 tales que

5mn5m+l,n =0, amnam,n+l =0, 5m,n—lamn + am—l,namn =0 (316)

para todo m, n € N. (En la tercera relacion, el lado izquierdo lleva C,,, en Cp,—1 4—1.) Se suele
suprimir los indices en las diferenciales, abreviando estas relaciones como 66 = 0, 99 = 0,
59 + 06 = 0. En particular, las filas (C,,,d) y las columnas (Cye,d) son complejos de
cadenas. El complejo total ((TotC),, d) asociado a este bicomplejo se define asi:

r

(TOt C)r = @ Conn = @ Cm,r—m 5 dr = Z 5mn + Omn - (317)

m+n=r m=0 m+n=r

De este modo, d(Cpp) © Cr—1.n ® Cyn—1 y por ende d((Tot C),) € (TotC),_;. Las relaciones
(3.16) garantizan d,d,+; = 0, de manera que ((TotC)., d) es efectivamente un complejo de
R-moédulos. En el diagrama (cuyos cuadrados anticonmutan):

Cos (L Ci3z ¢ o Cos 4 &5 C33 4
603\r an\r 823\r a’”\r

Coz L Ciz < 2 Cx < e Csp < (3.18)
aoz\r alz\r 622\r 632\,

Co1 (L Ci1 +4 il Cor 4 il C31 4

301v (')11v 921v 331v

Coo (51—0 Cio ¢ el Cyo < el C3p <

los componentes de (Tot C), son las diagonales finitas y las diferenciales d, estan representadas
por todas las flechas entre dos diagonales consecutivos. O

Un bicomplejo de cocadenas se define de manera andloga. Las formulas de esta definicion
también definen un bicomplejo de objetos en cualquier categoria abeliana.
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Definiciéon 3.34. Sean C, y D, dos complejos en Comp-R y R-Comp respectivamente. Su
producto tensorial Co ®g D, es el complejo total del bicomplejo con componentes C,,, g Dy,
y con diferenciales 6,y := dpm ® 1p, ¥ Omn := 1¢,, ® (—1)™d,. En otras palabras:

(C@r D), = () Cu®r Dy = @c ®k Dr—m

m+n=r
dx®y):=dxy+(-1)"x® dy para x®y € Cp QrDy,. (3.19)
Entonces ((C ®g D)., d) es un complejo de grupos abelianos. o

Vale la pena comprobar la nilpotencia del diferencial explicitamente en este caso:

d(d(x ® y)) = d(dx ® y) + (-=1)"d(x ® dy)
=ddx) @y + ()" ldx @ dy + (-1)"dx ® dy + x ® d(dy) = 0

El signo que aparece en la férmula (3.19) es una instancia de la llamada regla de signos de
Koszul.'3 Sean A, B, C, D grupos abelianos graduados (quizds con mds estructura) y sean
f:A— C, g: B— D morfismos de grados #f, #g respectivamente. Se define el morfismo
f®g: A® B— C ® D sobre elementos homogéneos por:

f®ga®b) = (~1)"f(a) ® g(b). (3.:20)

Informalmente, el intercambio de orden de los simbolos g, a produce el signo (—1)*#¢ (En
la férmula (3.19), nétese que #d = —1 y #x = m.)

La formula (3.19) tiene una consecuencia importante para la homologia del producto
tensorial de complejos. Si x € Z,(C), y € Z,(D), entonces d(x ® y) = 0, es decir, x @ y €
Zm+n(C ®g D). Si ademas x = dz € B,(C), entonces x  y = d(z ® y) € Bpin(C ®g D);
alternativamente, si y = dw € B,(D), entonces x ® y = (—1)"d(x ® w) € Bp,4»n(C ®g D). En
consecuencia, hay un homomorfismo bien definido

p: Hu(C) ®g Hy(D) = Hpin(C @& D) @ [x] ® [y] = [x ® y]. (3.21)

Un R-médulo derecho A da lugar a un complejo trivial Ae con Ag = Ay A, = 0 para
n # 0. De igual modo, un R-mdédulo izquierdo B puede identificarse con un complejo
trivial B, € R-Comp. Asi se puede formar un par de complejos de grupos abelianos por
(A®r D), :==A®rD,cond(a®y):=a®dyparaa € A,y € D,;ypor (C®gB), :=C, @ B
cond(x®b):=dx®bparax € C,,beB.

3Jean-Louis Koszul (1921-2018) fue uno de los grandes fundadores de la homologia algebraica, comenzando
por su tesis doctoral (dirigido por Henri Cartan): “Homologie et cohomologie des algebres de Lie”, en 1949.

3-21



SP-1329: Algebra Homoldgica 3.5. El teorema de Kiinneth

» Sea B un R-S-bimédulo. La Proposicién 2.74 dice que el funtor (— ®g B) es el adjunto
izquierdo del funtor Homgs(B, —); y el Lema 2.75 dice que este funtor (— ®g B) es exacto a
derecha, en contraste con el funtor Homg(B, —) que es exacto a izquierda (Lema 2.67). Ahora
Homg(B, —) es un funtor exacto si y solo si B es proyectivo como S-médulo derecho. La
condicién andloga sobre el funtor (— ®g B) da lugar a la definicién siguiente.

Definicién 3.35. Un R-md6dulo derecho A o un R-médulo izquierdo B es un R-médulo plano
si el funtor (A ®g —) : R-Mod — Ab, o el funtor (— ®z B) : Mod-R — Ab respectivamente, es
exacto. o

En vista de sucesion exacta (3.12) en el Corolario 3.27(a), se obtiene el siguiente criterio.

Escolio 3.36. A € Mod-R es plano si y solo si Torlf(A, B) = 0 para todo B € R-Mod. De igual
manera, B € R-Mod es plano si y solo si Torf(A, B) = 0 para todo A € Mod-R. B

Lema 3.37. Un R-médulo proyectivo (izquierdo o derecho) es plano.

Demostracion. Es facil comprobar que el producto tensorial respeta sumas directas; es decir,
A® (D;B) =~ P;(A® B)) y también (P, Ar) ® B = (D (Ax ® B). Entonces (D Ay,
respectivamente () ;i Bj, es plano si y solo si cada sumando es plano. Por lo tanto, basta
comprobar que cada R-médulo libre es plano. Pero un R-médulo libre tiene la forma RY) =
@ I, R; basta entonces mostrar que R mismo, como R-médulo trivial (izquierdo o derecho),
es plano. Esto es obvio, en vista de los isomorfismos A®g R ~ Ay R ®g B ~ B, que muestran
que (R®g —) = 1g-Mod Y (= ® R) = Imog-r- O

Lema 3.38. Si (D.,d) es un complejo de cadenas de R-modulos izquierdos y si A es un
R-médulo derecho plano, entonces H,(A ®g D) ~ A Qg H,(D).

Demostracion. Como la homologia de un complejo trivial es Hy(A) = A, el homomorfismo
u de (3.21) lleva A ®r H,(D) en H,(A ®g D). Basta verificar que este y es un isomorfismo.
En el siguiente diagrama conmutativo, las filas y columnas son exactas:

0 0

[ |

0 —— By(D) —— Z,(D) —2— H,(D) — 0

q /

dn+l -
Dn+1 —_— Dn
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Como A € Mod-R es plano, al aplicar el funtor (A ®g —) a este diagrama se obtiene otro
diagrama conmutativo con filas y columnas exactas:

0 0

L

0 — A®g By(D) —'— A®g Z,(D) —— A®g Hy(D) —— 0
%T Jg
(dn+1)y M
A ®R Dn+1 e A®R Dn
(dn)u

A ®Rr Dn—l

La exactitud de la segunda columna dice que A ®g Z,(D) es el nicleo de (dy)y = 14 ® dy, es
decir, A®g Z,(D) = Z,(A® D). Ademds, como iy y js son monomorfismos, la conmutatividad
del cuadrado identifica A ®g Bp(D) con im(d,+1); = B,(A ® D) como subgrupo de Z,(A® D).
El homomorfismo cociente py induce un isomorfismo H,(A ® D) =~ A ®g H,(D) que lleva
[a® x] en a @ [x] para cada x € Z,(D); este isomorfismo es inverso a y. O

Teorema 3.39 (Kiinneth). Sean C, y Do dos complejos en Comp-R y R-Comp respectivamente.
Supongase que cada Z,(C) y cada B,(C) es un R-modulo derecho plano. Entonces, para cada
r € N, hay una sucesion exacta corta de grupos abelianos:

0 — P Hu(©) @x HD) 25 H(CexD) 5 @ Tortk(Ha(C), H(D)) — 0.

m+n=r m+k=r—1

(3.22)

Demostracién. Los R-médulos graduados Z,(C) := P, Zn(C) y Be(C) 1= P, Bn(C)
forman complejos de cadenas con diferencial nulo (d = 0), cuyas homologias estin dadas por
H,(Z(C)) = Z,(C) y Hy(B(C)) = B,(C) para cada n.

De la demostracion del Lema 3.38, aplicado con A = Z,,(C) 0 A = B,,(C) para cada m, se
obtiene

Ho(Z(C) ®r D) = Zo(C) ® Ho(D),  Ho(B(C) ® D) = B4(C) ®r Ho(D),

donde el R-médulo graduado H.(D) := P, . Hn(D) es otro complejo con diferencial nulo.
Ahora considérese la sucesion exacta corta de complejos

0 — Bo(C) =5 Zo(C) 25 Ho(C) — 0
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y témese su producto tensorial con He(D). Como Z,(C) es un R-médulo derecho plano, el
Escolio 3.36 muestra que Tor’f(Z.(C), H.(D)) = 0. Entonces la sucesion larga en homologia
(3.12) termina con

0 — Tor®(H.(C), Ho(D)) —%= H.(B(C) ® D)

"y H.(Z(C) ®; D) —2— H.(C) ®g Ha(D) — 0. (3.23)
Hay otra sucesion exacta corta de complejos:
0— Z.(C) -5 Co -1 B.(C)[=1] — O.

Al tomar la sucesioén exacta larga del producto tensorial de este complejo con D,, habida
cuenta de la condicién Torlf(B.(C),D.) = 0 ya que B.(C) es plano, se obtiene la sucesion
exacta corta:

0 — Zu(C) ®k D — Cu 8 Da —5 (Bo(C) ® D)[-1] — 0.
Ahora la sucesion exacta larga (1.13) de este complejo tiene la forma

e —— Hy(B(C) ®p D) —"— H.(Z(C) ® D) —* H.(C &3 D)

2y H.(B(C) ®; D)[=1] = Ho(Z(C) ®g D)[-1] —— -~

porque es facil chequear que el morfismo conector es efectivamente i, en este caso.

Esta sucesion exacta larga en Ab se puede considerar como el empalme de sucesiones
exactas cortas dadas por la factorizacion canénica de morfismos (2.15). Las SEC centradas
en los términos H,(C ®g D) forman una sucesion exacta corta de complejos:

0 — coker i, — Ho(C ®g D) — keri,[-1] — 0.

Al consultar la sucesion exacta (3.23), se ve que cokeri, ~ He(C) Qg He(D) y también
keri,[—1] ~ TorIf(H.(C),H.(D))[—l]. La SEC (3.22) queda comprobada. O

Las hipoétesis del teorema de Kiinneth (que los Z,(C) y los B,(C) sean planos) pueden
parecer artificiales. Sin embargo, se cumplen en diversos ejemplos. Para empezar, como cada
R-médulo proyectivo es plano, basta pedir que todos estos R-mddulos sean proyectivos. La
definicion siguiente es relevante.

Definicion 3.40. Un anillo R es hereditario a derecha si todo submdédulo de un R-médulo
derecho proyectivo es también proyectivo.
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Ejemplos de anillos hereditarios a derecha son los anillos enteros principales!4 y los anillos
de Dedekind. !> 0

En particular, si R es hereditario a derecha, basta pedir que los C,, sean proyectivos, ya que
Zy(C) y B,(C) son R-submédulos de Cy,.

» En la seccidn 3.4 se comprobd que Extllz(—, —): R-Mod® x R-Mod — Ab es un bifuntor,
de una manera indirecta: se demostré que es naturalmente isomorfo a otro bifuntor £(—, —).
Este resultado puede generalizarse, al introducir bifuntores £"(—, —) de “n-extensiones” y asi
comprobar que cada Exty(—, —) es un bifuntor.

Entonces cabe preguntar si los TorX(—, —): Mod-R X R-Mod — Ab son bifuntores. Ya
se sabe que los Torf(A, —) y Tor,(—, B) son funtores covariantes; solo falta comprobar la
compatibilidad de las dos formas de obtener Torff (A, B) — al evaluar el primer funtor en B o el
segundo en A. Se debe recordar que se usé la segunda opcién (3.8) para definir Tork(A, B).

Proposicion 3.41. Sea (Cee , 8, 0) un bicomplejo (3.18) donde todas filas excepto (Cep, ) y
todas las columnas excepto (Cpe, 0) son exactas. Entonces las homologias de los dos bordes
son isomorfos:

H,(Coe, 0) =~ Hy(Cep, ) paracada n e N. (3.24)

Demostracion. El caso n = 0 es facil, porque 011 y d11 son sobreyectivos:

Co __Co __ Co _ S
im(901 ima()]é]] im510611 im510

Hoy(Cpe, 0) = = Hy(Cep, 6)
ya que 610011 = —0p1611.

Para n > 1, escribase Zy, := ker do,, Zno := ker 6,0, Bon := im 0o n+1 Y Bno := im dp41 0.
Se debe mostrar que Z,/Bo, =~ Zn0/Bno-

Parael cason = 1, nétese que kerd; = { (ag, a;) € Co1®Cip : dag = da; = 0 }. Obsérvese
también que (ag, a;) = d(bg, b1, b)) € imd, siy solo si

(bo, b1, by) € Cop ® C11 @ Cyo cumple 0by = ag = 6b; y 0b; = a; = 6bs.

En general, (ao, ..., an) € kerd, siy solo si dap = 0; daj;1 = —dajparaj=0,...,n—1;y
da, = 0. También, (ay, ..., a,) € imdy4; siy solo si hay (by,...,bu+1) € (TotC),4; tal que

'4Si R es entero principal — en particular, si R = F[x] es un anillo polinomial en una variable — entonces
cada submédulo de un R-mddulo libre es también libre, y por tanto cada R-mddulo proyectivo es libre. Por un
teorema de Kaplansky, un anillo R es hereditario a derecha si y solo si cada ideal derecho J de R es un R-médulo
proyectivo (véase el Teorema 1.5.3 del libro de Cartan y Eilenberg). Si R es entero principal, entonces J = xR
es libre y por ende proyectivo, dando as{ otra demostracién de que R es hereditario a derecha.

'5Véase el libro Algebra de Lang, p. 168.
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Obj = a; = 6bj,yparaj=0,...,n.

Co3
0
h 5 5
Co2 +—— Cn2 by «--+ c1

l T

0 al
N B 3‘[ s s
Cop ¢ Cip ¢ C ap <— bl <—-—-d

i
7] 6l 6l (9:[ K] al
A B 5 B s Y
Coo ¢ Cio ¢ Cyg +— Cxg 0 < i a < | by
Sea ag € Zy;. Como ;1 es sobreyectivo, existe by € Cy; tal que db; = ap, y sea

a; := db; € Cyg. Entonces da; = §0b; = —06b; = —dag = 0, asi que (ap,a;) € kerd;. Si
b} € C1; es otro elemento tal que §b] = ao, entonces b| — by € ker 11 = im 81, asf que hay
¢y € Cy tal que b| = by + Sco. Entonces a) := db; = a; + dcy = ay + by con by := —dca,
asf que [a}] = [a1] en Z19/Bjo.

Si ademas a6 = ag + 0by para algin by € Cpp, y si b’l’ € Cy; cumple 5[9’1’ = ag),
aj := db{ € Cyo. De nuevo, §a] = —da;, = 0, esto es, (a;, a}) € kerd;. Tomese ¢; € Ci, con
dc1 = by, de modo que 5(b} — by + dcy) = a(’) —ap — dbg = 0; por lo tanto, b} — by + dc; = ¢},
con ¢} € Cy1. Luego af —ay = 8(b] — by + dcy) = =8¢y, y de nuevo [a]] = [a1] en Z10/Bio.

Se concluye que [ag] — [a;] es un R-homomorfismo bien definido de Zy; /By, ~ Z19/B10,
producido por el algoritmo ag — b; +— a;. Inversamente, hay un algoritmo similar @; +—
b1 — do que produce un R-homomorfismo [d;] — [do] que invierte el anterior, comprobando
que [ag] — [a1] es un R-isomorfismo. Esto verifica (3.24) paran = 1.

S€a

Los casos n > 2 siguen por el mismo proceso. Siag € Zy,, se produce (ao, . . ., a,) € kerd,
y an € Zpo por el siguiente “algoritmo zigzag”: ag = db; porque J1, es sobreyectivo; a; := dby;
a; =: 6by porque a; € kerd; ,—1 = imd p-2; ax := dby; ap =: db3; etcétera, terminando con

a, := 0b,. Se deja al lector comprobar que la asignacién [ag] — [a,] es un R-homomorfismo
bien definido Zy,/Bon, — Zno/Bno. Al revertir la direccion del zigzag, el algoritmo también
produce el R-homomorfismo inverso. |

Proposicion 3.42. Sea A un R-médulo derecho y B un R-modulo izquierdo. Las dos formas
de definir Torff(A, B) por funtores derivados izquierdos son naturalmente isomorfas:

Ln(A®g —)(B) = L,(— ®g B)(A) = TorX(A, B).

Demostracion. Sean Py — Ay Q. —4 B resoluciones proyectivas de Ay B en Comp-Ry
R-Comp respectivamente. Se puede extender el bicomplejo (3.19), cuyo complejo total es
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P. ®r Q., al aumentarlo por la columna A ®g Q. a la izquierda y la fila P, ®g B abajo, asi:

~ v

v n_n ~ s ~ P
ARRQy «—— Phy®r Q2 «—— PI®r Q) ¢—— Py ®r QD —

0 4] 0 0

v 4 4 v

my A 5 A P
AQrQ1 «— Py®r Q1 «+— P1®r Q1 «— PL®r Q1 <—

0 0 0 0

~ 4 4 v

g y A 5 A P
A®rQp —— Ph®r Qo +—— PI1®rQp «— P ®r Qp «—

Pb Pb Pb

v v v v

0<—P0®B<LP1®rB<LP2®RB<—

donde Spn = (my)n := 1 ® 1g, Y Omo = (Pp)m = (=1)"1p,, ® p. De este modo, se obtiene
un nuevo bicomplejo en el primer cuadrante, al tomar Cy,, := P, ®g Q, para m,n € N,
Con=A®rOn,Cp-1:=Pp@ByC_y_1:= 0.

El nuevo bicomplejo tiene filas y columnas exactas, con la excepcion de la columna
izquierda A ®g Q. y la fila inferior P, ®g B. Esto sucede porque cada P,, y cada Q, es un
R-médulo proyectivo y por tanto plano, asi que los funtores (P, ® —) y (— ®r Q) conservan
la exactitudes de las resoluciones respectivas. (Ademads, dp, y d2¢ son epimorfismos porque
los funtores (A ®g —) y (— ®g B) son exactos a derecha.) Entonces la Proposicién 3.41 es
aplicable a este caso.

Las homologias de la columna izquierda y de la fila inferior son, por definicion, las dos
funtores derivados del enunciado, evaluados en (A, B). La férmula (3.24) se convierte en:

L, (A®r —)(B) ~ L,(—®g B)(A) para neN.

Es casi evidente (y facil de comprobar) que estas isomorfosmos son naturales en Ay B. Se
puede tomar cualquiera de las dos homologias como definicién de Tor%(A, B). De este modo,
queda verificado que Tor®(—, —) es un bifuntor : Mod-R x R-Mod — Ab, paracadan € N. O

Es posible dar una demostracion directa de que cada Exty(—, —) es un bifuntor, usando una
version cohomoldgica de las dltimas dos proposiciones. Dados dos R-mdédulos izquierdos

Ay B, témese una resolucién proyectiva P, —=% A y una resolucién inyectiva B LN Q°.
Entonces se puede formar un bicomplejo con entradas C™* := Homg(P,,, Q"), aumentados
por dos complejos de cocadenas Hompg(A, Q°) y Homg(P,, B). Este bicomplejo tiene filas
y columnas exactas, excepto en los extremos. Los funtores derivados derechos de estos
complejos son isomorfos:

R*"(Homg(A, —))(B) ~ R*(Homg(—, B))(A) paratodo n € N.

Cualquiera de estas dos expresiones sirve para definir Exty(A, B).
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3.6 Ejercicios sobre resoluciones y funtores derivados

Los objetos en estos ejercicios son R-mddulos izquierdos, salvo indicacion contraria.

Ejercicio 3.1. SiP = (P ey Pj es una suma directa en R-Mod, demostrar que P es proyectivo
si y solo si cada P; es proyectivo.

Ejercicio 3.2. Demostrar el Escolio 3.8.

Ejercicio 3.3. En la demostracién de la Proposicion 3.9, se usé un pushout (3.4) de un

. k f
diagrama Q «—A— B con f: A — B un R-monomorfismo. Comprobar que el morfismo
j: Q — C es también un R-monomorfismo, que esa demostracién asume implicitamente.

Ejercicio 3.4 (Lema de Schaunel). Dadas dos sucesiones exactas cortas en R-Mod:
0—A 5P tc—0 v 0—4a-p-bc—o
con Py y P, proyectivos, demostrar que hay un isomorfismo A; @ P, ~ A, @ Py.
[ Indicacion: Construir una SEC de la forma 0 — A — Ay @ P, — P, — 0. ]

Ejercicio 3.5. Sea R = ZC, el anillo del grupo ciclico finito C, = {1,g,g%,....¢""'}.
Considérese Z como un R-médulo trivial, al tomar g - m := m para todo m € Z. Definase un
R-homomorfismo ¢: ZC,, — Z por:

e(nz_i mkgk) = ”Z‘i my € Z.

k=0 k=0

SeaT:=1-g,N:=1+g+---+g" ! en ZC,. Demostrar que la sucesién periédica infinita

o Bze, S ze, S 20, S 70,57 —0

es una resolucion libre del R-médulo trivial Z.

Ejercicio 3.6. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes, para P € R-Mod:
(i) P es proyectivo.

(i) Exty(P,B) = 0 paratodon > 1y todo B € R-Mod.

(iii) Exty(P, B) = 0 para todo B € R-Mod.

[ Indicacion: Para comprobar (iii) = (i), apliquese la sucesion exacta larga del funtor
Homg(—, B) a una SEC de la forma 0 — A— P’ — P — 0 con P’ proyectivo. |
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Ejercicio 3.7. Si F: R-Mod — Ab es un funtor cualquiera y si P € R-Mod es proyectivo,
demostrar que LoF(P) = FPy que L,F(P) =0paran > 1.

Ejercicio 3.8. Si e € R es un elemento idempotente, es decir, e> = e, mostrar que el ideal

izquierdo Re es proyectivo en R-Mod y que el ideal derecho eR es proyectivo en Mod-R.

Ejercicio 3.9 (Formula de Kaplansky). Sea R = M, (C) el anillo de matrices complejas n X n.
Un proyector (ortogonal) en R es una matriz p tal que p> = p = p*, donde [ai;]* = [aji] es la
matriz adjunta (conjugado hermitico) de [a;;]. Resulta que cada ideal derecho proyectivo eR,
para e = % idempotente, coincide con pR para algin proyector p € M,(C).

Verificar la siguiente formula para p en funcion de e.

Sear:=ee*+(1—e*)(1 —e) =1+ (e—e")(e" —e) € R. Comprobar que r es una matriz
definida positiva, y por lo tanto r es invertible en R. Demostrar que re = er y re* = e*r;
concluir que r e = er !y rle* = e*r 1.

Definase p := ee*r~! € R. Comprobar que p> = p = p* y que ep = p y pe = e. Concluir
que pR = eR.

Con respecto a la suma directa ortogonal C" = e C" & (e C")*, el idempotente e tiene una
matriz de la forma:

e= ((1) g) , donde T:(eC")* — eC"es lineal.

(Cual es la matriz correspondiente de p?

Ejercicio 3.10. En la Definicién 3.21, se define los productos de torsién A +— TorX(A, B)
como functores derivados. Usar la resolucién libre de Z/2 como mddulo sobre (Z/4) dada
en el Ejercicio 3.15 para demostrar que Torf/ 4(Z /2,7]2) ~ Z/2 para todo n. Concluir que

Z]2®z4 Z]2 ~ Z/2 como grupos abelianos.
Ejercicio 3.11. Demostrar el Escolio 3.23.

Ejercicio 3.12. La demostracion del Lema 3.25 “de la herradura” qued6 incompleta, al no
declarar explicitamente el argumento inductivo que construye los morfismos Q, — Qp—1.
Escribir el segundo paso de la induccién: es decir, dados los morfismos ji: Py — Q1 y
p1: Q1 — R; delasumadirecta Q; := Py @R, y las diferenciales d;: P — Ppy d{ : Ry — Ry,
construir un morfismo d{’: Q1 — Qo tal que los dos cuadrados centrales del diagrama (3.11)
conmuten y la segunda fila sea exacta en Q.

Ejercicio 3.13. Si f: A>> B es un homomorfismo injectivo en Ab, demostrar que el homo-
morfismo f;: Q ®z A — Q ®z B es también inyectivo. Concluir que el grupo aditivo (Q, +)
es un Z-modulo plano pero no proyectivo.

Ejercicio 3.14. Demostrar el Escolio 3.36.
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Ejercicio 3.15. Completar la parte (c) de la demostracién del Lema 3.31 al demostrar que el
siguiente diagrama tridimensional conmuta:

A
v 8
AN | ™

> A”

J
B > B ~ » A’
| /
ho
7 NN =
E

El rectangulo de atrds contiene las extensiones Ey E’ =: foE. Elrectdngulo de arriba contiene
las extensiones E 'y E” =: E o g. Abajo aparecen dos extensiones de A” por B: E’” = f o E”
y también E = E' o g.

Para mostrar que E” y E son equivalentes, se debe justificar las siguientes afirmaciones,
habida cuenta de que algunos de los cuadrados en el diagrama son pushouts o pullbacks, por
la construccion de las extensiones.

(a) Laigualdad p’uv = g p” implica que existe w: E” — Etalquevw = uvy pw=p".

(b) Se obtiene la relacién w j” = 7 f al componer ambos lados conv: E — E'y f: E — A”.

=117

(c) Laigualdad wj” = 7 f implica que existe h: E"”" — Etalque hj” = Ty hii = w.

7

(d) Se deduce que p h = p”” al componer ambos lados con j/: B — E” yu: E” — E".

(e) Esta h define una equivalencia entre las extensiones E”” = f o (Eog)yE = (f o E) og.
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4 Ejemplos de homologias y cohomologias

Je passe la plus clair de mon temps . .. a simplifier la
théorie des champs perturbatives de facon qu’elle de-
vienne un jour accessible da des mathématiciens — espéce
d’étres vivants qui comprend ce qu’on lui explique et ne
comprend pas ce qu’on ne lui explique pas — .

— Carta de Raymond Stora a Jean-Louis Koszul, 2004

En los capitulos anteriores, el formalismo general del dlgebra homoldgica ha sido exami-
nado y expuesto. Ya es hora de precisar los casos particulares mds relevantes e histéricamente
mads importantes de homologia o cohomologia, para encontrar los lazos entre dicho formalismo
y el quehacer matematico en general.

4.1  Homologia singular de espacios topologicos

La llamada fopologia algebraica comenzd con el trabajo de Poincaré, cuyo Analysis Situs
(1895) introdujo los espacios topolégicos y propuso algunas ideas para clasificarlos.! Poincaré
considerd esos espacios como uniones de poliedros (de varias dimensiones) ligados por ciertas
relaciones algebraicas (“homologias”); not6 que dichas relaciones se mantienen al subdividir
los poliedros. Entonces los simplices son los constituyentes fundamentales de tales espacios.

Definicion 4.1. Dendtese por A" el n-simplice estandar,?
A" :={t=(tg,....,t) e R"™ :cadat; >0yto+t;+-- +t, =1} (4.1)

Sus vértices e, . . ., ey, tomados en el orden usual, forman la base estandar de R"*!. Cada
t= Z;lzo tiej € A" es una combinacion convexa de sus vértices.

SiJ = {jo,j1---,jmy € {0,1,...,n}, la envoltura convexa [e;,, ..., e;, ] de los vértices
€j» - - - » €j,, €s una m-faceta de A". Esta m-faceta es la imagen de la funcion afing: A™ — A"
determinada por g(e;) := e;, parar = 0,1,...,m. (Se dice faceta sin calificativo cuando
m=n-1.)3 O

Notacion. Conviene abreviar [n] = {0, 1,...,n} paran € N, con el orden usual. Este conjunto
(sin el orden) es el nimero cardinal n + 1; con el orden, [n] representa un niimero ordinal.

'Este articulo es: Henri Poincaré, “Analysis Situs”, Journal de I’Ecole Polytechnique 1 (1895), 1-123.
La definiciéon moderna de espacio topolégico emergioé posteriormente en los trabajos de Hausdorff (1914) y
Kuratowski (1922). Los espacios considerados por Poincaré fueron esencialmente variedades diferenciales
conexas de clase C' que admiten triangulaciones. Para la cronologia histérica del dlgebra topoldgica, se
recomienda el libro citado de Dieudonné.

>Algunos libros emplean el vocablo simplex (de Nuevo Latin; plural: simplicia) en vez de “simplice”.

3Si X, Y son conjuntos convexos, una funcién f: X — Zesafinsi f((1—t)x;+tx2) = (1—-t) f(x1)+1 f(x2)
parax;,x € X,0 <t < 1.
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Definicion 4.2. La categoria simplicial A es una categoria pequefia cuyos objetos son los
[n], para n € N, y cuyos morfismos son las funciones no decrecientes h: [m] — [n]. O

Si Conv es la categoria cuyos objetos son las partes convexas de espacios R-vectoriales
y cuyos morfismos son las funciones afines, hay un funtor evidente A: A — Conv dado por
A[n] := A", donde hy = Ah es la funcion afin 3777 tje; —> 7L, tien().

Una funcién afin queda determinada por las imagenes de los vértices del dominio, asi que
la abstraccién combinatoria A contiene toda la informacién necesaria para manejar simplices.

Cualquier h: [m] — [n] en Mor(A) se factoriza como h = h’h” donde h”: [m] — [k] es
un epimorfismo y #’: [k] — [n] es un monomorfismo. (Si la imagen de hes {jo < --- < ji},
tomese h”(j) := r para h(j) = j, y enseguida h’(r) := j,; es evidente que h” es sobreyectivo,
k" es inyectivo y h’, h” son funciones no decrecientes.) A su vez, cada monomorfismo es una
composicion de monomorfismos [k — 1] — [k] y cada epimorfismo es una composicién de
epimorfismos [k + 1] — [k].

Escolio 4.3. Considérese las aplicaciones faciales A([n—1), [n]) = {u?, ..., u"} y las aplica-
ciones degenerativas A([n + 1], [n]) = {19, ... ,v"} tales que la imagen de u', omite el valor i
y vl repite el valor i dos veces:
; j si j<i, ; jr si Jj <1,
U, = . v, = .
jej+1l si j>i, j—j—-1 si j>i.

Entonces estos morfismos cumplen las siguientes relaciones:

i j-1 . .
B N S W uy . si i<,
Uy = Uy qUp ST <], o
n+1 n+ v =11 Ci=i i+l
Joi _ iV/'+1 C e n“n+l T (n] Sto1=7.] ’
vnVrH-l —Vn n+l St LS s ul—lvj st i> ] +1
n—1 ’

Escolio 4.4. Cada morfismo h: [m] — [n] en A posee una factorizacion inica de la forma

_ g in-k 00 U Jm-k
h=uy UWer1 Ve V-1
donde () <i) < <ipp<n 0<j < <jpmi <m =|

El término aplicacion facial viene de la versién geométrica d = Aul,: A" — A" que
encaja A""! como la j-ésima faceta de A". En efecto, la envoltura convexa de los vértices
{eo,...,ej_1,€j41,...,e,} eslafaceta de A" opuesta al vértice e;.

Definicion 4.5. Un conjunto simplicial es un funtor contravariante X : A° — Set. Se escribe
X, = X[n], asi que un conjunto simplicial consta de una familia numerable de conjuntos



SP-1329: Algebra Homoldgica 4.1. Homologia singular de espacios topoldgicos

{ X, : n € N} junto con funciones 9; = Xu{, i Xn > Xp1yoj = Xv{l : Xn — Xy4 tales que

L oj-10; si <]
ﬁiaj:(?j_l(?i S1 1 <], J ’

. . . 01'0]' = 1X,, Si i :j, j+ 1, (42)
0i0j = 0j+10; Si I < J;

O'jai_l si i>j+l.

Un conjunto cosimplicial es un funtor covariante A: A — Set. Se escribe A" = A[n],
asi que un conjunto cosimplicial consta de una familia numerable de conjuntos { A" : n € N }
junto con funciones &/ = Auj, : A" — A"y s/ = AV, 1 A" — A" tales que
e dis=! sioi<j,
ddi=da™ sioi<jo g 1 s
A T Sd =14 si i=j,j+1, 4.3
ssi =it sioig;

di-ls/ si i>j+1.

De igual manera, se definen objetos simpliciales y objetos cosimpliciales en cualquier otra
categoria: Top, por ejemplo. 0

La familia de n-simplices estdndares A" forman un conjunto cosimplicial, con las aplica-
ciones faciales antedichas &/: A"~! — A",y las aplicaciones degenerativas s’: A™! — A"
que proyecta A/*! sobre una de sus facetas al identificar ej+1 con e;. Esta es una aplicacion
afin que colapsa la arista [e;, ej;1] de N1 al vértice ej de A"; por eso se llama “degenerativa”.

Definicién 4.6. Un n-simplice en un espacio R-vectorial V es la envoltura convexa [vo, . . ., v,]
de (n + 1) vectores en V. (Este simplice es degenerado si los vectores vi —vg, ..., vy, — Vg
son linealmente dependientes.) En otras palabras, un n-simplice es la imagen g(A") de una
funcién afing: A" — V.

Las m-facetas del simplice g(A"), para m < n, son los m-simplices generados por unos
m vértices de g(A"); esto es, son de la forma g o f(A™) donde f: A™ — A" es afin. (Las
O-facetas son los vértices dados.)

Un complejo simplicial en V es una coleccién K de simplices en V (de varias dimensiones)
tal que todas las facetas de un simplice en X son otros simplices en K. O

Un n-simplice T estd determinada por sus vértices, pero también al revés: los vértices
son los puntos extremos del conjunto convexo T. A veces conviene trabajar directamente
con el conjunto de vértices. De hecho, se puede definir un complejo simplicial combinatorio
como una coleccion K de conjuntos finitos en V, con la condicién de que todas las partes
de cada conjunto en K también pertenecen a K. La coleccién SS,(K) de tiplas ordenadas
(vo, . . .,vp) — posiblemente con repeticiones — tales que {vo,...,v,} € K forma el nivel n de
un conjunto simplicial SS(K), asociado a K. El funtor SS(K): A° — Setlleva h € A([m], [n])
en la funcion (vo, . ..,vm) = Vr0)s - - - » Vi(m))-
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Hay un procedimiento estdndar para recuperar el complejo simplicial (como espacio
topoldgico) de su version combinatoria. De hecho, el proceso es aplicable a cualquier
conjunto simplicial, mediante la definicién siguiente.

Definicién 4.7. Sea X = {X,, : n € N} un conjunto simplicial. Se puede considerar el
producto cartesiano X, X A" como una unién disjunta de copias del espacio topolégico A",
donde se ve X, como un conjunto indice. Sobre la unién disjunta [+, X, X A" se define una
relacion de equivalencia: si(x, t) € X, XA™, (y, s) € X, xXA", se declara (x, t) ~ (y, s) si existe
h € A([m], [n]) tal que h*(y) = x, hy(t) = s. [ En otras palabras: (h*(y),t) ~ (y, hy(t)). ] El
espacio topoldgico cociente

X1 1= (W5 X X A7) /~

se llama la realizaciéon geométrica del conjunto simplicial X. O

De esta manera, se obtiene una buena cantidad de espacios topoldgicos. El interior (A")°
de cada n-simplice A" es homeomorfo a R" (o la bola unitaria de R"). Intuitivamente, los
Xy, X (A™)° forman una coleccion de celdas (o células) n-dimensionales, y la relacion de
equivalencia dicta los “pegamentos” de las m-celdas en las fronteras de las n-celdas. EI
espacio topoldgico resultante es un complejo celular (técnicamente, un “complejo CW™).

Sin embargo, hay espacios topolégicos que no son homeomorfos (ni homotépicamente
equivalentes) a complejos celulares. El manejo combinatorio de los complejos simpliciales no
los alcanza. Para superar ese obstdculo, Lefschetz (en 1933) introdujo las cadenas singulares.*

Definicién 4.8. Sea X un espacio topolégico. Un n-simplice singular en X es una funcién
continua o: A" — X. Sea S,(X) = S,(X, Z) el grupo abeliano libre generado por todos
los n-simplices singulares en X. Sus elementos, “sumas formales” finitas });_, m; o; con
coeficientes m; € Z, son las n-cadenas singulares en X.

Cada h € A([m], [n]) determina un homomorfismo de grupos A%: S,(X) — S,(X) por
hbo := o o h. En otras palabras, la correspondencia [n] — S,(X), h — h? determina un funtor
contravariante S(X) : A° — Ab, esto es, un objeto simplicial en Ab.

El operador de borde 0 = 9,: S,(X) — S,-1(X) es el homomorfismo determinado por

00 = Z(—l)k oodt. (4.4)
k=0

4Solomon Lefschetz, “On singular chains and cycles”, Bulletin of the American Mathematical Society 39
(1933), 124—129. Unos 10 afios después, Eilenberg simplificé su definicién, dando la versién moderna. Véase
el libro de Dieudonné, p. 68.
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Geométricamente, d,, reemplaza la funcién o: A" — X por la suma alternada de restricciones
de o a las facetas maximales de A", la cual es una (n — 1)-cadena singular. Ahora

n n-1
On1(Bno) = D Y (1o o (dod] )
j=0 i=0
=Y (D¥oo(dod )+ > (- oo od ),  (45)
j<i i<j-1

porque &, o dfl_l =d o dil__ll sii < j, por (4.3). Por lo tanto, d,-1(d,0) = 0 por cancelacion.
El complejo de cadenas (S.(X), d) es el complejo singular del espacio topoldgico X. ¢

A veces es 1til considerar cadenas singulares 3}’ m; o; con coeficientes m; € R, donde
R es un anillo conmutativo cualquiera. Al reemplazar Z por R en la definicién anterior, se
define asi S, (X, R), las n-cadenas singulares con coeficientes en R.

r
i

Definicion 4.9. Si X es un espacio topoldgico, la homologia del complejo singular (Se(X), &)
es la homologia singular H,(X) = H,(X, Z) de X.

Si f: X — Y es una funcién continua, la precomposicion f,: o +— f o o es un ho-
momorfismo de S,(X) en S,(Y) tal que dfy(0) = f;0(c). Asi se define un morfismo de
complejos fi: Se(X) — Se(Y) y luego un homomorfismo f,: H,(X) — H,(Y) para cada n.
La correspondencia f +— f. es funtorial, por el Lema 1.27.

En breve, cada H,,: Top — Ab es un funtor covariante. o

» Las definiciones anteriores proporcionan varias herramientas para poder calcular grupos
de homologia singular. Para empezar, es necesario resolver unos casos basicos.

Lema 4.10. Si X es un espacio topologico conexo por caminos, entonces Hy(X) =~ Z.

Demostracion. Por definicion, Hy(X) = coker d; = So(X)/im d; . Definase un epimorfismo
£: So(X) » Z por e(Xi_, mim;) == Y,_; m; donde cada 7;: ey > x; es un “punto” de X.
Para cada o: Al — X, se ve que 01(c) = o(e1) — o(ep), asi que ed1(c) = 1 — 1 = 0. Esto
dice que im 9; C kere.
Témese un punto de base xy € X, arbitrario pero fijo; definase 7y : A0 = X ey xp. Si
17:1 m; = 0, de modo que Z;Zl m;m; € kere, sea 0;: A — X un camino (continuo) desde xo
hasta x;, parai = 1,...,r. Entonces

01 (2;21 miUi) = Z,Ll m;(rm; — 7o) = Z,Ll mi;7; .

0
Esto muestra que kere C imd; y por lo tanto la sucesién S;(X) =5 So(X) 57 —0es

exacta. Luego Hy(X) = coker ) ~ ime = Z. m]
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Si X no es conexo por caminos, es una union disjunta de varias® componentes, X = ;¢ X.
Cada n-cadena singular o: A" — X tiene imagen o(A") C X; y también (A" 1) C X ;
para exactamente uno de esos Xj. Esto dice que S.(X) es la suma directa de los S.(X;), luego
Hy(X) ~ P )L = ZY) es un grupo abeliano libre con #/ generadores. En resumen: el grupo
Hy(X) cuenta el niimero de componentes conexas-por-caminos del espacio topologico X.

Lema 4.11. Si « = {x} es un singulete, entonces Hy(x) = 0 paran > 1, Hy(x) = Z.

Demostracion. Hay una tnica n-cadena singular o,: A" — x para cada n. Su borde es
0,0, = Zzzo(—l)kan_l, asi que 8,0, = 0,—1 si n es par, pero 8,0, = 0 si n es impar. Entonces
el complejo singular S,(x) tiene la forma

Y72 L7272 %72 L7 %7 0

y esta sucesion es exacta excepto en el tltimo Z = Sy(x). O

» La propiedad sobresaliente de la homologia de espacios topoldgicos es su invariancia bajo
homotopia. Sea I = [0, 1], un intervalo compacto de R. Una homotopia entre dos funciones
continuas f,g: X — Y es una funcién continua F: X X I — Y tal que F(x,0) = f(x),
F(x,1) = g(x) para todo x € X; si existe un tal F, se dice que f y g son homotopicos.
Esta es una relacion de equivalencia entre funciones continuas de X en Y. Las funciones
F; : X — Y : x = F(x, t) constituyen una interpolacion continua entre Fp = f y F; = g.

Vo V2

Uo u
(23]
Figura 4.1: La subdivisién de A" X I en (n + 1)-simplices

Lema 4.12. El prisma A" X I admite una subdivision en unos (n + 1)-simplices Ty, ..., T,
tales que cada dos simplices consecutivos T; y Tjy1 colindan en una faceta comiin.

Demostracion. Sea u; := (e;,0) y v; := (ej, 1) los vértices del prisma A" X I, y definase
T; := [uo,...,uj,vj,...,vs]. (La Figura 4.1 muestra el caso n = 2, un prisma de base
triangular subdividido en tres tetraedros.)

SEl nombre adjetivo componente es por lo general de género masculino; pero en matemadticas se adopta el
género femenino por razones desconocidas.
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Considérese las funciones afines gj: A" — I dadas por
8i(Xhoo teek) = tix1 + - + 1y
paraj = —1,0,1,...,n. El grafo de g; es el n-simplice [uo, ..., u;,Vjs1,...,vs]. Este grafo
coincide con T; N Tj41 si j =0, ...,n— 1. Las funciones g; estdn en orden decreciente:
l=g1>g>--2g2-2>28=0,

asi que T; es laregién de A" x I encima de grafo(g;) y debajo de grafo(g;—1). Se concluye que
A" x I =UL, T o

Teorema 4.13. Si dos funciones continuas f,g: X — Y son homotopicas, entonces hay una
homotopia de cadenas entre Se(X) y Se(Y). En consecuencia, f. = g. : Hy(X) — Hy(Y) para
todo n.

Demostracion. Dada una homotopia F: X X I — Y tal que Fy = f, F; = g, definase el
operador p,: Sp(X) — Sp41(Y) por

n

Pn(0) = Z(—l)jF o(ax 1) I Tj.

=0
Aquio X 17: (s, t) — (o(s), t) € X X I. En vista de (4.4), se calcula que
Ons1pu(0) = D (~IV(=DFF 0 (0 X 1) I [t oo V... Vs]
k<j

# D D Fo (o 1) Mg, v, RV
k>j

donde u; omite el término u; de la lista. Por otro lado, un cdlculo similar da
pn—lan(o') = Z(_l)](_l)kF © (O. X 11) r [uO’ L] uj,Vj, e ";La L 7v7’l]
j<k
+ Z(—nf—l(—l)kF 0 (0 X 1) [ [t s @Bhr o2 UjsVjs . 2V
j>k
Al sumar 0,,11p,(0) + pn-10,(0), en todos los términos de esas sumas con j # k hay cancela-
ciones de signos. Quedan solamente los términos con j = k de la primera sumatoria. Ellos se
cancelan telescopicamente, excepto el primero y el dltimo:
Ont1Pn(0) + Pr_10a(0) = Fo (o X 1p) 1 [0, V0, .. .,va] = Fo (o X 11) | [uo, ..., tn,Vy]
=goo0o— f cO.
Se ha comprobado la relacion 8p41pn + pn-10n = (g4)n — (fy)n y por la Definicién 1.34, esto

dice que los p, forman una homotopia de cadenas entre g, y f;. El Lema 1.35 ahora muestra
que g« = fi : Hy(X) — Hy(Y). O
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Un espacio topoldgico X es contractible si la identidad 1x es homotépico a la funcién
constante x — xq para algin xo € X. (En particular, X es conexo por caminos.) Al combinar
el Lema 4.11 con el Teorema 4.13, se obtiene el resultado siguiente.

Corolario 4.14. Si X es un espacio topolégico contractible, entonces Hy(X) = 0 paran > 1;
y Hy(X) =~ Z. =

La homologia singular ha sido definido como un juego de funtores H,: Top — Ab,
generalizable a funtores H,(—, R): Top — R-Mod para R un anillo conmutativo. El caso de
variedades diferenciales es de particular interés: se pretende reemplazar la categoria Top por
Diff, cuyos objetos son variedades diferenciales (reales) M y cuyos morfismos son funciones
diferenciables f: M — N. Las cadenas singulares apropiadas son funciones continuas
o: A" — M tales que cada o | (A")° es diferenciable. Resulta que cada aplicacion continua
f: M — N es continuamente homotépica a una aplicaciéon diferenciable.® Esto no cambia
la homologia singular H,(M), en vista del Teorema 4.13.

4.2 La cohomologia de de Rham de variedades

Al tomar homologia singular de un espacio topolégico X con coeficientes reales, cada S (X, R)
es un espacio R-vectorial y los operadores de borde 0y : Sp(X,R) — Si_1(X,R) son apli-
caciones R-lineales. Entonces se puede definir, por dualidad, espacios R-vectoriales de
cocadenas singulares:

SK(X, R) := Si(X, R)* = Homgp(Sk(X, R), R).

con operadores de coborde por transposicién: df := (9g41)': SK(X,R) — SFI(X,R).
Estd claro que d*d*~! = (0k0k41)! = 0, asf que (S*(X,R), d) es un complejo de cocadenas.
Los espacios R-vectoriales H*(X, R) := Z¥(X, R)/B*(X, R) = ker d*/im d*~! constituyen la
cohomologia singular de X con coeficientes reales.

[ De igual manera, se puede definir cocadenas y cohomologia con coeficientes complejos.
No hay nada nuevo que agregar, porque estos espacios C-vectoriales son obtenidos por
complexificacion de los casos con coeficientes reales: Si(X,C) ~ Si(X,R) ®g C, también
H*(X,C) ~ H*(X,R) ®g C, etc.

En la teoria de variedades diferenciales, hay otros “grupos” de cohomologia HgR(M)
definidos como clases de k-formas diferenciales cerradas médulo k-formas exactas. Emile
Cartan observé una dualidad entre tales clases y elementos de homologia singular, dada
por la integracioén de k-formas cerradas sobre k-ciclos en M. En su tesis doctoral en 1931,

®Para la demostracién, véase la Proposicién 17.8 del libro: Raoul Bott & Loring W. Tu, Differential Forms
in Algebraic Topology, Graduate Texts in Mathematics 82, Springer, Berlin, 1982.
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Georges de Rham demostr6 que esa dualidad es estricta? y da lugar a isomorfismos H (’;R(M) o~
H*(M, R). En consecuencia, los grupos H(’i‘R(M) no dependen de la estructura diferencial de
la variedad M, sino solamente de su topologia.

Definicién 4.15. Si V es un espacio vectorial n-dimensional sobre un cuerpo F, el producto
tensorial V®* de k copias de V es el espacio vectorial de sumas finitas de tensores simples
V1 ® --- @ v (Definicién 1.14); su dimensién es n*. Sobre V& se define el operador de
antisimetrizacion A por:

1
Vi A /\vk = A(Vl ®...®vk) = E Z(—l)avg(1)®---®vo—(k)9

’ oESK

extendido a todo V®* por F-linealidad. Obsérvese que si k > n, entonces AV = 0 porque
en la suma anterior todos los términos se cancelan por antisimetria. El espacio [F-vectorial
ARV = A(V®) tiene dimension (Z) si {er,...,e,} es una base de V, una base de AV es
{er:|I| =k}, donde e; :==e;; A---ANey paral = {ij <--- < i} C{l,...,n}.

Para k = 0, se toma A’V := [F; nétese que A'V = V y que dim A"V = 1. Un ejercicio de
algebra lineal verifica que el producto exterior A (también llamado producto cufia), definido
sobre la suma directa A*V := @Z:o A*V, es asociativo. Asi, A®V es una [F-dlgebra graduada,
llamado el algebra exterior de V.

Siv,w € V,entoncesv A w = %(v ®w—w®vVv)=—w Av. Mds generalmente, se verifica

anb=(=DbAa para ae AV, beAlv.

Esta es otra instancia de la regla de signos de Koszul: a A b = (=1)*#p A a. Con estas
relaciones, el dlgebra graduada es superconmutativa: hay conmutatividad entre dos términos
si uno tiene grado par, pero hay anticonmutatividad entre dos términos de grado impar.8 ¢

Definicion 4.16. Sea M una variedad diferencial real, de dimension n. Las funciones suaves
f: M — R forman un anillo C*(M, R) que en general admite muchos divisores de cero.®
Las formas diferenciales sobre M de grado k € {0, 1, ..., n} son elementos de un espacio
R-vectorial:
ARM) = C*(M, R) ®@r AF(R™).

7Georges de Rham, “Sur I’Analysis Situs des variétés a n dimensions”, Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées 10 (1931), 115—200. Para una demostracién del teorema, véase la seccién 8.9 del libro: Lawrence
Conlon, Differentiable Manifolds, 2nd edition, Birkhduser, Boston, 2008.

8Kl prefijo super- como sinénimo de la conmutatividad/anticonmutatividad de términos pares/impares fue
introducido por el fisico Feliks Berezin en su libro The Method of Second Quantization (Academic Press, New
York, 1966).

9Esta seccion presupone cierta familiaridad con variedades diferenciales. Una variedad diferencial M tiene
un cubrimiento abierto por un “atlas” de cartas locales (U, ¢) donde ¢: U — R™ es un homeomorfismo. Sus
proyecciones x/ := pr/ o ¢: U — R son coordenadas locales de M en la carta U. Una funcién f: M — N entre
variedades es suave si cada version local f: o(U) — (V) es suave (de clase C*) entre abiertos de R" y R™.
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En un sistema de coordenadas locales x = (xl, ..., x™) definido sobre una carta local U C M,
una k-forma o € A*(M)|y = AF(U) se escribe asi:

W= Z wi(x)dx! = Z wr(x)dx™ Adx™ A - A dx't, (4.6)
1=k Il=k

donde cada w; € C*(U, R).
La derivada exterior d: A%(M) — A**1(M) se define por la férmula local

do = Z z”: % dx! Adx! = Z Z L Adxt A A dx 4.7)

=k j=1 =k j=1

En otra carta local V con coordenadas locales y = (y', ..., y"), laregladx’ = 3 ,(0x'/dy’) dy/
genera los cambios de variable en U NV. Un ejercicio cldsico de cdlculo diferencial demuestra
que el lado derecho de (4.7) no depende del sistema de coordenadas usado: las férmulas locales
en dos cartas U y V coinciden sobre U N V. O

Fijese que A%(M) = C*(M, R) porque A°(R") = R. Ademds, A*(M) := Pio AK(M) es
una R-dlgebra superconmutativa.

Escolio 4.17. La derivada exterior es una derivacion impar'° del dlgebra graduada A*(M):
dlaAp)=da A B+ (-1)"andp.

Las k-formas locales dx! forman una base local de AX(M)|y = AX(U). Sij € I, entonces
dx! A dx! = £(dx! A dx/) A dx!V = 0 por anticonmutatividad; en las sumatorias (4.7) solo
aparecen términos dx’ A dx! con j ¢ 1. Ademas,

d(dw) = Z Z o] L (@ A dx! +dxt Adxd) A dx! =0, (4.8)
=k j<I

en virtud de la simetria de las derivadas parciales mixtas: 0%wr/dx'0x/ = 0%wr/0x/0x!.

Definicion 4.18. La identidad (4.8) dice que (A*(M), d) es un complejo acotado de cocadenas,
llamado el complejo de de Rham de la variedad diferencial M. Su cohomologia H3, (M) es
la cohomologia de de Rham de M. O

El uso del complejo de de Rham, en vez del complejo de cocadenas singulares, facilita
el célculo de la cohomologia de M en muchos casos. Un k-cociclo w € Zk r(M) de este
complejo, que obedece dw = 0 por definicion, es precisamente una k forma diferencial

'%Un endomorfismo lineal d: A* — A*® de un dlgebra graduada es una derivacién par si d(ab) = dab + adb
para a, b € A; es una derivacién impar o antiderivacion si d(ab) = dab + (—1)**adb para a,b € A.
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cerrada. Un k-coborde w = dff € B’(;R(M), con f € A*¥1(M), no es otra cosa que una
k-forma diferencial exacta. Entonces H(’;R(M) = Z(’;R(M) /BgR(M) es el espacio R-vectorial
de k-formas diferenciales cerradas médulo k-formas exactas.

Obsérvese que BgR(M) =0y Zj (M) = A"(M) trivialmente. Una funcién f € A%M) es
un O-cociclo (df = 0) siy solo si cada df/dx/ = 0, siy solo si f es localmente constante,
esto es, constante en cada componente conexa de M. Entonces HgR(M ) ~ RN donde N es el
numero (cardinal) de las componentes conexas de M.

Lema 4.19 (Poincaré). H), (R") = R; y HL.(R") =0 parak =1,...,n
Demostraciéon. En R" se usa coordenadas cartesianas globales x = (x!,..., x"). Se obtiene
H°(R™) = R porque R" es conexo.

Para k € {1,...,n}, definase un operador lineal h;: A*(R") — A*1(R") por la férmula

hio = Z Er_101(x) Z( D xidx2 Ao A dxir A -+ A dxit = Z Er_qor(x) o,

)=k [I|=k
donde

1
Er_1 f(x) := /O 5= f(tx) dt.

Fijese que d(c!) = kdx' y que

9 b of
G0 = [

0
t @(tx) dt = Ek(a_;];)(x)'

Entonces:

0
d(hrw) = Z d(Ex_107) A ol + Ep_y wydo! = Z (Z Ek( wI) dx! A o' + k Ep_jop dx!

Il=k I]=k \j= 0x/
his1 (dow) = hk+1(Z Z IO i A dx ) > ZEk(ai)(xJ dx! —dxl A o).
[1|=k j=1 [I|=k j=1

Por lo tanto,

) + o) = 3 (K Becror fo (32} ax!

0x/
|I|=k Jj=

Los términos de esta sumatoria sobre I son
n

k(o)) + Y Ek(a“”)(x) / (ktk_la)f(tx) + ; el %(tx)) dt

=1
t=1

= wy(x),
=0

1
= ‘/0 %(tk wy(tx)) dt = t* oy (tx)
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usando el “teorema fundamental del calculo”. En resumen,
d(hew) + his1(do) = @ paratodo o € AXRM).

Esto dice que los operadores hj constituyen una homotopia de cocadenas entre 1° 'y 0° (el
operador identidad y el operador nulo sobre A®*(R")). Entonces, por el Lema 1.35 (para

cocadenas) 1* = 0* sobre H(’;R(IR”) y por ende HCII‘R([R”) =0parak > 1. O

La homotopia de cadenas {h;} es el reflejo de la homotopia (topolégica) F(x,t) := tx
entre la identidad x — x de R" y la funcién constante x — 0 € R". Si una variedad
M es contractible (1) homotdpica a una funcién x — xp), la demostracién anterior puede
modificarse para comprobar que H (’;R(M ) =0parak > 1.

A continuacion, se indica una demostracion alternativa del Lema de Poincaré por induccion
sobre n, al comprobar que H*(M x R) ~ H*(M) para toda variedad n-dimensional M y cada
k=0,1,...,n.

» Si f: M — N es una funcién diferenciable, hay un morfismo f*: A¥(N) — A*(M) dado
en coordenadas locales y = f(x) por

N = D mdy" A ndy fe = Y n(fE)AF A ndfE (49)
1=k Il=k
La regla de la cadena d(n; o f)/dx) = Y (dn1/dy")(dy'/0x') muestra que d(f*n) = f*(dn),
de manera que el pullback f*: A*(N) — A°*(M) es un morfismo de complejos (de grado 0)
e induce aplicaciones R-lineales f®: H: (’;R(N ) > H gR(M) para cada k.!!
En una carta local U X R de la variedad M X R, dendtese las coordenadas locales por
(x,t) = (x',...,x" t)cont € R. Considérese las funciones

T MXR — M:(x,t) b x,
s:M—->MXR:x— (x,0).

Obviamente 7 o s = 1) pero s o 7 : (x,t) — (x,0) no coincide con 1 xr.

Proposicion 4.20. Si M es una variedad n-dimensional, ®: H(’;R(M) — H C’fR(M X R) es un
isomorfismo R-lineal, parak =0,1,...,n.

Demostracion. La correspondencia M — A®*(M), f — f* es un funtor contravariante entre
la categoria Diff de variedades diferenciales y la categoria DGAIg-R de dlgebras diferenciales
graduadas reales. Entonces s*7* = 1 sobre A®*(M) pero 7*s* # 1 sobre A*(M X R).

"'La notacion usual para el pullback en cohomologia es f*: HgR(N) — H§R(M); pero aqui es preferible

distinguir entre los morfismos f* de k-formas y los morfismos f® de cohomologias.
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Sin embargo, al pasar a cohomologia, se vera enseguida que s®7® = 1 sobre H3, (M) y

(M x R); por lo tanto, 7® es un isomorfismo, con inverso s®:

también 7®s® = 1 sobre H R

- T 71.@
MxR <—S_> M, A*(M x R) _)‘ A*(M), H3x (M X R) _>‘S® H3p (M).

N

La igualdad s®7® = 1 es obvia; para comprobar 7®s® = 1, basta exhibir una homotopia de
cocadenas entre *s* y la identidad de A*(M X R).
Cualquier k-forma w € A*(M x R) tiene una expresién local en U x R del siguiente tipo:

w=f(x,t)t"a+g(x,t)dt A 1*p, (4.10)
donde f,g € C®(UxR), a € AX(M), p € AF~1(M). Definase K : AX(MxR) — A1 (MxR)

por las férmulas: 12

K(f(x,t)r*a) :=0, K(g(x,t)dt A ™ f) := (/0 g(x,s) ds)n*ﬁ.

Para k-formas de tipo w = f 7*a, K(w) = 0 mientras
dw = Ed”\ﬂ a+;%ﬁ (dx' Na)+ fri(da),

asi que

(dK + Kd)(0) = K(dw) = (/Ot %(x, s) ds)n*a =(f(x,t) = f(x,0)) "

=(1 - n"s")w).

En cambio, para formas de tipo w = gdt A 7*f, resulta que
C ag
— § - *(dx! - *
do = Z jdt/\n(dx A B)—gdt A (dp),

mientras s*o = g(x,0)s*(dt) A p = 0 porque s*(dt) = d(s*(t)) = d(0) = 0; en este caso,
entonces, (1 — 7%s*)(w) = w. Ahora

w) =g(x " Y ta—gxs s| " (dx’! ( txs s)ﬂ*
K () = gl ) di ﬁ+;(/0 xois|was g+ [ swsras)ap)

n

K(dw) = —Z( ; %(X,s) ds)ﬂ—*(dxf A PB) - (/0 g(x,s) ds);-[*(dﬂ),

Jj=1

2La férmula dada obra sobre la carta local U X R. Para extenderla a toda M x R, hace falta descomponer w
en una suma o = }; hjw; donde cada hj € C*(M x R), cada h; > 0 con h; = 0 fuera de cierta carta U; X R, y
2 hj = 1 sobre M X R. (El juego de funciones {h;} es una particién de la unidad.) La “férmula local” dada
para K es compatible con esa descomposicion: basta chequear su propiedad de homotopia carta por carta.
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de donde (dK + Kd)(w) = g(x, t)dt A 7 = w.
La conclusion es que (dK + Kd)(w) = (1 — 7*s*)(w) para todo w € A*(M X R). Luego K
es una homotopia de cocadenas entre 1 y 7*s*. El Lema 1.35 (para cocadenas) muestra que

n®s® = 1 sobre Hy, (M x R). Por lo tanto, 7® es un isomorfismo, con inverso s®. i

Corolario 4.21. Para todo k,n € N, vale HgR(R”) ~ H(’;R([RO), asi que HgR([R”) = 0 para
k>1y HgR(IR”) = R. [ RO es un punto. |

» El cédlculo explicito de los grupos de cohomologia de de Rham se facilita por una relacién
entre los grupos de cohomologia de dos abiertos, su unién y su interseccion. '3

Definicion 4.22. Sean U y V dos abiertos en una variedad diferencial M. Las inclusiones
ih:unNnV ->U,ib:UNV -V, jj:U—>UUYV, j: V — UUYV inducen restricciones
i A*(U) — A*(U N'V), etcétera, asi:

U A*(U)
2N N
unv uuv A (UNYV) A (U UYV)
Vv A*(V)
La sucesion exacta corta de Mayer y Vietoris es la siguiente:
0— AU UV) -1 A%U) @ A*(V) 5 AU N V) — 0, 4.11)
con los morfismos de complejos j(w) := (jjw, j;0) y p(a, f) = ija — i5p. O

Para comprobar que la sucesion corta (4.11) es exacta, fijese que si w # O en A*(U U V),
al menos una de las restricciones jjo = o [ U, j;jo = w [ V debe ser no nula; luego j es
inyectiva. Como ijj; = ijj; es latranspuesta de lainclusion jii; = joi; : UNV <> UUV, se ve
que pj = 0, es decir, im j C ker p. Por otro lado, si («, ) € kerp, entoncesa [ U = f [ V, asi
que « y ff se combinan para definir v € A*(U UV) tal que jiw = a, j;o = f; asi, kerp C im j.

Para ver que p es sobreyectivo, se puede encontrar dos funciones suaves hy, h, € C*(UUV)
tales que soph; ¢ U y soph, € V'y hy + hp = 1 sobre U U V.4 Dada una k-forma
n € AX(U N'V), hyy se extiende por cero a o € A*(U) porque hy(x) = 0 parax € U \ V. De
la misma manera, 7 se extiende por cero a una k-forma f € A*(V). Entonces p(a, —f) =
hzl] + hlly = (hz + hl)ﬂ =n.

'3Estarelacion fue observada por Walther Mayer en 1929, en colaboracién con Leopold Vietoris (1891—2002).

El afio siguiente, Vietoris la extendié a un teorema de homologia simplicial.
4 Aqui {h1, hp} es una particién suave de la unidad, subordinada al cubrimiento abierto {U;,U,} de U U V.
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Teorema 4.23. Sean U y V dos abiertos en una variedad diferencial M. Hay una sucesion
exacta larga de Mayer y Vietoris:

J P 5
o — HL(UUV) — HL(U) @ HA (V) — HE.(UNV) = HY(UuV) — -

R
(4.12)
cuyo homomorfismo conector §|w] = [&] lleva la clase de una forma cerrada v € Z gR(U nv)
alaclase de & € Z(’icl‘{l(U U V) determinado por ¢ | U = d(hyw)y & [ V = —d(hw).

Demostracion. Basta aplicar el Escolio 1.30 ala sucesion exacta corta (4.11). La férmula para
el homomorfismo conector sigue el protocolo del Lema de la culebra; se deja su verificacion
como ejercicio. Fijese, en particular, que laclase [¢] € H (’i‘g 1(UUV) no depende de la particién
de la unidad {h, hy} usada para expresar su representante . O

Ejemplo 4.24. La n-esfera
"= {x e R™ (2 4+ (2 = 1)
es una variedad n-dimensional compacta. Se puede tomar S” = U U V donde
U:i={xeS":-J<x" <1}, Vi={xeS":-1<x"" <1}
Entonces la banda ecuatorial U N V es difeomorfa bien a $"~! x (—%, %) o bien a S ! x R.

De la Proposicion 4.20, se deduce Hc]l‘R(U NV) =~ Hc’l‘R(S”_l).

Las capas hemisféricas U y V son contractibles, asi que H §R(U) ®H A‘R(V) =Qparak > 1.
Entonces la sucesion exacta larga de Mayer y Vietoris (4.12) se descompone en pedazos

B
0— H(’;R(U nNvV)— H(’i‘l'{l(U UV)—0, asi que
HE (™) = HL(Un V) = HE (U U V) ~ HE(S™), para k> 1.
[ El pedazo inicial es excepcional, porque HgR(U) ® H(?R(V) ~Re&Rsin>2.] O

Ejemplo 4.25. En el caso del circulo S', nétese que la “0-esfera” S” := {~1,+1} C R tiene
dos componentes conexas, asi que HgR(U NV) =~ HgR(SO) ~ R & R. Ademas, H(}R(U NV) =~
Hi(S?) = HE(S') = 0 porque A*(S') = 0. Entonces la sucesion exacta larga de Mayer y
Vietoris tiene cuatro términos no nulos:

0 — HY(S) L > ReR L5 RoR —2 HI(S") — 0.

Explicitamente, una O-forma cerrada en ZgR(Sl) es una funcién constante c¢. De las férmulas
que definen los morfismos j y p en el complejo (4.11), se deduce que

jle] =(c,c) e R®R; p(a,b)=(a—b,a-b)ceROR,
asi que imp* ~ R y por ende ker p* ~ R (por el teorema de rango y nulidad). En conclusién:

HY(SY) =kerp* =R,  HI(S') = cokerp* = R. o
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» Una variante importante de la cohomologia de de Rham es la cohomologia con soporte
compacto, obtenida al restringir el &mbito a aquellas formas diferenciales cuyo soporte es
compacto. Se debe recordar que el soporte de una funcién continua f: X — R (sobre un
espacio topoldgico X) es el conjunto cerrado!s

sopf:={xeX: f(x)#0}.

Dicese que f tiene soporte compacto si sop f es una parte compacta de X. Si M es
una variedad diferencial, la totalidad de funciones suaves de soporte compacto f: M — R
se denota por C°(M, R). [ Esta es una R-dlgebra conmutativa y también un médulo sobre
C*(M, R): porque si f,g € C*(M,R), entonces sop(fg) € (sop f) N (sopg). |

Definicion 4.26. Sea M una variedad diferencial real, de dimension n. Las formas diferen-
ciales de soporte compacto sobre M de grado k € {0, 1, ..., n} son los elementos de

ARM) = C2(M, R) ®g AY(R™).

Una k-forma con soporte compacto es una suma finita de k-formas locales w = ;1= wi(x) dx!
donde cada wy tiene soporte compacto en una carta local U C M; la unién de todos estos sop wy
es el soporte de w. Entonces la formula (4.7) muestra que sop(dw) C sop w. Por lo tanto,

(Ag(M),d) es un médulo diferencial sobre C*(M, R). Su cohomologia es, por definicién, la
cohomologia con soporte compacto de la variedad diferencial M:

HE (M) := Z(M)/BE(M), (4.13)
donde ZK(M) := ker(d: AX(M) — A1 (M)); y BE (M) := im(d: AS1(M) — AK(M)). o

Si M es una variedad compacta, entonces C.°(M, R) coincide con C*(M, R) y las co-
homologias H (M) y Hjp (M) también coinciden. Entonces lo que interesa es el caso de
variedades no compactas. De inmediato se puede ver que estas cohomologias difieren en el
caso M = R.

Lema 4.27. HYR) =0 y H!(R) = R.

Demostracion. Una funcién suave h: R — R tal que df = 0 (esto es, un O-cociclo sobre R)
es una funcién constante; pero la tnica funcién constante con soporte compacto es h = 0.
Luego H)(R) = Z)(R) = 0.

Por otro lado, cada o = g(t)dt € Z!(R) tiene una integral I(a) := /Rg(t) dt € R.
Esto define un funcional lineal I: Z!(R) — R, obviamente sobreyectivo. Si @ = df con
sop(f) C [a,b] C R, entonces

b
I(a) = /R F(t)dt = / F(t)dt = f(b) - f@)=0-0=0,

'SEI soporte puede definirse de otra manera, con una doble negativa: sop f es el complemento del mayor
abierto U C X tal que f [ U es idénticamente cero. Para funciones continuas, las dos definiciones coinciden.
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asf que BL(R) C kerI. Por otro lado, si g(t) dt € kerI consopg C [c, d], entonces la primitiva

o= [ ;g<s> ds = / o) ds

cumpledf =g(t)dt y I(df) = /Cdg(t) dt = 0, lo cual implica que f(t) = f(d) = Oparat > d.
En otras palabras, sop f C [c, d] también, asi que f € C.°(R) y la 1-forma d f es exacta.
Se ha comprobado que B!(R) = kerI. Luego, H!(R) = coimI = imI = R. O

Notese el contraste del Lema 4.27 con el del Lema 4.19 de Poincaré: HgR([R) =Ry
Hi;(R) = 0.

Para obtener H?(R"), se requiere una versioén del lema de Poincaré para cohomologia de
soporte compacto. De hecho, hay un argumento de homotopia que compara las cohomologias
de las variedades M y M X R, en paralelo a la Proposicion 4.20, pero con una diferencia
importante: la nueva correspondencia conlleva un desplazamiento de grado. El uso del
pullback w +— 7x*w dada por (4.9) no es apropiado, porque esa operacién no conserva
compacidad de soportes.

Definicién 4.28. Sea w € AK(M x R) con expresién local w = f(x, t) m*a + g(x, t) dt A 7*,
de tipo (4.10), donde las funciones coeficientes tienen soportes compactos en la carta U X R.
Definase un homomorfismo 7, : AK(M x R) — A%~1(M) asi:

o0

(o)

m(f re) =0, m(gdt AT p) = (/ g(x,s) ds)ﬁ.

Este pushout 7., también llamado integracién a lo largo de la fibra,!¢ anticonmuta con la
diferencial, d(r.w) = —m.(dw), como se chequea facilmente. En consecuencia, 7, induce un
homomorfismo bien definido 7g: H¥(M x R) — H=!(M). o

Un inverso a derecha para ., viene dado por un 1-forma f = b(t)dt € AL(R) tal que
fR b(s)ds = 1. Entonces se define B, : AX(M) — A1 (M x R) por

Bin =B A D,

Es inmediato que d(f.n) = —p.(dn). Por ende, f, induce un homomorfismo bien definido
Bo: HY(M) — H*'(M x R).

Obsérvese que 7.f.(n) = m.(bdt A 7*n) = n porque /R b(s)ds = 1. Entonces ngfe = 1
sobre H? (M).

16] 4 terminologia viene de considerar M X R como un fibrado vectorial trivial, con fibra R, sobre la base M.
Resulta que cada w € AX(M x R) es una suma finita de formas locales del tipo exhibido, asi que 7. estd bien
definido por estas formulas locales.
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Para obtener la relacién figrg = 1 sobre H: (M X R), solo hace falta definir una homotopia
de cocadenas entre f.7. y la identidad en AJ(M X R). Sea B(t) := f_t . b(s)ds la integral
indefinida de S, y definase L: AX(M x R) — AK~1(M x R) por

L(f r*a) =0, L(gdt A ™ p) := (/t g(x,s)ds — B(t) /mg(x,s) ds)ﬂ*ﬂ.

[ Si K c Mescompactoy [c,d] C R esun intervalo compacto tales que sopg C K X [c,d] y
sopb C [c,d], entonces B(t) = 1 parat > d; y la cantidad entre paréntesis a la derecha es una
funcién suave con soporte (compacto) en K X [c, d] también. |

Escolio 4.29. La formula (dL + Ld)(w) = (1 — B.7.)(w) es vdlida para todo w € A(M X R).
En consecuencia, ng: Hf(M XR) — Hf_l(M) es un isomorfismo R-lineal, para cada
k=1,...,n =]

Fijese que H)(M) = Z2(M) es el espacio R-vectorial de funciones localmente constantes
con soporte compacto. Entre las componentes conexas de M, puede haber unas compactas y
otras no compactas. Entonces dimg H)(M) es el niimero de componentes conexas compactas.

Corolario 4.30. H*(R") = 0 para k = 0,1, ...,n— 1; pero H'(R") = R. B

Entre otras cosas, este corolario muestra que la cohomologia con soportes compactos no
es invariante bajo homotopias topoldgicas, porque cada R" es homotdpico al origen RY.

» Como los morfismos pullback @ — f*w no conservan compacidad de soportes, no es
posible imitar las sucesiones de Mayer y Vietoris (4.11) y (4.12) por analogia directa. Dichas
sucesiones son contravariantes con respecto a las inclusiones UNV =3 {U,V} 3 UUV dela
Definicién 4.22. Sin embargo, hay una variante del formalismo de Mayer y Vietoris, que es
covariante con respecto a esas inclusiones — usando funtores covariantes desde la categoria
Top-M de abiertos de M cuyos morfismos son Unicamente las inclusiones de abiertos.

Definicion 4.31. Sean U y V dos abiertos en una variedad diferencial M. Si U C V, sea
i: U < V la inclusién; para o € AX(U), sea i.w € AX(V) la k-forma que coincide con w
sobre U y es idénticamente nula sobre V' \ sop w. Esta “extensién por cero” define un funtor
covariante de Top-M en DGAIg-R.

Para dos abiertos cualesquiera U, V C M, hay un par de diagramas conmutativos:

| U | | ALU) |
27N TN
unv Uuv AU NV) AU UYV)
1% AV)
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La sucesion exacta corta de Mayer y Vietoris con soportes compactos es la siguiente:

0e—ANUUV) < A2U) ® ANV) — AU N V) 0, (4.14)
con los morfismos de complejos i(w) := (i1.w, —i2x0) y q(a, B) := ji& + jo. p. o
Escolio 4.32. La sucesion corta (4.14) es exacta. =|

Escolio 4.33. Sean U y V dos abiertos en una variedad diferencial M. Hay una sucesion
exacta larga de Mayer y Vietoris con soportes compactos:

c— HRYUNV) < BHRU UY) & BRNU) @ BR(V) <= HYUNV) — -
(4.15)
cuyo homomorfismo conector § se define asi: si n € Zf(U U V) es una k-forma cerrada,
con una particion de la unidad {hy, hy } subordinada al cubrimiento abierto {U,V'}, se puede
expresar § = 1 + 12 = j1.(h1n) + jau(han) con ny € AKU), 2 € AK(V); y dy = 0 implica
dny = —dny sobre U NV, entonces 8[n] = [dn] = —[dn2] en H*' (U N V). B

Ejemplo 4.34. La cohomologia con soporte compacto del circulo S! coincide con la coho-
mologifa ordinaria calculado en el Ejemplo 4.25, porque S' es compacto. Al tomar U,V
como en ese ejemplo, el Lema 4.27 implica que HX(U N V) = HX(U) = H(V) = 0y
H!\(U) = H(V) = H/(R) = R. Ademds, H/(UNV) ~H(RWR) ~ R & R.

Entonces la sucesion exacta larga (4.15) para el circulo es

0+— HY(S") +2— ROR +-— R®R +>— HYS!) +— 0.

Al considerar la “extension por cero” i.[w] = (i1«[w], —i2:[w]) € R & R, se nota que im i, es
unidimensional. Por la exactitud de la dltima sucesion, se concluye que

HS(SI) =keri, ~ R, HCI(SI) = cokeri, ~ R,
en consonancia con el resultado del Ejemplo 4.25. o

» La motivacién para introducir esta segunda sucesion de Mayer y Vietoris es un teorema de
dualidad abordado por Poincaré (en el caso de variedades compactas orientadas).!” Este teo-
rema admite varias reformulaciones; para variedades no necesariamente compactas, involucra
una comparacion entre las dos versiones de cohomologia, en dimensiones complementarias.

"TEn su articulo Analysis Situs (1895), Poincaré dio una demostracion parcial de que los niimeros de Betti
b = dim H*(M,R) de una variedad compacta orientada de dimensién n obedecen la relacién de simetria
bx = b,—¢. Véase el libro de Dieudonné, pp. 21—22.
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Una variedad diferencial n-dimensional es orientable si posee una n-forma v (la orien-
tacion) que no se anula — es decir, cualquier versién local v = v(x)dx!' A --- A dx" tiene
v(x) # 0 para todo x € U. Entonces cualquier otra n-forma puede expresarse como w = g v
cong € C*(M). Laimportancia de la orientabilidad es que permite una definicién consistente
de una integral sobre M de n-formas de soporte compacto:

wH/weR, para w € AL(M),
M

[ Aqui se omite la definicion concreta de la integral mediante una suma de integrales ordinarias
en cartas locales. Para la discusion actual, basta notar que /M es un funcional lineal bien

definido sobre AZ(M), con /M v>0;yque /M dn = 0 para todo 7 € A" !(M) por el teorema
de Stokes. (El contexto actual es la categoria Diff de variedades diferenciales sin frontera.) ||

Lema 4.35. Sea M una variedad diferencial orientable (sin frontera). La formula siguiente
define una funcion R-bilineal sobre formas diferenciales cerradas:

ZE (M) X ZEF (M) - R : (a, ) /Ma AP.

El lado derecho depende solamente de las clases de cohomologia de o'y B; y asi define una
forma R-bilineal:

HE (M) x HEM(M) = R : ([a], [B]) = /M a A B. (4.16)

Demostracion. Obsérvese que la forma diferencial f es una suma finita de formas locales
2\ |=n—k By(x) dx’ con sop B; compacto en una carta U. Si (¢ | U) = 1=k @1(x) dx!,
entonces para [ = {1,...,n} \ J la relacién sop(as ;) C (sopa;) N (sop ;) muestra que la
n-forma a A f tiene soporte compacto. Luego, la integral al lado derecho de (4.16) es finita y
bien definida.
Sean & € A" 1(M)y n € A"k=1(M). Entonces
(x+dE)ANP+dn)=aAP+dEANP+andyp+dENdy
= @ Af+d(E AP+ (=1 d(a A p) +d(E A dn)

por el Escolio 4.17, puesto que da = 0y dff = d(dn) = 0. Como fM se anula sobre BZ(M) por
el teorema de Stokes, se obtiene

/(0{+d§)/\(ﬁ+d17):/a/\ﬁ.
M M
Esto dice que fM a A B solo depende de [«] € HgR(M) y [B] € H *(M). O
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Una forma bilineal entre dos espacios vectoriales establece una aplicacion lineal de uno
de ellos al espacio dual del otro. De (4.16) se obtiene la aplicacién R-lineal:

Iy - HgR(M) — Hc”_k(M)* dada por Iyl«]:= ([ﬂ] — /Ma A ,B) (4.17)

El teorema de dualidad de Poincaré afirma que I es un isomorfismo R-lineal.

En el contexto de la dualidad de espacios R-vectoriales, conviene obtener una condicion
sobre M que garantiza que H (’;R(M )y H'"K(M) son finitodimensionales. Este es el caso si M es
compacta. También es obvio, por los resultados ya obtenidos, si M es contractible (homot6pico
aun punto). La condicién que garantiza la dimensidn finita de estos espacios vectoriales y que
luego conduce al teorema de dualidad, es la existencia de un buen cubrimiento finito de M,
definido a continuacion.

Definicion 4.36. Sea M una variedad diferencial de dimensién n. Un cubrimiento abierto
U = {U;j:je ]} esunbuen cubrimiento si cada interseccion finita no vacia U;, N --- N U;,
es difeomorfa a R".

Resulta que cualquier variedad M posee un buen cubrimiento (que puede tomarse como un
refinamiento de un cubrimiento abierto dado).'® Si M es compacto, tiene un buen cubrimiento
finito. (Muchas otras variedades no compactas, R" por ejemplo, también tienen buenos

cubrimientos finitos.) o
SiU={{U;:i=1,...,m} es un buen cubrimiento finito de M, entonces la familia de
abiertos {U; N U, :i=1,...,m— 1} es un buen cubrimiento de U,,. Esta observacién y el

uso de las sucesiones de Mayer y Vietoris facilitan una demostracion inductiva del resultado
siguiente.

Escolio 4.37. Si una variedad diferencial M posee un buen cubrimiento finito, entonces
HACR(M) y Hf(M) son espacios vectoriales finitodimensionales, parak = 0,1,...,dimM. B

Es necesario comparar las dos sucesiones largas de Mayer y Vietoris (4.12) y (4.15) para
dos abiertos U,V C M. Para compensar la direccionalidad opuesta de estas dos sucesiones,
se requiere modificar la segunda de ellas al reemplazar cada espacio vectorial por su espacio
dual y cada flecha (una aplicacién R-lineal) por su transpuesta, asi:

t li

S H(UUV) 2 HUY @ HI(V) — H(UNV) -5 (U UV) — -

8Para la demostracion, véase el Teorema 5.1 del libro de Bott y Tu; o bien el Teorema 8.5.7 del libro de
Conlon, op. cit.
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Proposicion 4.38. Sean U y V dos abiertos en una variedad orientable M de dimension n.
El siguiente diagrama tiene filas exactas y es conmutativo:

J P (GROMY
HE (UUV) —— HE (U) @ Hi (V) —— HL(UNV) —— HEW(UUY)

Hqul (HUsHV)J/ HUOVJ/ Hqul

t

t j t
H7 U uVv)y £ H U)o H (V) = H"* U n V) -5 H U u vy
(4.18)

Demostracion. Las filas son exactas por el Teorema 4.23 (los cambios de signo en los homo-
morfismos conectores d no afectan la exactitud de la sucesion) y el Escolio 4.33: la transpuesta
de una sucesion exacta de espacios vectoriales es exacta.

Para ver la conmutatividad del primer cuadrado, témese w € Z(’;R(U UV, aezZkU)y
B € Z"*(V). Entonces

¢Iyuvlwl([a], [8]) = Huuvlwlg:([al, [8]) = Duuvle](Lia + ja.p])

:/qua)/\j]*a+w/\j2*ﬁ=/Uj;‘a)/\a+/vj§a)/\/3
= (My, Iy)[j(w)]([«]. [B])

usando la relacién j(w) := (jjw, j5w) de (4.11). Luego ¢.yuy[w] = (Iy, Hy)(j*[w]) para
todo [w] € H (’;R(U U V), es decir, el primer cuadrado conmuta.

En cuanto al segundo cuadrado, témese o € Z(’;R(U), B e Z(];R(V) yneZMKun).
Entonces

i (Mulal, My [A]) [n] = (Mulal, My[A]) [i(m] = Myle]([in]) - Dv[A1(li2n])

:/(x/\h*’?—/ﬁ/\iz*’?:/ ifa An—iBAn
U %4 unv

= [ plap)an=Tuovp*(lal []) 1]
unv
Esto establece la conmutatividad del segundo cuadrado.

El tercer cuadrado también es conmutativo. En efecto, sean [w] € HgR(U NV)yl[n] €
H?*=}(U U V). Entonces §[w] := [£] donde & € Z5! (U U V) tiene restricciones d(hyw) a U
y —d(hjw) a V, para alguna particién de la unidad {h;, h,} subordinada a {U, V'}. Fijese que
d(hyw) = dhy A wy d(hyw) = dh; A 0 porque do = 0. Ademds, hy =0y hy =1lenV \U;
h=0yhy=1enU\V;asiquesopé cUNV.
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Por otro lado, por el Escolio 4.33, 6[n] = [dn1] = —[dn2] donde 1y := ji(hin), n2 =
Jjo2«(h2n), usando la misma particién de la unidad. Entonces

Hyuvdlw] [n] = EAn= EAn (porquesop cUNYV)
Uuv unv

:/ dhz/\a)/\r]:(—l)k/ a)/\dhz/\ry:(—l)k/ w A d(han)
unv unv unv

= (-1)F /U wndm = (- D My 0] (8[n]) = (1) Tyav[o] [1].

En consecuencia, ITyuy o (—1)¥*18 = §' o IIyny sobre H(’;R(U nv). O

Teorema 4.39 (Dualidad de Poincaré). Sea M una variedad orientable n-dimensional con un
buen cubrimiento finito. Las aplicaciones R-lineales Iy : H(’;R(M) — H"™*(M)* dadas por
(4.17) son isomorfismos, parak = 0,1, ..., n.

Demostracion. Se procede por induccion sobre la cardinalidad m de un buen cubrimiento
de M. En el caso m = 1, M es difeomorfo a R" por definicion (en particular, M es conexo).
Entonces H(M) =~ R; este isomorfismo lineal puede tomarse como [w] + /M ©, para
w € ZI(M). Por otro lado, HgR(M) ~ R al tomar el valor [c] € R de una funcién constante
¢ € Z%(M). Al notar que Iy[w][c] := /Mca) = c/M w, se obtiene HgR(M) ~ HI(M)*
mediante ITy;. Los otros casos k = 1,...,n— 1 son triviales porque H (’;R(M) ~ (=~ Hg‘k (M)*.

Cuando m > 1, supdngase (por induccién) que el teorema es valido para variedades con
buenos cubrimientos de cardinalidad menor. Si Ul = {Uy, ..., Uy} cubre M bien, sea U := U,
yV:=U U---UU,-;. Entonces, en el diagrama (4.18), Iy, Iy y I[Iy~y son isomorfismos
lineales. Ese diagrama se extiende horizontalmente a un diagrama cuya primera fila es (salvo
algunos signos) la sucesion larga de Mayer y Vietoris en cohomologia de de Rham; la segunda
fila es la transpuesta de la sucesion larga de Mayer y Vietoris en cohomologia con soportes
compactos; y todas las flechas verticales son aplicaciones de Poincaré.

La Proposicion 4.38 y el lema de cinco (Lema 1.19) muestran que IIyyy = Il es un
isomorfismo. |

Corolario 4.40. Si M es una variedad orientable n-dimensional compacta, hay isomorfismos
HgR(M) ~ Hgl;k(M)* parak =0,1,...,n

En particular, silos by := dimg H SR(M) son los niimeros de Betti de M, entonces by = b,,_j.
parak =0,1,...,|n/2]. B

Ejemplo 4.41. El toro T> = S! x S' es compacto, orientable y bidimensional. Es ficil ver
que T2 = U UV donde hay difeomorfismos U * V ~ SIxRyUNV ~ (S' x R) w (S! x R).
[ Esto fue el ejemplo original de Mayer. ]| Luego bo(T?) = 1, b1(T?) = 2, by(T?) = 1. o
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4.3 Complejos de Koszul

En esta seccion, R denotara un anillo conmutativo.

Una de las raices histéricas del dlgebra homoldgica es el trabajo de Hilbert, publicado en
1890, sobre sistemas de ecuaciones polinomiales y sus invariantes.!® Sea R = F[t1, ..., t,]
el anillo de polinomios sobre el cuerpo F con n indeterminados. El feorema de la base de
Hilbert (demostrado en ese articulo, de modo no constructivo) dice que cualquier ideal I C R,
0 més generalmente cualquier R-submédulo A C R/, tiene una cantidad finita de generadores
hl,...,hmEA.

Por lo general, este R-médulo A no es libre: entre sus generadores existen relaciones
lineales de la forma g1hy + - -+ + gmhy, = O con gy1,...,gm € R. Tales vectores (g1, ...,&m)
generan a su vez un R-moédulo S;(A); Hilbert llamoé sicigias a estas relaciones lineales.2® Si
@: R™ — A : e — h;, entonces Sj(A) = ker¢. Esto da lugar a una sucesion exacta corta
0—S1(A)— Fy 2, A—0 donde Fy = R™ es un R-médulo libre. El R-mdédulo S;(A)
también es finitamente generado y se puede iterar el proceso para obtener otros R-mdédulos
de sicigias, Sj(A) := S1(Sj-1(A)). El teorema de las sicigias de Hilbert (en el mismo articulo)
establece que con n iteraciones a lo sumo, se llega a un R-médulo libre Si(A) =: Fr. Por
ser libre, no hay relaciones no triviales entre los generadores de Fy, asi que Sg.1(A) = 0.
En términos modernos: cada R-mddulo finitamente generado A admite una resolucion libre
finita, con “longitud” k < n:

00— F—> - —> F| —> Fy —> A—0.

Hay en dia, hay muchas generalizaciones de esas ideas que constituyen buena parte del
area de “dlgebra conmutativa”. Para describir tales resoluciones libres (o proyectivas) finitas,
se usan los complejos de Koszul (introducidos por Koszul en su tesis doctoral para calcular la
cohomologia de las dlgebras de Lie).

Definicion 4.42. Sea Aun R-mé6dulo. Six € R, lafuncién a — xaes un R-endomorfismo de A
(porque R es conmutativo). Dicese que x es un divisor de cero para A si este endomorfismo
no es inyectivo (esto es, si hay b # 0 en A con xb = 0).

Denétese por K(x), para x € R, el complejo de cocadenas 0 — R 5 R—0; aqui el
R-homomorfismo x es una abreviatura para la multiplicacién z — xz. La cohomologia de
este complejo, en grado 0, es el aniquilador de x:

H°(K(x)) = ann(x)= {z€R:xz=0},

y H!'(K(x)) = R/ann(x). Por lo tanto, la cohomologia de K(x) es trivial si y solo si x no es un
divisor de cero en R. o

9David Hilbert, “Uber die Theorie der algebraischen Formen”, Mathematische Annalen 36 (1890), 473-530.
*°La palabra sicigia (del griego cv{Uyiax = unién por yugo) es un término astronémico que significa una
conjuncion: tres o mas cuerpos celestes alineados. Su uso en contextos matematicos se debe a Sylvester (1850).
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En dlgebra conmutativa, hay mucho interés en encontrar, dentro de un anillo R dado, juegos

de dos o mds elementos que generalizan el concepto de no dividir cero. Sea (xi,...,x,) € R
el ideal generado por unos elementos xi,...,x, € R (dados en orden). Estos elementos
forman una sucesién regular en R si (xi,...,x,) # Ry si ademas cada x; es un no divisor
de cero para el R-mddulo cociente R/(xy, . .., Xk_1).

El ejemplo motivante es el caso R = F[xy, ..., x|, donde los monomios xi, . . . , x, forman
una sucesion regular. Se puede definir un complejo finito K(xi, . . ., x,) cuya cohomologia no

es dificil de calcular y que resulta ser aciclico para sucesiones regulares.

Ejemplo 4.43. Supdngase que x € R no es un divisor de cero. Si y € R, entonces z +— yz
induce un morfismo de complejos entre dos copias de R(x):

X \
7

0 > > 0

x \
7

5 5y
o — 5
o

0 > > 0

(El diagrama conmuta porque yx = xy.) Al reemplazar la primera fila por el complejo
trasladado K(x)[-1] : 0— R S R—0—0 y al combinar las dos filas en una, se obtiene
un nuevo complejo finito:

(y,—x) (oy)

K(x,y): 0 » R ROR

R > 0, (4.19)

con R-homomorfismos f = (y,-x): R> R®R:z+— (yz,—-xz)yg = (x,y)': R&R > R :
(z,t) — xz + yt.

Ahora H(K(x, y)) = ker f = ann(x, y), el aniquilador del ideal (x,y) C R.

Para (z,t) € kerg, vale —yt = xz € xR. Entonces

(z,t)ekerg = te(x:yy={ueR:yuexR},

el ideal cociente?! de xR entre yR. Como x no divide cero en R, la ecuacién xz = —yt tiene
solucién unica z, asi que (z,t) <> t es un isomorfismo kerg ~ (x : y). Por otro lado, la
correspondencia (yz, —xz) <> xz : im f — xR es un isomorfismo. En resumen:

HY(K(x,y)) =~ (x : y)/xR cuando H°(K(x)) = 0.

[ El anillo polinomial R = [F[x,y] es entero; no tiene divisores de cero. En este caso
(x 1 y) = xR, asi que H'(K(x,y)) = 0.] O

21Si I, J son dos ideales de un anillo conmutativo R, su ideal cociente es (I : J) = {r €e R:rJ C I}. Para
ideales principales I = xR, J = yR, se escribe (x : y) simplemente, siguiendo el consejo de William de Ockham.
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Para definir K(xi, . .., x,) en general, Koszul not6 que la graduacion del dlgebra exterior
de un R-mdédulo libre (Definicidn 4.15) determina un complejo finito. Por ejemplo, se puede
escribir el complejo (4.19) en la forma

0— AR L ATR2 55 A2R2 0,
donde (x,y) € R? = R® R, un R-médulo libre, con homomorfismos apropiados f, g.

Definicion 4.44. Sea A ~ R" un R-médulo libre de rango finito, con x = (xq,...,x,) € A
(x # 0). El complejo de Koszul cohomolégico K(x) es la sucesion finita

dy _ dx
K(x): 0—R-D5ASAA— .- — A" A A"A—5 0. (4.20)
Sea {ej,...,e,} una base de A, asi que x = xje; +--- + x,e, € A. Cada A*A es un R-médulo

libre con base { e = e;; A--- Ae; :|I| = k}. Los R-homomorfismos se definen por
n
dx:AkA—>Ak+1A:aHan:ijej/\a.
j=1
Parak = 0,estoes x: R — A :r i rx. Como x A x = 0 en A’A, se ve que d2 = 0, asi que
(4.20) es un complejo de cocadenas. ¢

Obsérvese que
de(e)) =x Ner = Z xjej A er = Z(—l)rij erug;}
jel jel
donde el signo (—1)" estd dado por el nimero r = r; de factores del producto cufia e;; A- - - Ae;,
anteriores a ej, al ser i, < j < iryq.

En general, el complejo R — A®A de (4.20) no es una resolucién de R, porque este
complejo no siempre es exacto. Para examinar este aspecto del complejo de Koszul, conviene
considerar la situacién dual, al reemplazar A por su R-médulo dual A* = Homg(A,R) y
cambiar x € A por ¢ € A*, 0 sea, un R-homomorfismo ¢: A — R.

Definicion 4.45. Sea A ~ R" y ¢: A — R un R-homomorfismo. EIl complejo de Koszul
homolégico K'(¢) es la sucesion finita

’ 9 -1 2 By @
K'(@): 0—AN'A—AN"A—.--— AN A—A—R—0, (4.21)

donde los R-homomorfismos 9, son las contracciones 9, : AFA — AF1A, dadas por su
accién sobre una base de AFA:

k
Opleiy AN-+- Ney) = Z(—l)r_lw(eir) e, N Né, A Nej, . (4.22)
r=1
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Para k = 1, estoes ¢: A — R simplemente. Es facil comprobar que 65 =0, asi que (4.21) es
un complejo de cadenas.?? o

Escolio 4.46. El R-homomorfismo 0,: A*A — A*Adeterminado por (4.22) es una derivacion
impar (de grado —1) del dlgebra exterior A*A:

dy(@ Ab) = d,(a) Ab+ (=1)"a A d,b). =

Los dos complejos de Koszul (4.20) y (4.21) estdn relacionados por dualidad. Nétese que
APA = Ry A'A = A por definicién: ambos complejos presentan la graduacién del dlgebra
graduada A®A de manera complementaria. En los dos casos, R aparece en la posicion O del
complejo (se debe recordar el convenio C* = C_y, que dice que homologfa es cohomologia con
indices negativos, y viceversa). Ademads, la diferencial de cada complejo es una homotopia
para el otro, como evidencia el siguiente resultado.

Lema 4.47. Sea A ~ R" un R-modulo libre de rango n. Sir € R, dendtese por re el operador
de multiplicacion por r en el R-médulo A*A. Si x € Ay ¢ € A", se verifica la formula
siguiente:

dy 00y + 0y ody = (x)e (4.23)

y en consecuencia, 0, es una homotopia de cocadenas sobre K(x) entre ¢(x)s y 0. Dualmente,
dy es una homotopia de cadenas sobre K'(¢) entre ¢(x)e y 0.

Demostracion. En primer lugar, nétese que los operadores d,, y dy tienen grados respectivos
(—=1)y (+1) sobre el dlgebra graduada A®* A, como es apropiado para homotopias de cocadenas
o cadenas, respectivamente. La combinacion dy o d, + 8, o dy es un operador de grado 0.

Si a € A*A, el Escolio 4.46 muestra que

dx(0y(a)) + 0p(dx(a)) = x A 0y(a) + 0y(x A a)
=x A 0y(a) + d,(x) a—x A Oy(a)
= ¢(x) a,

porque x € A = A'A conlleva 0,(x) = p(x) € R. O

En particular, si ¢(x) no es un divisor de cero en R, el operador ¢(x). €s un automorfismo
de A*A, asi que los complejos K(x) y K’'(¢) son contractibles y sus grupos de co/homologia
son todos 0, por el Lema 1.35. En otras palabras, tanto K(x) como K’(¢) son soluciones
exactas en la categoria R-Mod. Si se aumenta el complejo K'(¢) por el epimorfismo R —»
coker ¢ = R/¢(A), se obtiene una resolucion de Koszul (libre y finita) K’'(¢) —» R/¢@(A).

*?La notacién y la terminologia sobre complejos de Koszul no han sido unificadas. Aqui se sigue la
presentacion del capitulo 17 del libro: David Eisenbud, Commutative Algebra with a View to Algebraic Geometry,
Springer, New York, 1995. (El Ejemplo 4.43 fue tomado de ese libro.)
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» Algunos autores definen el complejo de Koszul homolégico de modo levemente diferente
de la Definicién 4.45. Dados elementos yy,...,y, € R—estoes,y = (y,...,y,) € R* —las
asignaciones e; — y; determinan un R-homomorfismo ¢: R" — R. Definase un complejo
K'(y) por (4.21), con diferenciales 8, dados por (4.22), al cambiar ¢(e; ) +— y;, al lado
derecho de esa férmula. En la férmula de homotopia (4.23), se obtiene dy o d + 8y, o dy igual
al operador de multiplicacién por 37, x;y; sobre A°R".

Con esa notacién, ¢(R") = (yi, . . ., y,) es el ideal de R generado por los elementos y;. La
resolucion de Koszul correspondiente es K'(y) —» R/{y1, ..., Yn)-

En dlgebra conmutativa, la siguiente construccion resulta muy util. Si B es un R-mdédulo
cualquiera, se define el complejo de Koszul de B como K(y; B) := K'(y) ®g B. Los métodos
del Capitulo 3 pueden emplearse para analizar el efecto de las operaciones b +— y;b sobre B.
Consultese los libros de Jacobson (seccidn 6.13), Lang (seccion 21.4) o Weibel (seccidn 4.5)
para mds informacidn al respecto.

Ejemplo 4.48. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n sobre un cuerpo F. Se define
el algebra simétrica de V al imitar la Definicién 4.15 del dlgebra exterior con un producto
conmutativo (y asociativo):

ViV Vyg .= % ZVG(1)®"'®VU(]<).
oESK

Esta es una F-dlgebra graduada conmutativa, S*V := ;. , S¥V, donde dim SV = ("+’,i_l).

El producto tensorial A*V* ® S*V es un [F-dlgebra graduada (superconmutativa)?® con
producto (a® x)(b®y) :=(aAb)® (x Vy).

Hay un isomorfismo (natural!) 6: V* @ V.— Homg(V, V) tal que 6(f ® v) es el operador
w i f(wy. Seat := 07'(ly) € V* @V = A'V* ® S'V. En términos de bases duales {v;}
de Vy {f'} de V*, se obtiene t = 3| f'®v;. Enel dlgebra A*V* ® S*V, entonces, se ve que

12 = Z(fi AFY® W V) = Z(fi AF)® (i Vv;—v; V) = 0.
ij=1

i<j
Entonces el operador de multiplicacién por t define un complejo de médulos sobre S = S*(V):
K: 0—8V-5V @S VAV ®SV— - — AV ®SV—0.

Este es el complejo de Koszul tautolégico de S-mddulos determinado por V. Nétese que
K es naturalmente isomorfo al complejo de Koszul K(t), al considerar t como elemento del
S-médulo V* @ S°V.

23Kl producto tensorial sobre [ se escribe con ® en vez de ®g. El producto tensorial de dos superalgebras
A'y B debe tener en general una graduacién par/impar, por la regla de signos de Koszul: (a ® b)(a’ ® b’) :=

(~1)*¢*v g4’ ® bb’. Sin embargo, en el caso presente todo elemento de S*V es par, el producto en A*V* ® S*V
no requiere el signo, y la graduacion se hereda de la de A*V*.
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En el complejo dual, se reemplaza ¢ por la operaciéon V ® S°V — S*V :v®x — v V x,
cuyo conticleo es isomorfo a S’V = [ (como S-médulo). Asi se obtiene una resolucién libre
finita de S-mddulos: A*V ® S*V —» F. O

4.4 Cohomologia de grupos

En 1942, Heinz Hopf observd que para cierta clase de espacios topologicos X llamados
asféricos, la homologia simplicial de X estd determinada esencialmente por el grupo fun-
damental (X, xo); pero la relacién precisa era dificil de identificar. La biisqueda de esa
relacién lo llevé a considerar una especie de cohomologia para el grupo mismo, mediante
ciertas resoluciones proyectivas. El asunto fue simplificado por Eilenberg y MacLane usando
homologia singular, hasta convertirse en una esquema cohomoldgico para grupos en general,
sin referencia a sus origenes topolédgicos.?4

Esa teoria cohomoldgica de grupos iluminé dos problemas preexistentes en la teoria de
grupos: la clasificacion de los llamados homomorfismos cruzados de grupos, y la clasificacion
de las extensiones centrales de un grupo dado.

Definicion 4.49. Sea G un grupo fijo. Un grupo abeliano A es un G-mdédulo (izquierdo) si
hay una accion aditiva de G sobre A, dada por una aplicacion GX A — A : (g,a) — g - a que
satisface

g-(a+b)=g-a+g-b, g-(h-a)=(gh)-a, l-a=a, (4.24)

paratodo g,h € Gy a,b € A. Esta se extiende a una accién del anillo grupal ZG sobre A, por
(Xgec Mg g)a := Yo mg(g - a); entonces A es una ZG-médulo izquierdo.

La accién se llama trivial sig - a = a paratodo g € G, a € A.

La categoria G-Mod de G-mddulos (izquierdos) es entonces sindénima con la categoria
ZG-Mod; se escribe Homg(A, B) en vez de Homzg(A, B), para aliviar la notacion. O

Definicion 4.50. Si A es un G-mddulo, una derivacion o homomorfismo cruzado de G en A
es una funcién ¢: G — A que cumple

$(gh) =g - $(h) + $(g), paratodo g,h € A. (4.25)

Notese que ¢(1) = 0. Si A es un G-mdbdulo trivial, entonces ¢(gh) = @(h) + ¢(g); es decir,
¢ es un homomorfismo del grupo multiplicativo G en el grupo aditivo A. La totalidad de
derivaciones de G en A es un grupo abeliano Der(G, A).

Ese ¢ se extiende a una aplicacion aditiva ¢: ZG — A tal que ¢(rs) = r ¢(s) + ¢(r) para
r,s € ZG. Mads generalmente, si A es un R-mdédulo izquierdo, una funcién aditiva ¢: R — A
que cumple esta relacion es una derivacion de R en A.

24Para esas raices histdricas, véase el libro de Dieudonné, pp. 453—463.
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De hecho, si A es un R-R-bimddulo, una aplicacién aditiva ¢: R — A se llama derivacion
si cumple la regla de Leibniz: ¢(rs) = r #(s) + ¢(r)s para r,s € R. Esto se reduce al caso
anterior cuando la accién a derecha de R es trivial. Entonces la férmula (4.25) debe entenderse
como una regla de Leibniz que es trivial a la derecha.

Siae A seady(g):=g-a—a. Comogh-a—a=g-(h-a—a)+(g-a- a),este P, es
una derivacion interna o derivacion principal. La totalidad Ider(G, A) de las derivaciones
internas es un subgrupo de Der(G, A). ¢

El grupo cociente Der(G, A)/Ider(G, A) sirve para clasificar las derivaciones “no triviales”
de G en A. En breve se vera que este cociente es un grupo de cohomologia H'(G, A). Antes
de hacer esa identificacion, es oportuno abordar un segundo problema: ;cémo clasificar las
extensiones de G por un grupo abeliano?

Definicion 4.51. Sea G un grupo cualquiera [con producto (g, h) — gh] y Aun grupo abeliano
[con suma (a, b) — a+ b]. Una extension de G por A es una sucesion exacta corta de grupos:

E: 0—ALE G651, (4.26)

Este es una extension del tipo (3.14) pero ahora en la categoria Grp de grupos no necesaria-
mente abelianos.?> La equivalencia de extensiones sigue la Definicion 3.28. La extension se
considera trivial si la SEC (4.26) escinde. o

Resulta que cada extension (4.26) conlleva una accién de G sobre A. Para cada g € G,
elijase un elemento s(g) € E tal que s(1) = 1y p(s(g)) = g; esta seccion del epimorfismo p no
tiene que ser un homomorfismo. Si g, h € G, entonces s(g) s(h) s(gh)~' € kerp = im j, asi que
hay un elemento (g, h) € A determinado por

JW (g, b)) := s(g) s(h) s(gh)™".
Esta funcién ¢: G X G — A es el sistema de factores?® determinado por E y la seccién s.
Fijese que j(A) < E porque j(A) = kerp. Sia € A, g € G, entonces s(g) j(a) s(g)~" = j(b)
para algin b € A. Escribase g - a := b. Entonces A es un G-médulo bajo esta accion de G.

Si s’: G — E es otra seccién de p, entonces s'(g)s(g)~! € kerp para todo g € G, asi que
s’(g) = j(b) s(g) para algin b € A. Ademas, si a € A, entonces

s'(8)j(a)s'(®)™" = j(b)(s(g) j(a) s(g)~")j(b) ™" = s(g) j(a) s(g)”"

porque j(A) es un grupo abeliano. En consecuencia, la accién (g, a) — g - a depende solo
de E pero no de s.

25Aqui se emplea una notacién hibrida: los grupos 0 y A son aditivos, mientras los grupos E, Gy 1 son
multiplicativos. Esta notacién aparece en el libro Homology de MacLane; otros autores, como Jacobson,
prefieren una versién puramente multiplicativa, con SECs de la formal — A—E—G— 1.

26a terminologia “sistema de factores” (o “conjunto de factores”) es un poco arcaica; se remonta a los
trabajos de Schreier (1926) que dieron origen al concepto de extensién de grupo. De hecho, aparecen sin el
nombre en las investigaciones de Schur (1904) sobre representaciones proyectivas de grupos.
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La asociatividad del grupo E impone una condicién sobre la funcién ¢. Sig,h, k € G,
entonces:

s(®)(s(h)s(k)) = s(g) j(Y(h, k) s(hk) = j(g - Y(h, k) s(g) s(hk)
= j(g - ¥(h. k) j(¥ (g, hk)) s(ghk)
= j(g - Y(h, k) + Y(g, hk))s(ghk);

(s(8)s(h))s(k) = j(¥ (g, h)) s(gh) s(k) = j((g. h)) j(¥(gh, k) s(ghk)
= (¥ (g, h) + Y(gh, k)) s(ghk).

En conclusién, un sistema de factores 1/: G X G — A obedece:

Y(g.h) + ¥(gh. k) = g - Y (h. k) + ¥(g, hk). (4.27)
Ademas, la condicién s(1) = 1 conlleva ¥/(g, 1) = ¢(1,h) = 0 en A.

Escolio 4.52. Dada una extension E y dos secciones s,s': G — Ede p: E - G, sean  y '
los respectivos sistemas de factores. Entonces hay una funcion ¢: G — A tal que?”

V'(g,h) =¢(g, h)+g-dh)— ¢p(gh) + ¢(g) paratodo g,heG. =]

La importancia del sistema de factores i/ es que determina la ley de grupo en E (hasta un
isomorfismo que define una equivalencia de extensiones). Cada elemento de E se escribe de
forma tnica (pues ker p = im j) como (a,g) := j(a) s(g). Con esa notacion, la ley de grupo es:

(a,8)(b,h):=(a+g-b+y(g, h),gh). (4.28)

La identidad es (0,1) y se ve que (a,2)™! = (=¢g™' -a—-g ' - ¥(g,g7"),g~"). Un cilculo
directo muestra que la férmula (4.28) define una multiplicacién asociativa en E toda vez que
la funcién ¥ cumple (4.27).

» Después de estas preparaciones, es hora de introducir un complejo de cocadenas cuya
cohomologia clasifica las derivaciones y los sistemas de factores.

Definicion 4.53. Sea G un grupo y A un G-mdédulo. Si n € N, una n-cocadena con valores
en A es una funcién ¢: G" — Atal que ¢(g1, . ..,8n) = 0 si algiin g; = 1. Tales n-cocadenas
forman un grupo abeliano C"(G, A) bajo suma puntual de funciones; para n = 0, se toma

C%G, A) := A.

270bsérvese que (g, h) := d(gh) — g - p(h) — ¢(g) cumple (4.27). Este sistema de factores estd asociado a un
producto semidirecto A =< G, cuya ley de grupo es (a,g) (b, h) :==(a+g - b,gh).
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La diferencial §: C"(G, A) — C™*1(G, A) se define por:

n
501, - 8ne1) = 81 082, o 8nr1) + ) (<1V 01,841, -5 8ne1)
j=1

+ (D" g1, ., gn). (4-29)
Enelcason =0, estodada(g) :=g-a—a= ¢qg). o

Un célculo directo muestra que 6> = 0 como aplicacién de C"(G, A) — C™2(G, A).
Para n = 0, un elemento a € A es un 0-cociclo si y solo si g - a = a para todo g € G.
Entonces H(G, A) = Z%(G, A) es el subgrupo invariante A® < A:

HYG,A)=A°={acA:g-a=aparatodog € G}.
Los casos n = 1 y n = 2 también son de particular interés:

64(g. h) := g - $(h) - $(gh) + ¢(g),
6Y(g. h.k) :=g - Y(h.k) = Y(gh. k) + y(g. hk) — Y (g. h).

De (4.25) se ve que una derivacion es un 1-cociclo: Z'(G, A) = Der(G, A). Ademis, de (4.27)
se ve que un sistema de factores cumple 8y = 0, es decir, { es un 2-cociclo: € Z*(G, A).

Las derivaciones internas son las ¢, = da € B'(G,A). Entonces las derivaciones “no
triviales” son clasificados por el grupo abeliano cociente

Der(G,A) _Z'(G,A)
derG.A) B G.A) 1 (@A)

El Escolio 4.52 y la férmula (4.28) muestran que cada 2-cociclo ¢ define una extension E
a partir de un G-médulo A. Se obtiene una extension equivalente al usar otro sistema de
factores i/’ si este difiere de ¢ por un 2-coborde: ¥’ = + d¢. Luego las extensiones (4.26)
de G por A estén clasificados por el segundo grupo de cohomologia:

Z%(G, A)/B*(G, A) =: H*(G, A).

» Hay una definicién alternativa de los grupos de cohomologia que utiliza la tecnologia del
Capitulo 3. El punto de partida es el grupo abeliano Z, considerado como G-médulo trivial
(g -n =nparan € Z). Se quiere construir una resolucién proyectiva de Z por G-mddulos (o
lo que es lo mismo, por ZG-médulos):
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Al aplicar el funtor contravariante Homg(—, A) al complejo B,, se obtiene un complejo de
cocadenas:

1 S
0 — Homg(By, A) — Homg(By, A) — Homg(By, A) — - - -

cuya cohomologia es la familia de grupos abelianos Ext/(Z, A), paran € N.

El Corolario 3.14 al teorema de comparacion muestra que estos grupos no dependen de
la resolucion especifica empleada para calcularlos. La que mas frecuentemente se usa es la
llamada resolucién barra (a continuacion), asi nombrado por la notacion de sus generadores.

Definicion 4.54. Sea B, el ZG-mddulo libre con generadores denotados por [g1]g2] - - - |gn],
con cada g; € G\ {1}; sea By := ZG también.?® (Para simplificar los cdlculos, se define

[g1]---|gn] := O si algin g; = 1.) Este B, coincide con el Z-mddulo libre generado por
simbolos go [g1]---[gn] con g; # 1 para j > 1; la accién de G es por multiplicacién a la
izquierda.

La diferencial 9: B, — B, es el ZG-homomorfismo determinado por:

n—1
(il lgal) == g1 gl -~ Igal + > (=1Ll - lgigiml -+ gal + (=111 -+ g1 ].
j=1

Explicitamente, paran = 1,2, 3:

d([g]) =g -1 € ZG,
d(Iglhl) = g [h] - [gh] + [g].
d(Iglhlk]) = g [hlk] - [ghlk] + [g|hk] - [g|h].

Definase también el G-epimorfismo ¢: By - Z por
e(Z my g) = Z Mg (es decir, ¢(g) := 1 paratodog € G).
geG geG

Un cilculo directo muestra que > =0 : B, — B,_o paran > 2;yeo0d = 0: B| — Z porque
cada e(g — 1) = 1 — 1 = 0. El lema siguiente comprueba que (4.30) es una sucesion exacta:
esta es la resolucion barra de Z como G-médulo. 0

Lema 4.55. El complejo (4.30) es contractible mediante la siguiente homotopia de cadenas
de Z-médulos:

sn(go g1+ 1gn]) :=[golg1l---1gn] para n>1; so(go) = [gol; s—1(1) == 1.

En consecuencia, la sucesion de G-modulos (4.30) es exacta.

28Este By es un ZG-mddulo libre generado por 1, 1a identidad de G. Algunos autores escriben [ | para denotar
este generador, sacrificando su sentido estético en favor de consistencia de notacién.
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Demostracion. Dendétese B_; := Z durante esta demostracion. Las férmulas indicadas definen
los s,: B, — By, sobre bases de los B, como grupos abelianos libres; entonces cada s, se
extiende aditivamente en un Z-homomorfismo.

Para mostrar que estos s, forman una homotopia contractiva de cadenas, basta verificar
las siguientes relaciones sobre bases de cada B,:

es_1 = 1 sobre Z; 0sop + s_1¢ = 1 sobre By = ZG; ds, + s,—-10 = 1 sobre B,,, n > 1.
El primero sigue porque es_;(1 € Z) = ¢(1 € G) = (1 € Z). El segundo viene de

Os0(g) +s-16(g) = 0([g]) +s-1(1) =(g—1)+1 =g paratodo g €G.

Para n > 2, se calcula que

dsnl(golg1l---lgnl) = d([golg1l - Ign])

n—1
=golgil---lgnl + Z(—l)’+l[g0|81| o lgigisl - lgnl + (=™ golgi] - - Ign-1l:
20

sn-10(g0[g1] - 1gn]) = sn-1(80 9 ([g1]- - - Ign]))

n—1
= [g0g1l2] -+ gn] + D (= 1Vlgolg1l - Igjgjs1 -+~ gl + (=1)"[gol1] - - lgn1].
=1
Al sumas las dos expresiones al lado derecho, se cancelan todos los términos excepto
golg1l---|gn]- Esto comprueba ds, + s,-10 = 1 sobre B, paran > 2.

Luego, im(d: B, — B,_1) = ker(d: B,—1 — B,—)paran > 2;eim(d: B; — By) = kere.
Estas relaciones son idénticas en Ab y en G-Mod, asi que (4.30) es exacta en G-Mod. O

Es evidente de las Definiciones 4.53 y 4.54 que Homg(B,, A) = C"(G, A) con ¢ = ¢ 0 0
para ¢ € C"(G, A). En otras palabras, los complejos de cocadenas Homg(B,, A) y C*(G, A)
son isomorfos. Por lo tanto, tienen la misma cohomologia. Esto dice que

H"(G,A) =~ Ext},(Z,A) paratodo neZ.

4.5 Cohomologia de algebras asociativas

Definicién 4.56. Un algebra (asociativa) sobre un cuerpo [ es un anillo A que es a la vez un
espacio vectorial sobre F, tal que a(bc) = (ab)c = b(ac) para a € Fy b,c € A; es decir, la
multiplicacion escalar y el producto del anillo A son compatibles.

Dicho de otra manera, una [F-4lgebra es un espacio F-vectorial junto con una operacién
F-bilineal AX A — A : (a,b) — ab, tal que (ab)c = a(bc) para a,b,c € A. Esta operacion
define?® una multiplicacion F-lineal m: A® A — A dada por m(a ® b) := ab. O

*9Los productos tensoriales sobre F se escriben con ® simplemente; A ® B es sinénimo de A ®f B.
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Notese que la asociatividad de la multiplicacion es la igualdad de las aplicaciones lineales
mm®ly) =m(la®@m): AQA® A — A. Laaplicacion unidad®*® n: F - A:a — al
cumple m(n®14) = 14 : F®A - Aym(1,9n) = 14 : AQF — A. Una definicidn alternativa
de una F-algebra es: un triple (A, m, n) de un objeto y dos morfismos en la categoria Vect-F
que cumple estas tres relaciones.

Definicion 4.57. Sea A una [F-édlgebra asociativa y sea X € A-Bimod-A un A-A-bimédulo.
Escribase Cy(A, X) := X. Paran > 1, definase C,(A, X) € A-Bimod-A por

Cn(A, X) 1= X ® A®",

Definase la diferencial, f: C,(A, X) — Cp—1(A, X), un morfismo de bimédulos, por:

n—1
fx®a ®---®ay) ::xa1®a2®-~-®an+2(—1)jx®a1®--~®ajaj+1®~--®an
=1
+(-D"ayx®a; @ -®an_ . (4.31)

En el caso particular X = A se ve que Cp(A, A) = AS+D),

Un célculo directo muestra que 2 = 0 : Cp(A, X) — Cn_2(A, X) para n > 2. Entonces
(Ce(A, X), p) es un complejo de cadenas. La homologia de Hochschild de A con coeficientes
en X es la homologia H,(A, X) := Z,(A, X)/Bn(A, X). Enel caso X = A, se usa la abreviatura
HH,(A) := Hy,(A, A). o

Ejemplo 4.58. Considérese el caso basico X = A = F, el F-dlgebra unidimensional. Aqui
Cu(F,F) = F®+D ~ F, porque el producto tensorial (sobre F) colapsa en el producto
ordinario de escalares: oy ® 1 @ --- ® @y, = apay...a,. La formula (4.31) se reduce a
p() = Z;?:O(—l)j = 1 o 0 segun n sea par o impar; el complejo de cadenas es periddico y
aciclico:

L ArSr Lr S r LS

Luego HHy(F) = F, y HH,(F) = 0 paran > 0. ¢

Definicion 4.59. Sea A una [F-dlgebra asociativa y sea M € A-Bimod-A. Cada aplicacién
n-lineal ¢: A" — M determina una aplicacién lineal ¢: A®" — M por la férmula

Pla1 ® - Qay):=oeay,...,ap).

Esto permite dualizar el complejo de cadenas de la Definicion 4.57 y obtener un complejo
de cocadenas (C*(A, M), b), definido como sigue. Témese C*(A, M) := M y sea C'(A, M) =

3%La Definicién 4.56 asume que el dlgebra A posee una identidad 1 (“A es un anillo tal que...”). Para la
homologia de Hochschild para dlgebras sin identidad, véase la seccién 1.4 del libro de Loday.
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Hompg(A, M), las aplicaciones F-lineales de A en M. Paran > 2, sea C"(A, M) la totalidad de
aplicaciones n-lineales ¢: A" — M. Ellos son A-A-bimddulos de manera obvia:

o-clay,...,ay):=coay,...,an), c-play,...,ay) :=¢(ay,...,a,)c.

Definase la diferencial b: C*(A, M) — C"*1(A, M) por

n
bo(ai, ..., ane1) = a1 @(az, ..., ane1) + Z(—l)jq)(al, ey @jAjls .5 Anil)
j=1

+ (_1)n+1(P(al’ MR an) an+1- (4'32)

De nuevo, se ve que b> = 0 : C"(A, M) — C"*2(A, M) para todo n. Entonces (C*(A, M), b) es
un complejo de cocadenas. La cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en M es
la cohomologia H"(A, M) := Z™(A, M)/B"(A, M).

Al tomar M = A* = Homg(A, F), se identifica C"(A, A*) con las formas (n + 1)-lineales
Q: A"l — [F, o bien con el espacio vectorial dual de C,(A, A). En ese caso, se escribe
HH"(A) = H"(A, A¥) como abreviatura. o

Ejemplo 4.60. Las diferenciales en Ci(A, A) y C2(A, A) son

Blao ® a1) = apar — ajap ,
ﬂ(ao ®a;®ay) =apa; ®ay —ap @ ajax + aap ® aj .

Entonces HHy(A) = A/[A, A]. En particular, HHy(A) = A si (y solo si) A es conmutativo.
Si X € A-Bimod-A, entonces f(x ® a) = xa — ax; luego

Ho(A, X) = Xq:=X/(xa—ax:x € X, a€A).

Los elementos del bimddulo cociente X4 se llaman coinvariantes de X por al accién de A.
Por otro lado, HH%(A) = Z%(A, A*). Un 0-cociclo sobre A es una forma lineal 7 € A* tal

que br(ag, a1) = t(apa;) — r(arap) = 0 para todo ag, a; € A; es decir, 7 es una traza sobre A.
Si M € A-Bimod-A, y € M, entonces by(a) = ay — ya; luego

HA,M)=M":={yeM:ay=yaparatodoac A}.

Los elementos del subbimédulo M4 C M son los invariantes de M por al accién de A. O

» Hay un artificio que transforma los A-A-bimddulos de los apartados anteriores en médulos
izquierdos (o derechos) para otra F-dlgebra. Si A es una [F-dlgebra asociativa, su algebra
envolvente3! es A° := A® A°, con producto (a; ® b))(ax ® b3) = aja; ® (b2b1)°. Si X es
un A-A-bimédulo, también es un A®-mddulo izquierdo bajo (a ® b°)x := axb. Ademas es un
A®-médulo derecho bajo x(a ® b°) := bxa.

3'Desafortunadamente, este nombre también se usa para asociar un algebra asociativa a un algebra de Lie;
no hay parentesco entre estos dos conceptos homoénimos.
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Definicién 4.61. Sea B, := A®(*2) — A ® A®" @ A € A-Bimod-A. Nétese que By = A® A
es isomorfo a A* = A ® A° como A®-moédulo izquierdo: (a ® b°)(ap ® a1) = aap ® a1b <
aap ® (bay)°. Cada B, es un A°-mddulo libre, porque hay un isomorfismo de F-algebras

0:A®A*"—B,:(a®b)®x > a®x®b. (4.33)

Los B, forman un complejo de cadenas bajo la diferencial

n
ﬂ’(ao ® - ®api1) = Z(—l)jao ® - ®ajaj4] @+ @ dp] - (4.34)
=0

[e]

Al comparar esta formula con (4.31), para el caso x = ap ® a;_,, se debe notar la ausencia del
tltimo término de (4.31). Sin embargo, la propiedad (8’)* = 0 sigue vélida.
Junto con el A®-epimorfismo ¢: A* — A dado por ¢(a ® b°) := ab, la sucesién

’ ’

.-.—> By —>B] — By— A—0

es exacta. Esta resolucion libre de A en la categoria A°-Mod se 1lama la resolucién barra3?
del F-algebra A. O

Si X € A-Bimod-A, el isomorfismo (4.33) induce otros isomorfismos de A-A-bimddulos:
X ®ue By =~ X Q4 (A° @ A®") =~ (X @4 A%) @ A®" ~ X @ A®". (4.35)

Un cdlculo directo verifica que las diferenciales 1;; ® ' de (4.34) y f de (4.31) estdn entre-
lazadas por estos isomorfismos.

Proposicion 4.62. Si M es un A-A-bimédulo, entonces H"(A, M) =~ Ext'j.(A, M) para n € M.

Demostracion. Un A°-homomorfismo ¢ € Homye(A, M) estd determinado por ¢(1) =: y € M.

Comoa = (a®1°)(1) = (1 ® a®°)(1) en A, se obtiene ay = (a® 1°)(y) = (1 ® a°)(y) = ya

en M. Luego Homue(A, M) = M4 = HY(A, M). Esto demuestra el caso n = 0 del enunciado.
Los grupos Ext’.(A, M), para n € N, forman la cohomologia del complejo

0 — Homye(By, M) — Homye(By, M) — Hompe(By, M) —> - - -
Para cada n € N (con A®? := ), hay un juego de isomorfismos:
Home(B,, M) ~ Homue(A® ® A®", M) ~ Home(A®" ® A°, M)
~ Hompg (A®", Homge (A%, M))
~ Homg(A®", M) ~ C"(A, M).
El tercer isomorfismo viene de la Proposicién 2.74.

Entonces, los complejos C*(A, M) y Homye(Bo, M) son isomorfos y sus cohomologias
también son isomorfos. |

32 Algunos autores escriben ag [a)| -+ |an]ans1 = ap ® a1 @ -+ - ® a, Q@ any1 € By.
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La relacién entre las diferenciales anteriores f y B’ motiva una diferencial alternativa
para C"(A, M), al suprimir el Gltimo término en (4.32). En adelante, se usa el A-A-bimédulo
M = A*, tomando en cuenta que C*(A, A*) =~ C™!(A, F) es la totalidad de formas (n + 1)-
lineales sobre A. La segunda diferencial para C*(A, A*) se define asi:

n
b/_(P(aO, at, - - -, an+l) = Z(_I)I(P(ao, st ajaj+1’ RN an+1)- (436)
j=0

Entonces (¥’)? = 0, de modo que (C*(A, A*),b’) es un complejo de cocadenas. Sin embargo,
su cohomologia no es interesante: este complejo es aciclico, en vista del siguiente resultado.

Escolio 4.63. Definase s: C"(A, A*) — C"" (A, A*), paran > 1, por:

%(al, cooan) i=e(l,ay, ..., an),

Entonces b'(sp) + s(b'p) = ¢ : C*(A, A*) — C"(A, A*) para n > 1. Por lo tanto, los s definen
una homotopia contractiva del complejo (C**1(A, A*), V). =]

» No obstante, la diferencial truncada b’ juega un papel importante, porque permite armar
un bicomplejo que introduce una variante de la co/homologia de Hochschild. Para mayor
brevedad, aqui se discute la version cohomoldgica solamente. Ademads, se supondra en
adelante’’ que el cuerpo [ tiene caracteristica 0.

Definicién 4.64. El permutador ciclico es el operador A sobre C*(A, A*) definido por:

Ag(ag, ai, ..., an) == (=1)"p(an, ao, . . ., an-1). (4.37)

Este (—1)" es el signo de la permutacién ciclica (ag, ay, . . . , ay) & (an, ag, - . ., an—1). Un ele-
mento ¢ € C*(A, A*) tal que Ap = ¢ es una n-cocadena ciclica. Ellos forman un subbimédulo

CH(A, AY) = ker(1 — 1) € C"(A, AY).
Si ademds bg = 0, ¢ es un n-cociclo ciclico. Por ejemplo, un 1-cociclo ciclico ¢ cumple
¢lag,a1) = —¢(ai,a0) 'y ¢(aoar,az) - ¢(ao, a1a2) + ¢(azao, ar) = 0.

Un 1-coborde ¢(ag, ay) := by(ap, a1) = Y(apa; — arap) es automdticamente ciclico.
El antisimetrizador ciclico es el operador

N:i=1+A+A+---+A" sobre C"A,A").

Como A™! =1,seve que N(1-21)=(1-A)N =0. o

33 tiene caracteristica p, para p primo, si p-1 = O en F. De lo contrario, el homomorfismoQ — F : r — r-1
es inyectivo, y se dice que [ tiene caracteristica 0. Un cuerpo finito tiene caracteristica positiva; los cuerpos Q,
R, C y todas sus extensiones tienen caracteristica 0.
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Lema 4.65. Las siguientes identidades entre operadores sobre C"(A, A*) son validas:
b'(1-21)=(1-A)b, bN = NU'. (4.38)

Demostracion. Sear := b —b': C"A, A*) — C"1(A, A*), de modo que

ro(ag, ay,...,an+1) i= (—1)"+1q0(an+1a0, ai,...,dn).
Entonces, paraj =0, 1,...,n vale:
/l_j_lr)tjfp(ao, ceyGnyl) = (—l)j(p(ao, ey @il e Angl)

Al notar que A"*! = 1 sobre C"(A, A*) y A7"2 = | sobre C"*1(A, A*), se obtiene

n+1

Vo= AN, b= er= Y AT,
j=0 j=0
de donde

(L=Mb = > ATl 4= > ATl = A7l = 3 2772 -

j=0 Jj=0 Jj=0 J

n+l1

27N = b(1 = ).
=1

Ademas, al ser AN = N sobre C"(A, A*) y NA = N sobre C"™1(A, A%), se obtiene

n+1
BN = > 27N = (7 -4 27 PN = NrN
=0
=Nr(l+A+---+ ") =N Y 277l = Nb. O

Jj=0

Definicion 4.66. Si ¢ € C}(A, A%), la identidad (4.38) implica que by € CX“(A, A*), porque
(1 = A)(bg) = b'((1 - V)g) = 0. Entonces (C5(A, A*), b) es un subcomplejo de C*(A, A¥). La
cohomologia de este complejo es la cohomologia ciclica de la F-dlgebra A. Su grupo de
cohomologia en grado n se denota por HC"(A), usualmente.34 O

Resulta, como se verificard enseguida, que esta cohomologia coincide con la cohomologia
del complejo total Tot* CC de un bicomplejo cuyos diferenciales son los operadores b, —b’, N
y 1 — A, entre diversas copias de los C"(A, A*).

34Estos “grupos” de hecho son espacios F-vectoriales. Las letras HC significan homologie cyclique. Hay
una versién dual de la teorfa, donde A permuta ciclicamente los factores ap ® - - - ® a, de un tensor simple en
Cn(A, A). En vez de las relaciones (4.38), se usan las férmulas transpuestas (1 — 1)’ = f(1 — 1), N = f’N.
Entonces C}(A, A) := coker(1 — 1) es un bimédulo cociente de C,,(A, A) y ellos forman un complejo de cadenas
C}(A, A), cuya homologia, en grado n, se denota por HC,,(A). Para esta homologia ciclica de F-ilgebras, véase
el capitulo 1 del libro de Loday.
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Definicion 4.67. Los A-A-bimddulos CC™ := C™(A, A*) son entradas de un bicomplejo CC*®,

con las diferenciales ilustradas:

A

b

A

b’

A

b

b’

A

C2(A, AY) =2 24, A7) —2 C2(A, AY) 2 %A, A7) N

A

b

A

b’

A

b

b’

A

(4.39)

Cl(A, AY) 2 (4, A7) —2 oA, A%) 2 ola, AY) N

A

b

A

b’

A

b

b’

A

CO(A, A*) 225 c0(A, A) —Ns 04, A*) 125 0a, A%) —N s ...

Cada cuadrada anticonmuta, en virtud de las identidades (4.38). Las identidades b? = 0,
()> =0y N(1 = 1) = (1 = )N = 0 entonces dice que este es un bicomplejo de cocadenas.
El complejo total Tot® CC tiene entradas:

Tot" CC := (F cc™ = () c™(A,A). o
m+n=r osms<r
El bicomplejo (4.39) es dual a otro bicomplejo de cadenas CC,, con entradas CCp,, :=
Cm(A, A), morfismos verticales f y —f’, y morfismos horizontales 1 — A y N sobre cada
Cm(A, A). La homologia de su complejo total coincide con la homologia ciclica de A.35

Lema 4.68. Las columnas impares y todas las filas del bicomplejo (4.39) son complejos
aciclicos.

Demostracién. Las columnas impares (C*(A, M), —b’) son aciclicos por el Escolio 4.63.

Los operadores 1 — Ay N sobre C™(A, A”) satisfacen ker(1 — 1) = C7'(A, A") =im N. De
hecho, si Ap = ¢ en C™(A, A*), entonces ¢ = N((m + 1)"'¢). Por otro lado, N(1 = 1) = 0
implica que im(1 — 1) C ker N; y si ¢/ € ker N, la ecuacién ¢ — Ap = ¢ tiene la solucién

1 20 m
Q= m+l(/1g//+2)tg//+ + mA™Y),

asi que im(1 — 1) = ker N. Entonces la fila m de CC**® es exacta. Al definir dos operadores
h, h’ sobre C™(A, A*) por:

1 1
hy = ———QA+22+ - +mA™)y,  Ho:= ,
Y= W Q=9
35Este bicomplejo dual fue introducido en: Boris L. Tsygan, “The homology of matrix Lie algebras over
rings and the Hochschild homology”, Russian Mathematical Surveys 38 (1983), 198—199. Este articulo de dos

paginas constituye una exposicién de la tesis doctoral de Tsygan!

(4.40)
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se observa que h(1 — 1) + Nh' = 1, o lo que es lo mismo, h’'N + (1 — A)h = 1. Esto dice que h
y K, repetidas periédicamente, forman una homotopia de cocadenas contractiva de la fila m
del bicomplejo.

Todos estos célculos son validas porque (m + 1)~! € F para todo m € N, puesto que F
tiene caracteristica 0. O

Para comparar las cohomologias de los complejos C5 := C}(A, A¥) y Tot* CC, se puede
aumentar €l bicomplejo CC*® al agregar C3(A, A*) como una columna extra a la izquierda:

1 1 7 1 7

0 > C; Jyc2 1,2 Ny 194, 2 N,
o1 b b b e

0 > C; Lyt 1A ot N ot 1A ol N,
ol b b b v

0 > C) L, 0 1Ay 0 N o0 1A, 00 N

donde cada j: C7'(A,A") = ker(l — 1) » C™(A, A") es la inclusion. Hay una inclusién
correspondiente i: C}'(A, A*) > Tot™ CC en el primer sumando del complejo total:

i(p) == (9,0,....,.00eC"oC" ' @--- 0.

Notese que i entrelaza las diferenciales: i(bp) = (b@,0,...,0) = d(,0,...,0) = d(ip)
porque (1 — )¢ = 0 cuando ¢ € C7'(A, A*). Por lo tanto cada i induce un homomorfismo
en cohomologia: i*: HC™(A) — H™(Tot®* CC). Al usar el algoritmo zigzag de la Proposi-
cion 3.41 (mutatis mutandis) se obtiene el resultado siguiente.

Escolio 4.69. Cada homomorfismo i*: HC™(A) — H™(Tot® CC) es un isomorfismo. B

La definicién de la cohomologia ciclica a partir de C}(A, A*) se debe a Connes (1985).
Fue un ingrediente esencial de su programa de extender la geometria diferencial al &mbito de
dlgebras de coordenadas no conmutativas.3¢ En su enfoque, Connes introdujo un bicomplejo
diferente de (4.39), al combinar los morfismos horizontales N, 1 — 1 y una homotopia del
complejo (C*(A, A*),b’). Definase s’: C"1(A, A*) — C"(A, A*) por:

s/_qo(ao, coosap) = (=D)"(ag, . . ., an, 1).

Al comparar s’ con el morfismo s del Escolio 4.63, se ve que s’ = —sA~ .

36E] articulo fundamental es: Alain Connes, “Noncommutative differential geometry”, Publications Mathé-
matiques de IInstitut de Hautes Etudes Superieures 62 (1985), 257—360.
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Definiciéon 4.70. Definase el morfismo B: C™ (A, A*) — C™A, AY), para m € N, por
B := Ns'(1 — A). Es inmediato que B> = 0. Nétese que B obra entre columnas pares

consecutivas del complejo CC**:

Cm+1(A,A*) 1_—A) Cm+1(A,A*)

_b/HS/

CM(A, AY) —N 5 Cm(A, AY).

Es facil comprobar que b’(s’p)+s’(b’¢) = 1, asi que tanto s’ como s son homotopias contractivas
del complejo con diferencial b’. Al usar las identidades (4.38) se obtiene

bB + Bb = bNs'(1 — 1) + Ns'(1 = A)b = N(b's’ + s'b')(1 — A) = N(1 — 1) = 0.

Entonces, los (b, B) son morfismos de un bicomplejo de Connes, cuyas entradas no nulas son
BC™ := CCM":2n = C™ (A, A*) param > n > 0. O

El uso de B elimina los columnas impares (aciclicos) del bicomplejo CC*®. Nétese que b es
de grado +1 pero B es de grado —1 como operadores sobre el bimddulo graduado C*(A, A*).
Para ilustrar B como “diferencial horizontal” del bicomplejo BC®®, es necesario ajustar la
posicion de las columnas pares de CC*®, asi:

b/\ b/\ bT bT

C3(A, A" —2 24,47 2 (A, A7) —2 C0(A, AY)

b/\ b/\ bT

C2(A, AY) —2 cl(A, A*) —2 C0(A, A%) (4.41)

A A

b b

Cl(A, A") —2— C0(A, A%

b

CO(A, A¥)

Las cocadenas del complejo total de este bicomplejo son sumas directas de cocadenas de
Hochschild de la misma paridad:

Tot'BC:=C"@C ?@C *e - &C",
donde #r = 0 o 1 seglin sea n par o impar.
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Proposicion 4.71. Hay isomorfismos H' (Tot®* BC) ~ HC"(A) para cada r € N.

Demostracion. Denétese por Tot” CCp,, la totalidad de cocadenas en Tot” CC de la forma
v =Yy, 0,¥,-2,0,...) con entradas en las columnas pares solamente. Definase un morfismo
p: Tot" CCpyr — Tot” BC & Tot"~! BC por

p = ( 1 /) : w — ( , (l//r’ Eb,r—29 (//r—4,l- . ') ) .
Ns (NS¢, Ns"Yp—p, Ns"Yro—4, . . .)
Entonces las relaciones (4.38) y BN = 0 implican que

(b+B)p:(b+B)( 1 ):(b+B) :(b+B)

Ns’ bNs’ Nb's’
_(b+NsS(1-1) (1 Ns)( b NY_ (b N
“\ NoNsw )T 1-2 =]~ Pli-a v

Este calculo dice que p entrelaza la diferencial (b + B) de Tot®* BC y la diferencial de dos
columnas del complejo periddico Tot* CC. Ahora se puede extender p a todo Tot* BC al
definirlo como cero sobre las columnas impares de CC*®. De esta manera se llega a una
sucesion exacta de complejos de cocadenas:

0 —(C*(A, A*), —b") —L Tot* CC -2 Tot* BC — 0,

donde j estd dada por la inclusién de la primera columna impar en el bicomplejo CC**. Como
esta columna es un complejo contractible (por la homotopia —s”), el morfismo en cohomologia
p*: H (Tot* BC) — H'"(Tot®* CC) = HC'(A) es un isomorfismo. O

Ejemplo 4.72. Para el dlgebra unidimensional A = [F, se calcula HC*(F) con el bicomplejo
de Connes. Si ¢ € C™(F, F*), entonces (g, ...,a,) = ap---a,@(1,1,...,1) por multilin-
ealidad, asi que C™(F, F*) es unidimensional, con base {i,,} dado por ¢,,(1,1,...,1) := 1.

Ahora, si n es par, entonces by, = Z;’:OI (=1Y¢ns1 = 0. Ademads se ve que (1 —A), =0y
por ende By, = 0.

En cambio, si n es impar, entonces by, = ]’.’:01(—1)]1//%1 = Ypt1. Ademas, (1-) i, = 2¢,;
SUn = Yn-15Yy N1 = Z[Z;(l) Yn-1 = nn—1. En resumen, By, = 2nyy_;.

Como resultado, el complejo total Tot® BC tiene la forma

0 d 0 d 0 d
F>F5F —>FP-5F —F —...

donde cada d; es inyectiva con un coniicleo unidimensional. Por ejemplo, da(y/3,91) =
(Ya, TYn, 2¢p) — los términos a la derecha no se anulan porque F tiene caracteristica 0. En

conclusion:
F sinespar,

HC'(F) = { o

0 sinesimpar.
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» El aspecto mds evidente del bicomplejo CC*® en (4.39) es su periodicidad: es isomorfo
al bicomplejo CC**[0, 2] obtenido al correr las columnas dos pasos hacia la derecha. Este
corrimiento puede verse como un operador S sobre CC** que lleva CC™ a CC™"*2. El
conucleo de ese operador se identifica con las primeras dos columnas de (4.39), dando lugar
a una sucesion exacta corta de bicomplejos:

0—CC* -5 cc** - e g et — 0. (4.422)

Al pasar a los complejos totales, se obtiene un morfismo S: Tot" 2 CC — Tot" CC y también
I: Tot"CC — cC™ @ cC" ! paracadan € N:

S((Pn—Z, (Pn—3, s o ey (PO) = (09 O, (Pn—Z, (pn—3, L) (PO), (4'42b)

I(¢?’l’ ¢n—1,- .. 7¢0) = ([//n’ lﬁn—])' (4'420)

Escolio 4.73. La inclusion (CC*°,b) — (CC*°,b) ® (CC*', V") induce un isomorfismo en
cohomologia (porque la segunda columna es un complejo aciclico). =|

Proposicion 4.74. La sucesion exacta corta de complejos totales asociada a la SEC (4.42a)
induce la siguiente sucesion exacta larga de Connes en cohomologia:

s HE N A) D HH Y (A) 2 HO2(4) =5 HOMA) -5 HHYA) — -+ (4.43)

Demostracion. En vista de los Escolios 4.69 y 4.73, la inclusion ¢ — (¢, 0) : Z}(A, AY) —
cc™? @ cc* ! induce un homomorfismo3” I: [¢]; — [¢] : HC"(A) — HH"(A). Este
coincide con el homomorfismo I inducido por el morfismo I de cocadenas (4.42c).

El homomorfismo S de (4.43) viene del morfismo (4.42b), que tiene grado +2 entre
médulos de Tot® CC. La aplicacién B: HH" 1(A) — HC"2(A) es el homomorfismo conector
de la sucesion exacta larga obtenida de la SEC (4.42a).

Para obtener una descripcion mds explicita de B, a partir del lema de la culebra, considérese
el siguiente diagrama con filas exactas:

0 —— Tot"' cC —— Tot™! cc —— ccm+10 g ccm!
d/T dT d//T
Tot"2CC —3 s Tot"cC —L— cc™0 @ combl — 5

donde ™' od o I"!: kerd” — cokerd’ induce B: HH"(A) — HC""!(A). En detalle:

I s Y1) 2= (Yns Y1, 0, ..., 0);
AW, Yn1,0,...,0) := (b, (1 = Dhp — b1, Nyu_1,0, ..., 0);
$710,0, Nyn_1,0,...,0) := (NY_1,0, ..., 0).

37Aqui se denota la coclase de ¢ en HC™(A) por [¢], para distinguirla de la coclase [¢] de ¢ en HH"(A).
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Este célculo solo es aplicable a elementos (¢, ¥n—1) € kerd”, esto es, pares que cumplen
by, =0y (1 — V)¢, = b'—1, en cuyo caso d o I7! los lleva a la imagen de S. Entonces B
lleva la coclase [(¥y, ¥n—1)] en la coclase [(N¢,-1,0, ..., 0)] del complejo total Tot* CC.

Para simplificar el calculo del homomorfismo conector, témese i, € Z"(A, A*), un cociclo
de Hochschild; y sea ,,—1 := s’(1 — A)¢,. Entonces b',—1 = (1 — )¢, porque s'b’(1 = D)y, =
s’(1 = A)by,, = O; por lo tanto, (Y, Yn—1) € kerd”. Al recordar el morfismo B := Ns’(1 — 1)
de la Definicién 4.70, se ve que

an—l = N(slb’ + b’s')g&n_l = Blh, + bNS’l//n_l,

y este es un b-cociclo en im N = C~'(A, A*). Entonces B: HH"(A) — HC""'(A) esté dado
por [lpn] = [Nlpn—l]/l = [B'ybn]/l; esto es, B[¢n] = [Bl//n])w |

La sucesion exacta larga (4.43), que entrelaza las cohomologias ciclicay de Hochschild, fue
introducida por Connes como una pieza clave de su “geometria diferencial no conmutativa”.38
Es posible completar las formulas explicitas para I y B incluidas en la demostracion anterior
con una férmula explicita S: Z;"Z(A, A*) = Z}(A A tal que S[Yn-2]y = [SYn-2lr; por
ejemplo, al usar las “homotopias horizontales” (4.40), la férmula Sy, := —bhb'h' >
cumple ese propdsito.3?

4.6 Cohomologia de Cech

La homologia y cohomologia singulares no fueron las tnicas opciones usadas para estudiar
la estructura de un espacio topolégico X. Pavel Alexandrov introdujo el concepto de nervio
de un cubrimiento abierto U de X, como alternativa a la aproximacién simplicial; a cada
cubrimiento se le asocia un complejo de cadenas. En 1932, Eduard Cech consideré todos los
cubrimientos abiertos de X, parcialmente ordenados por refinamiento; con un proceso limite,
se obtiene los grupos de homologia y cohomologia que llevan su nombre.

Esta seccion pretende ser una breve introduccién a la cohomologia de Cech, en el contexto
de variedades diferenciales; aunque el tratamiento sigue vélido, con pequefios cambios, para
espacios topoldgicos en general. (Esa generalidad fue la motivacion original de Alexandrov
y Cech). Desde luego, hay teoremas de isomorfia con la cohomologia de de Rham.

En esta seccion, M denotard una variedad diferencial y A serd un grupo abeliano.

38E] articulo de Connes (1985, op. cit.) introduce la cohomologia ciclica y el operador S mediante un
formalismo de dlgebras diferenciales graduadas, no necesariamente conmutativas, que generalizan y reemplazan
el dlgebra diferencial superconmutativa A®*(M) de la geometria diferencial “ordinaria” de variedades. En el caso
“conmutativo”, hay una relacion estrecha entre la cohomologia ciclica del dlgebra A = C*(M) y la homologia
de de Rham de M.

39Para la justificacion de esta formula y su relacién con otra férmula explicita de Connes, véase la seccion 10.1
del libro: José M. Gracia-Bondia, Joseph C. Vérilly & Héctor Figueroa, Elements of Noncommutative Geometry,
Birkhauser, Boston, 2001.
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Definicion 4.75. Si U = {U; : j € J} es un cubrimiento abierto de M, el nervio de U es
la familia de intersecciones finitas (no vacias) Uj, N U;, N --- N U;, # 0 de elementos de U.
Para cada k € N, una k-cocadena de Cech sobre U, con coeficientes en A, es una familia de
elementos a;y;,.. j, € A, indiciado por tales intersecciones no vacias de (k + 1) miembros de U.
La totalidad de estas forma un grupo abeliano CK(U, A).

De particular interés es el caso en donde U es un buen cubrimiento de M, que siempre
existe (véase la Definicion 4.36). o

En un contexto mas amplio, se puede definir el nervio de una categoria pequeiia C.
Este es un conjunto simplicial { C, : n € N} donde cada C, es la totalidad de juegos de n
morfismos consecutivos:

A ﬁ>A1 fz>A2 BN f">An

donde 9;: C, — C,_; omite A; (reemplazando A;_; i>Aj EA]H por A M Ajr1)sy

. 1
donde o;: G, — Cpyy inserta 14, (reemplazando A; por Aj — Aj).
Al considerar la categoria Top-X [ U, cuyos morfismos son las inclusiones entre intersec-
ciones finitas de miembros de U, se recupera el nervio de U de la definicion anterior.

» Para las aplicaciones en geometria diferencial (o algebraica), se requiere una definicion
mas amplia de cocadenas de Cech, en donde se cambia el grupo abeliano fijo A por una
familia“° de grupos abelianos A := {A;j;,...;. } que dependen de los elementos del nervio de U.
Para los efectos de esta seccion, los elementos de A ;, ., serdn las funciones suaves

Ajojy...ji * UjomUjl m"'mUjk — A

donde A es una variedad con una ley de grupo abeliano. (Ejemplos son A = Z, R o C, con
suma; o bien los grupos multiplicativos A = R*, C* o U(1).)#!

Una familia de tales funciones @ = {a;;, j, } es una k-cocadena de Cech sobre U con
coeficientes en A. La totalidad de ellas se denota por C¥(U, A). Se identifica C*(U, A) con el
subgrupo de los elementos de C*(U, A) cuyas componentes a ioj1..jx SON funciones constantes
sobre sus dominios.

Por ejemplo, si M es una variedad diferencial n-dimensional con un atlas U, los homeo-
morfismos ¢;: U; — R" que definen las cartas locales forman un elemento de cO(U, R™).

4°En general, A debe ser un prehaz de grupos abelianos sobre la base M. Los prehaces de funciones suaves
considerados en esta seccién bastan para los efectos de la geometria diferencial. En geometria algebraica se
requieren otros prehaces; la cohomologia de Cech esbozada aqui es un caso particular de “cohomologia de
haces”.

HAqui R*:=R\{0},C*:=C\{0}yU(l)=T:={zeC:|z|=1}.
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Definicion 4.76. La diferencial §: CX(U, A) — C**1(U, A) del complejo de Cech (C*(U, A), §)

se define por
k+1

L k+1-r
(5c)j0~-~jk+l T Z(_l) ’ Cj()...f;...jk+1 :
r=0
En particular, si a € Co(u,é), be Cl(u,é), entonces (con notacion aditiva):
(8a)ij := ai — aj, (8b)ijk := bij — bix + bjk .

Se ve que 8% = 0 por cancelacién de términos. El grupo H*(U, A) := ZK(U, A)/B*(U, A) es la
cohomologia de Cech de grado k asociada al cubrimiento U, con coeficientes en A.

Los cubrimientos abiertos de M forman un conjunto dirigido, bajo refinamiento. Entonces
se puede tomar el “limite inductivo” de los grupos H*(U, A) — el cual es un colimite en la
categoria abeliana Ab. Asi se define la cohomologia de Cech de la variedad M (con
coeficientes en A):

H*(M, A) := colimy H(U, A). (4-44)

En el caso de prehaces constantes, un teorema de geometria diferencial#? asegura que este
colimite se alcanza cuando U es un buen cubrimiento, de tal manera que H*(M, A) = H*(U, A)
cuando U es bueno.*3 0

Ejemplo 4.77. Para calcular la cohomologia de Cech de la esfera S? con coeficientes en R,
primero se elige un buen cubrimiento de S?. Sea 7: A> — S? la 2-simplice singular
obtenido al proyectar un tetraedro regular inscrito T sobre S? desde el origen de R3. Sean
{01, 02,03, 04} las cuatro facetas de 7; cada faceta o; tiene un vecindario abierto U; C s?
(obtenido, por ejemplo, al engordar o; por un monto £ > 0 en la métrica usual de S?); sea
U := {U1,U>, Uz, Us}. Cada U; N Uj es un vecindario de la arista o; N 0j; y cada U; N U; N Uy
es un vecindario del vértice o; N 0j N oy; si € es pequeiio, todos son contractibles.

Entonces, las 0-cocadenas corresponden a los vértices, las 1-cocadenas corresponden a
las aristas, y las 2-cocadenas corresponden a las facetas del tetraedro T. Por lo tanto,

AUR) =R,  C'UR)=RS,  CXU,R) =R

Ademis, como Uy NU, NUs N Uy = 0, se ve que C¥(U, R) = 0 para k > 3. Luego, el complejo
de Cech se reduce a la sucesion:

0 —— COU,R) —— ClU,R) —>— C2(U,R) — 0. (4.45)

42Véase, por ejemplo, la seccién 10 del libro de Bott y Tu, o el Apéndice D del libro de Conlon, op. cit.

43Cada cubrimiento abierto de M admite un refinamiento que es un buen recubrimiento. Luego, los buenos
cubrimientos forman una familia “cofinal” en su conjunto dirigido. En consecuencia, basta usar buenos cubrim-
ientos para obtener el colimite (4.44).
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Considérese la aplicacién R-lineal §: CO(U, R) — C'(U, R). Nétese que a € ZO(U, A) =
kerd siy solo si a; = ay = a3z = ay, asi que HYS%,R) = Z°(U, R) ~ R; por el teorema de
rango y nulidad, se obtiene B'(U, R) = im§ ~ R*/ker § ~ R>.

Considérese §: C'(U, R) — C?(U, R). Ahora se ve que b € Z!(U, R) = ker § si y solo si
bij — bix + bjx = O para {i,j, k} C {1,2,3,4}; este es un sistema de cuatro ecuaciones lineales,
de rango 3, para los seis nimeros b;; € R; por lo tanto, Z 1(U, R) ~ R3. En particular, la
sucesion (4.45) es exacta en C!(U, R), y por ende H'(S?,R) = 0.

Ademds, vale B2 (U, R) = im§ ~ R%/ker§ ~ R3. Como Z3(U,R) = C3(U, R) ~ R*, se
obtiene ﬁZ(SZ, R) ~ R.

En resumen: ﬁk(Sz, R) = R, 0, R para k = 0, 1,2 respectivamente, igual que la coho-
mologia de de Rham H(;R(Sz). o

» Aunque la cohomologia de Cech puede parecer redundante, por su coincidencia con la
cohomologia de de Rham, resulta bastante util para otro propdsito: la clasificacion de fibrados
de linea sobre la base M.

Definicién 4.78. Un fibrado vectorial E M consta de una variedad diferencial M (la
base), otra variedad diferencial E (el espacio total) y una proyeccion 7: E — M, la cual es
una sumersion sobreyectiva que cumple dos condiciones:

(a) cada fibra E, := 7~!({x}) es difeomorfo a un espacio vectorial fijo F sobre R o C (la
fibra tipica), cuya dimension es el rango del fibrado;

(b) el fibrado es localmente trivial: M tiene un cubrimiento por un sistema de cartas locales
U = {U;} y existen difeomorfismos ¢/;: 7~1(U;) — U;x F que cumplen n(l//j‘l(x, V) =x
parax € U;,v € F. o

Los fibrados vectoriales reales sobre M son objetos de una categoria VectBun-(M, R),
cuyos morfismos entre E M yE —Z5 M son funciones suaves f: E— E'talesqueoof =,
y cuyas restricciones a fibras (f ' Ex): Ex — E;. son aplicaciones R-lineales.

Andlogamente se define la categoria VectBun-(M, C) de fibrados vectoriales complejos:
las aplicaciones entre fibras deben ser C-lineales.

Si el rango es 1, es decir F ~ F = R o C, dicese que E 5 M es un fibrado de linea (real
o complejo, segun el caso).

Cuando U; N U; # 0, las aplicaciones

¢io¢]71:(Uiml/})xF—>((/}m(jj)xp

obedecen /; o tﬁj_l(x,v) = (x, u;j(x)v) donde u;;: Uy N U; — GL(F) son funciones suaves con
valores en automorfismos lineales de F. Por su definicion, es evidente que

u;j(x) uj(x) = uj(x) paratodo x € UyNnU;NUg. (4.46)

4-48



SP-1329: Algebra Homoldgica 4.6. Cohomologia de Cech

Estas u;; son las funciones de transicion del fibrado vectorial. Un teorema de geometria
diferencial*4 asegura que una familia de funciones de transicion que cumple (4.46) determina
un fibrado vectorial sobre M. (El fibrado vectorial E =5 M es trivial si hay un difeomorfismo
I/ E-—>MXF; en cuyo caso se puede tomar y; := ¢ [ U;, de donde cada u;; = 1 sobre
Ui N Uj.)

Para fibrados de linea, al ser GL(F) =~ F*, se ve que u := {u;} € C/(U,[*) con una
notacién multiplicativa. Ademds, las relaciones (6u);jr := u;jujr/ujx = 1 muestran que u es
in 1-cociclo de Cech con valores en F*.

Se puede objetar que este cociclo exhibe una dependencia de las “trivializaciones locales”
i; de la Definicién 4.78. Dado el cubrimiento U de M, es posible reemplazar ¢; por otro
difeomorfismo ¢;: n‘l(Uj) — U; X F que también cumple 7r(¢j‘1(x, v)) = x. Pero entonces
gbjompj‘l(x,v) = (x, hj(x)v), donde h;: U; — F* es suave. Este cambia conlleva la modificacion
Ujj — (hl/h]) Uij.

Fijese que h = {h;} € CO(U,F*). La modificacién de las funciones de transicién se
expresa, en notacién aditiva, por u +— u + Sh en Z'(U, F¥): la clase [u] € H' (U, FX) no
depende de la trivializacion elegida. La dependencia residual del cubrimiento U se elimina al
aplicar el colimite (4.44). En conclusion: los fibrados de linea reales estan clasificados por
el grupo de cohomologia H' (M, FX).

» Estos grupos H'(M, R*) y H'(M, C*) no son ficiles de calcular. En el caso complejo, hay
un artificio que reduce el cédlculo a cohomologias con coeficientes constantes, en cuyo caso
basta examinar un buen cubrimiento de M.

Definicion 4.79. Considérese la sucesion exacta corta de grupos abelianos: 4>
0—7-1cSs0—1, (4-47)

donde j es la inclusién, e es la funcién exponencial e(z) := e*™?. Si U es un buen cubrimiento
de M, se obtiene una sucesion exacta de complejos

0— C*(U, 2) 25 C* (U, ©) =5 C* (U, ) — 0.

Notese que no hace falta subrayar Z es esta expresion: por ser Z discreta y cada interseccion
Uj,N- - -NUj, conexa, los componentes de una k-cocadena con coeficientes en Z son funciones
constantes, necesariamente.

44Véase, por ejemplo, el inciso 16.13.3 del libro: Jean Dieudonné, Treatise on Analysis, tomo I1I, Academic
Press, New York, 1972.

45Con notacién aditiva para Z y C, pero notacién multiplicativa para C*. Se revierte a la notacién aditiva en
C*(U, C%).
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Las sucesiones exactas largas en cohomologia para estos C*(U, —), seguido del colimite
(4.44), dan lugar a una sucesioén exacta larga en cohomologia de Cech:

s M, 0) = B, ) s BA(M, Z) 2 (M, 0) — -

El homomorfismo f: H(M,CX) — H?(M, Z) se llama el homomorfismo de Bockstein*s
asociado a la SEC de grupos (4.47). ¢

Proposicién 4.80. El homomorfismo f: H' (M, CX) — H*(M, Z) es un isomorfismo.

Demostracion. Se puede determinar f explicitamente al seguir el protocolo del lema de la
culebra. Sea U un buen cubrimiento de M. Sic € Z l(u, C*), cada interseccién U; N U es
contractible; por lo tanto, existen funciones suaves b;;: U; N U; — C tales que e o b;; = c;j.
Esto dice que ¢ = e o b con b € C'(U, C).

Definase a := 6b € B*>(U, C), al colocar

iji(x) := bij(x) — bix(x) + bj(x) para x € UyNU;NU. (4.43)

Entonces exp(2ria;ji) = cijcji/cik = 1, asi que a;jx tomo valores en Z. Cada U; N U; N Uy es
conexo, asi que cada a;j; es una funcién constante, de modo que a € cz(u, Z). Es obvio de
la férmula (4.48) que

(5a)ijk1 ‘= Qjjk — Akl + ajjl — Ajkl = 0 sobre Ul N U] N Uk N Ul

de modo que da = 0 en C3(U, Z). Dicho de otro modo, se ve que a € Z2(U, 2).

Por otro lado, si clfj := (hi/hj)ci; con h € CO(U,CX), entonces hay funciones suaves
ki: Uy — Ctales que e o k; = h;, pues cada U; es contractible. Entonces e o (b;; + k; —k;) = clfj.
En otras palabras, al modificar ¢ +— ¢ + dh en Z2(U, C), se obtiene b — b + dk en cl, C);
y no hay cambio en a € C?>(U, Z). De esta manera, el homomorfismo Sy : H'(U, CX) —
H*(U, Z) : [c] ~ [a] estd bien definida.

Para ver que fy es sobreyectivo, se puede usar una particion de la unidad suave {h;} con
cada soph; C U;. Dado a € Z*(U, Z), definase b € CI(U,Q) por b := X aijih;, y luego
¢ € CY(U, CX) por c;j := exp(27i byj). Entonces

bij — bix + b = Z(aijl — aikl + ajk)hy = Z aijjch; = ajjk
1 1
al usar da = 0; por lo tanto, vale b = a. Es obvio que py([a]) = [c].
Para ver que f3y es inyectivo, témese ¢ € Z!(U, C¥) tal que [a] = u([c]) = 0 en H*(U, Z).
De nuevo, hay funciones b;j: UiNU; — Ctales que e o blfj =cij3y blfj b+ b]fk toma valores

46Este tipo de homomorfismos conectores fue estudiado por el topélogo ruso Meyer Bockstein en 1958.
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en Z. Al redefinir b;;(x) := blfj(x) + nyj, se puede elegir los n;; € Z tales que b;j — by + bj. =0
sobre cada U; N U; N Ug. Con la misma particién de la unidad, definase k € (U, C) por
k; := Y, bihy; entonces

ki—kj= D (ba=bh = ) byhi = by
l l

asf que b = Sk. Al colocar h; := exp(2rik;), se obtiene ¢ = §h en B! (U, C*). Esto dice que
[c] = 0 en H*(U, C).

En el colimite (4.44), los isomorfismos Sy determinan f: H' (M, C*) — H3*(M, Z) que a
su vez es un isomorfismo. O

Este resultado dice que los fibrados de linea complejos estdn clasificados por el grupo
H?*(M, Z), el cual a su vez coincide con H>(U, Z) para cualquier buen cubrimiento de M.

» Un fibrado de linea complejo se llama hermitico si cada fibra E, ~ C estd dotado de un
producto escalar complejo, que depende suavemente de x. Esta condicién no excluye fibrado
de linea alguna, porque es posible dotar cualquier fibrado de rango 1 de esa estructura (de
muchas maneras). Las funciones de transicion deben conservar el producto escalar fibra por
fibra, asi que la condicion necesaria y suficiente es que las funciones u;; deben tomar valores
enU(l) ={z € C:|z| =1}, el grupo unitario de rango 1.

En tal caso, se puede replantear la discusion anterior en términos mds explicitos. Se
reemplaza la sucesion exacta de grupos (4.47) por otra:

0—7-LR-SSU)— 1,

y la sucesioén exacta larga de grupos de cohomologia de Cech se modifica en:
I B MLR) —S B (ML U(L) — B2(M,Z) —E IPMLR) —2s -

donde de nuevo f: H'(M, U(1)) — H*(M, Z) es un isomorfismo.

En este caso, la imagenmada cij: UyNU; — U(1) no es todo el circulo, pues U; N Uj es
contractible. Al pasar una semirecta desde el origen a través de un punto de U(1) omitido de
esa imagen, se determina una rama del logaritmo para la cual la funcién b;; := (2ri)'logc; 7
estd bien definida. Asi las cosas, se puede definir

1
ajjk = 2_]-[1(10g Cij — 10g Cik + log Cjk).

Aunque en esta formula las tres ramas del logaritmo no tienen que coincidir, se obtiene asi
una funcién g : U; N U; N Ug — C que obedece exp(2ria;jx) = 1 y por ende toma valores
en Z. Con fy: [c] +— [a], se procede como en el caso anterior.
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4.7 Ejercicios sobre homologias y cohomologias

Ejercicio 4.1. Para cada espacio topoldgico X, sea S,(X) el grupo abeliano libre generado
por los n-simplices singulares o: A" — X. Si f: X — Y es una funcién continua, sea
fi(o) := f oo € S,(Y). Comprobar que cada S,: Top — Ab es un funtor, y que las diferen-
ciales 0: S,(X) — S,—1(X) son componentes de una transformacion natural 9: S, = S,1.

Si H,(X) es la homologia en grado n del complejo (S.(X), d), concluir que H,,: Top — Ab
es otro funtor.

El célculo practico de la homologia singular de un espacio X usa una triangulacion.+’
Este es una familia { o,: A" — X} de simplices singulares en X (de varios grados) que
satisfacen: (a) cada o, es inyectivo sobre el interior de A"+; (b) cada m-faceta o, 0hy: A™ — X
es otro op de esta familia; y (c) A C X es un abierto de X si y solo si cada o,(A) es un abierto
de A"«. Si la familia es finita, la homologia singular de X es la homologia de la triangulacion;
es decir, se puede reemplazar S,(X) por el grupo abeliano generado por los o, con n, = n.

» En los cuatro ejercicios siguientes, se describe unas triangulaciones de varios espacios
conocidos. En cada caso, se pide calcular su homologia singular.

Ejercicio 4.2. El circulo S' = {z € C : |z| = 1} tiene una triangulacién {v, f} con un
solo 0-simplice v: ey — 1 y un solo l-simplice f: (1 — t,t) — €>™. Comprobar que
Ho(S") = Hi(S') = Z y Hy(S') = O paran > 2.

V f V w f V

> <

T T
h h
g4 8 g4 +8
o o

{ {

v v v w

Figura 4.2: El toro T? (izquierda) y el plano proyectivo RP? (derecha)

Ejercicio 4.3. El toro T? tiene la triangulacién ilustrada al lado izquierdo de la Figura 4.2:
un solo O-simplice v; tres 1-simplices f, g, h; y dos 2-simplices o, 7; con las relaciones:

f =0g=0h=v-v=0; do=f+g-h=-0r.
Identificar los ciclos y los bordes en cada grado, y demostrar que

Hy(T?) = Z, H((T)=7Ze&2Z, Hy(T?) = Z.

47Esta triangulacion es un A-complejo en la terminologia del capitulo 2 del libro: Allen Hatcher, Algebraic
Topology, Cambridge University Press, Cambridge, 2002.
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Ejercicio 4.4. El plano proyectivo RP? tiene la triangulacién ilustrada al lado derecho de
la Figura 4.2: dos O-simplices v, w; tres 1-simplices f, g, h; y dos 2-simplices o, 7; con las
relaciones:

of =0g =w-v; oh =0; do=f-g—-h or=f—-g+h.
Identificar los ciclos y los bordes en cada grado, y demostrar que
Hy(RP?) = Z, H(RP?) = 7/2, H>(RP?) = 0.

Ejercicio 4.5. Una triangulacién de la esfera S? estd dada por el tetraedro T, el complejo
simplicial formado por los 4 vértices, las 6 aristas y las 4 facetas del 3-simplice A, omitiendo
el propio A3. Obtener relaciones entre estos 14 simplices, calcular S,(T), y asi demostrar que

Hy(S?) = 7, Hi(S$?) =0, Hy(S?) = Z.

Ejercicio 4.6. Si o = Y ar(x) dx! € AKR") y p = 352 Bj(x) dx! € A{(R™), comprobar
las férmulas:

anB=DBAa,  dlanp)=danp+(=1Fandp.

En general, si « € A¥(M)y B € A'(M) sobre una variedad diferencial de dimensién n, estas
formulas son vdlidas carta por carta. Argiiir que son globalmente validas en A®*(M).

Ejercicio 4.7. Una manera alternativa de definir formas diferenciales es la siguiente. Se define
una campo vectorial X € X(M) como un operador R-lineal X : C*(M) — C*(M) que verifica
la regla de Leibniz: X(fg) = (Xf)g + f(Xg). El corchete [X,Y]: f — X(Yf)-Y(Xf)yel
multiplo hX : f — h(Xf), para h € C*(M), son otros elementos de X(M). De esta manera,
X(M) es un médulo sobre el anillo conmutativo C*(M). Las 1-formas diferenciales sobre M
son los elementos del médulo dual A'(M) = X(M)* = Homce () (X (M), C*(M)). Las k-
formas diferenciales se identifican con las aplicaciones multi-C®(M)-lineales alternadas de
X(M)* en C®(M).
Sia € AYM), B € A2(M), w € A¥(M), sus derivadas exteriores se definen por:

da(X,Y) := X(a(Y)) - Y(a(X)) — a([X, Y]);
dp(X.Y,Z) := X(B(Y, 2)) - Y(B(X, Z)) + Z(B(X. Y))
- (X, Y], 2) + (X, 2], Y) - (Y, Z], X);

k+1
dw(Xl’ .. ’Xk+]) = Z(_l)]_lxj(w(xl’ e ’Xj’ L] ’Xk+1))
j=1
+ Z(—Df%([xi,xj],xl, X X X))
i<j

Verificar que d(da) = 0, d(dff) = 0y en general d(dw) = 0.
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Ejercicio 4.8. Completar lademostracion del Teorema 4.23, verificando que el homomorfismo
conector [w] := [£] tiene el formato del enunciado (a partir del lema de la culebra). Ademads,
comprobar que la clase [¢] no depende de la particion de la unidad {h;, hy} usada en la
construccion de €.

Ejercicio 4.9. Con el uso la sucesion de Mayer y Vietoris para la esfera S" (Ejemplo 4.24),
hacer lo siguiente:

(a) Verificar que H&R(S") =0paran > 2.
(b) Demostrar que HgR(S”‘l) ~ Hggl(g”) parak =1,2,...,n—1.

(c) Concluir que:
R, sik=0,n;
Hk §n ~ ) 9 Ity
() {0, sik=1,2,...,n—1.
Ejercicio 4.10. Demostrar el Escolio 4.29.
Ejercicio 4.11. Demostrar el Escolio 4.32.

Ejercicio 4.12. Demostrar el Escolio 4.33, al verificar la férmula dada para el homomorfismo
conector &[n] y al mostrar que esta clase no depende de la particién de la unidad {h;, hy}
usada en su construccion.

Ejercicio 4.13. Demostrar el Escolio 4.37, por induccién sobre la cardinalidad m de un buen
cubrimiento {Uj, ..., Uy} de la variedad M dada. [ Indicacion: colocar U := Uy U --U Uy,
yVi=Upy.|

Ejercicio 4.14. En la demostracion de la Proposicion 4.38, se lee: la transpuesta de una
sucesion exacta de espacios vectoriales es exacta. Demostrar esa afirmacion.

Ejercicio 4.15. Calcular la cohomologia de de Rham del toro T? (Ejemplo 4.41).

Ejercicio 4.16. SiResun anillo conmutativo, x € R, sean K(x) el complejo) — R ~5R—0
de la Definicién 4.42 y K(x, y) el complejo de la férmula (4.19). Demostrar que

K(x,y) ~ K(x) ® K(y),
donde el lado derecho es un producto tensorial de complejos (Definicion 3.34).

Ejercicio 4.17. Si R es un anillo conmutativoy siy = (yy, ..., y,) € R", sea K'(y) el complejo
de Koszul homolégico de la Definicion 4.45 y el comentario después del Lema 4.47. En el
caso n = 1, comprobar que K’(y;) coincide con K(y;). Demostrar ademas que

K'(yi,....yn) = K'(y1) @ K'(12) ®r - - - Qr K'(yn).
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Ejercicio 4.18. Comprobar que el R-homomorfismo d,: A*A — A®A definido por la férmula
(4.22) satisface 85 =0.

Ejercicio 4.19. Demostrar el Escolio 4.46.

Ejercicio 4.20. Completar los detalles del Ejercicio 4.48, donde S = S°V es el dlgebra
simétrica del espacio [F-vectorial n-dimensional V:

(a) Dadas bases duales {vy,...,v,}deVy{f!,..., f"} de V*, seidentificat = > flev;
con la n-tdpla de elementos (' ®vy, ..., f*®v,) de V*®S. Demostrar que el complejo
tautologico:

K: 0—SV -5V @S V-5AWV @8V - —s A" ® SV — 0.
es isomorfo al complejo de S-mddulos K(fl OViyevws fEQVY).

(b) EI complejo dual de K es el complejo de cadenas de S-mddulos:
K: 0—AVeSV— - —AVeSV-5VesV-—5V—0,

con diferencial 7: AFV ® S*V — A1V ® S*V dada por
k
(G A Ax)®Y) = Y (1T A AT A Axe) ® (x5 V ).
r=1

Mostrar que 72 = 0y que el conticleo de 7: V ® S*V — S°*V es isomorfo al cuerpo F.
Concluir que A*V ® S*V —» [ es una resolucion libre finita de F como S-médulo.

(c) Deducir que Tori.v([F, F) ~ AXV para cada k € N.

» En los nueve ejercicios siguientes, G es un grupo (multiplicativo) y el grupo abeliano A
es un G-moédulo (izquierdo). El grupo abeliano Z se considera como G-mddulo trivial, salvo
indicacion contraria.

Ejercicio 4.21. Un grupo abeliano A cualquiera define un G-médulo trivial JA = A. As{se
define un funtor exacto J: Ab — G-Mod. Considérese los siguientes funtores G-Mod — Ab:

(a) El subgrupo invariante A° := {a € A:g-a = aparatodog € G} define un funtor
(=)%: G-Mod — Ab : A — AC®. Comprobar que A es el G-submddulo trivial maximal
de A. Concluir que el funtor (=) es un adjunto derecho de J. (Por lo tanto, (—)° es
exacto a la izquierda.)
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(b) El G-médulo de coinvariantes de A es Ag := G/IgA donde IGA es el G-submoddulo
de A generado por {g-a—a:a € A, g_e G }. Comprobar que Ag es el G-mddulo
cociente trivial maximal de A. Concluir que el funtor (-)g: G-Mod — Ab : A — Ag
es un adjunto izquierdo de J. (Por lo tanto, (—)g es exacto a la derecha.)

Ejercicio 4.22. Si Ay B son dos G-médulos, mostrar que Homz(A, B) es un G-médulo bajo
la accién g - p(a) := ¢(g~! - a) cuando ¢: A — B es un homomorfismo.

Ejercicio 4.23. Demostrar que A° ~ Homg(Z, A) = H*(G,A) y Ag ~ Z ®z¢ A.

[ Indicacion: Para el segundo isomorfismo, comprobar que el funtor J del Ejercicio 4.21
coincide con Homz(Z, —), aplicar la Proposicion 2.74 y usar la unicidad esencial de funtores
adjuntos. |

Ejercicio 4.24. Sea I; := ker(e: ZG — Z). Sin: I — A es un G-homomorfismo, definase
¢y: G — Apor ¢y(g) := n(g - 1).

(a) Mostrar que n +— ¢, es un isomorfismo de grupos abelianos Homg(Is, A) = Der(G, A).

(b) Comprobar que la imagen del subgrupo A < Homg(Ig, A) es el grupo Ider(G, A).

(c) Usar la sucesion exacta 0 — I — ZG = 7—0 y la identificacion Ext'G(Z,A) =
H'(G, A) para verificar que H'(G, A) ~ Der(G, A)/Ider(G, A).

Ejercicio 4.25. Si /: G X G — Aes un sistema de factores, comprobar que la receta (4.28):

(a,8) (b, h) = (a+g-b+y(g h)gh)
define una ley de grupo asociativa sobre el producto cartesiano G X A.
Ejercicio 4.26. Demostrar el Escolio 4.52.

Ejercicio 4.277. Sea C el grupo ciclico infinito*® con generador t. Comprobar que la sucesién
1-
de C-médulos 0 — ZC SaSUN 7ZC -7 —0 es exacta. Concluir que H(C,A) ~ Ay

H'(C,A) ~ Ac; y que H*(C, A) = 0 para k > 2.

Ejercicio 4.28. Sea C, := {1,g,8°,...,8" '} el grupo ciclico finito de orden n. Usar la
resolucion libre periddica del Ejercicio 3.5:

N, 70, X 70 XN, 70, X g0, 7

o

48Entonces ZC ~ Z[t,t™!] es el anillo de polinomios de Laurent en la incégnita t.
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donde N := 1+ g +---+g"!, para calcular estos grupos de cohomologia:

ACn sik =0,
H*(C,, A) = {AC /N - A sik=2,4,6,...,
{a€A:N-a=0}/(1-g)-A sik=1,3,5,...

Para el caso A = Z, concluir que:

H(C,, Z) = Z;
HY(C,,2)=2Z/n parak > 2 par;
H*(C,,Z) =0 para k impar.

Ejercicio 4.29. La resoluciéon barra no normalizada se define como sigue. Sea By := ZG.

Paran > 1, sea En el ZG-mddulo libre con generadores denotados por (go, g1, - - - »&n)> CON
cadag; € G, donde g - (80,81, - - -,8n) := {880,881, - - -,88n). La diferencial d: B, — B,_ se
define asi:

5(<g0’g1’ cee ’gn>) = Z(_l)]<g09 s ’gj’ s ’gn>
=0

Comprobar que esta diferencial satisface % = 0, asi que (E., ) es un complejo de cadenas,
aumentado por ¢: By — Z.

Sea D, C B, del G-submédulo generado por las (n + 1)-tdplas “degeneradas” tales que
gj = gj+1 para algun j. Verificar que d(Dy) C Dy_1, asi que se puede formar un complejo
cociente con entradas E,, /Dy,.

Demostrar que los G-homomorfismos 6, : E,, — B,y ¢p: B, — En dadas sobre genera-
dores por:

On: (80815 ---»8n) — golgy g1ler g2l -+ - lg; " 1gn),

Gn: g1l 1gn] — (1,81,8182,...,8182 " &n)

determinan un isomorfismo de complejos entre B./D. y la resolucién barra “normalizada” B,
de la Definicién 4.54.

Ejercicio 4.30. Verificar que las diferenciales 8 de (4.31) y b de (4.32) cumplen 2 = 0y
b% =0, respectivamente.

Ejercicio 4.31. En el contexto de la férmula (4.35), demostrar que la diferencial 1y ® f’ de
(4.34) y B de (4.31) estdn entrelazadas por los isomorfismos entre los A-A-bimédulos X ®4e B,
y X ® A®".
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Ejercicio 4.32. Los A-A-bimédulos C"(A, A*) := Homp(A®", A*) y Homp(A®"* D F) son
naturalmente isomorfos mediante la correspondencia ¢ < ¢, dada por:

p(ai,...,ay) : ap — Ylao,ap,...,an).

Comprobar que la correspondencia entre las diferenciales b: C" — C™*! es la siguiente:

n
be(ay,...,ans1) = a1 @(az, ..., an1) + Z(—l)fqo(al, s QjAj11, .., Ant)
j=1

+ (_1)n+1q)(a1’ e an) an+1 5

n
bw(a()’ at, ..., an+1) = Z(_l)’lp(aO? R ajaj+1’ RN an+l) + (_1)n+1¢(an+la0, Al, ..., an).
=0

Ejercicio 4.33. Demostrar el Escolio 4.63: el complejo (C'“(A, A*), ') es aciclico.

Ejercicio 4.34. Demostrar el Escolio 4.69, mediante la variante cohomoldgica obvia de la
Proposicion 3.41.

Ejercicio 4.35. Demostrar el Escolio 4.73.

Ejercicio 4.36. Un cubrimiento V = {V;},c; de una variedad M refina otro cubrimiento U =
{Uj}jey, escrito U < 'V, si hay una funcién o: I — J tal que V; C Uy(;) para todo i. Definase
ol CF(U, A) — CK(V, A) por (O'hc)io...ik = Cq(iy)...o(ir)- Comprobar que oi(8¢) = 8(ofe), asi
que o es un morfismo de complejos.

Si7: I — ] esotra funcion con cada V; C Uy(;), definase S: CH (U, A) — CK(V, A) por

k
(5¢)i...ix = Z(_l)k_sca(io)...n(is)r(is)...r(ik) -
s=0

Demostrar que S8 + 8S = 7% — o% para cada k. Concluir que hay un homomorfismo bien
definido 0&7 = ¢’ H*(U,A) — H*(V,A) toda vez que U < V. Si ademds U <V < W,

Y _ w

comprobar que o," = 0y, © 0&7 . Concluir que el colimite H*(M, A) de la férmula (4.44) existe.

Ejercicio 4.37. Sea U; := {ef e S': (8 -5)n/12 <0 < (8 +5)r/12} paraj = 1,2,3.
Verificar que {U;, U, U3} es un buen cubrimiento de S'. Usarlo para calcular la cohomologia
de Cech H(S!,R) paracadak € N.

Ejercicio 4.38. Dado un buen cubrimiento U de una variedad diferencial M, se puede definir
un bicomplejo de cocadenas E**(U) como sigue. Sea EX/(U) := CK(U, Al), con coeficientes
en [-formas sobre abiertos de M. Los componentes de & € C*(U, A) son I-formas

Wijo...jx € ‘Al(Ujo N---NU).
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Definase las inclusiones
i: Al = E%0),  j: CRULR) — EFO(W)

al colocar i(w);, := (0 | Uj,) y al tomar j(c);,..;, € C*(Uj, N---NUj,,R) como la funcién
constante de valor ¢j, _;, € R.

(a) Las diferenciales 8: EX/(U) — EF*L(U) y 0: EX(U) — EF*1(U) estdn dadas por

k+1
B gy = DD Ty 2o (00 = (<D ().
r=0

Verificar que 62 = 0, %> = 0y 8 + 88 = 0 en cada caso.
(b) Demostrar que imi = ker(§: E%U) — E”(U)). Usar una particion de la unidad {h;}
subordinada a U, al estilo de la demostracion de la Proposicion 4.80, para comprobar

que cada A'(M) L E°! (U) es una sucesion exacta de cocadenas.

(c) Demostrar que imj = ker(@: EFOU) — Ekl(U)). Usar el Lema de Poincaré para

comprobar que cada CK(U, R) L EF *(U) es una sucesion exacta de cocadenas.

(d) Usar la Proposicién 3.41 (o mds bien, su andlogo en cohomologia) para concluir que
Hk(u, R) ~ H(’;R(M) parak =0,1,...,dimM.

[ En consecuencia, las cohomologfas H*(U, R) para todos los buenos cubrimientos U de M
coinciden; y al tomar el colimite, se obtiene H*(M, R) =~ HgR(M). Es posible obtener un
isomorfismo con cohomologia singular, H*(M, R) ~ H*(M, R), de manera similar.4® Asf se
obtiene una demostracion del teorema de de Rham. ||

49Este argumento se debe a André Weil, en su trabajo: André Weil, “Sur les théorémes de de Rham”,
Comentarii Mathematici Helvetici 26 (1952), 119—145. El Apéndice D del libro de Conlon, op. cit., contiene
una exposicién detallada de estos isomorfismos.
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