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Resumen

Para la presentacion de los resultados de plantea una estructura de una tesis compuesta
de 4 capitulos. Dichos capitulos estan descritos acontinuacién.

En el Capitulo 1 se presentan algunos preliminares necesarios para la comprensién de los
temas centrales en los siguientes capitulos. Se supondré que el lector esta familiarizado con
las propiedades bésicas de los espacios de Hilbert, y solamente se realizard un breve repaso
de algunas de las clases de operadores lineales que son relevantes para nuestro estudio.
Similarmente, supondremos familiaridad con la teoria basica de procesos estocdsticos en
espacios de dimensién finita y solamente haremos un breve repaso por las propiedades més
importantes de los procesos de Lévy que son clave para nuestros argumentos posteriores. Y
por tultimo se presentara breves resultados sobre procesos estocasticos que toman valores
en un espacio de Hilbert, en particular se introduciran ejemplos.

En el Capitulo 2 se realizard una exposicién de la teoria de procesos cilindricos realizados
en trabajos actuales. Se comenzard con el estudio de medidas cilindricas sobre espacios de
Hilbert. Se presentara la existencia de la descomposicién cilindrica de Lévy-It6. Nuestra
exposicién estd principalmente basada en la referencia [3].

En el Capitulo 3 se abordard el problema de probar la existencia de un proceso clasico
de Lévy que corresponda a un proceso cilindrico de Lévy que es mapeado mediante un
operador de Hilbert-Schmidt. Dicho procedimiento es conocido como regularizacion o ra-
donificacion a través de un operador de tipo Hilbert-Schmidt. Es conocido que en general
a todo proceso clasico de Lévy corresponde un proceso cilindrico de Lévy, pero el reciproco
es falso en general y por eso se necesita la regularizacién/radonificacién a través de un
operador, que resulta ser de tipo Hilbert-Schmidt. Dicho procedimiento es ampliamente
conocido en la literatura para el caso de las llamadas semimartingalas cilindricas [6, [1§]
y se supone cierto por los expertos para el caso de un proceso cilindrico de Lévy, pero no
hemos podido encontrar una prueba en la literatura. De este modo, se plantea proponer
una prueba original para este resultado basandose en técnicas que ya han sido empleadas
con éxito para el caso de un proceso cilindrico de Lévy en espacios de distribuciones (véase
[11, 12]). Ademsds, se estudiardn los casos particulares de un proceso de Wiener cilindrico
y los procesos compuestos de Poisson cilindricos y su efecto bajo esta regularizacion asi
como consecuencias relevantes gracias al mismo. El material de este capitulo constituye
un aporte original en la teoria cilindrica.

Finalmente, en el Capitulo 4 se expone la teoria de integracion estocastica para familias
de operadores aleatorios de tipo Hilbert-Schmidt con respecto a un proceso cilindrico de
Lévy que posee segundos moméntos débiles. Se tiene ademds como objetivo probar unas
cuantas propiedades las cuales son las mas importantes. Nuestra exposicién se basard
principalmente en las técnicas empleadas en [13]. Con las mismas se presenta los resultados
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mas originales del trabajo. Esta integral estocéstica ya se ha trabajado en [27] no obstante
implementaremos los resultados del capitulo 3 para obtener una presentacion concisa y
mas simple del mismo resultado ademéas que en algunos aspectos se mejora incluso el
resultado.
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Introduccion

En la dltima década y motivado por la creciente demanda de modelos més realistas para
diferentes fenémenos en la fisica, biologia, finanzas, estadistica, entre otras, los procesos
estocasticos cilindricos han experimentado un creciente desarrollo como impulsores de
ecuaciones diferenciales estocdsticas y en derivadas parciales estocasticas en espacios de
dimensién infinita. Se pueden mencionar por ejemplo los trabajos [13] [16, 26, 28], 29] [35].

En forma andloga a la definicién de proceso estocastico (que denominaremos de ahora en
adelante como un proceso estocéstico clasico), un proceso estocéstico cilindrico se define
como una coleccién de variables aleatorias cilindricas, indexadas usualmente por un sub-
conjunto de la parte positiva de la recta real. A su vez, una variable aleatoria cilindrica
es una generalizacién del concepto de variable aleatoria (cldsica) definida en un espacio
de dimension infinita y que tiene la caracteristica principal que su distribucién de proba-
bilidad es solamente finito aditiva. Las variables aleatorias cilindricas han sido estudiadas
principalmente desde la década de 1960, y bajo diferentes nombres dentro de los que se
encuentran los procesos estocdsticos lineales [9], los procesos generalizados aleatorios [14],
las funciones lineales aleatorias [33], entre otros. Sin ninguna duda, la clase de procesos
estocasticos cilindricos mas estudiada durante la segunda mitad del siglo pasado es el
denominado movimiento Browniano cilindrico (véase [7, [17, 20]). Sin embargo, aunque di-
cho proceso cilindrico posee muchas propiedades interesantes y que facilitan su uso, posee
limitaciones como modelo de ruido de ecuaciones diferenciales ya que se limita al caso
Gaussiano y con trayectorias continuas.

Precisamente buscando la posibilidad de considerar un modelo méas general que permitiera
trayectorias posiblemente discontinuas y cierta irregularidad en tiempo y en espacio, en [1]
los autores introdujeron los procesos de Lévy cilindricos en espacios de Banach como una
generalizacién natural del movimiento Browniano cilindrico. Desde entonces, dicha clase
de procesos cilindricos ha sido estudiada intensivamente y empleada como ruido en la
definicion de integracién estocastica y su aplicacion al estudio de ecuaciones diferenciales
estocdsticas, principalmente en el caso de un espacio de Hilbert. Véase por ejemplo [19,
27, 28, 29]. En este trabajo, el objetivo principal es abordar el estudio de los procesos
cilindricos de Lévy en un espacio de Hilbert y su correspondiente teoria de integracion
estocdstica para el caso en que se presentan segundos momentos (en forma débil). Se
busca en cierta manera contribuir al desarrollo del tema mediante la elaboracién de un
cuerpo tedrico consistente que contenga los avances recientes en la materia y que ademas
incluya algunos aspectos dificiles de encontrar en la literatura.

Se persigue ademads como meta hacer contribuciones con resultados nuevos que permitan ya
sea mejorar la exposicién, o bien permitir una mejor comprensiéon de la teoria conocida.
Desarrollaremos una construccién de una integral estocdstica respecto a estos procesos



cilindricos. Dicha construccién generalizara la teoria cldsica de integracion estocastica.
Esto por tanto ayudard a realizar estudios futuros de modelos méas complejos donde las
herramientas conocidas son aun limitadas.

Actualmente se ha realizados trabajos para la construccién de integrales respecto a proce-
sos de Lévy cilindricos los cuales son [19] y [27], el primero se realiz6 suponiendo un proceso
de Lévy sin momentos y el segundo trabajo se hizo suponiendo segundos momentos. En
vista a la complejidad de trabajar con procesos de Lévy sin momentos, supondremos en el
respectivo capitulo segundos momentos. Esto para realizar una construccion alternativa y
més natural que la presentada en [27]. También con esto se probard una construccién de
integrales més generales respecto a integradores mas complejos, esto con el fin de realizar
un preambulo a proyectos futuros para su investigacién.

En sintesis, en el presente trabajo tenemos tres principales objetivos:

» Hacer un cuerpo tedrico consistente de la teoria cilindrica necesaria para los objetivos
presedentes.

= Establecer una relacién entre los procesos de Lévy clasicos y Lévy cilindricos. Mas
precisamente, demostrar una manera en que un proceso de Lévy cilindrico pueda
definir un proceso clasico de Lévy.

= Construir una integral estocéstica respecto a un proceso de Lévy cilindrico que ge-
neralice la teoria clasica de integracion estocdstica en espacios de dimensién infinita
y ademads presentar una construcciéon mas simple que las presentadas en trabajos
realizados hasta la fecha.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se tiene por objetivo presentar los conceptos bésicos en teoria de probabi-
lidad tanto en el caso finito dimensional como en dimensién infinita. Adema&s de conceptos
bésicos de andlisis funcional.

§1.1 Nociones basicas de probabilidad

Para comenzar esta seccién es propio empezar enunciando conceptos y resultados clasicos
de teoria de la medida que seran fundamentales en argumentos de futuras secciones.

Definicién 1.1.1. ([9], pdg 402) Sea @ un conjunto no vacio y sea A una coleccion
de subconjuntos de §2. Se dice que A es un w-sistema si para todo A,B € A se tiene
ANB e A. Y diremos que A es un \-sistema si: i) Q € A, i) Si A,B € A entonces
A\ B € A yiii) Si {Ap}tnen C A es una sucesion creciente entonces lim, o0 A, € A.
Por dltimo denotaremos por M\(A) al menor \-sistema que contiene a A.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Dynkin). ([9/, pdg 402) Si A es un 7-sistema entonces
AA) =o(A). En particular si C es un \-sistema que contiene que contiene a A entonces
o(A) CC, donde o(A) es la o-dlgebra generada por A.

Proposicién 1.1.1. ([10], pdg 43) Sean (E,M),(F,N) espacios de medida tal que N
es generado por . Entonces f: E — F es M/N -medible si y solo si f~1(A) € M para
todo A€ €.

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, F,P) que supondremos que es completo.
Denotaremos mediante L°(€2, F,P; R") al espacio de variables aleatorias, es decir las fun-
ciones X : Q@ — R" que son F/B(R"™)-medibles. Cuando n = 1, simplemente escribimos
LY(Q, F,P).

Para una variable aleatoria X podemos definir su distribucién como py (A) := Po X 1(A),
para todo A € F. Mediante la distribucién obtenemos una forma de integrar la variable
aleatoria X ([I], pdg 6). Dada una funcién medible f :R"™ — R escribimos:

E(f(X)) iZ/Qf(X(W))P(dW) = | f(x)px (dz).

3



Decimos que dos variables X y Y son iguales en distribucién o bien identicamente distri-

: . C . o d
buidas si sus distribuciones son iguales, en tal caso escribimos X =Y.

Con este sentido de integrabilidad cabe mencionar que al espacio L°(£2, F,P) se le puede
dotar de una métrica: sea d : LO(Q, F,P) x L%(Q, F,P) — R* dada por:

d(X,Y)=E <m> : (1.1)

Mads aun, hay una equivalencia entre convergencia en esta métrica y la convergencia en
probabilidad. Ademss, L°(€, F,P) es un espacio métrico completo equipado con esta
topologia. Ver en [5], pag 2.

Sea X una variable aleatoria con primer momento (es decir, integrable) y sea G una
sub-o-algebra de F. Definimos la esperanza condicional de X como la variable aleatoria
Y que satisface: i) Y es G/B(R™)-medible e integrable y ii) para todo A € G cumple
E(X14) = E(Y14). En caso que exista esta Y la denotamos por E(X|G). Entonces
la esperanza condicional es la variable aleatoria que satisface E(X14) = E(14E(X|G))
esto para todo A € G. Si X es independiente de G entonces E(X|G) = E(X). Ademés
si consideramos 14 con A € G entonces se satisface que E(14X|G) = 14E(X|G). En
general es valido si en lugar de 14 consideramos una variable medible Z respecto a G
siempre y cuando la multiplicacién de X con Y tenga sentido.

A una familia {X;},ep+ € LO(Q, F,P) le llamaremos un proceso estocastico. Para un
k € N, la distribucién finito dimensional de tamano k del proceso {X;};cp+ es la coleccién
de medidas de probabilidad py, .. s, que definimos como:

ptl:-~~7tk(B) = P((thv "'7th) € B)7

esto para B € B(RF").

Dado un ¢ > 0, llamaremos a una familia de sub-o-dlgebras {F;};cg+ C F una filtracién
si Fs C F; siempre que s < t. Al definir una filtracién diremos que (Q, F, {F; }er+,P) es
un espacio de probabilidad filtrado. Adem4 un proceso {X;};cr+ es adaptado a {F;}iep+
si para todo t € RT, X; es F;/B(R")-medible. A la filtracién dada por {o(X;)}icp+ se
le conoce como la filtracién natural, y todo proceso es adaptado a su respectiva filtracion
natural. Siun proceso es adaptado a {F;};cg+ entonces su filtraciéon natural estd contenida
en dicha filtracion.

Diremos que una filtracién satisface las hipdtesis usuales si satisface las siguientes dos
condiciones. La primera es que sea completa, o sea que Fy contiene a todos los conjuntos
de probabilidad 0. La segunda condicion es continuidad por la derecha, o sea que para
cada t se cumple que F; = NesoFtpe-

Diremos que un proceso {X;};cp+ es una version de {Y;};cp+ si para cada t > 0 se tiene
P(X; =Y;) = 1. De esto se sigue que ambos procesos son iguales en distribucién. Diremos
que {X:}icr+ es indistinguible de {Y;}ep+ si P(X; = Y3, Vt € RT) = 1 y en tal caso
escribiremos {X;};cr+ = {Yi}ier+ -

Para un w € Q una trayectoria del proceso {X;};cr+ se define como el mapeo t
X¢(w). Diremos que un proceso {X:};cr+ es continuo si sus trayectorias son continuas
casi seguramente, y diremos que es “cadlag”(continu a droite, limite & gauche) si sus
trayectorias son continuas por derecha y poseen limites por la izquierda casi seguramente.



CAPITULO 1. PRELIMINARES )

Definiremos C7(R) para un intervalo I C RT como el espacio de los procesos continuos
y con valores en R con t € I. De forma andloga definimos el espacio D;(R) para los
procesos cadlag con valores reales. En el caso particular de que I = [0,7] para T > 0,
escribiremos simplemente C7(R) y Dr(R).

Defina d : Cp(R) x Cr(R) — RT (respectivamente para D7(R)) dado por:

| X; — Y|
AX,Y)=E| sup —=t_ )
Y) (te[O,T] 1+ [X; — Yy

donde X = {Xi}icor] v Y = {Yi}iep)- La convergencia en esta métrica equivale al
siguiente modo de convergencia: decimos que una familia {X"},cny C Cr(R) converge
uniformemente en probabilidad a X = {X;},c(o,7) si para todo € > 0 se satisface:

n—0oo t€[0,T

lim P( sup | X[ — Xy > e) =0.

Note que la topologia de C7(R) y Dr(R) es inducida por la de L€, F,P) restringida
al supremo. Y mads atn, los espacios de trayectorias continuas y trayectorias cadlag son
espacios completos con esta métrica. De forma andloga definimos Cg+(R) y D+ (R) con
estas topologias son generadas por las seminormas de Cr, (R) y D7, (R) respectivamente,
donde {T},},en es una sucesién creciente a +0o0.

Un resultado 1ultil que nos simplificard argumentos posteriores es el siguiente

Lema 1.1.1. Sean {X;}ier+, {Yi}ier+ procesos estocdsticos con trayectorias cadlag. Si
{Xi}ier+ es una version de {Y:}iep+ entonces los procesos son indistinguibles.

Diremos que un proceso {X;};cg+ adaptado a una filtracién {F;};cp+ es una martingala
si para 0 < s < t se cumple E(Xy|Fs) = X;. Se satisface que E(X;|F;) = Xy, v si Xy
es independiente de F, entonces E(X;|Fs) = E(X};). Asumiremos para este trabajo que
todas las martingalas que consideremos seran cadlag.

Un resultado 1til sobre este tipo de procesos es el siguiente:

Teorema 1.1.2 (Desigualdad Maximal de Doob). ([1], pdg 74) Si {Xi}ieo1) €s una
martingala entonces para p > 1 se tiene:

E ( sup !Xt!”> < ¢"E(|X7[")
t€[0,T]
donde % + % =1.
Definimos el espacio de martingalas cuadrado integrables como:
M3 (R) == {X = {Xchieiosr) : {Xi}iepo.n) martingala con [|X | e < oo},
donde:

HXHQM2T = sup E|X;|* = sup || X¢|lp2(qp) < oo
te[0,T] t€[0,T]

En el caso en lugar de [0,7] consideramos RT entonces se denota M? y || - || ps2-



§1.2 Procesos de Lévy

Definicién 1.2.1. ([, pdag 43) Dado un proceso estocdstico {X;}icr+ decimos que es un
proceso de Lévy si satisface:

» Xo =0 casi sequramente.

» {Xi}i,cr+ tiene incrementos estacionarios, es decir; para cualquier n € N con 0 <

. d
1 <...<tpyj=1,..,n secumple Xy, , — Xy, = Xy, 1, — Xo.

» {Xi}icr+ tiene incrementos independientes, es decir; para cualquier n € N con
0<t; <...<ty, las variables Xy.,., — X;. son independientes para 0 < j <n —1.

j+1 J

» {Xi}i,cr+ es estocdsticamente continuo, es decir; para todo € > 0 y para todo s > 0
se cumple:
ImP(| X — X4 > €) =0.
t—s

Tres ejemplos clasicos de procesos de Lévy y muy utilizados en aplicaciones son los si-
guientes:

Ejemplo 1.2.1 (Proceso de Poisson). ([1/, pdg 49) Considere un proceso {X;};cr+ con
valores en N. Decimos que el proceso es de Poisson si es un proceso de Lévy y Xy ~ mw(t\)
con A > 0, es decir X; posee distribucion de Poisson con pardmetro tA. A dicho A > 0
se le suele llamar intensidad de {X;}icr+ . Es posible calcular y obtener que E(X;) = tA
y ademds ox,(u) = exp{tA(e’* —1)}.

Ejemplo 1.2.2 (Movimiento Browniano). ([7/, pdg 81) Un proceso {Bi}icr+ con
valores en R™ se dice ser un movimiento Browniano si: i) By = 0 i) posee trayectorias
continuas, iii) posee incrementos independientes y iv) By — Bs ~ N(0, |t — s|A), es decir,
posee distribucion Gaussiana con media 0 y covarianza |t — s|A, donde A es una matriz
simétrica n X n definido positiva. Si By — Bs ~ N(|t — s|m, |t — s|A), se le llama un
Movimiento Browniano con desplazamiento. En general se puede cdlcular por definicion
que @, (u) = exp{t(i(m,u)—3(u, Au))}, pronto presentaremos el Corolario de donde
se concluird que {Bi}icr+ es un proceso de Lévy. Cabe mencionar que por continuidad
se tiene E(By) = tm donde m = E(By). St m =0 y A = I se le llama movimiento
Browniano estandar.

Ejemplo 1.2.3 (Proceso Compuesto de Poisson). ([1], pdg 49) Considere la sucesion
{Zy}nen tal que las variables son i.i.d con distribucion comin pyz (por ende todas las
funciones caracteristicas coinciden) y sea {Ni}icr+ un proceso de Poisson con Ny ~ m(t\)
el cual es independiente de todo {Zy}nen. Entonces un proceso compuesto de Poisson se
define como:

0 St Nt =0

Xt =
Z1+- -+ 2n, en otro caso

La funcion caracteristica de este proceso es @x,(u) = exp{tA [, (eXw¥) — 1)py(dy)}. Se
puede entender un proceso compuesto de Poisson como una caminata aleatoria con tiempo
aleatorio.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

Teorema 1.2.1. ([1], pdag 87) Todo proceso de Lévy tiene una version cadlag que es, a
su vez, un proceso de Lévy.

Definicién 1.2.2. ([1], pdg 29) Sea v una medida Borel sobre R™\ {0}. Decimos que v
es una medida de Lévy si:

/ (Il A Dyw(dy) < oo.
R™\{0}

Denotaremos AX; = X; — X;~ como el proceso de salto de un proceso de Lévy {X;},cp+ .
Entonces, dado A € B(R™\ {0}) definimos la medida aleatoria de Poisson asociada a AX;
como:

Ni(A)(w) =#{0< s <t: AX (w) € A} = ) L1a(AX,(w))

0<s<t

esta medida cuenta los saltos en el tiempo dentro de A.

Definimos la intensidad la cual es p(A) = E(N1(A)) y en general E(N¢(A)) = tu(A)
y definimos con esta una medida de Poisson aleatoria compensada como N¢(A)(w) =
Ni(A)(w) — tu(A).

Con las medidas aleatorias definimos un nuevo tipo de integral, llamada integral de Pois-
son, la cual se establece, para f : R"” — R" medible, como:

[ H@Nidn) = 3D FAXLAAX,)

0<u<t

mientras que la integral compensada de Poisson se define como:
[ ra@fatde) = [ f@mitdn) ~t [ fnta).

Presentamos ahora el resultado mas importante de los procesos de Lévy.

Teorema 1.2.2 (Descomposicién de Lévy-1to). ([1l], pag 126) Si {X:}icr+ e€s un
proceso de Lévy, entonces existe b € R™, un movimiento Browniano con media nula
{Bi}ier+ con covarianza A y una medida aleatoria de Poisson independiente {Ny}ier+
sobre R x {R™\ {0}} tal que para cada t > 0 se cumple:

Xt—bt—i-Bt-i-/

e xNy(dx) + / xNy(dzx).

|lz|>1

Algo de suma importancia, es el término de saltos pequenos. En uno de los términos
aparece la bola unitaria centrada en el origen la cual no es un conjunto inferiormente
acotado, no obstante, hay que mencionar que es abuso de la notacién ya que si se analiza
la muy interesante construccion [1], padg 121 veremos que en realidad:

/ xNy(dz) = L* — lim x Ny (dz).
|| <1 o0 ) Loz«

Como consecuencia de este teorema, se obtiene un resultado que también caracteriza a la
transformada de Fourier de un proceso de Lévy.



Corolario 1.2.1 (Teorema de Lévy-Khintchine). ([1/, pdg 29 ¢ pag 127) Si { X+ }ier+
es un proceso de Lévy entonces existe b € R™, una matriz n x n, simétrica y definido
positiva A y una medida de Lévy v tal que para cada t € RT :

px,(u) = exp {t (i<b» u) — %W Au) + /R [e"¥) — 1 —iu, y>ﬂB(y)]V(dy)> } ,

"\{0}

donde B = B1(0) = {y € R": |y| < 1}. Reciprocamente, toda funcién ¢ : RT x R" — C
dada por la expresion anterior para un vector b € R™ y una matriz n X n, simétrica y
definido positiva A, es la funcion caracteristica de un proceso {Xi};cr+ de Lévy.

El reciproco del anterior resultado se puede demostrar a partir del uso de medidas infini-
tamente divisibles ([I], pag 24), pero por la identificacién entre dichas medidas y procesos
de Lévy se puede concluir el mismo para procesos. Por comodidad llamaremos a:

1 .
) = ifh,u) — 5w ) [ 1 i) L)),

2 R™\{0}
como el simbolo de Lévy. Y por la caracterizacién explicita de la transformada de Fourier
llamaremos (b, A, v) las caracteristicas de {X;},cr+ -

§1.3 Operadores sobre espacios de Hilbert

Trabajaremos siempre es un espacio Hilbert separable H. Dada una familia ortonormal
maximal {h}ren se cumple el siguiente desarrollo de Fourier:

o0
h = Z (hg, h)hy, para todo h € H. (1.2)
=0

La notacién (-,-) serd asignada para referirnos al producto interno del espacio Hilbert.

Considere H,G dos espacios localmente convexos y un operador T' : H — G lineal.
Denotaremos por L(H,G) a la clase de operadores lineales y continuos de H en G.
Si H = G escribiremos L£(H). Cuando H y G son normados, definimos la norma de
T € L(H,G) como T := supz<1 |T(z)]. Siel espacio G es Banach, entonces L(H, G)
es un espacio de Banach.

Otra alternativa para caracterizar a los operadores lineales que sean continuos es verificar
que posee grafico cerrado, o sea: T' tiene grafico cerrado si y solo si para cualquier sucesién
{zi}ier C E tal que z; — x y T(x;) — y se tiene que y = T'(z) ([24], pag 460).

El siguiente resultado serd clave para desarrollar los objetivos del presente trabajo.
Teorema 1.3.1 (Teorema del grafico cerrado). (caso especial de [Z])], pdag 475) Sea E

espacio de Banach, F' un espacio vectorial topologico completo y metrizable, y un operador
lineal T : E — F. Entonces T tiene grdfico cerrado si y solo si T € L(E,F).

Primero sean H y G espacios de Hilbert separables, entonces para T' € L(H, G) definimos
su adjunto como el operador T* € L(G, H) que satisface (Tz,y)y = (xz,T*y)q y diremos
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que es simétrico si T'= T™. Se puede definir la raiz cuadrada de un operador y con esta,
definir el valor absoluto del mismo como |T'| := v/T*T'. Observese que si T es simétrico
(6 autoadjunto) entonces |T| =

Definicién 1.3.1. ([, pdg 153) Sea T € L(H,G) y sea {hi}tren una base ortonormal
completa, definimos la traza del operador como:

i (Thy, hy).
k=0

Definimos el espacio de operadores de traza finita como el conjunto L£1(H,G) de los ope-
radores tales que Tr(|T]) < co.

Si H = G escribimos £1(H). Ademés denotaremos por L] (H) la clase de operadores
simétricos y de traza finita.

Definicién 1.3.2. ([{l, pdg 151) Sea S € L(H,G). Diremos que el operador S es de
Hilbert-Schmidt si dado cualquier conjunto ortonormal completo {hi}treny C H se tiene
que:

HSHEQHG ZHS hi)llg < .

A la clase de operadores de Hilbert-Schmidt la denotaremos por Lo(H,G), ysi H = G
escribimos Lo(H ). Observese quesi 7' € L(H) y S € L2(H) entonces ToS, SoT € Lo(H).
Si H, G son espacios de Hilbert entonces Lo(H, G) es un espacio de Hilbert con el producto
interno dado por (S,T) z,(m,c) = >_peo (S(he), T(h))c , para una base ortonormal de H .
Y por dltimo tenemos que si S € Lo(H,G) entonces S* € Lao(G, H) v |S|zyma) =
15l 2o, -

§1.4 Procesos estocasticos en Espacios de Hilbert

En esta seccién generalizamos los conceptos de la Seccién 1.1 sobre espacios de Hilbert.
En su mayoria las definiciones y conceptos son analogos. Lo que haremos es una mencién
breve de algunos conceptos distintos que necesitaremos.

Una funcién X : (2, F) — (H,B(H)) es variable aleatoria si es F/B(H)-medible y
LY, F,P; H) el espacio de todas ellas equipado con la métrica pero usando la
norma de H . Llamamos distribucién de X a px(A) :=Po X 1(A), para todo A € B(H).
Definimos la integral de una funciéon medible f: H — H, escribimos:

:/f(X(w))IP(dw)z/ f(z)px (dz).
Q H

Se define la funcién caracteristica como ¢ : H — C dada por:
ex(h) =E (€i<X’h>> -

Ejemplo 1.4.1 (Variable Aleatoria Gaussiana). ([25], pdg 29) Decimos que una
variable aleatoria X con valores en H es Gaussiana si para todo h € H se cumple
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(X,h) ~ N(m,A) como variable en R. Aqui A es la respectiva covarianza de la variable
Gaussiana (X, h). La funcion caracteristica de una variable Gaussiana estd dada por:

ox(h) = ez‘m(h)—lA(h)

donde m es un funcional lineal y A es una forma cuadrdtica.
La definicién de esperanza condicional es andloga. Cabe mencionar que si T € L(H)

(o inclusive en L(E,F) con F espacio de Banach separable), entonces E(T'(X)|G)
T(E(X|G)) para X € L°(Q, F,P; H) y G sub-o-algebra de F (ver [25], pag 25).

Los procesos de Lévy con valores en un espacio de Hilbert se define igual que en la seccion
2 solo que, evidentemente consideraremos normas en lugar de valores absolutos (ver [25],
pag 38). Ahora mencionamos ejemplos de los mismos.

Ejemplo 1.4.2 (Movimiento Browniano en Hilbert). ([7/, pdg 81) Consideramos un
proceso {Bi}icr+ con valores en H , diremos que es un movimiento Browniano si:

| | BO = 0
» {Bi}icr+ posee trayectorias continuas
» {Bi}ier+ posee incrementos independientes

w Para todo t > s, By — Bs es variable aleatoria Gaussiana como sigue: para todo
h € H se tiene (B — Bs,h) ~ N(0, |t — s|A) donde A es la covarianza.

Si (Bt — Bs,h) ~ N([t — s|m, |t — s|A) se dice que es un Movimiento Browniano con
desplazamiento. Por el Ejemplo|1.4.1| se tiene que @p, (h) = exp{im(h) — 3Ai(h)} donde
mi(h) = E((By, h)) y Ai(h) = E(((B, h) —mi(h))({B, h) — mq(h))).

Ejemplo 1.4.3 (Proceso Compuesto de Poisson en Hilbert). ([25/, pag 45) Conside-
re la sucesion {Zy}nen tal que las variables son i.i.d con distribucion comin pz (por ende
todas las funciones caracteristicas coinciden) y que toman valores en H y sea {Ni}iep+
un proceso de Poisson con Ny ~ w(t\) el cual es independiente de todo {Z, }ien. Entonces
un proceso compuesto de Poisson con valores en H se define para todo t > 0 como:

0 st Nt =0
X =
Z1+- -+ 2n, en otro caso

Se tiene que @x,(h) = exp{t\ [ (ew¥) — 1)py(dy)}.

Todo proceso compuesto de Poisson definido como en el Ejemplo es un proceso de
Lévy con funcién caracteristica:
() = M (€0~ Vpz(a)

Reciprocamente, se puede probar (ver [25], padg 46) que si un proceso de Lévy tiene di-
cha funcién caracteristica, entonces satisface la definicién del Ejemplo para algin

{Nt}t€R+ y algunos {Zn}nEN-
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Los procesos de Lévy que toman valores en un espacio de Hilbert separable tienen version
cadlag ([25], pag 39). Como se hizo en el Ejemplo la funcion caracteristica del proceso
estd dado por un operador lineal y una forma cuadrética, no obstante hay una manera
para describir més a estos objetos cuando se consideran procesos de Lévy.

Teorema 1.4.1. ([25], pdg 66) Sea {X;}icr+ un proceso de Lévy y cadlag con valores en
un espacio de Hilbert. St para cada t > 0 el proceso posee segundos momentos, entonces
eviste un m € H y Q € LT (H) definido no negativo tal que:

= E((Xs, b)) = t(m, h)
= E((X; —mt, hi)(Xs —ms, hy)) =t A s(Q(h1), ha)
E(|| X; — mt||?) = tTr(Q).
Si consideramos el Ejemplo [[.4.2] y Teorema anterior se tendria que:
mi(h) = E((By, h)) = t{m, h),
y ademas se satisface que

Ai(h) = E(((Bg, h) — me(h))((Bt, h) — mq(h))
E((B; — mt, h)(B; — mt, h))

= HQ(h), h),

por lo tanto usando que {Bi};cr+ es Gaussiano se tiene:

o (h) = cmeh)=3AuR) _ gitlm )= Q)R _ pHifm.) = (QUh)A).

Esto es consistente con el caso finito-dimensional (Ejemplo pues (m,h) es la media
y la covarianza @) es un operador simétrico. Entonces diremos que By ~ N(tm,tQ) y si
m =0, o sea E((By, h)) =0 para todo h € H, es un movimiento Browniano estandar. En
general para un proceso de Lévy llamaremos a m su media y () su covarianza, a dicho m
lo denotaremos por E(X;).

Teorema 1.4.2 (Descomposicién de Lévy-1to). ([2], pdag 80) Si {X:}icr+ es un
proceso de Lévy con wvalores en H, entonces existe b € H, un movimiento Browniano
estandar {Bi}icr+ con covarianza Q) y una medida aleatoria de Poisson independiente
{N¢}ier+ sobre RY x {H \ {0}} tal que para cada t > 0 se cumple:

&=m+&+/

:ENt dx Ny (dx).
llzll<1 ( )+/ ()

l[=]|>1

Una versién alternativa a esta descomposicién se puede encontrar en [25], padg 53. Nue-
vamente la integral compensada de Poisson de la descomposicién es en el sentido de un
limite en L2.



Capitulo 2

Teoria Cilindrica

En este capitulo se tiene como objetivo hacer un andlisis de los objetos cilindricos y los
resultados mas relevantes para el desarrollo del trabajo. Adema&s que se discutird una breve
introduccién al origen de dicha teoria.

§2.1 Medidas cilindricas

El origen de los hoy llamados procesos cilindricos se encuentra en la teoria de la medida.

Defina para {y1,...,yn} =TI C H la proyeccién my, . : H — R" dada por my, 4. (h) =
((y1,h), ..., (yn, h)). Definimos para B € B(R") y yi1,...,yn € H el conjunto:

Zysypn(B) = {h € H: ((y1,h), .., {yn, b)) € By =m0, (B),

al cual llamaremos un conjunto cilindrico o simplemente un cilindro de tamano n y base
Y1y ..., Yn . Al conjunto de todos los cilindros de tamano n se le denotarda por Z(H,T").
En el caso de que I' = H escribimos Z(H). Denotaremos a la o-algebra cilindrica n-
dimensional por C(H,T') := 0(Z(H,T")) y la o-algebra cilindrica como C(H) := o(Z(H)).

Es importante discutir primero unos aspectos respecto a la o-algebra cilindrica. Lo primero
es observar la identidad que satisfacen los cilindros y es que dados dos cilindros con bases
de diferentes tamanos, podemos reescribirlos para que tengan base de igual tamano. Para
ello mencionamos la siguiente propiedad: si B; € B(R") y Bz € B(R™) y con esto una
base y1, ..., Yn, T1, ..., Tm € H se tiene:

Zy1,~~,yn7117~~,rm (Bl X B2) = Zylv-nayn (Bl) N Z$17--~azm <B2)

Con esta propiedad se nos permite siempre comparar cilindros de igual tamafo, en efecto,
consideremos dos cilindros Z,, . (B1) ¥ Zy, ... 2., (B2) donde m > n, entonces podemos
considerar wy, ..., Wm—n € H y con ello podemos extender a Zy, . (B1):

Zy17"'7y'll<B1) g Zyla---»ynywlr--ywmfn (Bl X Rmin)

= Zyl,---7yn (Bl) N Zwla---awmfn (Rmin) g Zyl»---yyn (Bl)7

y por tanto:
Zyseoiyn(B1) = Ziys gyt oo (B1 X RTTT).

12
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de este modo siempre podemos extender un cilindro para que si estamos comparandolo
respecto a otro, estos posean el mismo tamano.

Con esta propiedad podemos inclusive comparar cilindros que tengan diferente base pues:

Zylz"'7yn (Bl) = Zylv"'zynvxlv"»xn (Bl X Rn) = Zylw"vy’ﬂ:xl:"wxn (Bl)

Zm1,~..,rn(B2) - Zynm,yn,zl,...,rn (Rn X B2) = Zyl,...,ynm,u.,zn (32)7

donde claramente By := By x R", By :=R" x By € B(R?").

Con estas aclaraciones técnicas podemos proceder con el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.1. Z(H) es un dlgebra.

Demostracion. Primero, observe que H € Z(H), pues H = Z,, . (R").
Sea B € B(H) y suponga Zy, . . (B) € Z(H). Observe que:

(Zy1,...,yn (B))C - Zy1,4..,yn (BC):

y como B¢ € B(H) entonces (Zy, . 4,(B))° € Z(H)

7777

Por tltimo, consideremos 2 cilindros y veremos que Z(H) es cerrado bajo uniones finitas.
Por la discusién previa a este resultado, sin perdida de generalidad, se tomaran del mismo
tamafo y misma base. Sean By, By € B(H), entonces Zy, . (B1), Zy,.. y.(B2) € Z(H),
note que:

Zyy,n (B1)U Zyy o yn (B2) = 7ry_11,...,yn (B1)U 7Ty_11,...,yn(B2)
—1

Ty um (B1UB3)
= Zy,,..y.(B1U Ba),
y como By U By € B(H), se sigue que Zy, . (B1)UZy, . (B2) € Z(H). O
Proposicién 2.1.2. Para todo T' = {y1,...,yn} C H se tiene:
CH,T)=Z(H,T)=0(Zy,. y,(B): BeF)

donde F es un generador arbitrario de la o -dlgebra Boreliana B(R™).
Demostracion. Por definicién tenemos que Z(H,I') C C(H,T'). Por tanto para obte-
ner la primer igualdad basta mostrar que Z(H,I') es un A-sistema, ya que con esto,

por el Teorema [1.1.1} C(H,T") que en particular es un m-sistema se podria concluir que
o(C(H,T)) = C(H,T) C Z(H,T).

Para verificar que Z(H,I') es un A-sistema verificamos: Para R" € B(R") tenemos:
H={heH:((hy),. .. hyym)) ER"}=m,' (R") € Z(H,T).
Ahora tome Zy, . (B1),Zy,....y.(B2), entonces note que:

Zyl, ...,yn(Bl) \ Zy17_..7yn(B2) = {h € H: (<h,y1>, ceey <h,yn)) € B \ BQ} S Z(H,F).
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Y por dltimo, dada una sucesién {Zy, . 4. (Bk)}ken C Z(H,T) entonces:

oo
U th 7yn Bk U Tryl, 7yn(Bk) yl% “Yn (U Bk) 6 Z(H,F)
k=0

k=1
De este modo se tiene que Z(H,I") es un A-sistema.

Por tltimo, para verificar la segunda igualdad, sea F un generador de la o-dlgebra Bo-
reliana B(R™), note que o(Zy,,. 4, (B) : B € F) es la o-dlgebra mas pequena generada
por los cilindros, entonces esta contenida en C(H,I"). Pero de igual forma, por definicién
C(H,T') estd contenida en o(Zy, . 4,(B):B € F). O

Lema 2.1.1. Sea H un espacio de Hilbert. Si es separable, entonces C(H) = B(H).

Demostracion. “C”Sabemos que 7, ., es continua, entonces es B(H)/B(R")-medible,
por tanto tenemos para, cualquier cilindro Z,, . . (B) = 3711 (B) € B(H). Como esto
es indiferente del tamafo del cilindro que se tome y es 1nd1ferente de la base, se sigue que

Z(H) C B(H), y por definicién de o-algebra se sigue que C(H) C B(H).

“D”Primero, como H es separable entonces existe un subconjunto denso numerable
{hn}nen. Entonces para cualquier f : H — R continua se satisface suppcp f(h) =

SUPpeN f(h’ﬂ) .

Observe que para 7 > 0 y {hy}nen denso numerable, contenido en la bola unitaria cen-
trada en el origen de H, se tiene:

B.(x) = {heH:||h—zx| <71}

= {hEH: sup |<y,h—x>]<r}

yEB1 (0)

= {hEH:sup|<yn,h—aﬁ)] <r}

neN
= [(VheH: [{yn,h—2)| <7}
neN
= (V{heH: (yn,h) € Nyn,z) =7, (Yn,3) + 7] }
neN
= () Zo (W) — 7. (g2 + 7).
neN

Como C(H) es una o-élgebra, entonces es cerrado bajo intersecciones contables de cilin-
dros, y B,(x) € C(H). Ahora como H es separable dado un abierto U de H existen bolas
{Bn, }ken tal que U = UgenDBy, , se sigue que la o-dlgebra generada por los abiertos esta
contenida en C(H), y por definicién de o-algebra generada, se concluye B(H) C C(H). O

Como se mostré en el Lema [2.1.1] se tiene una forma particular de describir la o-4lgebra
Boreliana, para la cual se puede definir una medida finito aditiva p sobre Z(H). Dicha
medida se puede establecer finito aditiva ya que al fijar una cantidad finita de cilindros
no se debe tornar dificil. El Teorema de extension de Caratheodory dicta que una medida
contable aditiva sobre un &lgebra se puede extender a la o-algebra generada por dicha
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algebra. No obstante, aqui se presenta un problema, y es que, como el algebra cilindrica
de H considera todos los cilindros de todos los tamanos posibles, no siempre es posible
extender de manera natural este y como una medida contable aditiva. Dado este problema
entonces estamos interesados en utilizar medidas solo finito aditivas para dar pie a posibles
resultados méds generales.

Considerando una medida p sobre el afgebra cilindrica y en vista de la Proposicién m
dicha medida estard definida sobre un o-algebra para un tamaio fijo de cilindros y al ser
de un solo tamafio es mas natural establecer una contable aditividad para p. Con estas
observaciones definimos las medidas cilindricas:

Definicién 2.1.1. ([3], pdg 699) Una funcion p : Z(H) — [0,00] decimos que es una
medida cilindrica si para cualquier subconjunto finito I' de H se tiene que ,u]C(H,p) es una
medida. Si pw(H) =1 decimos que es una medida cilindrica de probabilidad.

Entre las décadas de los cincuentas y setentas se estudié el como se podria extender una
medida cilindrica a una medida propiamente o dicho como en la literatura, extender a una
medida de Radon. Para resolver este problema se consideré la funcién caracteristica de
una medida cilindrica la cual se define como ¢, : H — C dada por:

ou(h) = /H ) 1 ()

Sazonov demostré que una condicién necesaria y suficiente para esta extension es que
su funcién caracteristica fuese continua en una topologia en especifico, la cual es mas
débil que la normada [32]. Por otro Minlos concluyé que esa condicién de continuidad
era necesaria y suficiente en el contexto de duales de espacios nucleares contablemente
Hilbertianos [23]. Esta misma observacién la hizo Kolmogorov [21], y a dicha topologia
estudiada por Sazonov la llamé la topologia de Sazonov. En general se demostrd que para
dicha extensién, la topologia normada no es suficiente, vease por ejemplo el capitulo 6 de
[34]. Notando los elementos que tenfan en comun las conclusiones de los mateméticos ya
mencionados es la implementacion (directa o indirecta) de operadores de Hilbert-Schmidst.
Posteriormente en espacios de Banach se desarrolld la teoria de operadores radonificantes
los cuales generalizan a los Hilbert-Schmidt, una referencia de la misma es [34]. En sintesis,
los operadores de Hilbert-Schmidt son la clave para extender una medida cilindrica a una
medida de Radon.

Por dltimo, retomando la Definicién [2.1.1] para una medida cilindrica de probabilidad,
notese que se puede pensar u como una medida que al proyectar respecto a un I' C H
se recupera una medida contable aditiva sobre una o-algebra. Por Teorema de extension
de Kolmogorov a dichas proyecciones se les puede asociar una variable aleatoria donde
su distribucion es la correspondiente proyeccion de p. Schwartz desmostré que para una
medida cilindrica, existe un operador el cual recupera todas las variables aleatorias que
define p mediante sus proyecciones [33]. Y estos operadores los cuales definiremos en la
siguiente seccién se les llama cilindricos y son el centro del presente trabajo.

§2.2 Procesos Cilindricos

Con estos aspectos tratados en la secciéon anterior, procedemos a definir las variables
aleatorias cilindricas y posteriormente los procesos estocésticos cilindricos.
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Definicién 2.2.1. ([3], pag 703) Una variable aleatoria cilindrica X sobre un espacio
Hilbert H es un mapeo lineal:

X :H — L°Q, F,P).

A su vez un proceso cilindrico sobre H es una familia {X;},cr+ de variables aleatorias
cilindricas.

Definimos para la variable aleatoria cilindrica X su distribucion cilindrica como px :
Z(H) — [0, 00] una medida cilindrica dada por:

px(2) =pxom,! , (B):=P(X(h),..,X(hn)) € B),

esto para todo Z € C(H,T"), para toda escogencia de I' = {hq, ..., h,} y todo B € B(R").
Para una variable aleatoria cilindrica X podemos definir su funcién caracteristica px :
H — C mediante px(h) := E(exp{iX(h)}). En algunos textos se le suele llamar como el
funcional caracteristico.

Cabe destacar que a lo que respecta a filtraciones, (€2, F,P) se sigue pidiendo como un
espacio de probabilidad filtrado con las hipdtesis usuales. En el contexto cilindrico di-
remos que un proceso cilindrico {X;},;cp+ es adaptado si para cada h € H se tiene que
{Xi(h)}ier+ es {Fi}ier+-adaptado. Observese que la filtracién no depende del h escogido.
Para este trabajo siempre consideraremos procesos cilindricos adaptados.

Pese a que la definiciéon de variable y proceso cilindrico es mas general que las variables
aleatoria y procesos estocdsticos respectivamente, en realidad en la practica siempre se
han considerado de una manera sutil como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.1 (Proceso Cilindrico Inducido). ([3/, pdg 707) Considere un proceso
estocdstico {Yi}ier+ que toma valores en H. Considere el proceso estocdstico cilindrico
inducido {X¢(h)}ier+ = {(Yi, h) }ier+ . En efecto este es un proceso cilindrico gracias a
la linealidad del producto interno ademds que, para t fijo, Y es medible y la medibilidad
se preserva bajo funciones continuas como es el caso del producto interno. Ademds vemos

que px,(h) = E(exp{iX;(h)}) = ¢y, (h).

Definicion 2.2.2. Definimos una variable cilindrica cuadrado integrable como un opera-
dor lineal X de H en L?(2,P). Un proceso cilindrico cuadrado integrable es una familia
de variables aleatorias cilindricas cuadrado integrables {X;},cp+ -

Definicién 2.2.3. ([11), pdg 890) Sea {Xi}icr+ un proceso cilindrico. Decimos que es
una martingala cilindrica si para todo h € H se tiene que {X;(h)}ier+ es una martingala
adaptada a la filtacion {F;}tiep+ -

De hecho uno podria hablar de una martingala cilindrica cuadrado integrable como que
para cada h € H se tiene que {X;(h)}er+ € M2(R) (ver definicién de la seccién 1.1).
Ahora discutiremos una vez mads los tipos de procesos que nos interesan:

Definicién 2.2.4. ([3], pag 705) Dado un proceso cilindrico {X;}icr+ diremos que es un
proceso de Lévy cilindrico si para todo hy, ..., h, € H se tiene que {(X¢(h1), ..., X¢(hn)) }ier+
es un proceso de Lévy con valores en R™.

Observese que en la definicién anterior se tiene que si {X;};cp+ €s un proceso de Lévy
cilindrico entonces dada cualquier escogencia de elementos hi,...,h, € H hacen que
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{(X¢(h1), ... Xe(hn)) }ier+ sea un proceso de Lévy, entonces a su vez como la escogen-
cia de un solo h;, i = 1,...,n, hace que {X;(h;)};cr+ sea un proceso de Lévy entonces
no solo {(X¢(h1),..., Xi(hn)) }er+ es Lévy, sino que también entrada por entrada es Lévy.
Como se present6 en secciones anteriores, se cuentan con ejemplos de este tipo de procesos
cilindricos.

Ejemplo 2.2.2 (Movimiento Browniano Cilindrico). ([3/, pdg 705) Para un pro-
ceso cilindrico {Bi}ier+ diremos que es un movimiento Browniano cilindrico si para
hi,...hn € H se tiene que {(Bt(h1), ..., Bt(hn)) }ier+ €s un movimiento Browniano con
valores en R™. Por el Ejemplo sabemos que un movimiento Browniano con wvalo-
res en R™ es un proceso de Lévy. Diremos que es un movimiento Browniano cilindrico

estandar si ademds {(B¢(h1), ..., Bi(hn)) }ier+ €s un movimiento Browniano estandar en
R™.

Ejemplo 2.2.3 (Proceso Compuesto de Poisson Cilindrico). ([3], pdg 706) Sea
{Zn}nen una sucesion de variables aleatorias cilindricas con distribucion cilindrica comin
Pz, ademds para todo h € H se tiene que {Zy,(h)}nen son independientes. Si { Nt }ier+ €s
un proceso de Poisson (como en el Ejemplo tal que es independiente de {Z,(h)}nen
para todo h € H definimos el proceso compuesto cilindrico de Poisson como el proceso
cilindrico dado por:

0 st Ny =0
X =
Z1+- -+ 2n, en otro caso

Note que en efecto es un proceso de Lévy Cilindrico, puesto que para todo hy,...,h, € H
se tiene que {(X¢(h1),..., X¢(hn)) bier+ €s un proceso de Lévy.

Notese que P(2) = 1 entonces si X; es un operador de H en L?(2,P) también es un
operador lineal de H en L!(Q,P), esto para cada t > 0. En analog al Teorema m
podemos definir de manera andloga una media cilindrica y una covarianza cilindrica. Para
ello tomaremos un proceso de Lévy cilindrico cuadrado integrable.

Definimos un operador m : H — R dado por my(h) = E(X¢(h)), de manera andloga
se obtiene que dicho operador es lineal y satisface my(h) = tmq(h), escribimos entonces
m := my, asi llamaremos media cilindrica al operador m : H — R tal que E(X;(h)) =
tm(h). A diferencia del Teorema aqui no se puede concluir que m es un funcional
lineal, pues no se posee continuidad de las variables cilindricas.

Ahora definimos un operador @y, : H — H tal que satisface:

(Qt,s(h1), ha) = E(X¢(h1)Xs(h2)).

De igual forma que el el Teorema se puede mostrar que dicho operador es lineal,
simétrico, definido positivo y satisface que Q);.s = tAsQ1,1, escribimos entonces @ := Q1,1.
Definimos la covarianza cilindrica como el operador lineal Q : H — H tal que satisface
tAs(Q(h1), ha2) = E(X¢(h1)Xs(h2)). En este caso, esta covarianza no tenemos garantizada
la continuidad.

Retomando el Ejemplo cabe mencionar que uno puede definir procesos de Lévy
cilindricos a partir de un proceso de Lévy.
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Proposicién 2.2.1. Sea {Y;};,cg+ un proceso de Lévy con walores en un Hilbert H .
Entonces el proceso cilindrico inducido {X:};er+ dado por Xi(h) = (Yi, h) para todo
t >0, es un proceso de Lévy Cilindrico.

Demostracion. Sea hy,...,hy, € H. Vamos a demostrar que {(X¢(h1),..., X¢(hn)) bier+ s
un proceso de Lévy con valores en R™. Para ello verificaremos los cuatro puntos que debe
satisfacer dados en la Definicién [[.2.1]

» (Xo(h1), ..., Xo(hn)) = (Yo, h1), ..., (Yo, hp)) = (0, ...,0) casi seguramente.

s Para ver incrementos estacionarios, debemos utilizar la relacién univoca entre la
funcién caracteristica y la distribucién y el hecho de que {Y;};cr+ tiene incrementos
estacionarios, pues dado 0 <t} < --- <, se tiene:

PX1 4y () Xy ()= (X (1) X () (015003 Um)

— ]E (ei<((Xt]'+1 _Xt]‘ )(hl)’“w(Xt]'+1 _th)(hn))v(ul"“’un»)

E (ei((th+1—th)(hl)u1+'-~+(th+l—th)(hn)un)>
) (ei(th+1 _th)(ulhl+"‘+unhn)>

= SDthJrl — X, (ulhl +---+ Unhn)
= SOYthrl ,ytj (u1h1 +-- 1+ unhn)
= OV (Wb 4 unhy)

= SDth+1—t]- (u1h1 +oet Unhn)

De este modo concluimos que:
d
((th+1 - th)(hl)’ 3 (th+1 - th)(hn)) = (th+1*tj(h‘1)7 X th+1*tj (hn))

» Como {Y;};cr+ tiene incrementos independientes entonces se tiene que para 0 <
t1 < -+ < tg se cumple que o((Yy,,, — ;) *(A) : A € B(H)) son independientes
para j = 1,....,k. Por el Teorema [2.1.1] se tiene que también hay independencia
sobre los cilindros de cualquier base, entonces en particular hay independencia sobre
cilindros de base h1, ..., hy,, denotemos a estos por Z = Zp,, 4, (B), entonces:

o((Yiy,, — Vi) "\ (2) : Z € C(H))

— o[((Xty0y — X1,)(B1)y ooes (Xi,0y — X1,)(hn)"'(B) : B € B(R™)].

j+1 Jj+1
Entonces se tiene que ((X}
para j=1,...k.

i — Xe;)(h), -, (X — Xi;)(hy)) son independientes
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= Por ultimo para verificar la continuidad estocéastica es propio primero notar lo si-
guiente, para w € € se cumple por desigualdad de Cauchy-Schwarz:

ZI (Ve — ), hig)|* < ZH (Ve = Yo) @)1 xll* = ClI(Ye = Vi) ()]

donde C = ZZ:1 Hhk||2-

De este modo tenemos que para € > 0 se cumple:

P(|(X¢(h1), ..o, Xe(hn)) — (Xs(h1)s .oy Xs(hn))| > €)

=P(|((X; = X)(h1), oy (Xp = Xi) ()] > €)
=P(|(Xy — Xs)(h)]* + - - + |(Xe = Xo) (hn) > > €)
—P ( n (X, — Xo)(hi)|* > e2>

k=1
—P ( . (Y, — Vs, hi)|? > 62>

k=1

62
<P (rm Yill? > C)

—P(HY;—YSH > @>

y el resultado se concluye tomando ¢t — s.

Como la seleccién de hy, ..., hy, fue arbitraria se concluye que {X;};cg+ es un proceso de
Lévy cilindrico. 0

Este ejemplo de un proceso cilindrico inducido nos interesa pues, como se observa, si
se tiene un proceso estocastico con valores en H se puede definir uno cilindrico y por la
proposicién anterior, si se dota al proceso estocéstico de la cualidad de ser Lévy, el cilindrico
que se define es Lévy cilindrico. Es natural pensar si se podra satisfacer el converso, o sea,
que si se tiene un proceso cilindrico este podra definir un proceso con valores en H y
mas auin, si este cilindrico fuese Lévy ;se cumplird que el proceso estocastico que pudiese
definir sea Lévy? Este problema sera el tema central del Capitulo 3.

Por tdltimo falta mencionar, como se hizo en las Secciones 1.2 y 1.4, la correspondiente
descomposicion de Lévy-Ito en su versién cilindrica.

Teorema 2.2.1 (Descomposiciéon de Lévy-Itoé cilindrica). ([3/, pdg 708) Sea un
proceso de Lévy cilindrico {Xi}ier+. Entonces existe un operador lineal b : H — R,
un movimiento Browniano cilindrico {Bi}icr+ con media cilindrica 0, una familia de
operadores {Ny},cg+ de H en LO(Q, F,P) y una familia de operadores {N;}iep+ de H
en L*(Q,P) tales que {b(-)t + Ni + Ni}er+ es un proceso cilindrico; y se satisface la
stguiente descomposicion para t > 0:

X, =bt+ B, + N, + N,.



Capitulo 3

Regularizacion

En los siguientes dos capitulos nos restringiremos a variables aleatorias cilindricas conti-
nuas de H en L°(Q, F,P).

El objetivo central de este capitulo es mostrar una forma en que un proceso cilindrico
puede definir un procesos estocéastico en dualidad. Posterioremente a esto, estudiaremos
las extensiones de dicho resultado.

§3.1 Regularizacién de un proceso cilindrico

Para esta seccién retomaremos el espacio Cp(R) definido en la seccién 1.1 equipado con
la topologia presentada en esa misma seccién. También cabe mencionar que esta seccién
estd basada en las técnicas empleadas en [11] pero con las modificaciones pertinentes para
los contextos en los que se estan planteando en el trabajo.

Consideremos un operador X : H — Cr(R) definido como X (h) = {X;(h) }s¢(0,7), donde
{Xt}tepo,r) es un proceso cilindrico para el cual X (h) € Cr(R) para todo h € H. Usando
el hecho que X; es un operador lineal para cada t, se garantiza que X estd bien definido,
puesto que si hi,hy € H son tales que h; = ho, entonces se tiene que

{0t }iejo.r) = {Xe(0) beepo, ) = X(0) = X(h1 — h2) = {X¢(h1 — h2) }iejo1]

= {Xu(h1) }eepo,r) — {Xe(h2) beepo,r) == {Xe(h1) hejo,m) = {Xe(h2) beejo, -

De esto se concluye que X (hi) = X(ha). Ademds, como observamos X es un operador
lineal gracias a la linealidad de los procesos {X;(h)}:ejo,r), con h € H. Cabe mencionar
que X no es en general sobreyetivo, no todo proceso en Cr(R) es generado por la accién
de X sobre elementos de H . Este operador tiene una caracteristica maés:

Lema 3.1.1. El operador lineal X : H — Cp(R) es continuo.

Demostracion. La estrategia para realizar la demostracién serd emplear el Teorema [1.3.1
aprovechando que X es un operador lineal. Entonces basta mostrar que X tiene gréfico
cerrado.

Sea {hn}nen tal que h, — h in H tal que X(hn) = {X¢(hn)}iepr) — {Yihieo,m) en
Cr(R), y como dijimos antes, la topologia es la de convergencia uniforme en probabilidad.

20
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Hay que mostrar que {Y;}icpo,7] = {Xt(h)}ico,7)- Ahora note que para cada t, X(-) es
una variable cilindrica la cual es continua, entonces X;(h,) — X¢(h) en probabilidad. Sea
e >0 yseatel0,T] luego se tiene:

P(IXi(h) = Vil > ) < P (1Xi(h) = Xu(ha)| > 5) +P | sup [Xi(ha) = ¥il > £ |,
2 te[0,7) 2

tomando n — oo se concluye que P(Y; = X;(h)) = 1,Vt € [0,7]. Concluimos que
{Yi}iejo,m es una versién de {X;(h)}iejo,r), ¥ como ambos procesos poseen trayectorias
continuas, se concluye por el Lema m que son indistinguibles, por tanto {Y}/}te[oﬂ =

O

{Xe(h) }eejor) = X (h).

Con este operador, podemos obtener un estimado tutil que necesitaremos luego.

Lema 3.1.2. Sea {Xt}te[o,T] un proceso cilindrico tal que para todo h € H se tiene que
{Xi(h)} e, € Cr(R). Entonces para todo € > 0 y para todo h € H , existe un p > 0 tal
que:

. 2R llI2
E | sup ‘1 - ert(h)‘ <et+ —5— I H (3.1)
t€[0,T) p?

Demostracion. Sea e > 0. Por continuidad de la funcién e*, existe § > 0 tal que si |z| < §
entonces |1 — e%*| < 5. Usando el Lema nos garantizamos que dados d,e > 0 existe

p > 0 se cumple:

P ( sup | Xy (h) > 5) << heB,0), (3.2)
+€[0,T] 4

donde B,(0) ={h € H : ||h]| < p}.

Sea h € B,(0) y tome I' = we Q: sup |Xy(h)(w)| < 5}. Note que este conjunto
t€[0,T]

cumple 1 — § < P(I') < 1. Ademds observamos que para cualquier h € H siempre se

satisface sup ‘1 — eiXt(h)} < 2.
t€[0,T7]

Entonces, dado h € B,(0), se tiene:

E| sup ‘1—61Xﬁ(h)‘ = /Sup ‘1 th(h)‘P (dw) + /sup ‘1 et Xl h)‘]P’ (dw)
t€[0,T] A te[0,T7] e te[0,7]

< %IP(F) +2P(I°) < e

|h|?
2 > 1 y por tanto se

Por otro lado, para h € By(0) tenemos que ||k > p, entonces

cumple:
2
E [ sup ’1 — eiXt(h)’ <2P(Q)=2< QHhQH :
te[0,T] P

Sumando las dos cotas obtenidas se concluye el resultado. O
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Como se menciono en la Seccién 2.2 entre la relacién de medidas cilindricas y operadores de
Hilbert-Schmidt para que estos radonifiquen la medida cilindrica, estudiaremos la relacién
entre estos operadores y los procesos cilindricos. Los siguientes resultados se puede trabajar
con L9(H,G), con H y G espacios de Hilbert separables, no obstante como todo se
trabaja de forma anéloga, usaremos solo Lo(H ). Ademas el siguiente andlisis es heuristico,
posteriormente probaremos las siguientes afirmaciones.

Dado h € H, sea X(h) = {X¢(h)}icp,1) ¥ considerando la linealidad, la continuidad del
producto interno, la continuidad de los operadores, se observa que para w € Q y ¢ € [0, 7]
se cumple:

XioS(h)(w) = X;of8 (Z (P, h>h;€> (w)

k=0

= lim X;o0S (Z <hk,h>hk> (w)
k=0

= lim Y (b, )Xo 0 S(hy) ()
k=0

= nh_}rrgo <thXtOS(hk)( ), h>
= <thXt05(hkz)(w)7h>

k=0
= (Yi(w),h).

Primero para que este calculo tenga sentido debemos justificar la convergencia de la serie
Y i—o (hi, h) Xy 0 S(hy)(w). Para ello bastarfa probar que {X;0.S(h;)(w)}ken es cuadrado
sumable. Esto pues usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la identidad de Parseval
se satisface:

Z (b, B) X 0 S (i) (w
=0

<5 (e, b) Xt 0 S(h) (@)
k=0

D=
N|=

< <Z| hi, h) > (Z|Xt05(hk)(w)|2>

k=0 k=0

= ||All (Z | X0 S(hk)(w)|2> < o0.

k=0

Si logramos verificar que Y; = > 72 hp Xy o S(hi) es una variable aleatoria de Q en H,
tendremos una forma para pasar de un proceso cilindrico a un proceso estocastico usual con
valores en H . Note que ademads la cuadrado sumabilidad de {X;o0S(ht)(w)}ren garantiza
que este Y; es bien definido pues para € > 0 existe N € N tal que para todo m >n > N
y w e Q:

()P

<e,
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entonces por la identidad de Parseval y la ortogonalidad de {hi}ren se tiene que:

<h3,2tht o S(hg)(w >

k=n

2 00

> hiXy 0 S(hy)(w)

k=n

Z|XtOShk; )| < €.

=0

De lo que se tiene que {d>_}_ hp Xy 0 S(hi)(w)}nen es una sucesién de Cauchy y por tanto
convergente. Asi concluimos un Y; bien definido. De estas observaciones podemos enunciar
el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1 (Regularizacién). Sea {Xi}icor) un proceso cilindrico tal que para
todo h € H se tiene {Xi(h)}ieor) € Cr(R) y sea S € La(H). Entonces el proceso
cilindrico {X; o S}icio.1) define un proceso estocdstico {Yi}iejo,r) € Cr(H) tal que para
todo h € H se satisface {X¢ 0 S(h)}iejor) = {(Ye, M) }eeo) casi seguramente.

Demostracion. Notese que para C € R\ {0} se tiene:

w€EN: — sup X; 0 8(hi)(w)]? > 1
{ Cztemkzort (ha)()] }

n

= U {weQ — sup Z|Xtos(hk)(w)|2 > 1}'

C? te€[0,T] .2
Como esta unién es creciente se tiene:
1 ad 1 "
P~ sup | X0 S(hg)]*>1| = lim P — sup | X0 S(hi)]? > 1.
(C’2 te[0,7] kzzo n—oo \ C% o7 kzzo

Yy

Considerando ¢(y) = 1 — e~ 2 sobre [1,00[ tenemos que el minimo se alcanza en y = 1.
Entonces por desigualdad de Chebyshev se tiene:

-1 1 -
ve lim P < sup Z | X; 0 S(hi)]? > 1)

2
\/E n—r00 C tE[OvT]kZO

< lim E (1 _ o™ 367 SWPrefo, 1] Zimo |Xtos(hk)|2>

n—oo
< lim E | sup (1_5%22:0\&05(@”2) )
n—00 t€[0,T]

Para continuar es preciso observar lo siguiente: denotamos por R = (h1,...,hy) y con
esto denotamos X;05(h(™)(w) como (X;08(h1)(w), ..., X405 (hy,)(w)), por el Ejemplo 1.1.1
y por teorema de existencia de Kolmogorov, existe un espacio de probabilidad (Q,]:" , IP’)
y una variable aleatoria Z tal que Z ~ N(0,C?I), con estas observaciones tenemos:

e 52 Do oSO _ =gz (XSS _ o (0 () (w))

Dicho esto proseguimos con las siguientes cotas: usando el hecho de que estamos con
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medidas finitas y por Teorema Fubini se tiene:

lm E | sup 1— e 307 Zi=o XSt ) 1oy 7 [ sup 1 — 0z(X, 0 S(h™))
n—oo te[0,7 n—00 t€[0,7]
= ImE| sup 1-F (ei(XtoS(h(n))7Z>) ’
n—oo te[0,7)

donde E es la esperanza respecto al espacio de probabilidad (Q,]—i , I@’), de la desigualdad
de Jensen se sigue:

llmE| sup (1—F (i(XtoS(h(M),2)

e (te[o,ﬂ ( ( ))

= lim E[ sup |1— et =0 zk.XtoS(hk.)pZ(dz)
n=00  \ te[0,7] n

= lim E | sup 1 — i Xk=o ZkXtoS(hk)pz(dz)
n—00 t€[0,1] Rn

< lim E [ sup (/ 11 —eizz—oz’“X”S(h’“”pz(dz))
n—00 te[0,T) n

< lm E / sup |1 — e koo 2 Xe0S () |y (42
n—oo R” tE[O,T]

= lim E ( sup |1 — eizz—oz’“xtos(hk)]>pz(dz).
R™

n—oo t€[0,T

Por la linealidad de X; podemos hacer Y ;2 X; 0 S(hy) = Xy (O j_o 265 (hi)) y usando
el hecho de que estamos tratando con el mapeo h — {X;(h)}sc(o,1) del Lema entonces
podemos usar el Lema y desigualdad de Cauchy-Schwartz para obtener:

lim E| sup ll—eixt(zzﬂzks(h’“))\ pz(dz)
n—=00 JRrn t€[0,7]

n 2
2
< I —
< Jim | e+ kz:%sz(hk) pz(dz)
2 - ’
< lim e—i—/ 2k ||S (P pz(dz
Jm et [ (kzow IS | pz(dz)
, 2 - -
< lfm e+2/ S Lkl ) { Do ISB)I1? | pz(dz)

— lim e+ (Z ||s<hk>||2) /| (Z |Zk|2>pz<dz>

k=0 k=0
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HSH%
2| _ (H)
hm €+ 5 202 <E IS (hio) | > p2022

Como € es arbitrario se sigue:

1 > 2\/e 1S11% (H)
P| — sup X, 0Shi)?>1] < 2
((72 te[0,T] kZ:O’ 00 S(h)l ) Ve—1 p2C?

. Finalmente observe que si C? — oo se concluye que:

P( sup | Xt 0 S(hg)]? =00 | =0.
<tE[O,T]kZ:0 !

o0

Sea I''=3Sw e Q: sup Z]XtoS(hk)|2 <00 p.
t€[0,T] 1.0

Entonces defina Y; : 0 — H como

> hXioS(hy)(w) si weT
Yi(w) = k=0

0 si wel*“

Este proceso es bien definido y satisface que para t € [0,7] y w € T' se cumple X o
S(h)(w) = (Yi(w), h). Una vez definido es preciso verificar su medibilidad. Sea ¢ € [0,T]
fijo, hay que mostrar que dado A € B(H) se tiene que Y, '(A) € F, pero como H
es separable por Lema y la Proposicién basta mostrar que se cumple en los
cilindros.

Como ya tuvimos antes, dado w € I' se tiene (Y;(w),h) = X; 0 S(h)(w) para h € H. Sea
Zy,(B) un cilindro, entonces Y; ' (Z,(B)) = (X;0S(h))"'(B). Gracias a que X;o0S(h) es
F/B(R)-medible, entonces (X; o S(h))~1(B) € F, pues B € B(R).

Por 1ltimo solo nos falta verificar que {Y;},cjo,7) € C7(H). Para ello sea € > 0 entonces
o

note que:
1
>1)=P| - sup 1
€ 10,7 || 1=y,

P 1sup
€ tefo,7]
? 1
>1 :IP’< sup Z|Xt05’hk)\ )

1
€2 te[0,T] ,—,,

Y; — thXtoS(hk)
k=0

hi Xt 0 S(hy)

Z hi Xy 0 S(hi)

=P — sup
€ tefo,1)

y esta ultima igualdad es valida pues ya vimos que la serie es convergente como elemento
en H, por tanto la identidad de Parseval aplica. Y siguiendo los mismos estimados de
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antes (solo sustituyendo el contador k =0 por k = n), entonces se tendra:

1 o0
P (2 sup Z | Xt 0 S(hy)]? > 1)

€ tef0,1),,,

1 m
= lim P (2 sup Z|Xt05(hk)|2 > 1)

m—r00 € te0,1] 1.2,

Ve

lim E ( sup |1 — e Zk=n Z’“Xtos(hk)|>pz(dz)
RmMm—n

m— 00 te[O,T}

|
D

B

B

RmMm—n

m—r00 t€[0,T]
2
pz(dz)

B

> 2S(hy)

k=n

IN

;

2
P

m—00 Jpm-n

) 2 ({5 -
lim <5+2 (ZIIS<hk)\|2>/ Z|Zk|2p2(dz)>
m—0o0 p k—n Rm—n k=n
_ lim 6+li\|5(h )2
— 1 m—x p2€2 P b

— 5423 ISl
Je—1 p3e2 P F ’

y por definicién de S, sabemos que > ;7 [|S(hx)
limy, o0 Yoo, 1S(he)||? = 0 y por tanto:

N 2 & :
>€> nh—>rgo =1 6+p262]§1’|5(hk)|

/e
NG

>e>:0.

Como {> ) _oheXi o S(hi)}nen es una sucesién en Cr(H) se sigue por completitud de
Cr(H) que {Yi}ieo1) € Cr(H).

Por 1ltimo, por construccién tenemos que {X; o S(h)}cjor) es una versién del proceso
{{Y4,h) }repo,r) v al tener ambos trayectorias continuas se sigue por el Lemam que son
indistinguibles para todo h € H. O

B

IN

%%

<

|2 < oo entonces esto implica que

Y= heXio S(hy)
k=0

IN

lim P( sup

n—o0 tE[O,T}

Como el é > 0 es arbitrario se concluye que:

Y, — thXt o S(hy)

lim P ( sup
k=0

=0 t€[0,7]

Observacion 1. En esta seccion se trabajo en el espacio Cp(R) no obstante desde su
inicio se pudo considerar el espacio Dr(R) y los arqgumentos se preservan.
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Por ltimo, en pos de tener un resultado “reciproco” para el Ejemplo entonces tenemos
lo siguiente.

Corolario 3.1.1. Sea {Xi}sc(o,) un proceso cilindrico y sea S € La(H). Entonces {X;o
Sticjo,m) define un proceso estocdstico {Yi}iejo,r) tal que para todo h € H y para cada
t €[0,7] se cumple Xy 0 S(h) = (Y, h) casi seguramente.

Demostracion. La prueba de este resultado se desprende directamente de la prueba del
Teorema salvo que este caso se realiza la prueba para una de las variables cilindricas
del proceso cilindrico {X;}yc[o,77, en tal caso no se consideran supremos en los calculos.
Ademas el Lema no es necesario, se puede utilizar una version del Lema|3.1.2] con un
mismo estimado salvo que no se considera un supremo, sino un ¢ € [0,7]. De este modo
para cada t € [0,T] se construye una variable aleatoria con valores en H, digamos Y},
entonces consideramos el proceso estocéstico {Y;f}te[O,T} , y por el mismo anélisis realizado
antes del Teorema se tiene que X; o S(h) = (Y3, h) para cada h € H. O

Observacién 2. Este proceso {Yi}eor) del Teorema es unico hasta versiones in-
distinguibles. En efecto si {X; o S(h)}iecor) define otro proceso {Zi}ieor) con valores
en H tal que {X; 0 S(h)}eiom = {{(Zt, h) }ieor) entonces por la linealidad del producto
interno se sigue:

UZe, h) yeejor) = 1Y M) hejo,r) © {2 — Yi, B) becjo,r) = {0t heepo )

entonces como esto es para todo h € H se sigue que Z; = Y; para todo t € [0,T], por
tanto {Yi}ieor) es una version de {Zi}eo,r)- Como ambos procesos tienen trayectorias
continuas o bien cadlag del Lema se concluye que son indistinguibles. El proceso que
se define en el Corolario|3.1.1] es inico hasta versiones.

Observaciéon 3. Observese que el Teorema se demuestra para t € [0,T]. Si uno
quisiera extenderlo para t € RY, se usa el siguiente argumento: Dado el proceso cilindrico
{Xi 0 S}icr+, sabemos por Teorema que sobre cada [0,T] tenemos la existencia de
{Yi}iejo,m la cual es dinica hasta versiones indistinguibles. Sea Ty, — oo crecientemente,
entonces {Yi}iepo,1,] = {Ytheelo,1,1) sobre [0,Tn]. De este modo para { X o S}ticp+ basta
tomar {Yi}yer+ definido como {Yi}iepo,) para todo t € [0,T,] y para todo n € N.

Observacion 4. Para establecer la relacion entre el proceso dado por la reqularizacion y
la teoria clasica de procesos consideramos: en la relacion { X o S}icr+ = {(Ys, ) hier+, St
el proceso {X;},cr+ fuese un proceso estocdstico con valores en H, o sea, un proceso en
el sentido cldsico y no cilindrico, la accion que realiza S se entiende como {Xt0S}ep+ =

{(5"(Xt), ) eers de este modo {(Vr, ) bere = {(57(X), ) hrerer -

Dado este resultado, para un proceso cilindrico {X;};cr+ tal que para todo h € H se tiene
que {X;(h)}ier+ € Cr+(R) (respectivamente Dg+(R)) y un operador S € Lo(H) diremos
que S regulariza a {X,;};cg+ en un proceso {Y;};cp+ si {Xi0S};cr+ define un proceso
estocdstico unico hasta versiones indistinguibles {Y;};cr+ con valores en H tal que para
todo h € H satisface {X; o S(h)}ier+ = {(Yi, h) hier+ v ademds {Yi}iep+ € Cr+(H)
(respectivamente {Y;};ep+ € Dg+(H)).
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§3.2 Regularizacién de un proceso Lévy cilindrico

Consideraremos el caso que {X;};cr+ sea un proceso Lévy y verificaremos si el proceso
regularizado resulta ser un proceso Lévy. Hasta donde tenemos conocimiento no hay re-
ferencia de una regularizacion de un proceso de Lévy, pese a que los expertos afirman la
veracidad de este hecho.

La siguiente definicién extiende la idea de versiones y versiones indistinguibles a procesos
cilindricos.

Definicién 3.2.1. Sean {X;};cr+, {Yihier+ dos procesos cilindricos. Dada una base
ortonormal {hy}ren de H, diremos que {X;}icr+ es una version cilindrica de {Y:}er+ st
para cada t € RT se cumple que P (Xy(hg) = Yi(hy), Yk € N) = 1. Y por otro lado diremos
que {Xithier+ es indistinguible cilindricamente de {Y;}ier+ si se tiene que P(X¢(hy) =
Yi(hg), Vk € N, Vt e RT) =1, y en dado caso escribimos { X }ier+ = {Yi }rer+ -

Note que en la definicién anterior basta considerarla sobre una base ortonormal ya que
por continuidad de variables aleatorias se puede extender a todo h, y en efecto, dado un
heH:

Xi(h) =Yi(h) & > (b, B)Xy(hi) = > (hiey h)Yi(hy) € Xo(hi) = Yi(hy)
k=0 k=0

El siguiente resultado es el andlogo al Teorema [1.2.1| pero en el contexto cilindrico.

Proposicién 3.2.1. Sea {X;}icp+ un proceso de Lévy cilindrico. Entonces existe una
version cilindrica que es a su vez un proceso de Lévy cilindrico {Xi}ier+ tal que para
todo h € H se tiene que {X;(h)}er+ € Dr+(R).

Demostracion. Sea {X;};cg+ un proceso de Lévy cilindrico. Entonces se tiene que para
todo h € H, {Xi(h)}icp+ es Lévy y por Teorema _ tiene una versiéon cadlag dada
por {X;(h )}teR+ Sea {X;},cp+ operadores dados por estas versiones cadlag. Cada X; es
lineal, pues al ser {X;},cp+ lineal se satisface:

Xi(h1 + ha) = X¢(h1 + ha) = X¢(hy) + Xi(ho) = Xi(h1) + X¢(he) casi seguramente .

De este modo X, es lineal, por tanto {Xt}teR+ es un proceso cilindrico. Ademds es de
Lévy cilindrico pues dados hi, ..., h,, € H se tiene que {(X;(h1), ..., X¢(hn))}ter+ s la ver-
sién cadlag del proceso de Lévy {(X¢(h1), ..., X¢(hn))}cr+, entonces el proceso dado por
{(X¢(h), ..., Xi(hn)) }rer+ s proceso de Lévy. Asi {X;}ep+ es proceso de Lévy cilindrico.

Sea {hj}ren una base ortonormal de H y dado ¢t € RT defina Ay, := {w € Q: Xy(hg) =
X (hi)} entonces P(Ay) = 1. Por ultimo observamos que se tiene a su vez

() 1 S
k=0 k=0

y asi concluimos que P(X;(h;) = X;(hy),Vk € N) = 1. O

Observacion 5. El resultado de la Proposicion|3.2.1 no requiere que los procesos cilindri-
cos sean continuos de H en L°(Q, F,P).
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Teorema 3.2.1. Sea {Xi};cp+ un proceso de Lévy cilindrico tal que {Xi(h)}ier+ €
Dg+(R) para todo h € H y sea S € Lo(H). Entonces S regulariza a {X¢}iep+ en un
proceso de Lévy {Y}ier+ -

Demostracion. Por el Teorema sabemos que existe el proceso {Y; };cr+ tal que {X;o
S(h)}ier+ = {(Yi, h) }ier+ para todo h € H, ademds {Y;};cp+ € Dg+(H). Debemos
verificar que {Y;};cr+ cumple las condiciones para ser un proceso de Lévy.

» Note que para todo h € H por linealidad se cumple que 0 = Xy o S(h)(w) =
(Yo(w), h). Por tanto Yp(w) =0 para todo w € €.

= Vamos ahora a probar incrementos estacionarios. Sea 0 < t1 < --- < t,, como
{Xi}ier+ es Lévy cilindrico entonces posee incrementos estacionarios para cualquier
seleccion finita de elementos de H . Entonces:

Xi,y 0 S(h) = Xy, 0 S(h) = (X, — Xi,) 0 S(h) £ Xy, 1, 0 S(h),

J+1
para j = 1,...,n. Por la relacién univoca entre distribuciones y funcién caracteristica,
esto'e’zqulvale a ,SOJ'QHIOSTX%OS(}.L) = ‘Pth+1—tj05(h)‘ Con esta equivalencia entre
funcién caracteristica y distribuciones vemos que:

90Ytj+1_yt-(h) = E<€i<ytj+1_ytjvh)>

J

) <ei(th+loS—thoS)(h)>

= ¥X; oS—th oS(h)

41
= ‘pth_H—tj OS(h)

= E <eith+1—tj OS(h)>
= E <6i<Ytj+1,t].,h)>

= 90Ytj+1*’£j (h)

. d
Entonces se tiene Ytj 1 Y}j =Y =Y.

1t 1t

= Nos encargaremos ahora de incrementos independientes. Para esto tome 0 < ¢; <

- < tpy jym € {1,..,n} con j > m, debemos mostrar que Vi, — Y; es

independiente de Yy, ., — Yy, , o sea que o((Yy,,, —Y;,) " H(A4) : A € B(H)) es
independiente de o((Y;,.,, — Y1,,) ' (A) : A € B(H)).

Trabajaremos primero con cilindros. Tomaremos unidimensionales para no complicar
el siguiente cédlculo, pero el mismo argumento se aplica para el caso de cualquier
dimension o bien basta con convencerse que si se desean de una cierta dimension
basta extender los cilindros que se usardn a continuacién: llamemoslos Z,(Bp) y
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Zy(B2), los denotaremos por Z; y Z respectivamente por comodidad. Entonces:

P((Yi;yy — Ye,) " (Z1) N Yoy — Vi)™ (Z2))

= P{(Yy;, — Y5, (w),9) € Bi} N {(Ys,,., — Vi, (W), y) € Ba})
=P{(Xt;, — th) 0 S(y) € B} N{(Xt,11 — X)) © S(y) € Ba})
P((Xi,, — Xi;) 0 S(y) € B1)P((Xy,, ., — X4,,) 0 S(y) € Ba)
P((Ye 1 — Ye) H(ZO))P(Yoss — Vi)™ (22))-

Yy (w

Entonces Ytj 1 Ytj es independiente de Y3, ., — Y} pero sobre el dlgebra Z (H).
Sean Ay :={(Yy,,, —Yy,) ' (2): Z € Z(H)} y Ay :={(Yipoy — Y1,) N (2) : Z €
Z(H)}. Aqui A;, Ay C F, y como Z(H) es un &lgebra, se sigue que Ap,. 42 son
m-sistemas, entonces o(A;) y o(Az) son independientes. Se concluye recordando
que o(Z(H))=C(H)=B(H).

s Para finalizar debemos verificar la continuidad estocéastica. Por los incrementos es-
tacionarios notamos que para t > s > 0 se tiene:

P(IY; = Ys[ > €) = P([[Yi—s|| > ¢),

y llamemos a [ =t — s. En todo caso si ¢ — s implica que | — 0 y claramente este
limite es por la derecha, entonces como {Y; };cp+ € Dr+(H) se sigue que lim;_,oY; =
Yy = 0 y por tanto:

lim P(|Y; = Ys[| > ¢) = lim P(|[Yi_s]| > €) = 0.
t—st t—st

Para verificar el limite por la izquierda, o sea s > t > 0 basta observar que:

lim P(||Y; — Vs > €) = lim P(||Ys — Y| > €) = lim P(||Ys_¢|| > €) =0,
t—s— t—s— t—s—

con lo cual se concluye que {Y;};cr+ es un proceso de Lévy. OJ

Corolario 3.2.1. Sea {X;};er+ un proceso de Lévy cilindrico y sea S € Lo2(H). Entonces
{X; o S}ticr+ define un proceso de Lévy {Yi}iecr+ € Dr+(H) tal que {(Y, ) }icr+ €s una
version cilindrica de {X¢ o S(*) }rer+ -

Demostracion. Por la Proposicién sabemos que {X¢},cg+ posee una versién cilindri-
ca cadlag {X¢}ser+, entonces por el Teorema S € Lo(H) regulariza a {X;};cp+ en
el proceso de Lévy {Y;}iep+ -

Sea {hy}reny una base ortonormal de H, entonces:

P(X; 0 S(hi) = (Yi, hie), Yk € N) = P(X; 0 S(hy,) = Xy 0 S(hy), ¥k € N) = 1
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§ 3.3 Consecuencias de la regularizacién

En esta seccion pretendemos ver implicaciones y aplicaciones del regularizar procesos
cilindricos y de Lévy cilindricos. Primero trataremos unos resultados respecto a la regula-
rizacién de un proceso cilindrico.

Proposicién 3.3.1. Sea T € L(H), {Xi}ier+ un proceso cilindrico y sea S € Lo(H).
Entonces {Xi0So0T}er+ define un proceso dado por {T*(Y;) }ier+ con valores en H tal
que {X; 0S8 o0T()}ier+ es una version cilindrica de {(T*(Y1), ) }ier+ -

Demostracion. Observese que SoT € Lz(H). Entonces, por Corolario[3.1.1} existe {Y;' },cr+
tal que {X; 0 S oT(-)}er+ es una versién cilindrica de {(Y,T,)},cp+, donde {Y,I},cp+
es el proceso obtenido por regularizar {X;};cg+ con S oT. Por otro lado:

Xi0S50T(h) = (Y, T(h)) =(T"(Y1), h)

de este modo se concluye el resultado, y mas atin, se tiene que {Y;' };cg+ es una versién
de {T"(Y0)}tere - O

Proposicién 3.3.2. Sea {X:};cr+ un proceso cilindrico cuadrado integrable y sea S €
Lo(H). Entonces {X; o Stier+ define un proceso cuadrado integrable {Y:},cr+ con va-
lores en un espacio de Hilbert H tal que {Xy o S(:)}ier+ es una version cilindrica de

{(Ye, ) hieret -

Demostracion. Por el Corolario existe {Y;};er+. Ahora por definicién de variable
aleatoria cilindrica X; € £(H, L*(Q,P)), entonces para S € Lo(H), se tiene que X; 05 €
Lo(H, L*(Q,P)) entonces por identidad de Parseval se sigue:

E([|Y2]1%) (Z (Y, )| > (Zmos hio)| ) ZE|XtoS<hk)l
k=

k=0

Z | X; 0 S(hy) HL2 ap) = IX: OSH£2(HL2(QP)) < 00.
k=0

Por tanto para cada t € RT se cumple Y; € L?(Q,P; H). O

A partir de este resultado podemos extender a maés concluciones si consideramos maés
cualidades para nuestro proceso cilindrico. Por ejemplo ser martingala.

Proposicion 3.3.3. Sea {Xt}te[o,T} martingala cilindrica cuadrado integrable tal que para
todo h € H se tiene {Xi(h)}iejo,r) € Dr(R) y sea S € Lo(H). Entonces S regulariza a
{Xi}eepm en una martingala {Y;}iepom) € MZT(H)

Demostracion. Por Proposicién sabemos que E(||Yz||*) = || Xt o SH%Q(H’LQ(Q’P)). Por
otro lado para todo h € H se tiene que {Xi(h)}iejo,m € MZ(R), entonces se tiene
que supyepo7) | Xt(h)[lL2(op) < oo. Por el Teorema de Banach-Steinhauss se tiene que
supyefo 1 | Xtll (ar,2(,p)) < 00 ¥ de esto se sigue:

sup E[|Y||> = sup HXtOS”LQ(HL?(QIP’)) < sup ||Xt||c H,L2(Q,P) HSHLQ
te[0,T] te[0,T] t€[0,7]
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por tanto ||Y||M2T < oo donde Y = {Y;}yecpo77-

Alser {Xi}iepo,r) una martingala cilindrica, se tiene que, para 0 < s < ¢, E(X;05(h)|Fs) =
Xs0S5(h). Ademas:

=D X0 S(he)2 < | ) IXy 0 S(hy)|? < oo,
k=0 k=0

> " hiXy o S(hy)
k=0

donde esto nos dice que || > p_ohiXt o S(hg)|| < C. Luego por la definicién de Y y el
Teorema de convergencia dominada condicional concluimos:

E(Vi|Fe) =Y hiB(Xy 0 S(hi)|Fe) = Y heXs0 S(hy) = Y
k=0 k=0

y con esto tenemos que {Y;}ep0, ) € M7(H). O

De la misma manera que se hizo en la Observacién 3, se puede realizar una regularizacion
de una martingala cuadrado integrable sobre R haciendo la misma extensién realizada.
Entonces S € Lo(H) regulariza una martingala cilindrica cuadrado integrable {X;};cp+

en {Y;}ep+ € M?(H).

Corolario 3.3.1. Sea {Bi}icr+ un movimiento Browniano cilindrico y sea S € Lo(H).
Entonces S requlariza a {Bi}icp+ en un movimiento Browniano con valores en un espacio
de Hilbert {Y;}icp+ -

Demostracion. Por Teorema sabemos que el proceso {Y;};cr+ es Lévy. Segun la
definicién del Ejemplo de un movimiento Browniano con valores en H , se satisface
que Yy = 0, con trayectorias continuas y sus incrementos independientes. Basta verificar
entonces que para t > s se tiene que Y; — Y es una variable Gaussiana, pero sabemos que
(Yi — Ys,h) = By(S(h)) — Bs(S(h)). Por definicién de movimiento Browniano cilindrico
como se presenté en el Ejemplo para todo h € H se tiene que {B;(S(h))}ier+
es un movimiento Browniano con valores en R, por tanto para todo t > s se cumple

Bi(S(h)) — Bs(S(h)) ~ N(0,|t — s|A) con A la covarianza. O

Corolario 3.3.2. Sea {X;};cp+ un proceso compuesto de Poisson cilindrico tal que
X(h) = {Xi(h) }ier+ € Dr+(R) y sea S € Lo(H). Entonces S regulariza a {Xi}icp+
en un proceso compuesto de Poisson {Y;}iep+ -

Demostracion. Consideremos un proceso compuesto de Poisson cilindrico {X¢}icr+, en-
tonces existen variables aleatorias cilindricas {Z,, },en con misma distribucién cilindrica y
que para todo h € H se tiene {Z,(h)},en son independientes, ademds existe un proceso
de Poisson {V;};cr+ independiente de todo {Z,(h)}nen para cada h € H tal que vale la
siguiente descomposicion:

0 st N =0
X; =
21+ -+ 2n, en otro caso.
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Entonces al componer con el operador S se tiene:

0 51 Ny=0
Xt o S(h) ==
Z1o8S(h)+ -+ Zn,0S(h) en otro caso.
Por Teorema [3.2.1k
0 St Ny=0
Gftv h> =
(Myi,h) +-- -+ (Mn,, h) en otro caso.

Entonces el proceso regularizado tiene la siguiente forma:

0 St NtZO
Y, =
My + -+ My, en otro caso

donde {M,},cr+ ¥ {Yi}ier+ son los procesos con valores en H dados por el Teorema
Observese que {M,},,cr+ son independientes, basta considerar el mismo analisis de
independencia realizado en la prueba del Teorema salvo que en vez de usar incre-
mentos se usa directamente el proceso y se emplea que {Z,, o S} en son independientes.
Para verificar que poseen misma distribucién que considerando un cilindro Ay, . p, (B)
con B € B(H):

PZioS(Any,...hn (B)) = P((Z; 0 S(h1), ..., Zi 0 S(hy)) € B)

=P(((M;, h1), ..., (M, hy)) € B) =P(M; € Ap,,... 1, (B)).

Entonces al tomar la o-édlgebra C(H), por Lema se sigue que pyy, coinciden en B(H).
Asi ya tenemos garantizado que {M,, },en son ii.d.

Por tltimo necesitamos que {N;};cr+ sea independiente de {M,}nen. Dados 0 < ¢ <

« <ty < T seleccién de tiempos dada, entonces sea j € {1,...m}, {An}neny =
{An(By) tnen cilindros y k& € N. Por independencia de {N;};cgr+ con {Z, o S(h)}nen
para todo h € H se cumple:

(=0 )
neN

(=10 Pyt 52)

neN

= ]P’({th:k}ﬂ< {Z,0S(h GB}>>
neN

= P({th:k}ﬁ< (ZnoS(h))~ (Bn)>>
neN

= PNy, = &) [ P((Za o S(R) " (Ba)
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Observese que, asi como se discutié en la prueba del Teorema [3.2.1] basta tomar cilindros
unidimensionales de misma base. Para una cantidad arbitraria de tiempos del proceso
de Poisson, el célculo es andlogo. De este modo {NV;};cr+ es independiente de { My, }nen
sobre Z(H) y como se realizé en la misma prueba del teorema de regularizacion de Lévy,
se extiende a C(H) = B(H).

De este modo encontramos una descomposicion con las condiciones requeridas, por tanto
{Y:}ier+ es un proceso compuesto de Poisson. O

Antes de proseguir, vale la pena mencionar la siguiente observacién para efectos de uso en
proximas secciones:

Observacion 6. Observese que dado un proceso de Lévy cilindrico cuadrado integrable
{Xt}ier+ , gracias al Teorema existe una relacion entre los primeros momentos del
proceso cilindrico y el regularizado, basta observar que:

E(X; 0 S(h)) = E((Y;, b)) = t(m" | h),
donde mY es la media de {Y;}er+ - Si tuviesemos que {Xi}ier+ posee media cilindrica 0
entonces de la igualdad anteriore tendriamos que para todo h € H\ {0} m¥ =E(Y;) = 0.
Por tanto si el proceso cilindrico tiene media cilindrica 0 el proceso reqularizado posee
media 0.

Si retomamos el Teorema junto con el Teorema [3.2.1] resulta que se puede mejorar
la conclusién y dar una mayor descripcién de las componentes de la descomposicion.
Cabe recordar que nosotros estamos suponiendo las variables cilindricas son operadores
continuos de H en L°%(Q,F,P) a diferencia en el Teorema que no se requiere esta

hipotesis.

Proposicién 3.3.4. Sea {X;}ier+ un proceso de Lévy cilindrico tal que {X¢(h)}ier+ €
Dg+(R) para todo h € H. Entonces en el Teorema se tiene que bo S € H* y
{(Nt + Nt) o Stier+ es un proceso cilindrico para S € Lo(H).

Demostracion. Sea S € Lo(H), entonces S regulariza a {X;};cr+ en un proceso de Lévy
{YVi}ier+ tal que {X; o S(h)}ier+ = {(Yi, h)}ier+ para cada h € H. Ahora usando la
descomposicion Lévy-Ito en espacios de Hilbert se tiene que:

Yt:bYt+BtY+/

A / oNY (dz),
z||<1

flz(|>1

para algin b¥ € H, {B} },cg+ un movimiento Browniano con media 0 y con valores
en H, una medida aleatoria de Poisson {N} };cp+ y su respectiva medida compensada

{NY g -

Por otro lado al considerar la descomposicién de Lévy-Ito cilindrica se tiene:

bo S(h)t+ ByoS(h) —i—Nt o S(h) + Ny o S(h)

oY (dz) + /
[|][>1

= (0, h)t+ (B, h) + </ thY(dx),h>.

zll<1
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De esta igualdad se tiene que boS(h) = (b, h) conlo cual boS es continuo. Ahora observe-
se que {B;oS}cr+ es un movimiento Browniano cilindrico, entonces {B;oS(h)}icr+ €s un
movimiento Browniano usual con valores en R. Por otro lado {B} };cg+ es un movimien-
to Browniano, o sea un proceso de Lévy, entonces {(B}, h)}1cjo.7] es un proceso de Lévy
con trayectorias continuas ademés (B}, h) es Gaussiano, de este modo {(B}, h)},cr+ es
un movimiento Browniano. Con esto se tiene que las componentes continuas en ambas
descomposiciones deben coincidir, por tanto By o S(h) = (BtY ,h). Entonces se tiene:

NioS(h)+ NyoS(h) = </” aNY (dw) +/

[J]|>1

N} (dx), h>

z||<1

de lo que se sigue la continuidad de {Nt oS+ NyoShcpt, v como ya sabemos que
{boS(-)t+NioS+NioS}cr+ es cilindrico, o sea es lineal, se tiene que {N;oS+N;oS}cp+
es lineal y por tanto cilindrico. O



Capitulo 4

Integral Regularizada

En este capitulo estamos interesados en definir una integral estocéastica que, en lugar de
hacerlo respecto a un proceso estocastico clasico, sea respecto a un proceso cilindrico. En
nuestro caso nos restringiremos a un proceso de Lévy cilindrico cuadrado integrable con
media cilindrica 0 y con esto daremos sentido a la expresion:

¢
/<I>des con t>0.
0

Para definir dicha integral realizaremos una construccién en diferentes pasos. Primero
que todo debemos definir la clase de integrandos sobre los cuales la integral va a actuar,
posteriormente encontraremos una clase més simple de los mismos donde definiremos la
integral de la manera méas elemental posible. Finalmente nos encargaremos de extender
esta definicién.

Es importante aclarar que hasta donde alcanza nuestro conocimiento, la Unica otra cons-
truccién para Lévy cilindrico con segundos momentos es la realizada por Riedle en [27].
Una construccién para Lévy cilindricos sin momentos fue hecha por Jakubowski y Riedle
en [19], sin embargo la clase de integrandos es aun restrictiva. El trabajo en este capitulo
se realizo con un métoo original y que podria ser empleado en el futuro para procesos
cilindricos més generales.

Recordamos que (2, F,P) es un espacio de probabilidad con una filtracién {F;}ier+ v H
un espacio de Hilbert separable.

Para este capitulo, siempre que consideremos un proceso de Lévy {X;};cgr+ con valores
reales y adaptado a {F;};cg+, supondremos que es cadlag y ademds supondremos que
dado s < t se tendrda X; — X, es independiente de F,, donde F5 es un miembro de la
filtracion del espacio de probabilidad filtrado. Esta suposicion asegura que todo proceso
de Lévy con media 0 es una martingala. Y en efecto esto se tiene gracias a los incrementos
estacionarios:

E(X|Fs) = E(Xy — Xo|Fs) + E(Xs|Fs) = E(Xy — X) + X = X,

Esta hipdtesis fue también utilizada en [I], pag 76. Observe que con esta misma suposicién
pero para un proceso de Lévy cilindrico con media cilindrica 0 se obtendra una martingala
cilindrica (solo que esta suposicién de independencia se pide para todo h € H). Esta

36
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hipdtesis se preserva bajo regularizaciones, o sea, si un proceso cilindrico la satisface,
entonces el proceso regularizado también. Esto es posible mostrarlo sobre los cilindros
como se realizé en la prueba del Teorema

Ademsds es propio mencionar que, como ya se dijo al inicio del capitulo 3, nosotros estamos
utilizando variables cilindricas continuas de H en LY(€, F,P), entonces con esta suposi-
cién uno puede mostrar de manera andloga, como en el Teorema que la covarianza
cilindrica aparte de ser lineal, definido positiva y simétrica, ademds es continua. Es decir
Q € L(H), con esto también podemos afirmar entonces que Q% € L(H).

Antes de comenzar es propio destacar que este capitulo estd basado en los trabajos reali-
zados en [13] y en [22].

§4.1 Integrandos de Hilbert-Schmidt

Primero que todo definiremos los objetos que estudiaremos

Definicién 4.1.1. A una funcion ® : Q — Lo(H) que sea F/B(L2(H))-medible le lla-
maremos una variable aleatoria Hilbert-Schmidt. Y denominaremos como un proceso de
Hilbert-Schmidt a la familia de operadores aleatorios Hilbert-Schmidt {®;}icpr+ -

En integracion estocéastica es usual encontrar la siguiente definicién de procesos:

Definicién 4.1.2. ([1], pdag 216) Sea T > 0. A la o-dlgebra dada por:
o(Pr):=oc({Ax]s,t] CQx[0,T]: Ae F}U{AXx {0} CQx][0,T]: A€ Fo}),

le llamaremos la o -dlgebra predecible. Un proceso con valores en H, {Xi}iejo1, €s pre-

decible si es o(Pr)/B(H)-medible.

Escribimos ahora ® = {®; }c[o,7]. Ahora definimos la funcién p definida sobre los procesos
de Hilbert-Schmidt dada por:

T 1
p(®)2 —E < P |%2(H)ds> |

Como sabemos, Lo(H) es un espacio de Hilbert, entonces podemos considerar procesos de
Hilbert-Schmidt predecibles. Definimos entonces la clase de operadores Hilbert-Schmidt
{®:}iefo,r) los cuales son de nuestro interés:

HS = {{q)t}te[o,T] . es predecible y p(®) < oo} .

Lema 4.1.1. p define una seminorma para HST.

Demostracion. Sean {®i}ycio77, {Vt}ico,r) procesos de Hilbert-Schmidt y sea ¢ € R.
Observese que usando la linealidad de las integrales y usando el hecho de que || - ||z, )
es norma, se verifica facilmente que p(c®) = |c|p(®). Ademds note que p > 0. Por ltimo
verificamos la desigualdad tridngular. Para ello basta observar que:

1
p(®) = [[[® 0 Q2| £, | 22 x (0,77 Pods) -
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por tanto si consideramos p(® + ¥) solo se debe aplicar la desigualdad tridangular de cada
una de las normas. O

Observese que HS7 es un espacio vectorial. Como es propio debemos verificar que esta
clase que se propone no es una clase vacia entonces procedemos considerando los siguientes
procesos.

Consideremos para ¢ € [0,T] el operador aleatorio ®; : Q@ — Lo(H) como:
n
Oy (w) = D 14, (W) Ly, 4] ()Si (4.1)
i=0

donde 0 <t; < tiy1 <T con i=1,..,n (aqui pediremos que tg = 0,t,41 =T), A; € F,
y {Si}l-y C Lo(H). Observese que @, es F;/B(Lo(H))-medible para todo ¢ € [0,T].

Lema 4.1.2. En la expresion (4.1) podemos asignarle una nueva representacion donde se
tenga que Jt;, ti1]N)tj,ti] =0 y AiNA; =0 para i # j.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponga i < j y ademas ]t;, tiy1]N)t),tj41] =
Jtj, tiv1], entonces defina la particién como |t,,t,41] =|t;, tit1] y ademds |t,i1,t40] =
]tj,tj+1]\]tr,tr+1],por otro lado tome AT = Ai,ArJrl = Aj \ Ar,Ar+2 = Ai+1 \ Ar+1.
Entonces:

La; Ly, 0,40)50 + 1a, :[L]tjvtj+l]Sj
=1, Dy, 05+ LA Dt 0) (56 k) + 14,01yt 40 805 Sk

observe que por ser filtracion se tiene Fi, C Fy; C Fy,,, C Fy, ., se preserva la condicion
necesaria de los nuevos conjuntos a considerar entonces:

Z ]]'Ai ]l]ti7ti+1] (t)SZ = Z ﬂAT ]l]thtv‘-ﬁ-l} (t)ST
i=0 r=0

A los procesos de Hilbert-Schmidt dados por (4.1]) les llamaremos procesos simples de
Hilbert-Schmidt. Al conjunto de los procesos {®¢};c[o,r) de Hilbert-Schmidt que son sim-
ples lo denotaremos como:

HSST = {{(I)t}te[O,T] : { @t }efo,) s proceso simple }

Lema 4.1.3. HSS7 es un sub-espacio vectorial lineal de HS .

Demostracion. Primero probaremos que HSSp C HSp. Sea ¢ = {‘Dt}te[O,T] dado por
(4.1). Notese que el proceso es predecible. Ademds note que p(®) < oo, en efecto, basta
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notar que si se toma ]0,T] = U, Jt;, ti+1] y como cada intervalo es disjunto entonces:
2
Z 1,1y, 1,441(8)S ) Q* ds
Ly(H)
tit1 2
= Z]lA Ly, 4,,1)(8)Si oQ2 ds
Lo(H)

14,5i0Qz

1=0 tl
E zn: o 1
= s
i=0 \/tz £2(H)

(1~ 6)E (LaSi0 @ 2, )

Il
o
Il
=)

3

1
(i1 — t)P(Ai)]1Si 0 Q2 |2, sy < o0

I
o

Concluimos que HSSt C HS7. Ahora sean {®¢}icio. 17 { Wi ttejo,r) € HSST y ¢ € R.
Claramente HSS7 es cerrado en el producto escalar, entonces verificaremos que es cerrado
en la adicién, . Aqui escribimos para ¢t > 0:

P, = Z ]lAi]l]ti,tiH}(t)Si y U, = Z 1pg, ]l]rkyrk_,.l}(t)sllc

donde {t;}7_, {rr}j-, son particiones de [0,T], A; € F,, By € Fp,, {Siti—o: {SL o C
Lo(H). Ahora basta considerar todos los puntos generados por las particiones y conjuntos
medibles en una nueva indexién (gracias al Lema todas las componentes se pueden
pedir disjuntas unas de otras):

n—+m
P, 4+ U, = Z ]lC]- ]l}uj,uj+1](t)‘5’§'/ € HSS
5=0
donde Cj € {A1,...,An,B1,.... B} y uj € {t1,....,tn, 71, .., T } - O

Ahora observese que:
p(®) =0+ Py(w)o Q% =0 Vh e H y P®dt casi seguramente

. . 1
entonces obtenermos que p(®) = 0 si y solo si ® = 0 sobre Q2(H). Como queremos
utilizar una norma, debemos considerar clases de equivalencia con la cual entonces en lugar

o1 . 2 o T 1.9 . .
de p escribiremos ||®|%s, = E (fo | @50 Q2 |’c2(H)d5> . Para simplificar, mantendremos
la misma notacién de la clase de integrandos, solo que ahora consideraremos la siguiente
observacion.

Observacion 7. Note que las relaciones de equivalencia respecto a p no implica que los

. . , .. I
procesos son iguales P ® dt casi sequramente, sino mds bien deben corresponder Q2P ® dt
casi sequramente.
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Teorema 4.1.1. El espacio (HST, || - [[us,) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea {®} },en sucesién de Cauchy en HS7. Por desigualdad de Chebyshev
aplicado a la medida P ® dt existe una subsucesién {ny} tal que:

Poda) < P [ ol 0@l - 8o Qi updp e de
Qx[0,T]

1
< —

= 22k”(1)nk+1 — Pk HHS[(),T 5%

]

donde Ay = {(w,t) € Qx[0,T]:||®;**" o Qs — P,k o Q%HLQ(H) > 2%} Luego sumando

sobre k se tiene:
o0 o0 1
D P®dt(Ag) < ZQ—k =2
k=0 k=0

Entonces por Lema de Borel-Cantelli se concluye que:

P® dt (h’m sup Ak> =0

k—oo
Entonces para (w,t) ¢ limsup,,_,., A se tiene que:

1 1 1
[, (w) 0 QF — B (w) 0 Q2 |2y (s1) < o 0

cuando k — oo. Por tanto para (w,t) fijo se tiene {®;* (w)oQ%}neN es sucesién de Cauchy
en Lo(H), entonces existe ¥;(w) a la cual la sucesién converge. De este modo defina:

0 si (w,t) € limsupy,_, o, Ag
Vi(w) = :
g oo @1 (w) 0 Q2 si (w,t) € limsupy,_, . Ak
De hecho como {®;*(w) o Q%(h)}keN es de Cauchy en H entonces {®}*(w)(q) }ken es de
Cauchy con ¢ = Q%(h), de este modo ®;*(w)(q) = P(w)(¢q) cuando k — oo, entonces

por unicidad de limite necesariamente ¥;(w)(h) = ®4(w)(q) = P¢(w) o Q% (h). Concluimos
entonces que ¥y = ®; o Q%.

De este modo encontramos un proceso de Hilbert-Schmidt {®;},c[o, 7). Finalmente por el
Lema de Fatou:

T 1 1,2
o - #ls, = E( [ 18200} - 2,003, s
T 1 1.2
= E / lim ||®F 0 Q2 — PUF 0 Q2| ds
0 k—oo Lo(H)
< liminf " — " |3,
> 11?_1& | ||7-[8T

De este modo se concluye que lim,_, [|®" — ®|lxs, = 0 y este proceso limite cual es
predecible pues es limite de procesos predecibles. Por tanto {(I)t}te[O,T] € HST. O
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Ahora definiremos (-, -)ys, : HST x HST — R dado por:

T
(®, W)ps, = < /0 (PooQ2, T, 0 Q5>52(H)d5) .

Teorema 4.1.2. El espacio (HST, (-, )ns,) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Notese que (-, -)ys, es bilineal gracias a la linealidad del producto interno
de L2(H) y a la de las integrales. Ademds es una forma simétrica ya que (-,-)z,fr) tome
valores reales. Por iltimo observe que (@, ®)ys, = ||<I>H%{ST, de este modo (®, P)ys, =0
siy solo si {®¢}e(0,m = 0. O

Teorema 4.1.3. HSST es denso en HST.

Demostracion. Como HS|g 1) es un espacio de Hilbert entonces vamos a demostrar que
HSS+ = {0} para obtener densidad. Sea {®t}icom € HSS7+. Debemos mostrar que si
(@, W)ys, = 0 para todo {W;}ejo) € HSST entonces se tendrd que {®:},c07) = 0.
Para ello es suficiente considerar {‘I’t}te[o,T} € HSESt de la forma ¥, = 141,45 donde
SeLy(H),Ae Fs y 0<s<t<T. Entonces:

t
<(I>,\IJ)HST:O<:>// (®y0Q2,50Q7) ) dsP(w) =0
AJs

Defina:
t 1 1
P = {Ax]s,t] CcQxI[0,T]: / / (@s0Q2,50Q72),,mdsP(w) = 0} u{0,Q x [0,T]}.
AJs

Procedemos a mostrar que P es un w-sistema. Note para empezar que P no es vacio
puesto que al pedir {®;}c0,7) € HSS7F garantizamos que todo conjunto Ax]s,t] satisface
estar en P. Luego si AX]|sy,t1], BX]sg,ta] € P, observese que su interseccién es A N
Bx]s1,t1]N]sa, to], si alguna de estas intersecciones es vacia entonces nos darfa ) el cual
pertenece a P, si las intersecciones no son vacias y nuevamente como {‘I’t}te[o,T} € 7{88%
se satisface que la interseccién también pertenece a P.

Ahora note que naturalmente la o-algebra de la Definicion o(Pr) es la més pequena
que contiene a dichas “cajas”de la forma AXx]s,t], por tanto estd contenida en o(P). Por
otro lado como o(Pr) es un A-sistema que contiene a P entonces por Teorema de Dynkin
se concluye que o(P) = o(Pr).

De este modo se tiene que la integral es nula sobre todo o(Pr)-medible entonces (®; o
Q%, SOQ%MQ(H) = 0 para todo S € L2(H) no cero entonces @t(w)OQ% € Lo(H)r={0}y
como los elementos de HST estan dados por clase de equivalencia se sigue que & =0. [

Observacion 8. De hecho, es posible realizar una completa construccion y definicion del

espacio (HS(qu), | | 1sy,,) con [a,b] CRT, donde entendemos a la norma H(I)H%-LS[ 5 Por

E (f; | P, 0 Q%H%Q(H)Ch“> . Basta sequir los pasos de la seccion 4.1, no obstante por ser
andloga a la presentada para HSt la omitiremos.
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§4.2 Construccion de la integral regularizada

Para esta seccién tomaremos la siguiente notacién: para un proceso (estocéstico 6 cilindri-
o) {Xt}ieo,r) denotaremos por AXyar = Xy, jat — Xigne-

t
/ ®.dL
0

iniciaremos definiendola sobre HSS7. Una manera natural (y légica) de definirla serfa
que si:

En nuestro afan de definir para ¢ > 0:

n
O, = Z LA Ly, 000015
=0

entonces tomamos: "
t
/ OydLs = 14,ALyn 0 S;.
0 =0
No obstante, note que esta integral estaria definiendo simplemente procesos cilindricos
compuestos con operadores Hilbert-Schmidt, esta integral se puede entender como una

integral cilindrica pues lo que se obtiene es un proceso cilindrico y no uno con el sentido
clasico con valores en H.

Sin embargo, observe que gracias al Teorema podemos afirmar que para t > 0:

t n )
/ ®,dLg(h) = <Z 14,AY} 5, h> :

0 i=0

donde {Y;};cr+ son los procesos de Lévy con valores en H dado por las Regularizaciones
de los procesos de Lévy cilindricos {L; o S} }icr+ -

Note que por las suposiciones hechas al inicio del capitulo, cada {L, /\t}te[O,T] es proceso
de Lévy cilindrico cuadrado integrable con media cilindrica 0, entonces es una martingala
cilindrica cuadrado integrable con media cilindrica 0. Por Teorema y la Observacion
@tenemos que cada {Y} ;}1e0,m) pertenece a M7 (H) con media 0.

Observacion 9. También cabe mencionar que {Y;'}icio también es un proceso de Lévy.
t Jtel0,7)
Entonces sus incrementos son independientes y como la funcidn minimo es continua, se
sigue que {AY} \ }ier+ es un proceso independiente de {AYtj/\t}teR+ para i # j. Ademds
d yri

al tener incrementos estacionarios tenemos que AY} ,, =Y Nage
i (tir1—ti)At

De este modo la integral que realmente queremos tiene sentido que la tomemos para

cada t > 0 como:
t n
/ OodLs =Y 1a,AY]
0 i=0
y a esta integral es a lo que le llamaremos como integral regularizada. La relacién que
sostendria la integral cilindrica con la integral regularizada serfa:

/Ot ®,dLs(h) = </Ot ®,dLs, h> .
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Con estas ideas en mente, procedemos a estudiar propiedades para esta integral regulari-
zada.

Definicién 4.2.1. Defina J : HSSp — M7.(H) dado por J(®) = {J(®)}eo definido

para cada t >0 como:

n

Jo(®) = 1a4,AY} ;.

i=0
Aqui {}/ti}te[O,T] es la martingala cuadrado integrable con media 0 dada por la regula-
rizacion de {S;}I, aplicado a la martingala cilindrica cuadrado integrable con media
cilindrica nula {Lt}te[[)’T] . A dicho operador J le llamaremos la integral reqularizada sim-
ple.

Gracias a que los procesos que se obtienen mediante la regularizacién son unicos hasta
indistinguibilidades, nos garantizamos que J es un operador bien definido.

Teorema 4.2.1. El operador J satisface para cada t > 0 que:

(@) L2, p1) = [P 1, -

Demostracion. Sea ® = {®;}cj0,7] € HSST, entonces:

2

= Z E(<1A¢AniAtlejAYt§At>)-
0<i,j<n

n .
Z ]lAiAYZ-/\t
=0

HJt((I))”QLQ(Q,IP’;H) =E

Como A; N Aj = () para i # j entonces E((14,AY/ ;, 14, AE@?At>) = 0. En efecto, basta
observar que, al menos una de las indicadoras siempre valdra 0, entonces solo quedan los
términos donde A; = A;.

Ademas utilizando propiedades de esperanza condicional y que el incremento es indepen-
diente de la o-algebra menor, entonces:

E(La, [AY] 0 l?) = E(E(La, |AYS [P F2,)) = PA)E(JAY, 5 |1%).

Asi se sigue que:

7@ 20 = D PAIEIAY Al
i=0
ZP(AZ‘)HALti/\t o S:H%Q(H,L?(Q,P))
1=0
= ZIP’(AZ-) ZE’ALti/\t ° S;(hl>‘2~

=0 =0

Y utilizando el hecho de que {L;(h)}cjo,r] Posee incrementos estacionarios y usando la
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definicién de covarianza cilindrica se sigue:

P(A;) ZE\ALti/\t o S;(hl)P
i=0 =0

M=

I
I M s
o

=
=
=
=
+
Ju

|
=
>
~
O

D=
O
nn
=%
N
by
=

- 1
=Y P(Ai)(tixr — ti) AL|Si 0 Q217 iy

1
Lai Lt ts40)(8)[[Si 0 Q2 ”%Q(H)d8> .

Asi concluimos que:

t
HJt((I))H%Q(Q,P;H) - ]E(/
(U

t " 9
= E / (Z ]lAi]l]tiatiJrl](s)Si) © Q% ds
0 T =0 £a(H)

¢ 1
- E ( / H@soczz\z(mds)

= [|1®l3s,-

1
14, ]l]ti,ti+1}(s)||si °Qz ”%2(H)ds>

O

Observacion 10. Del Teorema se sigue que para cada t € [0,T], J¢ es un operador
continuo.

Corolario 4.2.1. FEl operador J : HSS — ./\/l2T(H) es un operador lineal y continuo.

Demostracion. Sean ® = {®s}cior), ¥ = {¥s}sep,r) € HSST y ¢ € R. Probaremos que
J respeta la suma. Supondremos sin pérdida de generalidad que:

Oy = 1aly(5)S vy Ws=1ply, . (5)R,

entonces:

P, + U, = ]lA]l}to,tl](S)S + ILBIL]TOJI](S)R € HSSp,

por el Lema podemos pedir los intervalos y conjuntos son disjuntos, pero para
efectos de la verificacién haremos el célculo en el caso de que AN B # () y sin pérdida de
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generalidad |tg, t1]N]rg, 1] =]ro, t1]. Entonces pata ¢t > 0:

Ji(@4+9) = J(LaBljgre)S + LanB L) (S + R) + I\ aly, ) R)
= ]lA\B(YFgAt - thm) + ]lAﬂB(nf/J\rtR - Yv«iXtR )+ :H‘B\A(Y’I‘If/\t - Y;f]l%/\t)
= HAAYth/\t + ﬂBAYrIjAt
= Ji(®) + J(¥),
donde estos super indices indica el operador Hilbert-Schmidt utilizado en la regularizacién
para generar el proceso estocdstico respectivo.

El producto escalar es un calculo elemental aplicando la linealidad entonces la omitiremos.
De este modo se concluye que cada J; es un operador lineal y en consecuencia J es un
operador lineal.

Para la continuidad denotaremos por J(®) = {Jy(®)}sepo,r] € M7 (H), ahora note que
por el Teorema y usando el Teorema [I.1.2] obtenemos que:

I@)Re < E( sup HJt(‘I))|2>
t€[0,T]
< 4 HJT((I))H%Q(Q,IP’;H)

= 4] ®ls,-

Asf concluimos que J € L(HSSt, M2(H)). O

Ahora en adelante denotaremos:

t
/ O,dL, = J, (D), t> 0.
0

Para extender esta integral a todo HST basta notar que por el Teorema [4.1.3] un proceso
@ = {®s}.cio,n) € HST es limite de procesos simples {®"},eny = {P¢}nen € HSST.
Gracias al Teorema tenemos que {®"},cn al ser de Cauchy:

[7(") = J(@") | ez, < I lll[®" = @™ (|25,

entonces {J(®")},en es de Cauchy en MZ. Y por completitud se sigue que existe una
martingala limite.

Definicion 4.2.2. Definimos la integral regularizada como el operador J de HST en
MZ(H) dado por J(®) = {Jy(®)}rejo.r] donde:

t t
/ ®,dL, = Jy(®) := lim [ ®"dL, = lim J,(®") parat >0
0 n—oo

n—oo 0

Teorema 4.2.2. La integral reqularizada satisface para {(I)t}te[O,T} € HST que:

t
‘ / ®.dL
0

= ||®||lyus, para t>0.
L2(Q,P;H)
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Demostracion. Utilizando el Teorema y la definicién de la integral se tiene que:

t t
‘ / ®,dL, / ®"dL,
0 0

Observacién 11. Del Teorema[{.2.9 observamos que para cada t > 0, el operador J; es

un operador continuo. Ademds por las hipotesis pedidas sobre el integrador, tenemos que
E(J(®)) =0 para todo t > 0.

= lim
n—oo

= lim [|®"||lns, = |®|us,
n—0o0

L2(Q,P;H) L2(Q,P;H)

O

Corolario 4.2.2. La integral reqularizada es un operador lineal y continuo de HST en

M2.(H).

Demostracion. Aqui implementaremos el Corolario sean { @ }yeio.1), { Wi ticio,m €
HST, sean {P"},en, {U" then C HSST las respectivas sucesiones que convergen a estos
procesos (esto por el Teorema [4.1.3) y sea ¢ € R entonces:

t t
/O (B, + W)L, — lim [ (c® +W7)dL,

n—o0 0

t t
= lim c/ @?dLs+/ UhdLg

t t
= c/ <I>SdLS+/ W.dLs.
0 0

De esto se sigue que cada J; es un operador lineal y de lo cual se sigue que J es lineal.

Para la continuidad usamos la nuevamente el Teorema [£.2.2] y la desigualdad de Doob

(Teorema |1.1.2)):

17(@) R < E(Sup \|Jt(<1>)\|2>
t€[0,T]
< 4HJT((I))H%2(Q,IP’)
= 4@,
asf concluimos que J € L(HSt, MA(H)). O

Observacion 12. Es posible realizar la misma construccion para considerar una integral

¢ ‘ ) . X
como fs ®,.dL,, basta sequir la construccion presentada en la seccion 4.2, pero conside-
rando:

n
T (@) =14, (Vioont — Ya) + Y Ta, AV, (4.2)
i=j+1

donde s €]tj,tj11] para algin j =0,...,n y gracias al Lema podemos asumir que t
no estd contenido en el mismo intervalo (se puede tomar una particion mds fina de [0,T)
si es necesario). Y si observamos es consistente con lo deseado para la integral, pues solo
considera los incrementos a partir del tiempo s. Se puede concluir que Jiz ;) es lineal y
continuo, ademds que ||Jjs 4 (®)||r2@p.m) = [®llns,, - Inclusive, es posible construir y
definir la integral reqularizada sobre HS[qy -
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Observacién 13. Como se menciond en la Observacion[]], si el integrador fuese un pro-
ceso de Lévy en el sentido cldsico, entonces las integrales estocdsticas cldsicas se recuperan
con esta misma construccion. En efecto, puesto que si {Lt}te[O,T] fuese un proceso cldasico

de Lévy entonces la Definicion [{.2.1) luciria:

Jo(®) = 14, S(ALy ).
=0

§4.3 Algunas propiedades

La construccién, desarrollada en la Seccién 4.2, muestra que la regularizada { fot D3dLs}ieiom
satisface lo siguiente:

= La propiedad de linealidad.

o || fy @udL| 2 0pm) = 1P, -

= Es continua sobre la clase HSt.

Para finalizar analizaremos brevemente unas propiedades mas de la integral regularizada.
Para ello continuaremos con las notaciones establecidad en la Seccién 4.2.

Proposicién 4.3.1. Sea {®,},co 1) € HST entonces para 0 < s <t <T se cumple:

t t s
/ ®,dL, = / ®,dL, — / ®,dL,.
s 0 0

Demostracion. La demostracién de este hecho se sigue empezando sobre la clase HSSt
comparando la resta de las integrales con (4.2)) el cual es un célculo directo y posteriormente
se extiende por densidad y la definicién de las integrales sobre la clase HS7. O

Proposicién 4.3.2. Sea U € L(H) y sea {®t},cj0,m) € HST entonces:

t t
/ Uo®,dL, =U </ CI>des> .
0 0

Demostracion. Primero, observese que por continuidad de U se preserva la medibilidades,
por tanto {Uo®; },¢c(o 1) es un proceso predecible de Hilbert-Schmidt. Ademas es fécil notar
que [|Uo®|lysy < Ul |®]|2s7 - De este modo concluimos que {U o @y }yeor) € HST-

Primero asumiremos que {®¢}cjor) € HSST con & = 141y, 4,150 Por Proposicién
sabemos que (U o Sp)* = S§ o U regulariza {Li}ico7] en la martingala cuadrado
integrable con media cero {U(Y;)}4ep0,7]- De este modo:

t
/ Uo®,dLs = ]]-AAU(Y%()/\t) = U(]lAAYto/\t)~
0

El resultado se extiende por linealidad y posteriormente por continuidad. O
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Lema 4.3.1. Sea 0<I<r <T ysea A€ F; y sea entonces:

t rAt
/ Laly, ®.dLs = 11A/ ®,dL,.
0 INt

Demostracion. Suponga {®;}icpor) € HSST con @ = 1l 4,15 entonces:

Laly ;1% = Lans Ly 6,050,

observese que AN B € F; A Fy,.

Ahora se deben analizar los casos ]I, r|N|to, t1] =|to, 7], ]I, r]N]to, t1] =], t1], ], r]N]to, t1] =
]t07t1]7]l7r]m]t07t1] :]Z,T] y ]lar]m]t()?tl] = @

Verificaremos solo el primer caso puesto que los deméds son andlogos. Si [to,t1]N]l, 7] =
Jto, r], entonces:

t
/ Uil ®udly = Lanp(Yons — Yions)
0

= lA(HBAY;fo/\T/\t - ]lBA)/t()/\l/\t)

rAt IN
— 14 ( / d.dL, — / <I>SdL8>
0 0

At
= ]lA/ d.dLg,
INt

posterioremente se extiende por linealidad y continuidad. O

Para el siguiente resultado recordamos la definicién de un tiempo de parada.

Definicién 4.3.1. Sea 7 : Q — [0,T] funcion medible. Decimos que T es un tiempo de
parada si {T <t} € F; para cada t € [0,T].

Proposicién 4.3.3. Sea 7 un tiempo de parada tal que P(7 < T) = 1. Entonces:

t TAE
/ Lo ®sdLs = / ®ydLs.
0 0

Demostracion. Suponga {®}ejor) € HS7. Primero note que {1jg Pt }ejo,r) € HST-
Suponga que 7 es una funcién simple, o sea:

m
T = E IlBjaj,
Jj=0

donde {a;}72 C [0,T] y B; = {7 = a;} € F,,. Entonces por linealidad de la integral:

t m t
/ Lo ®edls = > / 1,104, ®sdLs.
0 i—0/0

Ahora supondremos que {®;}cjo,r) € HSST dado por ®; = 141y, 4,15 . Entonces como
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ANB;j € Fiy N Fa,:
m t m t
> / g, Toa, ®sdls = 3 / Lans; Lo,a;)nto,11] (8)SdLs
=0 0 =0 0
J J
mooat
— Z/ ]]-AﬂBj:ﬂ-]to/\a]-,tl/\aj}(S)SdLs
j=0"0

m
- Z lAﬂBj A}/;f()/\aj/\t
j=0

m aj Nt
= > 1 / DdL,
=0 0

TAE
= / d.dL,.
0

Luego para ® = {®;},c[o7) arbitrario, existe {®"} ey en HSSt tal que converge a ® en
HS7. Entonces {1)pP" }pen converge a 1)p® en HS7. Entonces por continuidad de
la integral regularizada:

t TN

t TAE
/ 1o ®sdLs = lm | 1j0,®"dLs = lim "dL, = / D,dLs,.
0 ’ n—00 ’ 0

0 n—oo 0

Ahora para 7 en general, se puede aproximar con una sucesion decreciente de tiempos de
parada {7, }nen dados por:

1
k+1)T
To(w) = Z !ﬂ wr winr](T(W)) para w € €.
B

Por Teorema de convergencia acotada tenemos cuando n — oo que:

T T
E (/ (l]O,Tn](I)S — ﬂ]O,T]q)s)d5> =K </ ]l]T’Tn](I)SdS> — 0,
0 0

de este modo observamos que {1jg 1Pt }nen converge a {1jgPt}ic0) en HST y por
continuidad de la integral se sique que:

t Tn /At TN
/ Ljg,®sdLs = lim ®,dL, = / ®ydL,.
0 0

n—oo 0

Por 1ltimo en el capitulo queremos extender la clase de integrandos. Sea {®4};c(o 77 un
proceso de Hilbert-Schmidt defina la clase dada por:

. g 2
HS1 = {{@t}te[O,T] + predecible y I (/0 0@ ”%Q(H)ds ) Oo> ) 1} |
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Como primera observacién es notar que HSp C HSE¢. En efecto, sea {®@t}ecpor) € HST
escriba entonces por desigualdad de Chebyshev para n € N:

T
1
P[] 1000 QU s > 1) < L 0husy.

de este modo cuando n — oo concluimos que P (fo ||®s o Ql/QHE2 yds < oo) =1.

Sea {®¢}efo,r) € HSEe . Considere 7: Q — [0,T] dado por:

7= inf {/ |®s 0 Q2 Hﬁ(H)ds>n}/\T—t*/\T

(0,77

Observe que si t* no es finito entonces 7 = T por tanto es bien definido, entonces en todo
caso se cumple P(7 <T) = 1.

Si t* no es finito entonces {7 <t} = {r = T} € Fr entonces en tal caso 7 es un tiempo
de parada. Si t* es finito entonces hay dos casos, si 7 =T ya fue analizado y en tal caso
es tiempo de parada, pero si 7 = t* realizamos lo siguiente:

{Tgt}:ﬁ{7<t+;} ﬂu{/ |!¢50Q5|!%2(H)d8>”}

m=1 m=1k=0

donde {qx}reny C Q es sucesion decreciente y convergente a t* tal que gp < t + % + €,
para todo € > 0 a partir de un k suficientemente grande.

Entonces note que {foq’“ ||®s o Q% ||%2(H)ds > n} € Fg, lo que implica, gracias a las con-

diciones sobre la sucesién, que Jz— {fo |®s o Q ”g yds > n} € ]:tJr te-

Posteriormente tenemos que {7 <t} € Fy1. con lo cual nos lleva a concluir, gracias a las
hipétesis usuales de la filtracién, que {7 <t} € [ Fi+e = Fi. Por tanto 7 es un tiempo
de parada.

Observese que 1y - es continua por izquierda, por tanto {1j,®P:}sc(o,r) €s un proceso
predecible y ademds |19 - ®|lnus; = [[®llns, < n.

De este modo aseguramos que {ﬂ]o,r]q’t}te[o,T] € HSt entonces podemos definir la integral
regularizada (siguiendo la notacién utilizada en la Definicién como el operador
J : HSEC — M2 LOC( H) dado por J(®) = {fo QdLs}ecpo donde en este caso

t t
/ by dLg :/ Lyo,71®sdLs sobre {r > t}.
0 0

Observe que esta definicién es independiente de la escogencia de 7, pues si escogemos para
m>n:

7 = inf {/ [P oQ Hc ds>m}/\T

te[0,7)

entonces 7' < 7, de este modo {7/ >t} C {7 > t}.
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Utilizando la Proposicién tenemos que:

t TNt
/ 1o PedLs = / 10,11 ®sdLs
0 0

TAt
= / 1o PsdLs
0

t
= / 1) - ®sdLs.
0



Conclusiones

A lo largo del presente trabajo observamos que la teoria cilindrica es un campo que esta en
pleno desarrollo y es de mucha utilidad para seguir desarrollando herramientas para el area
de ecuaciones estocasticas en derivadas parciales. A su vez la teoria de regularizacién nos
permite desarrollar de una manera mas eficiente y que implementa técnicas mas simples
para la comprension de estas dreas de estudio en comparacién a los métodos ya utilizados
(por ejemplo la teoria desarrollada en [22]).

A lo que respecta al presente trabajo y sus objetivos respectivos podemos concluir:

= Nuestro primer objetivo era hacer un cuerpo teérico consistente de la teoria cilindrica
necesaria para los objetivos presedentes. El capitulo 2 hace una presentacién breve y
concisa de el origen, ejemplos y resultados relevantes para el proyecto de los objetos
cilindricos realizados hasta la actualidad.

s El segundo objetivo era demostrar o bien refutar la posibilidad de que un proceso
de Lévy cilindrico podria inducir la existencia de un proceso estocastico de Lévy. En
el capitulo 3, se desarroll el concepto de regularizacién de un proceso cilindrico via
operadores de Hilbert-Schmidt. Esta idea ha sido utilizada en contextos mucho méas
generales que un espacio de Hilbert, por lo cual se debid realizar todos los aspectos
técnicos de estos resultados de regularizacion. Una vez obtenido el Teorema [3.1.1
se da pie a analizar el caso de procesos de Lévy cilindricos. La culminacién para
este objetivo fue la demostracién del Teorema Mas aun logramos presentar
casos particulares de procesos de Lévy cilindricos sometidos a este Teorema como lo
fue el caso del movimiento Browniano cilindrico y un proceso compuesto de Poisson
cilindrico. Estas conclusiones de regularizacion para el caso de Lévy cilindricos, asi
como la presentacién del capitulo constituye un aporte original para la comprension
de la materia.

= Para finalizar, nuestro tultimo objetivo de construir una integral estocdstica respecto
a un proceso de Lévy cilindrico se logré satisfactoriamente. El capitulo 4 contiene
una construccién detallada de la integral propiamente. La construccién presentada
es original y generaliza las construcciones ya realizadas para integrales respecto a un
movimiento Browniano cilindrico.

No obstante, aunque se haya cumplido con los objetivos del proyecto, estas son areas atin
en desarrollo, y da pie a varias nuevas preguntas y potenciales proyectos de investigacion
futuros. Estos pueden ser:

52
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= Como se tratd en la seccion 2.1, la teoria cilindrica tiene un inicio en la teoria de me-
didas cilindricas. Es bien conocida la relacién de los procesos estocésticos de Lévy con
las medidas infinitamente divisibles. Esta relacién es la que permite en muchos libros
mostrar el Teorema de Lévy-Kintchin. Una primera pregunta es si dicha relacién se
preserva con las llamadas medidas cilindricas infinitamente divisibles. Ademas si hay
posibilidad de establecer un Teorema de Lévy-Kintchin para procesos cilindricos.

= Como se presenté en el capitulo 2, los procesos de Lévy cilindricos tienen su des-
composicién de Lévy-Ito, en la cual cada componente de su descomposiciéon no es
necesariamente un proceso cilindrico. Esto da pie analizar méas a fondo esta descom-
posicién para tal vez obtener un posible Teorema de Lévy-Kintchin. Ademds cabe
preguntarse si la prueba y construccion del Teorema de descomposicion de Lévy-1to
es la més 6ptima, o sea, si existird una descomposicién donde se pueda dar una mejor
descripcién de los términos que la conforman.

= En vista a las consecuencias obtenidas en la seccién 3.3, es natural esperar que varias
de las propiedades que posea el proceso cilindrico las obtenga el proceso estocasti-
co que induce. Un estudio interesante seria sobre procesos de Markov y el posible
desarrollo de la teoria de estos en el ambito cilindrico.

= Como se presenté en la seccion 4.3, al obtener una integral estocédstica con propieda-
des tan deseadas como si una integral de It6 se tratase, lo natural es preguntarse qué
otras propiedades logra satisfacer la integral regularizada. Una clara extension es
verificar si se puede extender la clase de integrandos a unos mas generales que HST.
Y por su puesto implementar esta integral regularizada a una ecuacién estocdstica
en derivadas parciales para verificar su utilidad.
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