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Similar al caso de las variables aleatorias marginales, es
posible “transformar” dos o mas variables aleatorias
conjuntas mediante funciones, y el objetivo es
encontrar la funcion de densidad de las nuevas variables
aleatorias conjuntas.
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Transformaciones de variables aleatorias multiples |

Considérese el caso de hallar la densidad conjunta para un conjunto de nuevas
variables aleatorias Y;:
Yi=Ti(X, Xo, ... Xn)  i=1,2,...,N (1)

definidas por transformaciones funcionales T;.

N

Nota: X; puede ser continua, discreta o mixta, mientras las funciones T; pueden ser
lineales o no, continuas, segmentadas, etcétera.
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Transformaciones de variables aleatorias multiples Il

« Las nuevas variables aleatorias Y; son producidas por funciones univaluadas
continuas T; con derivadas parciales continuas en todas partes.

« Existe un conjunto de funciones inversas continuas Tf1 tal que las variables
originales puedan expresarse como funciones continuas univaluadas de las

variables nuevas:

Xi=T7'(Y1,Ya.o,Ya)  j=1,2,...,N ()

Estas suposiciones implican que un punto en el espacio de muestras conjunto de las X;
mapea en un solo punto en el espacio de las nuevas variables Y;.
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Premisa de la relacion entre X; e Y; |

-+ Sea Rx una region cerrada de puntos en el espacio de las Xj, y Ry sea la region
correspondiente de puntos mapeados en el espacio de las Y;.

- Entonces, la probabilidad de que un punto caiga en Ry igualaa la
probabilidad de que su punto mapeado caiga en Ry.
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Premisa de la relacion entre X; e Y; Il

Estas probabilidades, en términos de densidades conjuntas, son:

/“./th...,XN(Xh...,XN) dx;--- dxy

——
sobre Ry

®3)
:/"'/fY1,...,YN(y17""yN) dy1 dyN

——
sobre Ry
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Resolver para fy, v, (v1,---, N

La ecuacion (3) puede resolverse para fy, . y,(y1, ..., yn) tratandola como una integral
multiple donde se hace un cambio de variables.

- Las variables x; se cambian a nuevas variables y; por medio de la transformacion, de
forma que el integrando se cambia por sustitucion funcional directa.
+ Los limites cambian de la region Ry a la region Ry.

- Finalmente, el diferencial de volumen dx; ... dxy cambiara al valor |J| dy; ... dyn,
donde |J| es la magnitud del jacobiano J de las transformaciones.

Ti(X1, e 7X/\/)

X1 _— "

Ry Ry

XN D — YN

T (1o y)
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El lado izquierdo de la ecuacion (3) se convierte en:

/---/fX1,...,XN(X1a"-7XN) dx; - dxy =
—

bre R
sobre Ry (4)
/"'/fx1,...,xN(X1 =T =Ty Ul dyr - dyw
——
sobre Ry
Dado que este resultado debe igualar el lado derecho de la ecuacion 3, entonces:
th-vaN(yh SRR YN) :fX1,---7XN(X1 = T1_17 s XN = T/;1)|j| (5)
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Resolver para fy, v, (v1,---,yn) I

Nota sobre el jacobiano

El jacobiano es el determinante de una matriz de derivadas parciales, definido por:

or! oT! oT! oty !
By, T vy By, T vy
J= SR = det SR (6)
oty Ty oty Ty
ay, 7 vy ayv, T vy
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Caso especial: dos funciones de dos variables aleatorias

Introduccion

Dada una densidad conjunta fx y(x, y) de dos variables aleatorias, y dos funciones'

Z=g(X,Y) y W=h(XY) @)

queremos encontrar la densidad conjunta fz,w(z, w).
Igual que antes:
- Si g(X,Y)y h(X,Y) son continuas y diferenciables, es posible desarrollar una forma
de obtener el pdf directamente.

- Para derivar el resultado anterior, se asume primero que g(X, Y) y h(X, Y) son

transformaciones uno a uno, de forma que su inversa existe, aqui definidas como?

X2P(ZW) y Y2Qzw) ®)

'Con la notaci6n ya descrita, g y h bien podrian llamarse T; y T.
2Con la notacién ya descrita, Py Q bien podrian llamarse T; 'y T, .

o Transformaciones de variables aleatorias multiples 8/29



Dos funciones de dos variables aleatorias |

Deduccién de la nueva funcién de densidad

En el plano zw la region de interés esta definida por un rectangulo de lados Az y Aw.

+ Si Az y Aw son suficientemente pequefios, se puede aproximar la siguiente
probabilidad P(-):
P{(Z,W) € AzAw] = f7.w(z,w) - AzAw )

Nota: recordar la interpretacion de la probabilidad conjunta como el volumen
debajo de la curva bidimensional de fx y(x, y). En este caso seria “base por altura”.
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Dos funciones de dos variables aleatorias Il

Deduccién de la nueva funcién de densidad

Esta area se mapea mediante las transformaciones x = P(z,w)y y = Q(z, w) a
una nueva area A en el plano xy. Debido al mapeo entre (X, Y)y (Z, W), lo
anterior debe ser igual a
P((X,Y) € D) = fxy(x = P(z,w),y = Q(z,w)) - A (10)

+ ;Coémo relacionar entonces las areas AzAw y A? Igualando el area de un
rectangulo con el de un paralelogramo, se puede demostrar
(https://youtu.be/rnnrUDdKzm0) que

= |J|AzAw (11)
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https://youtu.be/rnnrUDdKzm0

Dos funciones de dos variables aleatorias Il

Deduccién de la nueva funcién de densidad

donde
oP  OP
2 0P,Q) oz ow
J(Z, W) = W = det %_Q g—Q (12)

»

y se le llama “el jacobiano de la transformacion (P, Q)

e

Asi entonces,

fZ,W(Zv W) :fX,Y [X = ‘D(Zv W)a y = Q(Z’ W)] Ul (13)

L

Comparar con fy, _yy(y1,---s ¥YN) = fx,..xy(x1 = T1_1, C XN = TA71)|j|.
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Vida util de un componente y su repuesto |

Sea Xj una vA para el tiempo de vida de un componente. El componente puede
sustituirse una Unica vez, y X, representa el tiempo de vida del repuesto. X; y X, son iid
con distribucion exponencial de parametro A. Por lo anterior, la PDF conjunta es

Fax(xi,x) = Mg Axitx) para x; > 0,x% >0
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Vida util de un componente y su repuesto Il

Podriamos estar interesados en dos cantidades (transformaciones arbitrarias uy y uy):

- La vida total del dispositivo
Yi=u(X, X) = Xi + X

- La proporcion de la vida del primer componente a la vida total del dispositivo
Xi
Y, = w(X1, X)) = ——
2 = (X, X2) X, + X,

(Cuél es la distribucion conjunta de Y1y Y,?
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Vida util de un componente y su repuesto Il

Por el teorema de transformacion, escrito como

friva(yr, y2) = faxlxi = vilyr, y2), xa = va(y1, y2)] [det(M)]
Y dadas las funciones inversas
° X1 = V1(Y1,Y2) =Ny
cx2 = vy, y2) = yi(1 = y2)

de donde se obtiene también la region de la “imagen de la transformacion”, en
y1 > 0,0 <y, <1
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Vida util de un componente y su repuesto IV

En una transformacion bivariada se cumple que

3()’1, }/z) Ov,  Ony

6V1 8V1
O(vy, v oy Oy,

J(y1,y2) = det(M) £ M £ det ( ‘ ‘ >
Oy1 Oy

de donde, dados vi(y1, y2) y va(y1, y2),

S = c g =(1-y)
.g—)‘g:y-l og—;i:_y.l
Yy, por tanto,
(9V1 (9V2 8V1 8V2
det(M) = 4. 222 - 2L 22 (1= ) = —
et(M) By, By, Oy, Oy yiy2 = yi(1 = y2) y
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Vida util de un componente y su repuesto V

Finalmente, la nueva funcién de densidad viene de

vy,
(v y2) = faxla = vilyr, y2), 2 = va(yr, y2)] '%

— )\26—)\(}’1}’2+Y1(1—y2))| _ y1| — )\2y1 e—)\(y1)
=XNye™ .1 para y;>0,0<y, <1
donde se observa que no depende de y», y 1 esta distribuidoen 0 < y, < 1.
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Vida util de un componente y su repuesto VI

Se observa ademas que

+ La distribuciéon del tiempo de vida X; + X, se conoce como distribucién gama, con
pardmetrosa =2y 3 = 2.
+ La proporcién del tiempo de vida del componente original es uniforme entre 0 y 1.

+ Y1y Y; son independientes entre si.
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Ejemplo de transformacion lineal |

SeaZ=X+Y,yW=X—Y.Entonces

Z+ W
X = J; 2 p(zZ, W)
Z—W
Y = 2 éQ(Z,W)
Por tanto
% AV
2 2
J(z, w)| = det(a_(z2 é)': det(l _l> =5
0z Ow 2 2
y asi
z—I—W Z— W
fzw(z,w) = —fXY( 5 5 )
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Ejemplo de transformacion rotacional |

Sea, para un angulo fijo 6y,
Z = Xcos By + Ysinfy W = Xsinfy — Ycosf,
y asi

X = Zcosby+ Wsiny = P(Z, W)
Y = Zsinf, — Wcosby 2 Q(Z, W)

% % cosfy sinfy
det det
9 0Q sinfy —cosb

0z Ow
de forma que una transformacion rotacional como la descrita no cambia la funcion de
densidad conjunta.

por tanto

U(zw)l = =1
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Ejemplo de transformacion polar |

Sea
R* = X* + Y? 0<R< o0
O@=tan (Y/X) —m<O<r
X =Rcos® = P(R,©) Y =Rsin®=Q(R,0O)
Luego,

cos@ —rsinf
det =r
sinf rcosf

|j(r,9)|=det(aa a_a)

or 990

de forma que

froe(r,0) = fx,y(rcosf,rsin0)r

20/29
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Distribucién probabilistica de la suma de variables aleatorias




Suma de variables aleatorias

Caso especial de transformacion de variables aleatorias multiples

Se va a analizar el problema de hallar las funciones de densidad y distribucion para una
suma de variables aleatorias estadisticamente independientes.
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Suma de dos variables aleatorias |

Definicion

Sea W una variable aleatoria igual a la suma de dos variables aleatorias independientes
XeY:

W=X+Y (14)

Nota: X pudiera representar una senal aleatoria de tension e Y pudiera representar
ruido aleatorio. La suma W pudiera representar entonces una tension de sefial mas
ruido, en algun receptor.
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Suma de dos variables aleatorias Il

Definicion

La funcion de distribucion de probabilidad que se busca esta definida por:
Fw(w) = P{W < w} =P{X+Y <w} (15)

y La probabilidad correspondiente a un area
t elemental dx dy en el plano XY localizado
en el punto (x, y) es fy y dx dy. Si se suma
v todas las probabilidades sobre la region

dx xX+ty=w donde x + y < w se obtendra Fy(w):

[ Jdy

\
x

v Fvw) = [~ [T frty) axay
T (16)
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Suma de dos variables aleatorias IlI

Definicion

Como Xy Y son independientes, es decir, fx y(x, y) = fx(x)fy(y), entonces,

Fvw) = [ ) [T ) axey (a7)

X=—00

Después de derivar, usando la regla de Leibniz, se obtiene la funcién de densidad:

frw) = [ S = ) dy (18)

que describe una integral de convolucion, por tanto:

La funcion de densidad de la suma...

...de dos variables aleatorias estadisticamente independientes es la convolucién de
sus funciones de densidad individuales.
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Ejemplo de la suma de dos variables aleatorias |

Encuentre la funcién de densidad de W = X + Y donde las densidades respectivas
son:

frly) = [u(y) — u(y = b)]

w0 =
(

) 1)~ utx — a)
)

S l= Q=

con0 < a< b

Este ejercicio se puede resolver mediante la integral de convolucién o mediante el
método de la transformada de Laplace. Se escoge este Gltimo método al notarse que
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Ejemplo de la suma de dos variables aleatorias Il

ambas funciones de densidad estan definidas a partir del origen, lo cual facilita un
manejo algebraico del problema.
Se tiene entonces:

L{fx(x)}

Il
c\h
Q=
cbI
2
2

L)}y =

o Distribucion probabilistica de la suma de variables aleatorias 26/29



Ejemplo de la suma de dos variables aleatorias IlI

La transformada de Laplace de una integral de convolucion es igual al producto de las
transformadas de Laplace de las funciones que conforman el integrando de tal integral.
El préoximo paso es entonces encontrar el producto de las dos transformadas de Laplace
calculadas para luego encontrar la transformada de Laplace inversa y asi hallar la nueva
funcion de densidad, correspondiente a la nueva variable aleatoria W.

LRGN = (5) (5) et —ems et

Lo que sigue ahora es encontrar la transformada de Laplace inversa, para lo que es
importante recordar la siguiente transformada:

n!
T4 1

L{t"} =
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Ejemplo de la suma de dos variables aleatorias 1V

Se obtiene entonces:

1
fw(w) =L {E [1 —e T by ef(a+b)5} }

1 1 1
:Ewu(w)—E)(w—a)u(w—a)—E)(w—b)u(w—b) (19)
—l—l(w—a—b)u(w—a—b)

ab

Noétese que se ha hecho cambios de variable para emplear correctamente la
transformada de Laplace. Finalmente, dado que el resultado debe ser una funcion de
densidad, una prueba que se puede hacer para probar si el resultado es correcto, es
comprobar que el area bajo la curva de la nueva funcién es en efecto igual a la unidad.
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Suma de varias variables aleatorias

La funcion de densidad de la suma de varias va

La funcion de densidad de Y = X7+ X;+- - -+ Xu, donde las X; son variables aleato-
rias estadisticamente independientes entre si, es la convolucién de las N funciones
de densidad individuales:

fY(y) =fXN(XN) *fXN—1(XN—1) *oe *fX1(X1) (20)
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