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El teorema del limite central establece que la funcion de
distribucion probabilistica de la suma o de las medias
muestrales de un nimero grande de variables
aleatorias aproxima a una distribucion gaussiana

(normal).



El teorema es clave en la teoria de probabilidad porque
implica que los métodos probabilisticos y estadisticos
que funcionan para distribuciones normales pueden
ser aplicables a muchos problemas que involucran otros
tipos de distribuciones’.

También ayuda a explicar por qué la distribucion
normal es tan...normal.

!Stark, H. (2011). Probability, Statistics, and Random Processes for Engineers. Pearson.



Teorema del limite central para sumas




El teorema del limite central para sumas

Definicion de la convergencia en la distribucion

Considérese X, ..., Xy variables aleatorias independientes e idénticamente distri-

buidas 1131, con media comun px, = p y desviacion estandar ox, = 0. Sea ademas
Svn=Xi+--+ Xn (1)

la suma de ellas. Segtin el teorema del limite central, Sy ~ N (Nu, No?) conforme
N — oo. Alternativamente, si Z es una distribucion normalizada de Sy,

OsSy a\/N

Z tiene una distribucién fz(z) que aproxima a N(0, 1) conforme N — oo.

N (0, 1) es una funcién de distribucién gaussiana de media 0 y varianza 1, donde A alude a “normal”.
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Visualizacion del teorema del limite central para sumas

Caso 1: convolucién de la funcion de densidad fs, (x1, . - ., xnv) = fio (xa) * - -« * fi, (xn)

(d) 35, X (&) 320, Xi (f) 325, X
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Visualizacion del teorema del limite central para sumas

Caso 2: simulacion de la suma de datos aleatorios generados de N vA X; ~ exponencial(1)

(@) X; (b) 27, Xi (© X X

d) Yo X ey X f) S0 X
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Ejemplo de los resistores en serie |

Interpretacion del teorema del limite central para sumas

Los resistores tienen una resistencia nominal y un porcentaje de tolerancia. Por ejemplo,
un resistor de 330 ohm con una tolerancia del 5% se espera que tenga una resistencia
entre 313,5 y 346,5 ohm.

Considérense cinco resistores de 330 ohm, escogidos aleatoriamente de una pobla-
cion con 5 % de tolerancia, y modélese la resistencia de cada una como una distribu-
cion uniforme en [313,5 346,5]. Si son conectados en serie, jcual es la distribucidn
de la resistencia R del sistema, dada por R = X; 4 ... + X5? Los X son los valores
de resistencia [I12).

o Teorema del limite central para sumas 4/31



Ejemplo de los resistores en serie Il

Interpretacion del teorema del limite central para sumas

Una variable aleatoria uniformemente distribuida en [a  b] tiene media u = (a+ b)/2y
desviacion estandar o = (b — a)/+/12. Para cada resistencia:

- la media es E[X;] = (313,5 + 346,5)/2 = 330 , es decir, |a resistencia nominal
- la desviacion estandar es o = (346,5 — 313,5)/4/12 = 9,529 Q

La resistencia del sistema en serie tiene una media y desviacion estandar de

E[R] = Npu=5-330 = 1650 Q
SD[R] = V/No = /59,529 = 21,3Q
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Ejemplo de los resistores en serie Il

Interpretacion del teorema del limite central para sumas

(Cémo es la distribucion de probabilidad de R = X; + ... + X5? ;Es R también
distribuido uniformemente? Una simulacion de 10 000 instancias distintas de R muestra:

fr(r)

: : : r/Q
pu—o 1650 pu+o

que es una muy buena aproximacion de N (p, o) = N (1650, 21,3).
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Ejemplo de la revision de formularios antes del mediodia |

Hay 40 formularios por revisar. Por los afios de experiencia, la persona que los revisa
sabe que el tiempo requerido para revisar cada uno es una variable aleatoria con un
valor esperado de 6 minutos y una desviacion estandar de 6 minutos. Si los tiempos
de revision son independientes y la persona inicia a las 7:50 a.m. revisando de forma
continua, jcual es la probabilidad de que termine antes de las 12:00 m.d.?

. — Sn=Np . Cu "
Recordar que Z = >IN ;Cuanto es u?

- También que fz(z) — N(0, 1) - ¢Cuantoes o?

« ;Cuénto es N? + ;Cuanto es el tiempo disponible?
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Ejemplo de la revision de formularios antes del mediodia Il

Para este problema, se debe aplicar el teorema del limite central para sumas, puesto que
se trabajara con la suma del tiempo de revisién de todos los formularios. De la
informacion del enunciado:

- 40 formularios: N = 40

+ Tiempo promedio de revisiéon por formulario: 4 = 6

+ Desviacion estandar: 0 = 6
La persona comienza a las 7:50 a.m. y para terminar antes de las 12:00 m.d. debera

hacerlo en menos de 250 minutos. El objetivo es, por tanto, encontrar P(Sy < 250), o de
forma equivalente, P(Z < Z;), donde

Sy~ Nu 250 —40-6

ax/N B 6\/éﬁ

Z = 0,263
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Ejemplo de la revision de formularios antes del mediodia IlI

Es decir,

<5N—4O-6 - 250—40-6)
640 T 6140
P(Z <0,263)

Utilizando la tabla para probabilidades acumulativas para valores positivos de Z, el valor
més cercano a 0,263 esta dado para 0,26.

P(Z <0,263) =~ P(Z < 0,26) = 0,6026 = 60,26 %

La persona que revisa tiene un 60,26 % de probabilidad de completar la revision de
formularios antes del mediodia.
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El teorema del limite central para medias de muestras

Definicion de la convergencia en la media

Si {X;}Y, es una muestra de N elementos de una poblacién, su media muestral es
Xy = Sn/N = pun, donde Sy = X + X5 + - - - + Xy Se puede considerar (2) para hacer

Sv—Np 1N _ Xy—p

oVN 1/N  g/VN

Definicion de convergencia en la media

Sean Xj, ..., Xy una muestra de variables aleatorias [II2] de una poblacién con
media comun p y desviacion estindar o y con una media de la muestra Xy. En-

tonces

_Xv—p

aproxima A(0, 1) conforme N — oc. Equivalentemente, Xy ~ N (u, 02 /N).
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Visualizacion del teorema del limite central para medias de muestras |

Aunque una poblacidn tenga una distribucion con media p = E[X], una realizacién o
muestra de esta distribucion tendra casi siempre un valor ligeramente distinto.

Ejemplo de una distribucion uniforme

Sea X ~ unif(0, 1) con u = E[X] = 0,5. Sea ademas X; una muestra de esta
distribucion con 500 elementos y con una media estadistica de px, = 0,5138 # 0,5.

Fxi(xi)

t X
E[X;] = 0,5138
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Visualizacion del teorema del limite central para medias de muestras Il

Al hacer una simulacién de N muestras se obtienen N medias distintas px,. ;Como se
distribuyen estos valores alrededor de p1 y como cambia la distribuciéon segin N?

=50 (b) N =500 (c) N =5000

Entre mas grande es N mas “agrupados” estan los valores de la media de la muestra
Xy = pn alrededor de la “media verdadera” de la poblacion, p.
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Visualizacion del teorema del limite central para medias de muestras Ill

fxi(xi)
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Ejemplo del nimero de visitas mensuales al cajero automatico |

Suponga que el ndmero de veces que un cliente utiliza el cajero automatico de un banco
en un mes es una variable aleatoria con un valor medio de 3,2 y una desviacién estandar
de 2,4. El banco conoce estos datos con exactitud pues puede monitorear cada visita de
la poblacion de sus miles de clientes.

Si se selecciona aleatoriamente una muestra de 100 clientes, ;qué tan probable es
que el promedio de veces que el cajero es utilizado en la muestra exceda 3,57
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Ejemplo del numero de visitas mensuales al cajero automatico Il

La probabilidad solicitada es P(Xy > 3,5), donde Xy es el valor medio de la muestra. La
muestra es grande (N = 100 clientes) y por tanto la distribucion de Xy se puede
aproximar a una distribuciéon normal.

_ 35— 3532
P(XN>3,5)%P(Z> “) = P<Z> —) = 1— Fz(1,25) = 0,1056
o/VN 0,24

La probabilidad es pequefia porque la muestra es grande y la desviacion estandar de la
muestra es muy pequefia, de solo 0,24, de forma tal que la media de una muestra de 100
personas se acerca “bastante” a la media de la poblacion de quiza miles de personas.
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Desigualdades o limites superiores de probabilidad




Sin conocer exactamente la distribucion de un
fendbmeno aleatorio, es posible establecer estimaciones
de la probabilidad en un rango conociendo solo su
varianza o media.



Desigualdad de Chebyshev



Premisas para la desigualdad de Chebyshev

Sea W una variable aleatoria con media 0. Esta es cualquier va.

Fxi(xi)

_>< -\
- - \

Xi
- La media de W es 0, pero cualquier alrededor de 0.
realizacion simple de W puede estar
bastante alejada de 0. - Entre mayor el valor de la varianza de
- La varianza es una medida de la W, mas probable es que el valor de W
dispersion de los valores de W puede estar lejos de 0.

Dada la varianza o2, ;qué tan cercanos a 4 = 0 los valores de W podrian estar?

{
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La desigualdad de Chebyshev |

Fijese un niumero € > 0 y busquese la probabilidad de que W esta mas alejada que € de
su media . = 0. Supdngase que W tiene una funcion de densidad fu (w), entonces:

PWi 2= [ fuwde= [ S b

fr(xi) = Nie

— XN =207=1/4
— A=1lo05=1

e

Xj
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La desigualdad de Chebyshev II

Es esperable que la probabilidad P(|W| > ¢) deberia hacerse mas grande conforme o2 se

hace mas grande, puesto que los valores de W estan mas dispersos.

62 W2
- <
/WZZEZ €2fW(W) dW - /W2>62 62 W( ) dW
[e%e} 2
< / ¥ fwl(w) dw

=—/ w’fw(w) d

E[W?]

PV Z€e) < —
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La desigualdad de Chebyshev IlI

- La primera desigualdad es porque el intervalo de integracion contiene los puntos w
donde w? > €%y, por lo tanto, el integrando sera mayor si €? se reemplaza por w?

- La segunda desigualdad viene de aumentar el intervalo de integracion de los puntos
w donde w? > €2, a la recta numérica de —oo a +o0.

- E[W?] (el segundo momento ordinario) es igual en este caso a la varianza o2 (el

segundo momento central) porque la media es cero y 02 = E[W?] — E2[W].

Desigualdad de Chebyshev

Si E[W] = 0y dado cualquier nimero positivo €, el evento que W difiera en por lo
menos € de cero, esta acotado por la probabilidad:

2
P(W| > ) < )
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Generalizacion de la desigualdad de Chebyshev

Si = E[X] # 0 pero W = X — u, entonces E[W] = 0, y el desarrollo anterior aplica a X:
Desigualdad de Chebyshev generalizada

Sea X una vA con media finita 1 y varianza finita 0. Entonces para ¢ > 0 un niimero
fijo, la probabilidad que X difiera en a lo menos € de su media, esta acotada:

0.2

PUX 2 )< % ®
O en términos del evento complementario: P(|X — pu] <€) > 1— ‘Z—ZZ

Comentario: Este es un limite “laxo” en el sentido de que no es muy restrictivo y por
tanto no muy preciso o informativo.
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Ejemplo de {—1,0, 1} para Chebyshev |

Si X tiene tres posibles valores: {—1,0, 1}, con probabilidades {<f, 3, -z}, respecti-
vamente. ;Cual es la probabilidad P(|X — | > 30) y como se compara con el limite
de Chebyshev?

- Recordar que - Siendo que

E[X] = ix,-P(x,-) P(IW| =€) < :—22

» + Pero una forma equivalente es
+ También que

1
ox =E [(X—Y)z} = E[X*] - E*[X] P(IX = px| = kox) < 13
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Ejemplo de {—1,0, 1} para Chebyshev I

La media y la varianza de la vA discreta se obtienen de la siguiente forma:
: 1 8 1
E(X| = iP(x;)) =(—1)— 0)— 1)— =0
X = 32 xps) = (=155 + 005 + (1)5g

VarlX] = 3~ EPPL) = (1) 00 + (0 =

i=1

Utilizando la definicion provista de la desigualdad de Chebysheyv, se obtiene

1 1 1
P(IX — px| > kox) = P(IX — 0| > 3=) < — = —
(X = px] = kow) = P(X =0 233) < & =
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Ejemplo de {—1,0, 1} para Chebysheuv Il

Mientras tanto, utilizando la PDF propiamente, se puede encontrar la probabilidad
P(|X] > 1) solicitada. Considerando que solo hay tres valores posibles de X, {—1,0, 1},
los elementos de interés son {—1, 1} cuyas probabilidades son 1/18 4+ 1/18 = 1/9, igual
que con Chebyshev.

En general, la desigualdad de Chebyshev sera mucho menos restrictiva que el analisis de
la PDF, pero en este caso de ejemplo resultaron iguales.
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Desigualdad de Markov

Desigualdad de Markov

Si X es una va con fx(x) = 0 para x < 0, entonces X es llamada una va no-negativa,
para la cual aplica la desigualdad de Markov:

P(X >¢€) < # (6)

Comentario: En contraste con el limite de Chebyshev, que involucra tanto la media
como la varianza, este limite requiere inicamente de la media de X.
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Prueba de la desigualdad de Markov

La consideracion es ahora en relacién con la definicion del valor esperado (el momento
ordinario de primer orden):

EX] = /OOO x fio(x) dx > /EOO x fu(x) dx
> [ entax=c [ 0 dx

=eP(X > ¢)
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Ejemplo de los resistores de baja calidad |

Es posible asumir que en la manufactura de resistores eléctricos de baja calidad de
1000 €2, la resistencia promedio es en efecto de 1000 €2, segiin se determina por un
analisis estadistico de mediciones, pero hay una gran variacion alrededor de este
valor. Si todos los resistores por encima de 1500 Q2 deben descartarse, ;cual es la
fraccion maxima de resistores que terminarian por fuera?

- Recordar que

E[X]

P(X>¢) < —
€
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Ejemplo de los resistores de baja calidad Il

En este problema tenemos una distribucion no-negativa (no hay valores negativos de
resistencia eléctrica), y disponemos Ginicamente de la media y no de la varianza de la
distribucion, entonces aplica la desigualdad de Markov.

E[X] 1000 2

P(X > €)= P(X >1500) < ——= = — ==
¢ 1500 3

Es posible, aun asi, que la proporcion de resistencias descartadas sea menor. Bastaria con
conocer la distribucién para tener méas certeza.
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Ley de los grandes nimeros |

Sea {X;}Y_, una muestra aleatoria. Los X; son variables aleatorias idénticamente
distribuidas e independientes [11i] con media comUn y y varianza o, Se espera
intuitivamente que la media de la muestra, Xy, deberia ser cercana a la media de la
poblacion p para N grande. Esto es

.~ . SN
lim Xy = lim — =pu
N—oo N—o0

donde Sy = X1+ ...+ Xy es la suma.
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Ley de los grandes niimeros Il

Sea € > 0 un nimero fijo. Por la independencia de la secuencia X, ..., Xy en la muestra
aleatoria, se cumple que:

E[S\] =Nu o5, = No?

La desigualdad de Chebyshev aplicada a Sy establece que:

P15k — Nu| > Ny < T3 _ N _ o
(S =Nul = N) < TReye = Nee2 = w2

En términos de la media Xy de la muestra,

2

g
> = P(|Sy — Nu| > Ne) < —
> ) = A Nl 2 NO) <

Sn

~ M

P = 2 = p (|

Para N — oo la cota de la derecha en la Gltima ecuacién tiende a 0 y entonces:
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Ley de los grandes numeros

Definicion

Ley de los grandes niimeros

N . . , .
Sea {X;},—, una muestra aleatoria con media comin y y varianza o%. Sea

SN=Xi+ -+ Xy

(

conforme N — oo para cualquier € > 0.

Entonces

S
ﬁ—u‘ke)—w (7)
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Del rigor en la ciencia

Jorge Luis Borges

En aquel Imperio, el arte de la cartografia logré tal perfeccion que el mapa de una sola
provincia ocupaba toda una ciudad, y el mapa del Imperio, toda una provincia. Con el
tiempo, estos mapas desmesurados no satisficieron y los colegios de cartografos
levantaron un mapa del Imperio, que tenia el tamano del Imperio y coincidia
puntualmente con él.

Menos adictas al estudio de la cartografia, las generaciones siguientes entendieron que
ese dilatado mapa era indtil y no sin impiedad lo entregaron a las inclemencias del sol y
los inviernos. En los desiertos del oeste perduran despedazadas ruinas del mapa,
habitadas por animales y por mendigos; en todo el pais no hay otra reliquia de las
disciplinas geograficas.
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