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La ergodicidad establece la igualdad entre el promedio
estadistico y el promedio temporal de un proceso

aleatorio.
Es una nueva forma de estacionaridad que simplifica el

analisis del proceso aleatorio.



Promedios en el tiempo y ergodicidad



Promedios en el tiempo

El promedio temporal de una funcién esta definido con el nuevo operador

1 T
A[¢]=T|ergoz—rf_T¢dt (1)

donde A se utiliza para denotar promedio temporal de una manera analoga al
operador E para el promedio estadistico. < es una funcion del tiempo cualquiera.
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Promedios en el tiempo de funciones muestra |

El valor X = A[x(t)] representa el promedio temporal de una funciéon muestra. La funcién
de autocorrelacion temporal es denotada por Zxx(7) = A[x(t)x(t+7)]. Estas funciones
estan definidas por

x = Alx(t)]
o1 [T ()
:TILngo—T _Tx(t) dt
Bxx (1) = Alx(D)x(t +7)]
= lim = [ x(0)x(t+7) de ¥
T—00 2T J_T

Para cualesquiera funcion muestra x(t) del proceso X(t), estas dos dltimas integrales
simplemente producen dos ndimeros (para un valor fijo de T).
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Promedios en el tiempo de funciones muestra Il
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Figura: Ejemplo de un proceso aleatorio llamado “caminata aleatoria” (random walk).
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Promedios en el tiempo de funciones muestra Ill

Cuando se consideran todas las funciones muestra, X y Zxx(7) son realmente variables
aleatorias. Tomando el valor esperado a ambos lados de las definiciones, suponiendo que
la operacion matematica de la esperanza puede llevarse al interior de la integral y
suponiendo que X(t) es un proceso estacionario,

E[x] =X E[Zxx(7)] = Rxx(T)
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Procesos ergodicos |

Procesos ergodicos

Si se supone que X y Zxx(7) tienen varianzas nulas, es decir, que son constantes,
se escribe entonces,
E[X]=x=X
E[Zxx(7)] = Zxx(7) = Rxx(T)

Los promedios temporales X y Zxx(7) igualan a los promedios estadisticos.
Los procesos para los que los promedios temporales igualan a los estadisti-
cos se denominan ergodicos.
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Procesos ergddicos Il
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Figura: Ejemplo de un proceso aleatorio llamado “ruido blanco” (white noise).



Procesos ergodicos Ill

Ergodicidad es una forma muy restrictiva de estacionaridad y puede ser dificil pro-
bar que constituye una suposicion razonable para cualquier situacion fisica. Sin
embargo, se asumira que un proceso es ergddico a veces para simplificar problemas.

Ergodicidad conjunta

Dos procesos aleatorios son llamados conjuntamente ergddicos si son individualmente
ergodicos y también tienen una funcién de correlacion cruzada temporal que iguala la
funcién de correlacion cruzada estadistica:

T

%Xy(r)zrnlgo% | xX()y(t+1) dt=Rey(1) )
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Funciones de correlacién y covarianza




Las funciones de correlacién y covarianza cuantifican el
grado de relacién lineal entre un mismo proceso
aleatorio en distintos de tiempo (auto) y entre dos
procesos distintos (cruzada).

Sus propiedades tienen interpretaciones importantes en
el procesamiento de sefales.



Funcién de autocorrelacion

Autocorrelacion

La autocorrelacion de un proceso aleatorio X(t) es la correlacion E[X;X;] de dos
variables aleatorias X1 = X(#1) y X = X(t;) definidas por el proceso en tiempos

Yy .

Rxx(t1, t2) = E[X(t:1)X(t2)] (5)
Conty=tyth=t+7

Rux(t,t+7) = E[X()X(t +7)] ()

Si X(t) es estacionario en sentido amplio, Rxx(t,t+7) es funcién Gnicamente de la
diferenciat =t —ty,

Rxx(7) = E[X(5)X(t +7)] (7)
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Funcion de autocorrelacion |

Propiedades

© El valor maximo de Rxx(7) esta en T =0, por tanto esta acotado en el origen.

|Rxx(7)l < Rxx(0) ®)

@ La autocorrelacion tiene simetria par.

Rxx(—7) = Rxx(7) )

® El valor maximo es igual a la media del cuadrado (o valor cuadratico medio), llamado
también la potencia del proceso.

Rxx(0) = E[X*(1)] (10)
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Funcién de autocorrelacion |l

Propiedades

O Si X(t) es ergddico sin componentes periddicos, y ademas E[X(t)] = X # 0, entonces

lim RX)((T)=Y2 (11)

IT|—00
- Si X(t) es ergddico sin componentes periddicos, con media cero, entonces

lim Rxx(T) =0

|T]—00

O Si X(t) tiene un componente periddico, entonces Rxx(7) tendra un componente
periddico con el mismo periodo.
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Ejemplo de aplicacion de las propiedades de autocorrelacion |

Para un proceso estacionario y ergddico [E¥8, sin componentes periddicos, en

Rxx(t) =25+ 1
T)= _—
XX 1+ 672

encontrar el valor medio y la varianza del proceso.

Rx)((‘l')
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Ejemplo de aplicacion de las propiedades de autocorrelacion Il

Rxx(t) =25+ 1
T)= _—
XX 1+ 672

La propiedad 4 establece que I llim Rxx(7) = X y entonces
T|—00

E[X(1)]=X=V25=45

Nétese que tal propiedad solamente da la magnitud de X y no su signo.
Con la definicién de varianza y la propiedad 3 dada por Rxx(0) = E[X?(t)] entonces

% = E[X*(6)] - (E[X(1)])?
= RX)((O) —72
=29-25=4
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Funcion de correlacion cruzada

Correlacion cruzada

La funcién de correlacion cruzada esta definida por

Rxy(t,t+1)=E[X(t)Y(t+7)] (12)
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Funcidén de correlacion cruzada |

Propiedades

© Si X(t) y Y(t) son conjuntamente estacionarios en sentido amplio, Rxy(t,t+T) sera
independiente del tiempo absoluto:

Ryy(7) = E[X()Y(t+7)] (13)

® Si Rxy(t,t+7) =0, entonces X(t) y Y(t) son procesos ortogonales.

©® Si los dos procesos son estadisticamente independientes, la funcién de correlacion
cruzada se convierte en:

Ry (t,t+1) = E[X(6)] E[Y(t+7)] (1)
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Funcion de correlacion cruzada Il

Propiedades

® Si ademas de ser independientes, X(t) y Y(t) son al menos estacionarios en sentido
amplio,

ny(T)=Y-7 (15)

que es una constante.

® Si los procesos son al menos estacionarios en sentido amplio, entonces:

. R)(y(—‘[) = Ryx(‘[)
« [Rxy(7)l = v/Rxx(0)Ryy(0) (media geométrica)
“ |Rxy (7)1 = 3 [Rxx(0) + Ryy(0)] (media aritmética)
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Funciones de covarianza




Funciones de covarianza |

Autocovarianza

La funcién de autocovarianza (momento conjunto central de orden dos) de un
proceso estocastico esta definida por:

Cxx(t,t+7) = E[{X(t) - EIX()]}{X(t+71) (16)
—E[X(t+71)}]

equivalente a

Cxx(t,t+7)=Rxx(t, t+7)— E[X(t)|E[X(t+7)] (17)
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Funciones de covarianza Il

Covarianza cruzada

La funcién de covarianza cruzada para dos procesos X(t) y Y(t) esta definida
por:

Cxy(t,t+7) = E[{X(1) - E[X(6)]}

{Y(t+1)-E[Y(t+71)]}] (18)

o, alternativamente,

Cxy(t,t+71)=Rxy(t, t+71)— E[X(t)]E[Y(t+7)] (19)
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Funciones de covarianza lll

Para procesos que son a lo menos conjuntamente estacionarios en sentido amplio (WSS),
las covarianzas son

Rxx(‘l,') —72 (20)

ny(‘[)—}-)_/ (21)

Cxx(T)
C)(y(‘l,')

+ La varianza de un proceso aleatorio esta dada por la autocovarianza con 7 = 0.

- Para un proceso estacionario en sentido amplio, la varianza no depende del tiempo
y esta dada por la ecuacion (20) con 7 =0

0% = E[iX(£) - EIX()]1?] = Ryx(0) - X° (22)
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Funciones de covarianza |V

+ Para dos procesos aleatorios, si
Cxy(t,t+1)=0 (23)
entonces estan no-correlacionados. Esto significa que

Rxy(t, t+1)=E[X(t)]- E[Y(t+7)] (24)

+ Se concluye de la dltima igualdad, que procesos independientes son
no-correlacionados. El reciproco no es cierto (aunque si lo es para procesos
conjuntamente gaussianos).
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