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Cuando existe una cantidad definida de estados, es
posible modelar las transiciones entre todos estos
estados.



Cadenas de Markov de tiempo discreto



Condiciones

Cadenas de Markov de tiempo discreto

- Considérese un sistema que puede estar en cualquiera de varios estados.

« El conjunto de estados es denominado el espacio de estados S y se supondra en
general que S = {0,1,2,...,N}.

- Supdngase ahora que una particula es libre de saltar entre los estados del espacio de
estados S. Su localizacién al tiempo t es X;.

- De esta forma se tiene un proceso estocastico {X;}22,,.
- La localizacion X; se mide solamente en los tiempos discretos t = 0,1,2, ...

+ Xo es la localizacion en el tiempo 0.
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Suposiciones |

Cadenas de Markov de tiempo discreto

© Suponga que la particula esta en el estado i en el tiempo t. La probabilidad que
brinque a otro estado j depende solamente de /. Matematicamente, sea
iyj,it—1,...,io € S. Entonces para cualquier tiempo t:

P(Xep1 =J | Xe = i, Xemq = g1, ..., Xo = o)
= P(Xey1=j| Xe = i)

Es decir, el futuro (tiempo t + 1), dado el presente (tiempo t), es independiente del
pasado (tiempos t — 1,...,0). La probabilidad anterior es la probabilidad de
transicion o de salto del estado i al estado j.

Esta es la propiedad de Markov
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Suposiciones Il

Cadenas de Markov de tiempo discreto

@ Las probabilidades de transicion descritas son

Independientes de los estados pasados una vez que se conoce donde la particula
esta ahora
Independientes de t el momento en que hace la transicion

P(XH_] :_] | Xt - l) - I-I,',J' (1)
Esta tltima suposicion se denomina homogeneidad en el tiempo.

M;; es la probabilidad de transicion del estado 7 al estado j
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Cadena de Markov de tiempo discreto homogénea

Definicion

Cadena de Markov de tiempo discreto (homogénea)

Consiste de una particula que salta en cada unidad de tiempo entre estados en un
espacio de estados S. X; denota el estado ocupado en el tiempo tparat = 0,1,2, ...

Si la particula esta en el estado i al tiempo t, estar4 en el estado j en el tiempo t + 1 (sin
importar los estados ocupados antes del tiempo t) con probabilidad

Mij=PXeg1=j| Xe =) ()
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Cadena de Markov de tiempo discreto |

Ejemplo 1

Sea S = {0, 1} con probabilidades de transicion dadas por:

|_|070= 1/3 n0’1 =2/3 |'|170= 1/4 I_|1’1 =3/4 (3)

Su representacion grafica es:

2/3

1/4

Figura 1: Cadena de Markov de tiempo discreto.
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Cadena de Markov de tiempo discreto Il

Ejemplo 1

También se suele representar la misma informacion dada en la ecuacion (3)

Moo=1/3 Mo,y =2/3 Mio=1/4 My, =3/4

pero de forma matricial:

1/4 3/4

|‘|=[1/3 2/3} @
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Matriz de transicion I1 |

Hay una manera estandar de escribir las probabilidades de salto I1; ; como una matriz, a
la que se le llama la matriz de transicion l1. El elemento en su i-ésima fila y j-ésima
columna es [1; ;, la probabilidad que la particula salte de i a j.

Moo Moy Moo -+ Tl
Mo Thy Thy -+ Thy

n= . . . . (5)
Myo Mg MNyp oo Ty

Notese que la i-esima fila de la matriz [1 muestra las probabilidades de salto del estado
i, la j-ésima columna muestra las probabilidades de salto al estado j.
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Matriz de transicion 11l

Matriz de transicion
Sea [1 una matriz de transicion de una cadena de Markov. Entonces,

©® 0 <Tl;; < 1paratodo i,jen el espacio de estados S.

® [l tiene filas que suman 1:

N N

DoNi=> PXep=jlXe=i)=1 (6)
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Cadena de Markov de tres estados |

Ejemplo 2

En una cadena de Markov hay tres estados: S = {0, 1, 2}. Del estado 0 la particula
salta a los estados 1 0 2 con una idéntica probabilidad de 1/2. Del estado 2, la parti-
cula debe saltar al estado 1. El estado 1 es absorbente: una vez que la particula entre
al estado 1, no puede salirse. Dibuje el diagrama y escriba la matriz de transicion.
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Cadena de Markov de tres estados Il

Ejemplo 2
0 1/2 1/2
M=1{0 1 0
0 1 0
1/2
Do
1/2 1

Figura 2: Cadena de Markov de tiempo discreto.
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Estado absorbente

Definicion

Estado absorbente

El estado i es absorbente si [1; ; = 1.

Interpretado como “la probabilidad de pasar del estado i al mismo estado i es del 100 %”.
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Un paseo aleatorio sobre S ={0,1,2,..., N}

Ejemplo 3

De cualquiera de los estados interiores 1,2, ..., N—1, la particula salta a la derecha
al estado i+ 1 con probabilidad p y hacia la izquierda al estado i— 1 con probabilidad
qg=1—p.Esdecir,para1 < i< N—1,

Niiv1=p, Mii—1=gq, Mij=0paraj#i+1
(Cual es la matriz de transicion y el diagrama de saltos?
Esto corresponde al siguiente juego: tire una moneda; si sale escudo, entonces gana un
colén; si sale corona, entonces pierde un colon. En cada tiro se salta al estado i 4+ 1 con

probabilidad p o al estado i — 1 con probabilidad g, con i colones al presente.

A este “juego” se le conoce como la ruina del apostador
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Un paseo aleatorio sobre S ={0,1,2,... N} Il

Ejemplo 3

Pueden considerarse tres casos diferentes acerca de la conducta de la particula en
los estados frontera 0 y N.

Caso 1 Ambos estados frontera podrian ser absorbentes, en cuyo caso se tendria,

Moo =1 Myn =1

100 0 - - - 0 Esto corresponde a las situaciones
g 0 p 0 0 en que el juego acabé dado que se
o g 0 p - - - 0 _ . .

n=(- > * >~ 7 quedé sin dinero o si se ha ganado
0000 - g 0 p el dinero de los oponentes.
00 0 0 1
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Un paseo aleatorio sobre S = {0,1,2,... N} 1lI

Ejemplo 3

Caso 2 Ambos estados frontera podrian ser reflectores, en cuyo caso,

I'I0,1 =1 I_IN,N—1 =1

Esto corresponde al caso cuando mi oponente me da uno de sus colones
cuando quedo con los bolsillos vacios, o inversamente. Y que siga el juego.

Caso 3 Los estados frontera podrian ser parcialmente reflectores, en cuyo caso,

I_|0,o:r, |'|071:1—r, nN,N:57 nN,N—1:1_5
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Un paseo aleatorio sobre S ={0,1,2,..., N} IV

Ejemplo 3

La correspondiente matriz de transicion estaria dada por

r T—r 0 0 O 0
g 0 p 00 0
NS

0 0 000 -qg 0 p
0 0 000 - - 1—s s

El caso 3 incluye los dos casos anteriores para valores particulares de ry s.
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Un paseo aleatorio sobre S ={0,1,2,..., N} V

Ejemplo 3

Figura 3: Paseo aleatorio sobre S = {0,1,2,..., N}.
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La matriz de transicion de orden ¢ |

La matriz de transicion Il muestra las probabilidades de transicion I1; ;. Supéngase que
se necesita encontrar probabilidades tales como

P(Xeys =j | Xe = i)
de que la particula estara en estado j tres saltos desde el estado actual /.

Si probabilidades de transicion de un paso [1;; son las entradas de la matriz I1,
;como puede encontrarse las probabilidades de tres pasos, y mas generalmente, las
probabilidades de t pasos?
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La matriz de transicion de orden ¢ Il

Matriz de transicion de orden t
La matriz de transicion de orden t es 1%, cuya entrada (i, ) es
NG, =P(Xe=Jj| X = i) 7)

que es la probabilidad de saltar de i a j en t pasos.

La homogeneidad en el tiempo (el hecho de que las probabilidades de transicién no
dependan de t) implica que no obstante el tiempo p > 0,

P(Xerp = J | X = 1) = N 3)

O sea, las probabilidades de transicion de t pasos dependen solamente de la diferencia
de tiempo.
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Visualizacion de la transicion de estados |

Un algoritmo general se necesita para hallar la matriz de transicion 1° de orden t para
cualquier matriz ['1 de una cadena de Markov dada.

2/3

1/4

Figura 4: Cadena de Markov de tiempo discreto.
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Visualizacion de la transicion de estados Il

Para hallar la matriz de transicion de orden t 4 1 a partir de la de orden ¢, se usa las
suposiciones de Markov bésicas.
- Supodngase que la particula empieza en estado i en el tiempo 0, es decir, Xy = i.

« Para que la particula esté en el estado j en el tiempo t 4 1, debe haber atravesado
algin estado k en el tiempo intermedio t, es decir, Xo = i — Xy = k — Xp1 = J.

El objetivo es encontrar una expresion para I'If'jH.
)

o La matriz de transicion de orden ¢ 20/ 35



Visualizacion de la transicion de estados Il1

N =PXe1 =4 | X =1)

P(Xt+1:_[th:k|X0:I)

PXes1=J | Xe =ky Xo=)P(X; =k | Xo = i)

P(XH_] :_] ‘ Xt - k)P(Xt - k ’ X() - I)

M= 1= M= 114-

t
MG (M

=~
I
o
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Visualizacion de la transicion de estados 1V

- La primera igualdad es por definicion de la matriz de transicion de orden t.
- La segunda igualdad viene de particionar donde la particula estaba en el tiempo t.

- La tercera igualdad viene de
P(ANB|C)=P(A| BNC)P(B| C)

que se sigue de la definicion de probabilidad condicional.

+ La cuarta igualdad usa la propiedad de Markov, es decir, la suposicién de que la
probabilidad de que la particula esté en jen t + 1 dado que estaba en k en el tiempo
t, es independiente del hecho de que estaba en i en el tiempo 0.

- La quinta igualdad es por definicién de las matrices de transicion y por la propiedad
de homogeneidad.
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Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov |

Sea los tiempos t, s > 0. Entonces para todos los estados i, J:

N
M = " NiLg; )
k=0
con N = N5,

Para que la particula que comienza en i en el tiempo 0 esté en j en el tiempo t + s, debe
estar en alglin estado k en el tiempo intermedio t.

o Ecuaciones de Chapman - Kolmogorov 23/35



Diagrama de salto de probabilidades |

Ejemplo 5

Convierta el diagrama de salto de probabilidades de la Figura 5 en la correspon-
diente cadena de Markov y encuentre la probabilidad de que la particula estara en
el estado 1 después de tres saltos dado que empezara en el estado 1.

Figura 5: De un diagrama de salto a la matriz de transicion.
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Diagrama de salto de probabilidades Il

Ejemplo 5

Si se pasa la informacién dada por el diagrama de saltos a la correspondiente matriz de
transicion, se encuentra que:

0 0,1 09
N=1]08 0 0.2
0,7 03 0

Con la ayuda de la matriz anterior, se encuentra que:

0,71 0,27 0,02
Mm=nMn"=1| 0,14 0,14 0,72
0,24 0,07 0,69
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Diagrama de salto de probabilidades Il

Ejemplo 5

0,230 0,077 0,693
M =n%*=1 0616 0,230 0,154
0,539 0,231 0,230
Para responder a la pregunta hecha,

P(Xs=1] X =1)=T3,=10,230

un 23 %.
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Un vector de probabilidad para todos los estados

Se ha aprendido a calcular probabilidades condicionales de la forma P(X; = j | Xo = i).
Pero supdngase que la particula comenzoé en el estado iy en el tiempo 0. Entonces, ;cual
seria P(X; = j)? Més en general, suponga que la particula empieza en el estado i con
probabilidad p; en el tiempo t = 0. Se desea responder la pregunta: con las
probabilidades iniciales po, p1, . . ., pn, ¢cudl seria P(X; = j) para cualquier estado j?
Sea el vector de probabilidad inicial definido por

P = (P07P17p27---apN)

Noétese que 0 < p; < 1 para todos los estados i en el espacio de estados Sy
po+ p1+ -+ pn = 1, dado que la particula debe comenzar en alguna parte en el
tiempo 0. Nétese ademas que p° = p.
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t

Definicion del vector de probabilidad p

El vector de probabilidad en el tiempo t se define como

P = (po, P1, P2+ -5 PN)
donde
pj = P(X; = j | vector de probabilidad inicial sea p)

Es decir, pjt- es la probabilidad de que la particula se encontrara en el estado j dado que

comenzo6 en el estado i con probabilidad p; parai=0,1,..., N. Ademas,
N N
S ===
j=0 j=0

Es decir, para cada t, p es un vector de probabilidad.
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El vector de probabilidad p' |

Vector de probabilidad p

Un vector de probabilidad p = (po, p1, - . ., pn) satisface
® 0<p;<1paracadai=0,1,2,...,N.
@p+pt...+ponv=1

Hay un método directo para obtener el vector de probabilidad p en el tiempo t dado el
vector de probabilidad inicial p° en el tiempo 0 y la matriz de transicion ! de orden t:

N
pj = Z pilliy
i=0
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El vector de probabilidad p* Il

El vector de probabilidad en el tiempo t es

pt:pl—lt:pont (10)

Para probar el resultado, se calcula lo siguiente:
p; = P(Xe = j)

= 3P = | X = )P0 = )

t
ijPi

I
.F:Iﬂz

donde la primera y segunda igualdades son las definiciones de p’, 1"y p. La segunda
igualdad constituye una aplicacion de la ley de probabilidad total.
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Probabilidad del estado de la particula |

Ejemplo 6

Para la cadena de Markov de la Figura 6, encuentre la probabilidad de que la parti-
cula estara en el estado 0 en el tiempo 3 si comenzé en el estado 0 con probabilidad
1/3 y en el estado 1 con probabilidad 2/3 en el tiempo 0.

3/4

1
Figura 6: Vector de probabilidad p'.
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Probabilidad del estado de la particula Il

Ejemplo 6

Primero, se encuentra la matriz de transicion a partir del diagrama de salto y el vector de
probabilidad en el tiempo 0 a partir de la informaciéon dada en el enunciado:

I_|:[1/4 3/4]

1 0
p=(1/3,2/3)

Toca a continuacion calcular las matrices de transicion de orden 2 y de orden 3, para
finalmente calcular el vector de probabilidad de orden 3:

I'IZ:I'I-I'I:[13/16 3/16]

/4 3/4
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Probabilidad del estado de la particula Il

Ejemplo 6

W= 02— { 25/64 39/64 ]

13/16  3/16

p® = pN® = (1/3,2/3)N% = (129/192, 63/192)

De esto ultimo se concluye que P(X3 = 0) = pj = 129/192 ~ 0,7.
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Estado i inicial |

Supdngase que la particula empieza en el tiempo t = 0 en el estado i. En la terminologia
de los vectores de probabilidad, esto significa que:

P’ =(0,...,0,1,0,...,0)

El ndmero 1 en el anterior vector esti en la i-ésima entrada.
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Estado i inicial Il

Por consiguiente, el vector de probabilidad en el tiempo ¢ es:

p'=(0,...,0,1,0,...,0)I"
= (I_I;,oa rl/t',h I_I/t',27 R I_I:'L,N)

lo que implica que dado que la particula comenzé en el estado i,
P(X: = j) = pj = Nj;

que confirma lo que ya se sabe: la entrada (i, j) de la matriz M’ es la probabilidad de
estar en el estado j en el tiempo t dado que estaba en el estado i en el tiempo 0.
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