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Cuando existe una cantidad definida de estados, es
posible modelar las transiciones entre todos estos
estados.

Luego de suficientes transiciones, y al alcanzar un
“régimen permanente”, cada estado tiene una

probabilidad definida.
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Como en el caso anterior (no discreto), supéngase que hay un nimero grande N de
particulas, cada una que salta de estado a estado entre los estados de S guiados por la
matriz de transicion 1 de probabilidades de saltos.

® Sitodas las N particulas empiezan en el estado 0 en el tiempo t = 0, entonces
después de un salto algunas permaneceran en el estado 0 (si [y o > 0) y otras
saltaran a otros estados. Se puede esperar NIl ; particulas en el estado j después de
un salto.

® Por otro lado, supongase que se distribuyen las N particulas de modo que N;
empiezan en el estado j en el tiempo 0 para j =0,1,2,...,N.
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¢ Dado que N;l1;; de aquellas particulas que empiezan en j puede esperarse que
salten al estado /, el nimero total de particulas que puede esperarse que estén en el
estado i después de un salto es

N
> NN

j=1za

¢ Pudiera suceder que este niimero es el mismo numero N; de particulas que
empezaron en el estado i en el tiempo 0.
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Cada una de las particulas podria cambiar estados, pero el nimero completo en
el estado i permanecera constante. Si esto fuera cierto para cada estado i € S, el
sistema entero de N particulas estaria en estado estable: por cada particula que
deja un estado, una la reemplazaria proveniente de otro estado.

En vez del nimero N; absoluto de particulas en estado i,

N

Ny = N,

j=0

reestablézcase la ecuacion en términos del nimero relativo N;/N de particulas en estado
i
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Por tanto, es la probabilidad de que cualquier particula ocupe el estado i

N

Ni/N = (N/N)T;;

Jj=0
Si este fuera el caso, el sistema entero de N particulas estaria en el estado estable.
Un vector de probabilidad ¢ representa el estado estable si

N
b= N (1)
j=0

o sea, si o' = ¢ - [1 = ¢. De esta forma, la probabilidad de que una particula esté en el
estado i es la misma en el tiempo 1 como en el tiempo 0.

Noétese que si ¢ tiene esta propiedad de reproducirse a si mismo después de un salto, esto
se cumplira para todos los tiempos t:
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¢l =M =0 @)
lo que implica
P =¢M=9N=0¢
O =¢N=9gN=¢
y, en general,
¢t — ¢t—1|—|
= ¢l

=¢
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Vector de probabilidad de estado estable

Cualquier vector de probabilidad con la propiedad ¢ = ¢[1 es denominado un
vector de probabilidad de estado estable. Si la particula empieza en el estado i con
probabilidad ¢; por cada estado i, entonces en todo tiempo t, estara en el estado i
con probabilidad ¢;.
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Consta de dos pasos:

@ Establezca y resuelva estas ecuaciones:

N
¢ = Z ®illi
i=0
paraj=0,1,2,..., N o alternativamente, en notaciéon matricial, ¢ = ¢I1.

® Normalice por medio de la ecuacion

N
2 ¢i =1
i=0
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® El paso 1 anterior involucra la soluciéon de N + 1 ecuaciones para N + 1 incégnitas
b0, P1, 2, - . ., On. Siempre habra redundancia: una de las ecuaciones sera una
combinacion lineal de las otras.

® La ecuacion del paso 2 es realmente la (N + 1)-ésima.

® En otras palabras: el primer paso, aunque define un sistema de N + 1 ecuaciones,
solamente N de ellas son linealmente independientes, por lo que se necesita del
paso 2 para proveer la (N + 1)-ésima ecuacion para poder encontrar las N + 1
incognitas, que definiran los componentes del vector de probabilidad de estado
estable.
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Ejemplo 7

Encuentre el vector de probabilidad de estado estable de la cadena de Markov mos-
trada en la Figura 1.

1/2

1

Figura 1: Vector de probabilidad de estado estable.
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Ejemplo 7

¢ = ol
(¢0, #1) = (¢o, 1)
|1 7]
$o = %050 + ¢
b1 = 260

Las dos altimas ecuaciones son realmente la misma: ¢; = %qﬁo. A continuacion se usa la
condicion de normalizacion:

1=¢0+¢1=¢0+%¢0=§¢0
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Ejemplo 7

De esta forma se concluye que ¢g = 2/3, ¢1 = 1/3. Por consiguiente, dos terceras
partes del tiempo, la particula se encontrara en el estado 0 y una tercera parte del
tiempo se encontrara en el estado 1.

1/2

1
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Ejemplo 8

Considere la cadena de Markov de la Figura 2. Encuentre el vector de probabilidad
de estado estable ¢.

2/3

Figura 2: Vector de probabilidad de estado estable.
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Ejemplo 8

Se construye primero la matriz de transicion I1:

11
0 11
A -
3 30
11
0 11
(¢0;¢1,¢2)=(¢0,¢1,¢2) 0 35 3
12
3 3
1
¢0=§¢2
1 2 2
¢1—5¢0+§¢1+§¢2
1 1
$2 = ~¢o + ~n
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Ejemplo 8

lo cual genera,

—3¢g+ ¢, =0
300 — 201 +4¢, =0
3¢o + 2¢1 — 6¢2 = 0

Si se suma la segunda y la tercera ecuaciones, resulta en 6¢y — 2¢, = 0, que es
esencialmente la misma primera ecuacion, de donde se puede decir que la tercera
ecuacion es redundante. De las primeras dos ecuaciones se tiene que,

$2 = 3¢
b=
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Ejemplo 8

Toca ahora usar la condicién de normalizacién:

T=¢o+¢1+ 2= (1+§+3)¢0=§¢0

Ui 2 15 6
Por consiguiente, ¢g = 53,91 = 33, P2 = 53.

1/3
2/3 2/3

1/2
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Ejemplo 9

Considere el proceso ciclico de la Figura 3. Hay N + 1 estados 0,1,2,..., N. Para
cada estado i, 0 < g; < 1. La particula permanece en el estado i con probabilidad
gi, o salta al estado i+ 1 con probabilidad p; = 1— g;. Si i = N, entonces i+ 1 sera
el estado 0; hay un enrollamiento del estado N al estado 0. Encuentre el vector de
probabilidad de estado estable.

Se comienza por caracterizar la matriz de transicion, a partir del diagrama de saltos.
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Ejemplo 9
do Po 0 . . . 0
0 q1 P 0 L 0

M=10 0 g pp - - 0
pn 0 0 gn

90 Cl Q@ N
Po p1 P2 PN-1
PN

Figura 3: Proceso ciclico.
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Ejemplo 9

La ecuacion ¢ = ¢l implica que:

(0, &1, ON) = (@0, D1, -+, ON)T
®o = Godo + PNON
1= pogo + q1n
$2 = p191+ Q22

lo que nos lleva a:
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Ejemplo 9
Po®o = PNON
P191 = podo
P22 = p1¢1

Se resuelve sucesivamente para cada ¢; en términos de ¢y comenzando con la segunda
ecuacion:

¢1 = (po/p1)do
$2 = (po/p2)bo
¢3 = (po/p3) o
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Ejemplo 9

Ahora se usa la condicion de normalizacion,

1=¢0+¢1+"‘+¢N
= (1+ po/p1+ po/p2+ -+ =+ po/pn) do
=(1/po+1/p1 +1/p2+ -+ 1/pn) Podo

De esto ultimo se obtiene que 1 = Cpy¢gy, lo que determina ¢. Para el proceso
. . . N
ciclico se obtiene finalmente que ¢; = 1/Cp;, donde C = 3 ;" ; 1/p;.
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Ejemplo 10

Sea

12 1/2 0 0
172 1/2 0 0
0 1/3 1/3 1/3
0 0 o0 1

1/2 1/2 1/3
g 1/2 5 1/3
1/2 1/3

Figura 4: Proceso de Markov.
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Ejemplo 10

Hay dos vectores de probabilidad de estado estable distinguibles:

11
=(-,-,0,0
¢ <27 2’ ) )
¥ =(0,0,0,1)
Esto se verifica simplemente chequeando ¢l1 = ¢, ¥l = 1.
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Ejemplo 11

Considérese un paseo aleatorio sobre los enteros positivos S = {0,1,2,...} en el
que las transiciones son solamente hacia la derecha; suponga que 0 < p < 1y
q = 1 — p. Véase la Figura 5. ;Hay estado estable?
Esta cadena es similar al proceso ciclico. Aqui p; = p es constante y N = cc.
q q q q

Figura 5: Paseo aleatorio sobre los enteros positivos.
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Ejemplo 11

La correspondiente matriz de transicion esta dada por:

o o\
QT

0
p
q

[« B e ]
oS O O

¢ = ¢l implica que

qoo = ¢o
pPo + g1 = P
pP1+ qpr = ¢
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Ejemplo 11

Dado que 0 < p,q < 1, la primera, la segunda, la tercera, y demas ecuaciones
implican ¢y = 0,91 = 0, ¢, = 0, ... Por consiguiente, no hay estado estable.
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