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DISENO DE FORMULAS INTEGRALES. (*

Winston Alarcén Athens
Escuela de Matematica, U. C. R.

__ Resumen. Presentamos una nueva metologia de disefio de férmulas integrales que no utiliza ex-
plicitamente sumas de Riemann ni procesos de limite. El método consiste en partir de un modelo
elemental con solucién conocida, e interpretar — en relacién a la magnitud que se desea calcular y
definir formalmente — un conjunto de propiedades que caracterizan a su respectiva forma integral.
Cuando la interpretacién muestra que se trata de propiedades conceptual o intuitivamente necesarias,
la unicidad de su forma integral conduce a que ésta sea la férmula general buscada. El método se
basa en dos teoremas de caracterizacién del autor que también son itiles para discutir propiedades
caracteristicas asociadas a formas integrales dadas. Como otra aplicacién, obtenemos un teorema

general de cambio de variable sin hipétesis especiales de continuidad.

Abstract. In this paper I present a new methodology for the design of integral formulee which
do not explicitly utilize neither Riemann’s sums nor processes of limit. This method consists of
: departing from an elementary model with a known solution and interpret — in relation to the
magnitude which is desired to calculate and formally define — a set of features that characterize its
corresponding integral form. When the interpretation shows that these features are, conceptually
or intuitively, of necessity, the unicity of its integral form guides itself to be the general formula
that has been persued. The method is based on two characterization theorems of the author, that
also are useful to discuss characteristic features associated with a given integral form. As an other

application, we obtain a general change of variable theorem without special hypothesis of continuity.

1— Introduccién. La metologia de disefio de férmulas integrales que expondremos en tres
.. mplos, consiste en los siguientes pasos:

i) Escogencia de un modelo elemental con solucidn conocida, en que la magnitud pufa,b] a
calcular queda dada por una férmula de la forma:

ula b = C(2() ~ (),

donde C es constante en [a, b] para el modelo elemental.

ii) Dar forma integral al lado derecho de la férmula elemental

c (o) - o(a)) = / : Cop(u) du,

*) Bste trabajo forma parte del Proyecto Ntimero 114-89-051 de la Vicerrectoria de Investigacién, Univer-
sidad de Costa Rica.
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deduciendo un conjunto de propiedades caracteristicas inmediatas que especificaremos més
adelante.

iii) Interpretacidn de las propiedades caracteristicas de la forma integral en términos de la
magnitud p y decisién de adopcidn o rechazo de la forma integral.

En esta metodologia no interviene ningin “calculo aproximado” de una magnitud intui-
tivamente aceptada antes de todo calculo (ver, por ejemplo, [1], cap. 7 y [2], cap. 6), sino que
basta el conocimiento de la férmula para el célculo exacto en un modelo elemental. Tampoco
€s necesario un conocimiento apriori de “axiomas” que describan a la magnitud en estudio (ver,
por ejemplo, [3], cap. 2), sino que es la propia forma integral de la férmula elemental la que
nos proporcionara una propuesta de posibles axiomas**). Todo lo que tenemos que hacer es
discutir la necesidad o la inconveniencia de esas propiedades, a la luz del concepto que tengamos
acerca de la magnitud en estudio. Y cuando no tengamos completa claridad previa sobre tal
concepto, esa discusién nos permitird profundizar precisamente en él. Finalmente, cu. >
hayamos completado esa discusién y reconocido la necesidad conceptual de las propiedades
que caracterizan a la forma integral encontrada, podremos definir formalmente la magnitud
en estudio, no a través de una férmula para su cdlculo, sino por medio de esas propiedades
caracteristicas. Junto con la obtencidén de esa definicién formal y como consecuencia natural
(pero conceptualmente distinta) de ella, dispondremos de la férmula general para calcular la
magnitud asi definida.

El método de disefio de fé6rmulas integrales que acabamos de resefiar se fundamenta en
los teoremas que discutiremos en la préxima seccién, después de la cual los aplicaremos a tres
ejemplos tipicos. En la tltima seccién probaremos un teorema de cambio de variable que se
deduce facilmente del teorema C.

2. Bases tedricas del método de diseno propuesto. En todo lo que sigue, J C R denota
un intervalo de la recta real. Para indicar que f es Riemann-integrable en los subintervalos
compactos de J, escribiremos: f € Ry. Si f : J — R es acotada en los subintervalos
compactos de J, una pre-primitiva de f en J es una funcién F' : J — R tal que para cada z,
y € J, con x # y, la razdn de incrementos

s Elg) e
y—z

queda comprendida entre cualquier par de cotas inferior y superior de f en el intervalo com-
pacto de extremos z, y. En [5] discutimos en detalle la nocién de pre—primitiva, cuya principal
propiedad es el siguiente teorema de caracterizacién:

Teorema A. f € R; siy sélo si, dados a, b € J, la diferencia F(b) — F(a) no depende de cual
sea la pre-primitiva F' de f que escojamos para calcularla. Si f € R, entonces

b
| #@)de = F@) - F@),

(o) No hay que perder de vista que las “férmulas elementales” no provienen de una escogencia caprichosa
convertida en tradicién, sino que deben su existencia a las propz'cdaa'es que las caracterizan, propiedades
que subyacen a la férmula pero que constituyen la médula conceptual de lo que con tal férmula se calcula. Ver,

por ejemplo, [4].
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donde F' es cualquier pre—primitiva de f en J.

Sea (a,b) = p(a,b) una funcién real definida para todo (a,b) € J x J tal que a < b.
Se dice que p es aditivar con respecto-a las particiones del intervalo, o — mas brevemente —
aditiva, si para todos a, b, ¢ € J, con a < b < ¢, se verifica:

n(a,b) + p(b, c) = p(a, c).

Por ejemplo, si ® : J — R es una funcién real definida en J, la aplicacién p(a,bd) —
®(b) — ®(a) es aditiva. En particular, si ® es una pre-primitiva de ¢ en J, ademas de ser
aditiva, p tiene la siguiente propiedad de acotacion: si a, b € J son tales que a < b, entonces
se verifica

u( b)
inf z) < < su T 1
DT e [apb]SO( ) (1)

El teorema A recién citado se traduce en el siguiente

Teorema B. Dada k € R, la forma integral

welasb)= /ab k(z) dz

es la unica aplicacién aditiva tal que, para todo (a,b) € J x J con a < b, se verifica la siguiente
propiedad de acotacién:

El teorema B tiene ttiles aplicaciones en el disefio de férmulas integrales sencillas, prove-
nientes de férmulas elementales del tipo u(a,b) = C(b — a). Asi ocurre, por ejemplo, con el
area de las regiones de ordenadas de una funcién f € Rj: si f es una constante k, se trata de
regiones rectangulares de area |k|(b— a). La respectiva forma integral u(a,b) = f: |f(z)| dz es
una funcién aditiva que se caracteriza por la propiedad de acotacién:

5 mf | (z)|(b—a) < p(a,b) < sup]|f(:c)|(b—a),

z€[a,b z€la,b

lo cual se interpreta como la propiedad del area de la regién de ordenadas de f en [a,b], de
quedar comprendida entre el drea del rectangulo mas grande que puede inscribirse dentro de
ella y el 4rea del rectdngulo mas pequefio que puede circunscribirse a ella. Como la aditividad
y esta propiedad de acotacién son necesarias a un concepto de area, se justifica definir el area
de las regiones de ordenadas de f € Ry como la magnitud integral i caracterizada por esas
dos propiedades, obteniéndose para su calculo la férmula: p(a,b) = f |f(z)|de.

Sin embargo, cuando se trata de férmulas integrales que generalizan formulas elementales

del tipo Cf: p(z) dz, 0 — equivalentemente — del tipo C(®(b) — ®(a)) (donde ® es una pre-
primitiva de ¢), la mencionada propiedad de acotacién de la correspondiente forma integral

fab k(z)p(z) dz, esto es, la siguiente propiedad de acotacion I

xér[gb] (fc(a:)q:(x)) (b—a) < /ab k(z)p(z) de < szp (K?(:l?)(p(:l:)) (b—a),

a,
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tiene una interpretacion insuficientemente intuitiva como para servir de justificacién concep-
tual a una definicién formal de la magnitud que se discuta. De ahi que sea conveniente contar

con propiedades de acotacién que — sin dejar de caracterizar a la forma integral f k(z)p(z) dz
—, usen cotas mds amplias, susceptibles de una mds evidente interpretacién. Esto es lo que
logra.remos en los dos teoremas que probaremos en esta seccién.

Teorema C. Sean &, ¢ € Ry, con ¢(z) > 0 para todo z € J. Entonces la forma integral

b
pesol@t) = [ w(@)p(a)ds

es la tnica aplicacién aditiva, definida para todos a, b € J tales que a < b, que goza ¢ ‘a
siguiente propiedad de acotacion II:

ir[lfb]n(:c)((I)(b) — ®(a)) < px,p(a,0) < sup w(z)(®(b) — ®(a)),
TEla, z€[a,b]

si a, b € J son tales que a < b.

PRUEBA. En primer lugar, tenemos que fab k(z)p(z)dz es una aplicacién aditiva que
posee la propiedad de acotacién II. Para comprobar esto tltimo, basta notar que sia, b € J
son tales que a < b, entonces para todo t € [a, b] se tiene:

inf k(z) < k(t) < sup «(z);
z€[a,b] z€[a,b]

como (t) > 0, para todo t € [a, b] podemos escribir:

xénf k(x)p(t) < k(t)p(t) < sup &(z)p(t),

T€la,b

e integrando desde a hasta b:

b
inf ~(2)(80) = (@) < [ s(Op()di < sup_ K(2)(1)(#(8) = ()

z€[a,b] z€[a,b

donde & es cualquier pre-primitiva de ¢ en J. En consecuencia, basta con probar el siguiente
lema:

Lema. Si p, , es una aplicacién aditiva que goza de la propiedad de acotacién II, entonces,
para cada a, b € J con a < b, se verifica:

fro(a,b) = sup{ E (;g}"{ k(z)) Adk I P es una particién de [a, b] } :
KeP
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PRUEBA DEL LEMA.
Como k € Ry, para cada € > 0 existe una particién P, de [a, b], tal que para toda particién
P mas fina que P, se verifica:

€
0< — inf A S5 2
< ;%Zefp(:gfg k(2) - inf x(z))Avk < T (2)
donde Azg =t —ssi K =[s,t] y L = méx{ |inf[a b] o, |sup[a ) Pl}>0GEL=0,pes
nula, ® constante y no hay nada que probar).

Si K = [s, t], escribiremos A®g = ®(t) — B(s) ¥y px,o(K) = pg,(5,t). Por la propiedad
de acotacién II, para todo K € P tenemos:

(Jnf £(2) A%k < oK) < (sUp £(2)) A .

Usando ahora la propiedad de aditividad:
Z (inf K(z)) APk < px,p(a,b) < Z (sup k(z)) Adk .
gt K ep EER
Por lo tanto:
0 < px o(a,b) — inf Adg < — inf Adg .
< i p(,b) I;(;g,(n(w)) K < é(jgg k(@) - inf K(2))Adk (3)

Por la positividad de ¢ y el hecho de ser ® una pre—primitiva de p en J, se tiene AP g > 0
para todo K € P; usando’(2) y la propiedad de acotacién (1) de A®g, tenemos:

0< Z (sup k(z) — 1nf ;c(:c))ACDK

Kep *€

=5 (sup K(z) — Jnf "(x))AxK(Aq)K)

Kiep. ZEX

Kep “€K

= (Z (sug k(z) — mf K)(.’IZ)

TE

Az
~ = (Z (sup K(z) — mf "(-”’) ) maxgep i(:;;)

KeP

€
< ==
L
Aplicando esta acotacién a (3), obtenemos:

0 < pig p(a,b) — Z (wlg{ k(z))A®x <€ m
KeP

Teorema D. Sean &, p € Ry, con k(z) > 0y ¢(z) > 0 para todo z € J. Entonces, la forma
integral

b
pesolast) = [ w(2)e(e)da
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es la tnica aplicacién aditiva, definida para todos a, b € J tales que a < b, que goza de la
siguiente propiedad de acotacidn III:

Px,o(a,b)
inf &(z) inf p(z) < —=5—"~< sup x(z) su T
s (2) i b]sO( S < e ( )xe[al?b]so( )

si @, b € J son tales que a < b.

PrRUEBA. En primer lugar, tenemos que f: k(z)p(z)dz es una aplicacién aditiva que
posee la propiedad de acotacién III. Para comprobar esto iltimo, basta notar que si a, b € J
son tales que a < b, entonces para todo ¢ € [a,b] se tiene:

0 < inf k(z)<k(t) < sup k(z)

z€[a,b] z€[a,b)] =
0< 1r[1f p(z) < p(t) < sup p(z)
z€la,

Luego;

inf x(z) inf go(m)<fc(t)<,o(t) < sup &(z) sup ¢(z),
z€[a,b] z€[a,b] z€la,b)] z€[a,b]

e integrando desde a hasta b:
b
f b— t)e(t) < : b—a).
3050 o)) < [ K000 < s () sup pl)0-0)

Por otra parte, si una aplicacién aditiva py o, con ¢ > 0y &k > 0 en J, goza de la
propiedad de acotacién III, entonces para todo subintervalo K de cualquier particién P del
intervalo [a,b] C J, debido a esa propiedad de acotacién, podemos escribir (con las mismas
convenciones de escritura del teorema C):

(i}réf K) (iII}f P)Azk < pr, o(K) < (SIIl{p K) (s;p p)Azk

Sumando miembro a miembro sobre todos los subintervalos de P y usando la aditivido~
obtenemos:

Z (ilr}flc) (i}}f p)Azk < pg, o(a,b) < Z (s;p K) (s;p p)Azk
KeP KeP

y luego, debido a la positividad de ¢:

Z (mf K) (1nf<p)Aa:K < i lah) < Z (sup k) (sup p)Azg .
kep ¥ Kep [0

Resulta entonces que p., ,(a,b) es una cota superior de todas las sumas inferiores en [a, b] de
la funcién (inf[a,b] k)¢ y ala vez es una cota inferior de todas las sumas superiores en [a, 5] de
la funcién (sup[a’b] K,)<p. Como ¢ € R, esto nos permite escribir:

(inf ) ((8) @)} e, o (00} < ([8;15 k) (2(b) — ®(a)) ,
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donde @ es cualquier pre—primitiva de ¢ en J. Esto muestra que p,, ., tiene la propiedad de
acotacién II. Por teorema C, concluimos que px, o(a,b) = [, : k(z)p(z)dr m

3. Ejemplos de disenio de férmulas integrales. A manera de ejemplo, examinaremos los
disefios de férmulas integrales en tres problemas tipicos del Calculo Integral: la longitud de
arco de una curva y = f(z), el volumen de un sélido de revolucién en torno al eje de ordenadas
y el drea de un manto de revolucién en torno al eje de abscisas.

3.1. Longitud de arco de una curva y = f(z).

Se trata de disefiar una férmula para calcular la longitud de arco de una curva y = f(z).
De acuerdo a la metodologia resenada, procedemos como sigue:
_ Seleccionamos un modelo elemental con solucién conocida.

Tomemos como modelo elemental un segmento rectilineo de pendiente m en un intervalo
[a, b], esto es, el grafico de una funcién f de derivada f'(z) = m constante.

YA
£(b)

f( a) ety S,

v eETeIEIIIIYES R

caseanan

>
a b X
La longitud de arco de nuestro modelo elemental es:
' 2 2
B Longitud arco rectilineo = (b - a) + ( f(b) — f(a))

=1+ (f(2)’(b - a)
= (z)(2(5) — @(a)) ,

donde k(z) =1/1+ (f’(:z:))2 v &(z) =2

ii) Notando que ®(z) = z es una primitiva de ¢(z) = 1 > 0 en [a, b], el teorema B afirma que

la forma integral .
[V e e

estd univocamente determinada por las propiedades de aditividad y de acotacién (1) que
pasamos a discutir, interpretando provisionalmente la forma integral (4) como la longitud de
arco del gréfico de f en [a,b]:
— La propiedad de aditividad nos dice que si se divide un arco en dos subarcos, la suma de
las longitudes de éstos es igual a la de aquel;

11
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— La propiedad de acotacién (1) establece que si a, b € J son tales que a < b, la longitud
del arco y = f(z) en [a, b] estd comprendida entre las longitudes en [a, b] de los segmentos
de las tangentes a f, de inclinaciones minimal y maximal, respectivamente.

Como las dos propiedades comentadas son necesarias a un concepto de longitud de un
arco, se justifica definir formalmente tal concepto como la magnitud que esta caracterizada
por esas propiedades. Junto con esto queda establecida la siguiente férmula general para el
calculo de la longitud de arco de f en [a,b]:

b 2
Longitud de arco de f en [a,b] = / R (f'(x)) dz

donde se supone que f' € Rj.

Nota: En el ejemplo que acabamos de examinar, debido a que ¢(z) = 1 para todo z, los
cuatro tipos de acotacién (1), I, II y III coinciden.

3.2. Volumen de un sélido de revolucién en torno al eje de ordenadas.

Se trata de disefiar una férmula para calcular el volumen del sélido de revolucién generado
al rotar en torno al eje de ordenadas la regién de ordenadas en [a,b] C J (con 0 < a < b), de
una funcién f. De la misma manera que en el caso anterior, procedemos como sigue:

i) Seleccionamos un modelo elemental con solucién conocida.

Tomemos como modelo elemental el anillo que se genera al rotar en torno al eje de orde-
nadas la regién de ordenadas rectangular correspondiente a una funcién constante f(z) = k
en un intervalo [a,b], con 0 < a < b.

El volumen del sélido elemental es:

Volumen sélido elemental = =|k|(b* — a?) (5)

= k(2)(2(b) — ®(a)) ,

donde k(z) = 7r}f(1:)| v O(x)=1". ik

ii) Notando que ®(z) = z? es una primitiva de ¢(z) = 2z > 0 en [a, ], los teoremas de la
seccidén 2 afirman que la forma integral

b
27r/ |f(z)|zdz, con feR, (6)
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estd univocamente determinada por la propiedad de aditividad y por cualquiera de las versiones
I, IT o III de la propiedad de acotacién.

— La propiedad de aditividad nos dice que si se corta un sélido de revolucién alrededor del
eje y mediante un manto cilindrico en torno al eje y, la suma de los voliimenes de los dos
solidos de revolucién resultantes es igual al de aquel.

— La propiedad de acotacion II, afirma que si a, b € J son tales que 0 < a < b, el volumen
del sélido de revolucién S generado al rotar en torno al eje y la regién de ordenadas de f
en [a,b] estd comprendido entre el volumen del anillo de revolucién mas grande que cabe
dentro de S y el volumen del anillo de revolucién mads pequefio que contiene a S.

pray
Estas dos propiedades de (6) resultan necesarias a una nocién de volumen. De acuerdo con
el Teorema C, la forma integral (6) es la inica que goza de estas dos propiedades. Esto justifica
definir el volumen del sélido de revolucién S, como la magnitud que estd caracterizada por
las propiedades de aditividad y de acotacién II recién discutidas. Al adoptar esta definicién,
automaticamente queda establecida la férmula general para el cdlculo de dicho volumen:

> v
Volumen del sélido correspondiente a f en [a,b] = 27 / I f(z:)r|'a; dz
a

donde se supone que f ER; y 0<a < b.

Nota: En el ejemplo que acabamos de examinar, la propiedad de acotacién I no es suficiente-
mente intuitiva como para justificar una definicién del volumen de revolucién en torno al eje y
en base a ella. Por otra parte, también se puede usar aqui el teorema D, ya que p(z) =2 >0
en J € [0 00 y k(@)= Wlf(x)‘ > 0. Sin embargo, si bien la propiedad de acotacién III es clara-
mente necesaria desde un punto de vista conceptual, resulta mas natural basar la definicién
e. .propiedad de acotacién II.

3.3. Area de un manto de revolucién en torno al eje de abscisas.

En este dltimo ejemplo pondremos a prueba la metodologia propuesta con el disefio de
una férmula para calcular el drea del manto de revolucién generado al rotar en torno al eje de
abscisas una curva y = f(z). Esta aplicacién de la integral definida tiene ciertas dificultades
de tratamiento con el método tradicional de cortes infinitesimales, lo que explica que algunos
autores ([3]) la omitan (dejando el problema para ser resuelto mediante integrales de superficie),
mientras que otros se ven en la necesidad de incluir un teorema ad-hoc (ver [2], por ejemplo)
y otros simplemente guardan silencio frente a la dificultad ([1]).

Como en los casos anteriores, procedemos a seleccionar un modelo elemental con solucién
conocida. El modelo elemental mas sencillo es el manto cilindrico que se genera al rotar en

13
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torno al eje de abscisas el grafico correspondiente a una funcién constante f(z) = k > 0.

::::::

N

Su drea en el intervalo [a, ] es 27k(b — a), que tiene la forma £(z)(®(b) — ®(a)), con k(z) =
27f(z) y ®(z) = z, obteniéndose la forma integral

b
/a 27 f(z) dz (7

Debido a que ¢(z) = 1, los tres tipos de acotacién coinciden y dicen lo siguiente: el area del
manto de revolucién correspondiente a f en [a,b] estd comprendida entre el drea del mayor
cilindro inscribible al manto desde adentro y el area del menor cilindro circunscribible a dicho
manto por afuera.

La siguiente situacién, en que un manto cénico esta rodeado externamente por un manto
cilindrico, pondré en evidencia que esa propiedad de acotacién es inaceptable:

£

B

[
>

El drea de un manto cénico puede calcularse cortando el cono a lo largo de una generatriz

y extendiéndolo sobre un plano. Si el radio de la base del cono es r y la longitud de sus

generatrices es [, el manto se transforma en un sector circular de radio ! y cuyo arco mide 277r;

admitiendo que esta transformacién no modifica el 4rea, obtenemos la siguiente férmula para
el area de un manto cénico:

Area manto cénico = w7l (8)

Aplicando esta férmula al caso del manto cénico de la figura, parael cual » = my I = /1 + m?2,
tenemos:

Area manto cénico = 7my/1 + m? 9)
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Por su parte, el drea del manto cilindrico de la figura queda dada por
Area manto cilindrico = 27m x 1.

Si la propiedad de acotacién asociada a la forma integral (7) rigiera para el 4rea de los dos
mantos que estamos considerando, la siguiente desigualdad deberfa ser valida para todo m > 0:

Area manto cénico < Area manto cilindrico,

es decir, la desigualdad mm+v/1+ m2 < 2wm deberia ser cierta para todo m > 0. Pero, esta
desigualdad equivale a 1+m? < 4, lo cual es falso cuando m > /3. Esto muestra que propiedad
de acotacién asociada a la forma integral (7) es inaceptable como propiedad del 4rea de los
mantos de revolucién y, por ello, la forma integral (7) originada en el modelo cilindrico no
1 “esenta en general al area de los mantos de revolucién alrededor del eje z.

Esta discusién pone de manifiesto la importancia del andlisis e interpretacién de las pro-
piedades caracteristicas de la forma integral que se obtiene a partir de un modelo elemental, ya
que permite decidir su aceptacién o rechazo. Como hemos visto, el modelo de manto cilindrico
produce una férmula inaceptable, pero en el curso de su anélisis ha aparecido de manera.
natural un modelo elemental més general que el del manto cilindrico: el modelo cénico. Esto
nos sugiere rehacer el trabajo, partiendo ahora de un modelo de este 1iltimo tipo como nuevo
modelo elemental.

El 4rea del manto de un tronco de cono puede obtenerse a partir de (9), resultando la
férmula elemental:

a ;L b)\/(b —a)? + (f(b) - f(a))®

=omy[1+ (f'(a:))zf(a;b)(b—a) shatel) i)

Ahora, debido a que f es un polinomio de grado no mayor que 1, su valor en el punto medio
del intervalo [a, b] es igual a su valor medio en dicho intervalo, es decir:

Area tronco de cono = 27rf(

f(a;b) A fab{(_ledz

b
Area tronco de cono = 2my/1+ (f’(z))z-/ f(z) dz

b
=/ 2nf(2)\/1+ (f/(2))" dz (11)

Por lo tanto:
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Poniendo «(z) = 2m/1+ (f'(z))? > 0y ¢(z) = f(z) > 0, el teorema D afirma que la forma
integral (11) estd caracterizada por las siguientes propiedades:

— La propiedad de aditividad nos dice que si se divide un manto de revolucién en dos
submantos, la suma de las areas de éstos es igual a la de aquel;

— La propiedad de acotacién tipo III afirma que el drea del manto correspondiente a f > 0
en [a,b], estd comprendida entre el drea del tronco de cono de radio medio minimal y
longitud minimal de generatrices en [a,b], y el drea del tronco de cono de radio medio
maximal y longitud maximal de generatrices en [a, b].

Estas propiedades y el hecho que, segin el teorema D, ellas determinan univocamente a
(11) justifican definir el drea del manto de revolucién generado al rotar el gréafico de f > 0
alrededor del eje z, como la magnitud caracterizada por las dos propiedades que acabamos
de discutir. Junto con esta definicién, queda establecida la siguiente férmula general par )
cdlculo de dicha drea:

b
Area manto de revolucién en torno al eje ¢ = 27r/ f(z)\/1+ (f'(:c))2 dz
a

donde se supone que f es positiva y que posee derivada f' € R ;.

Nota: En este ejemplo, las propiedades de acotacién I y II no son suficientemente.intuitivas
como para justificar una definicién, en base a algunas de ellas, del area de los mantos de
revolucién en torno al eje z. De ahi la superioridad descriptiva del teorema D en este caso.

Como comentario final a estos tres ejemplos, el autor considera que el método expuesto
constituye una alternativa al método tradicional con las siguientes ventajas:

1) Se hace énfasis en los aspectos conceptuales de la magnitud integral a calcular, obteniendo
un conjunto de propiedades caracteristicas que permiten definirla. Esto, en contraste con
el método tradicional, en donde se toma como definicién una férmula plausible o se parte
de axiomas dados.

i) Cada disefio con el método expuesto es mas sistematico y generalmente mas breve qu =
correspondiente al método usual. Esto permite acortar los tiempos lectivos de exposicivn
y abarcar mas aplicaciones.

iii) Queda claro que las férmulas de cdlculo general son generalizaciones integrales de férmulas
de cadlculo elemental que comparten con aquellas ciertas propiedades caracteristicas. Di-
chas propiedades son precisamente las que permiten distinguir entre dos o mas posibles
modelos elementales, cudl es el que contiene suficientes atributos de generalidad.

4. Otra aplicacién del Teorema C.

Teorema E. (Un teorema general de cambio de variable). Sea g € R tal que g(x) > 0 para
todo z € J. Sea G cualquier pre-primitiva de g en J. Sea ¢ : G(J) — R Riemann-integrable
en los subintervalos compactos del intervalo G(J). Entonces:

a

/ $(G(2))g(z) dz = /G( : ¢(y) dy - (12)




DISENO DE FORMULAS INTEGRALES

PRUEBA. Sea f = ¢ o G. Consideremos la forma integral aditiva, definida para todos A,
B € G(J), mediante:

B
v(a,b) = /A $(y) dy .

Tenemos que v satisface la propiedad de acotacién (1), por lo que si L = [s, #] (con s < t) es
cualquier subintervalo compacto de G(J), se verifica:

: Sl
inf ¢ < L—) <supg.
YyEL t—s y€EL

Dr” o a que G es creciente en J, se tiene: G~1 (G(K)) C K para todo subintervalo K de J.
Po. ssto: infrek f(z) < infyeqx) @y Supyeg(k) ¢ < sup,ek f(z) para cualquier subintervalo
compacto K de J. Como G es continua, L = G(K) es un subintervalo compacto [s, t] de G(J)
y toda vez que t — s # 0, podemos escribir:

jnf fle)s 5 < a0 f(z). (13)

Si K = [a,b] con @ < b, para L = G(K) = [s, t] tenemos s = G(a) y t = G(b), por lo que la
desigualdad (13) se escribe

- v(s, 1) :
Ha’® 2 5w o <48,

y el teorema C conduce a fab f@)ale)dx = fg((:)) #(y) dy, es decir:

G(b)

b
/d)(G(m))g(r)dz:/ o(y)dy m
a G(a)

a

O. _rvacién. Esta es una férmula general de cambio de variable en términos de la nocién de
pre-primitiva. Para obtener la férmula habitual en términos de la nocién de derivada, basta
agregar la hipdtesis de continuidad para g y aplicando el Teorema Fundamental del Célculo,
tendremos: g = G’; en este contexto (12) se reduce a la férmula habitual de cambio de variable:

b G(b)
| ece)c@is= [ swa.

G(a)

En relacién con la continuidad, en (12) sélo se pide que g y ¢ sean Riemann-integrables en
los subintervalos compactos de J y de G(J) respectivamente. Esto se compara favorablemente
con las hipétesis més fuertes de continuidad en los teoremas habituales de cambio de variable
del Anélisis Real para la integral de Riemann (ver [6], por ejemplo).
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