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Resumen

En el presente estudio se evalla el uso de modelos regresivos basados en algoritmos de
Redes Neuronales Atrtificiales (RNA) y Redes Neuronales Recurrentes (RNN) del tipo
LSTM, con el objetivo de estimar anticipadamente la magnitud del nivel del agua en el

cauce del rio Abangares a la altura de la estacion fluviografica La Marimba.

La informacion de insumo proviene de tres estaciones pluviogréficas y tres estaciones
fluviograficas, localizadas dentro de los limites de la cuenca y que acumula un area de
drenaje de 125,1 km? hasta el punto de andlisis.

Los modelos son analizados en escalas horaria y diaria, identificando aspectos que
intervienen en la calidad de la estimacién, tales como; el tiempo de anticipacion del
prondstico, numero de horas que alimenta el algoritmo, funciones de activacién, nimero

de estaciones de entrada, arquitectura de la red neuronal, entre otros aspectos.

El trabajo de investigacion es un insumo para desarrollar aplicaciones hidroldgicas en
condiciones tropicales, por medio de modelos regresivos con base en algoritmos de
inteligencia artificial, dentro de las que se pueden destacar aplicaciones como los sistemas

de alerta temprana y la optimizacién de embalses.
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1 Introduccién

1.1 Justificacién

1.1.1 Problema especifico

Durante el ejercicio profesional de la Ingenieria Hidrolégica se pueden encontrar una gran
variedad de problemas; tipicamente, la solucién a esos problemas se logra con la ayuda de
modelos o algoritmos de los cuales se dispone y, que ademas, su correcta aplicacion ha
sido previamente validada.

La disponibilidad de modelos hidrolégicos es variada y especifica para los problemas que
se abarcan desde la ingenieria. Actualmente, los problemas de hidrologia son resueltos en
su mayoria por medio de modelos agregados, modelos distribuidos 0 modelos semi-
distribuidos.

Ademas, existen problemas especificos que requieren de modelos con un elevado nivel de
confiabilidad, versatilidad y que también sean capaces de interpretar apropiadamente
variables muy complejas, como pueden ser los casos de la distribucion espacial y temporal

de la precipitacion para determinar condiciones de flujo en escalas pequefias de tiempo.

Modelar la complejidad del fendmeno de precipitaciébn-escorrentia en toda su amplitud por
métodos deterministicos o estocasticos convencionales puede resultar muy retador, con
especial complejidad si se toma en cuenta el efecto de la distribucion espacial y temporal
de la precipitacion; por ejemplo, no tiene el mismo efecto sobre las condiciones de flujo del
cauce una precipitacion en la parte alta, media o baja de la cuenca, en conjunto con las

condiciones previas de humedad, entre otras variables.

Los modelos hidroldgicos convencionales pueden verse limitados para estimar de manera
precisa las condiciones de flujo en un cauce para escalas temporales pequefas;
alternativamente, pueden utilizarse modelos basados en algoritmos de inteligencia artificial
(IA o Al por sus siglas en inglés) que han demostrado gran capacidad en aplicaciones

hidrolégicas de esta naturaleza (Vahid Nourani, 2014).
1.1.2 Importancia

Todos los fendmenos hidrologicos que ocurren en la naturaleza intervienen directa o
indirectamente en las actividades desarrolladas por el ser humano, tales como aquellas
destinadas a garantizar la seguridad alimentaria, consumo de agua potable, el transporte

de bienes y personas, actividades industriales, generacion de energia eléctrica, recreacion,



conservaciéon de ecosistemas, entre otras numerosas actividades antropogénicas

relacionadas al recurso hidrico del planeta.

Costa Rica, como pais gque forma parte de la regién centroamericana y al igual que otros
paises a lo largo de todo el mundo, enfrenta grandes retos para desarrollarse social y
econdémicamente mientras hace una gestion integrada del recurso hidrico (Global Water
Partnership, 2011); el desarrollo de nuevas metodologias puede facilitar el analisis
hidroldgico requerido en actividades de gran relevancia para el desarrollo sostenible de las

comunidades y, especialmente, de paises en vias de desarrollo.

Modelos como los analizados en la presente investigacion tienen un uso directo sobre
algunas aplicaciones hidrolégicas como la optimizacién de la operacién de embalses
existentes, disefio de obras hidraulicas, andlisis de crecientes como los requeridos en
sistemas de alerta temprana para prevencion de inundaciones, entre otras posibles

aplicaciones relacionadas al recurso hidrico.

Modelos hidrologicos con predicciones mas precisas en la escala horaria y con un
determinado periodo de anticipacion permitirian una operacibn mas eficiente en los
embalses de proyectos hidroeléctricos, asi también en otros usos como el riego y el
consumo humano de agua potable, haciendo posible adelantarse a la creciente e intentar

guardar total o parcialmente el volumen del evento dentro del sistema de almacenamiento.

Los sistemas de alerta temprana para el manejo de emergencias podrian hacer uso de
modelos basados en algoritmos de inteligencia artificial para obtener prondsticos de mayor
precision y exactitud en escalas temporales pequefias, aspecto que resulta sumamente

retador para los modelos utilizados convencionalmente en este tipo de aplicacion.

Disponer de mejor informacion sobre el comportamiento del recurso hidrico conduce a un
manejo mas apropiado por parte de los tomadores de decisiones, comunidades y distintos

actores relacionados a una cuenca hidroldgica.

Adicionalmente, es posible utilizar algoritmos de inteligencia artificial para comprender
aspectos instrinsecos y complejos del comportamiento de una cuenca hidroldgica; por
ejemplo, el trabajo realizado para configurar una red neuronal recurrente sobre 531 cuencas
de los Estados Unidos, posteriormente la red puede utilizarse para estimar condiciones con
base en distintas caracteristicas fisicas e incluso superando modelos calibrados para las

cuencas especificas (Kratzert et al., 2019).



1.1.3 Antecedentes del proyecto

El acelerado avance tecnoldgico vivido a finales del siglo XX e inicios del siglo XXI ha
permitido un mayor acercamiento hacia elevadas capacidades computacionales, esto, a su
vez, ha permitido el desarrollo de nuevas metodologias en las ramas de la ciencia y la

ingenieria, en este caso especifico la inteligencia artificial (IA o Al por sus siglas en inglés).

Actualmente, las computadoras de uso domeéstico poseen suficiente capacidad de
procesamiento como para realizar labores de entrenamiento de algoritmos de inteligencia
artificial en un gran numero de aplicaciones, por lo tanto, es razonablemente factible
incorporar una “nueva” herramienta de trabajo a la resolucion de problemas de ingenieria'y

en este caso especifico de hidrologia.

El balance hidrico de una cuenca es un proceso fisico de alta complejidad, tanto por el gran
namero de variables que se involucran, como por el tipo de relaciones que existen en los
fendmenos a lo largo del ciclo hidrolégico de la cuenca, dificultando la aplicacion de modelos

analiticos y deterministicos convencionales.

En el caso especifico de los algoritmos de inteligencia artificial, gran parte de su fortaleza
yace en la capacidad de representar relaciones complejas sin limitarse a comportamientos
lineales o patrones definidos; por el contrario, muchas veces estan basados en la no

linealidad de los fenGmenos para construir la arquitectura interna del algoritmo.

Existen casos de estudio previos de modelado hidroldgico, dentro de los que se puede
mencionar modelos de regionalizacién (Kratzert et al., 2019), precipitacibn-escorrentia
(Veintimilla, 2015), aporte de sedimentos (Misra et al., 2009), flujo subterraneo (Sahoo et

al., 2017), calidad de agua (Isiyaka et al., 2018), entre otros.



1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Pronosticar las condiciones de flujo en el cauce del rio Abangares por medio de modelos

precipitacion-escorrentia basados en algoritmos de inteligencia artificial para escalas

horaria y diaria.

1.2.2 Objetivos especificos

Pronosticar el nivel del agua en el cauce del rio Abangares para escalas horaria y
diaria por medio de modelos regresivos basados en Redes Neuronales Artificiales
(RNA) y Redes Neuronales Recurrentes (RNN).

Analizar el efecto de la variacion en la escala temporal del prondstico sobre la
calidad de la estimacion realizada por los modelos de regresion.

Analizar el efecto de la variacion en el nUmero de estaciones de entrada sobre la
calidad de las estimaciones realizadas por los modelos de regresion.

1.3 Delimitacion del problema

1.3.1 Alcances

La investigacion se desarrolla con base en la informacion recopilada dentro del area
de estudio por medio de tres estaciones pluviograficas (Las Juntas, San Rafael y
Campos de Oro) y tres estaciones fluviograficas (La Marimba, Ecomuseo y Santa
Lucia), administradas por el Centro de Investigaciones en Desarrollo Sostenible
(CIEDES-UCR).

El area de estudio abarca la superficie de drenaje de la cuenca del rio Abangares
hasta el punto mas abajo con medicion fluviografica disponible, siendo esta la
estacion La Marimba, que acumula un area de drenaje de aproximadamente 125,1
km?2.

Las series de datos fueron tratadas y preparadas en un entorno computacional,
descartando asi datos incongruentes con el fendmeno, periodos faltantes y valores
negativos.

Los modelos fueron desarrollados para estimar de manera anticipada las
condiciones de flujo en el cauce a la altura de la estacion fluviogréfica La Marimba
en escalas horaria y diaria, por lo tanto, no corresponden a modelos de balance
hidrico para determinar la disponibilidad del recurso hidrico en escala mensual o

anual.



1.3.2

La estimacion del nivel de agua se realiza con base en registros de precipitacion y/o
nivel de las estaciones disponibles, tomando como base los datos registrados de
instancias previas al horizonte temporal deseado para el pronostico, estimando el
nivel con tiempos de anticipaciéon desde una hora hasta varios dias, analizando los
respectivos errores y comparando los resultados de los distintos modelos.

Los algoritmos utilizados en la investigacion corresponden a Redes Neuronales
Artificiales (RNA) y Redes Neuronales Recurrentes (RNN); estos, a su vez, son
entrenados por medio de distintas técnicas iterativas como el Descenso de
Gradiente Alimentado Hacia Atrds o también conocido como Backpropagation,
optimizadores (Adam, Adagrad, Adadelta, RMSProp) y estructura de red neuronal
superficial (shallow neural network).

Los modelos fueron optimizados minimizando el Error Cuadratico Medio (MSE)
durante el entrenamiento de los algoritmos, esta funcién da mayor peso a las colas
de la distribucion (Géron, 2017) y se considera apropiada para el fendbmeno que se
busca modelar. No obstante, el parametro de referencia utilizado para comparar los
ajustes en la investigacion fue la Raiz del Error Cuadratico Medio (RMSE) porque
conserva las mismas unidades que el nivel en la estacién La Marimba y permite una
interpretacion mas simple del modelado.

La optimizacién de los algoritmos ha sido realizada por medio de un proceso de
aprendizaje iterativo sobre el conjunto de datos de entrenamiento, este corresponde
al 70% de la extensién del registro disponible para cada modelo; posteriormente, se
ha validado el modelo contra el 30% de los datos restantes y corresponde a un
subconjunto de la serie de datos que no fue observada por los modelos previamente.
Una vez finalizada la validacién, algunos modelos son utilizados para construir
hidrogramas sintéticos con longitud de 12 horas (escala horaria) y 5 dias (escala
diaria) de anticipacion, lo que permite comparar eventos de precipitacion y nivel
registrados contra las estimaciones anticipadas de los modelos de inteligencia

artificial.
Limitaciones

Debido a la logistica de recoleccion de los datos en sitio en la cuenca del rio
Abangares, solamente fue posible obtener datos de las estaciones hasta el mes de
julio del afio 2019, por lo que datos més recientes no estaban disponibles al dar

inicio al trabajo de investigacion.



Las extensiones de los registros de datos de las estaciones disponibles se
consideran cortos. En el caso de las estaciones pluviogréficas los registros no
superan los 7 afios de mediciones subhorarias, estas son las estaciones San Rafael,
Las Juntas (CTP) y Campos de Oro; por otra parte, los registros de las estaciones
fluviograficas no superan los 6 afios de mediciones subhorarias, estas son las
estaciones Santa Lucia, Ecomuseo y La Marimba. Ademas, los registros
mencionados no son necesariamente coincidentes entre si.

El registro mas reciente de los datos alcanza hasta el mes de julio del afio 2019. No
se tuvo acceso a datos mas recientes debido a la frecuencia de recoleccion de los
datos en campo en cada una de las estaciones; no obstante, investigaciones futuras
en la cuenca del rio Abangares podran consultar por datos adicionales para las
estaciones que se encuentren operativas.

El analisis se limita al fenbmeno de escorrentia superficial. La escorrentia
subsuperficial y subterranea corresponden a procesos implicitos dentro de los
patrones a identificar con los algoritmos de inteligencia artificial; no obstante, estos
no se modelan explicitamente en esta investigacion.

El entrenamiento de los algoritmos se ha realizado optimizando Unicamente una
funcién de costo para evaluar la calidad de los ajustes sobre el conjunto de datos
de validacién; se ha limitado a la funcién MSE, cuyo uso es el mas extendedido en
problemas de regresiéon y recomendada por la literatura en aplicaciones de Machine
Learning (Géron, 2017).

El computador utilizado para el proyecto corresponde a un equipo con un
procesador i7-4710 HQ @ 2.50 GHz, 16 GB RAM DDR3 y 256 GB SSD. Estas
especificaciones son relevantes en la medida que determinan los tiempos de
entrenamiento de los algoritmos, asi como la complejidad de modelos a evaluar. No
se ha utilizado procesamiento grafico para el entrenamiento de los algoritmos,
estimando un tiempo de calculo del entrenamiento de al menos 100 horas netas
para todos los modelos evaluados.

El tiempo de entrenamiento de cada modelo oscil6 entre los 5 y 150 segundos para
algoritmos RNA y entre 30 y 240 segundos para algoritmos RNN-LSTM,
demostrando que entre mas compleja es la arquitectura del modelo (nUmero de
estaciones, horas de registro, nimero de nodos en capa oculta, entre otros
aspectos) mayor es el tiempo de entrenamiento. Estos tiempos de entrenamiento

son tomando en cuenta mecanismos de parada anticipada para detener el



entrenamiento en caso de haber encontrado el error minimo, evitando el sobre
aprendizaje y tiempos de céalculo adicionales; no obstante, una vez que el algoritmo
es calibrado se puede evaluar o utilizar en fracciones de segundo.

La complejidad de la arquitectura de los modelos puede crecer de manera muy
acelerada respecto al nUmero de estaciones de registro e informacién que alimenta
el modelo, para este caso especifico se encontr6 el limite del computador para
modelos RNN-LSTM que utilizaron las Ultimas 120 horas de registro para tres
estaciones pluviogréficas y una estacion fluviogréfica, agotando la memoria del
computador e impidiendo el entrenamiento del algoritmo.

Los modelos desarrollados estiman solamente una variable de salida, de modo que
se requiere un modelo calibrado por cada instancia temporal. En investigaciones
futuras, podran contemplarse modelos que puedan estimar multiples variables de
salida (por ejemplo, varias horas o dias), lo que puede resultar beneficioso durante
el proceso de entrenamiento.

Las redes neuronales artificiales (RNA) y recurrentes (RNN-LSTM) evaluadas no
contemplan el principio de conservacién de la masa para realizar las estimaciones,
aspecto que recientemente ha sido incorporado en modelos del tipo Mass-
Conserving Long-Short-Term-Memory (MC-LSTM) con resultados prometedores
(Hoedt et al., 2021); no obstante, no son resultados categéricamente mejores a los
de modelos LSTM para las distintas condiciones de flujo.

La evaluacion del efecto del nimero de estaciones sobre la calidad de las
estimaciones de los modelos se realiza exclusivamente sobre los modelos en escala
horaria, esto por la significativa mayor disponibilidad de datos que hay respecto al

andlisis en escala diaria, lo cual resulta limitante en los modelos diarios.



1.4 Metodologia

El proceso para desarrollar un modelo predictivo con base en algoritmos de inteligencia
artificial, sigue una secuencia estratégica de pasos que concluyen una vez que el modelo
matematico ha sido calibrado y validado satisfactoriamente. Estos pasos pueden variar; sin

embargo, en esencia se pueden definir de la siguiente manera (Géron, 2017):

¢ Comprender el panorama general del problema.

e Obtener los datos.

e Explorar y visualizar los datos para mayor comprension.

e Preparar los datos para usarlos en algoritmos de inteligencia artificial.
e Seleccionar un modelo y entrenarlo.

e Optimizar el entrenamiento.

¢ Modelo calibrado y validado.

El panorama general se enmarca con los objetivos planteados en la investigacion,
buscando generar modelos predictivos con la capacidad de estimar el nivel de agua en el
cauce a la altura de la estacion fluviografica La Marimba para distintas escalas temporales,
comparando sus errores e identificando el efecto que tienen las variables de interés sobre
la calidad de la estimacion.

Los datos utilizados en la investigacion fueron suministrados por el Centro de
Investigaciones en Desarrollo Sostenible (CIEDES) de la Universidad de Costa Rica. La
cuenca del rio Abangares ha sido previamente instrumentada y sus registros han permitido

el desarrollo de mdltiples trabajos de investigacion.

Los datos originales son cargados en el programa RStudio, donde por medio de rutinas
especificas se realiza la preparacion y tratamiento de los mismos, ademas de agregar o
interpolar los datos a la escala temporal de interés para las variables de precipitacién y nivel

en el cauce, respectivamente.

Posteriormente, la arquitectura interna de los algoritmos es definida por medio del uso de
herramientas como TensorFlow y Keras, siendo estas extendidas herramientas de trabajo

en codigo abierto para algoritmos de inteligencia artificial y machine learning.

La serie de datos con la que se realiza el entrenamiento de cada modelo es definida por los
periodos de registros coincidentes entre las estaciones utilizadas de insumo. Del total de la
serie disponible, el 70% corresponden a los datos para el entrenamiento del algoritmo y el

30% restante corresponde a los datos para realizar la validacion del modelo.



Unicamente se almacenan los errores obtenidos sobre el conjunto de datos de validacion,
esto porque lo errores de entrenamiento no son pertinentes para los fines de la investigacion

y no se justifica duplicar el nimero de resultados a exponer en el trabajo.

La optimizacion de los algoritmos de inteligencia artificial se realizé por medio de técnicas
iterativas como el descenso de gradiente alimentado hacia atras (backpropagation), donde,
ademas, se definen los distintos pardmetros que modifican el proceso de aprendizaje del

algoritmo sobre el conjunto de datos de entrenamiento.

Algunas de las variables que intervienen en el entrenamiento del algoritmo son la tasa de
aprendizaje, el nimero de épocas de aprendizaje, la inicializacion de las variables,
algoritmo optimizador, nimero de nodos, nimero de épocas de espera después de

encontrar el costo minimo, nimero de capas ocultas, entre otros aspectos.

De este modo se configuran, entrenan y validan multiples modelos de inteligencia artificial
basados en algoritmos RNA y RNN-LSTM, con el objetivo de estimar el nivel horario y el
nivel medio diario a la altura de la estacion fluviografica La Marimba.

Una vez que se dispone de los modelos validados, se procede a generar hidrogramas
sintéticos con los algoritmos de inteligencia artificial, analizando su capacidad para realizar

estimaciones de manera anticipada a la ocurrencia de los eventos.

Finalmente se realiza el analisis de resultados, desarrollo de conclusiones y redaccion del
documento escrito. A continuacion, se muestra de manera esquematica la metodologia

planteada.
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Figura 1-1. Esquema de metodologia planteada
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2 Marco teérico

La inteligencia artificial es una rama del conocimiento que abarca una gran diversidad de
problemas y posibles soluciones. Un algoritmo de inteligencia artificial puede comprenderse
como un modelo con la capacidad de mejorar sus resultados por medio de un proceso de
aprendizaje:

“Se dice que una computadora aprende de una experiencia E con respecto a una tarea Ty
una medida de desempefio D, si su desempefio D respecto a la tarea T se mejora con la
experiencia E” (Mitchell, 1997).

La inteligencia artificial (IA o Al) engloba, ademas, los conceptos de Machine Learning (ML)
y Deep Learning (DL), una manera de visualizar los conceptos es por medio de circulos
concéntricos donde una rama se ubica dentro de la otra (Gutierrez, 2017). A continuacién

se presenta un esquema para ejemplificar estos conceptos.

Figura 2-1. Conceptualizacion de Inteligencia Artificial, Machine Learning y Deep Learning

Para fines de la presente investigacion, se trabaja con el concepto global de inteligencia
artificial y especificamente con los algoritmos de interés para desarrollar los alcances
delimitados.

La variedad de algoritmos dentro de la inteligencia artificial es extensa, tipicamente se
caracterizan por distintas fortalezas y debilidades relacionadas a la naturaleza especifica
de los problemas.

Asimismo, para fines de esta investigacion se ha limitado al uso de Redes Neuronales
Artificiales (RNA o ANN) y Redes Neuronales Recurrentes del tipo LSTM (RNN-LSTM). Los
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algoritmos RNA “son versatiles, poderosos y escalables, 1o que los hace perfectos para
abordar problemas altamente complejos” (Géron, 2017); por otra parte, los algoritmos RNN
incorporan un concepto de “memoria temporal” que brinda una gran capacidad inductiva
sobre variables en el tiempo (Hoedt et al., 2021), tal cual es el caso del fenbmeno

precipitacién-escorrentia que ocurre en una cuenca.

Complementariamente a los modelos RNA y RNN planteados dentro del trabajo de

investigacion, se pueden mencionar otros algoritmos como los siguientes:

o Redes neuronales profundas (DNN).

¢ Redes neuronales convolucionales (CNN).
e Support vector machines (SVM).

e Arboles de decision.

e Random Forests.

o Redes bayesianas.

e Sistemas de légica difusa.

e Clustering.

La preferencia de utilizar un algoritmo en especifico sobre otros ha variado a lo largo del
tiempo y del tipo de problemas en cuestion, naturalmente existen métodos diferenciados
para la resolucién de problemas (Contreras, 2018).

Actualmente existen mdltiples lenguajes computacionales en los que se puede realizar
andlisis de datos; sin embargo, existen dos entornos ampliamente utilizados en el desarrollo

de algoritmos de inteligencia artificial que son el Cédigo R y Python.

Python es un lenguaje robusto construido con un fin multipropésito; por otra parte, el cédigo
R es un lenguaje desarrollado para andlisis de datos con un enfoque estadistico y se

encuentra en auge desde su comienzo.

Ambos entornos de trabajo son utilizados a lo largo de las distintas actividades para lograr
los objetivos con apoyo de paquetes de informacion y rutinas predefinidas desarrollados

por multiples actores de la comunidad informatica internacional.



13

2.1 Algoritmos de inteligencia artificial

Tal como ha sido mencionado anteriormente, existen numerosos algoritmos relacionados

con la inteligencia artificial y su aplicacion depende del problema a resolver.
Para el desarrollo de la investigacion se propone el uso de los siguientes algoritmos.
2.1.1 Redes neuronales artificiales (RNA)

Las redes neuronales artificiales (RNA o también conocidas como ANN por sus siglas en
inglés) son un algoritmo que busca simular, en buena medida, el comportamiento del

cerebro para la resoluciéon de problemas mateméticos. Haykin (2009) define que

Una red neuronal es un procesador masivo distribuido en paralelo, formado por
unidades simples de procesamiento con una tendencia natural a almacenar
conocimiento experimental y tenerlo disponible para su uso. Se parece al
cerebro en dos aspectos:

1. El conocimiento es adquirido desde el ambiente por medio de un
proceso de aprendizaje.

2. La fuerza de conexion entre neuronas también conocida como pesos

sinapticos, es usada para almacenar el conocimiento aprendido (p. 2).

Se puede entender entonces que una red neuronal artificial tiene similitudes con el
funcionamiento del cerebro humano; ademas, es importante definir sus diferentes

elementos y la manera en que interacttan.

Una red neuronal esta constituida por nodos (neurona o elemento de procesamiento), los
cuales son elementos de célculo interconectados con muchos otros elementos, imitando

asi la sinapsis nerviosa (Castellano, 2009).

Tipicamente, a un nodo llegan multiples entradas y de cada uno se realiza una Unica salida,
ya sea para conectar hacia otro hodo en una capa oculta siguiente, o bien, como nodo de
salida del algoritmo. En algoritmos RNA, la informacién avanza Unicamente en la direccién

hacia adelante, desde la capa de entrada hasta finalmente la salida.

Se muestra a continuacion un esquema para ejemplificar el funcionamiento de una red

neuronal artificial (RNA).
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Figura 2-2. Esquema de funcionamiento de un nodo en una red neuronal con una capa
oculta

Fuente: Neural Networks and Learning Machines (p. 22), por Simon Haykin, 2009, Pearson.

El vinculo que existe entre las capas de nodos se conoce como funcién de transferencia o
funcion de activacion. Tipicamente se utilizan diversas funciones y algunas comunes son:
umbral, lineal, tangente hiperbdlica, RE