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Resumen

Se analiza el problema de la parada éptima por medio de las técnicas del analisis
no standar. Gracias al concepto no estdndar de tiempo casi-6ptimo se logra deducir
la existencia de tiempos 6ptimos para los problemas de horizonte finito e infinito. El
enfoque adoptado para el andlisis no estandar es el de Internal Set Theory.

Palabras-clave: problema de parada 6ptima, horizontes finito e infinito, Internal Set
Theory, tiempo casi-éptimo, tiempo 6ptimo, integrabilidad segiin Loeb-Nelson.

Abstract

We analize the optimal-stopping problem by the use of non standard analysis tech-
niques. Using the non standard concept of quasi-optimal time, we prove the existence
of optimal times for the problems of finite and infinite horizon. The approach used in
non standard analysis is that of the Internal Set Theory.

Keywords: optimal-stopping problem, finite and infinite horizon, Internal Set Theory,
quasi-optimal time, optimal time, Loeb-Nelson integrability.
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1. Introduccion

La teoria de la parada 6ptima consiste en el problema siguiente: se considera en un
espacio de probabilidades (€2, A, P) una sucesién de variables integrables Z = (Z,)nen
adaptada a una filtracién F' = (F,)neny : Fne1 D Fy. Sea 7T el conjunto de tiempos de
parada de F' casi siempre finitos:

T ={t:Q— N,tes cs. finito y {t =n} es evento de F}, para todo n € N}

“Escuela de Matematica, Universidad de Costa Rica, 2060 San José, Costa Rica.

65



66 J. LOBO

Si C es un subconjunto de 7 tal que para toda ¢t en C la variable Z; es integrable, se
trata de estudiar el valor de sup { E(Z;),t € C} y eventualmente encontrar un tiempo
en C donde se alcance este valor. Llamaremos un tal tiempo de paro tiempo dptimo del
problema de parada éptima definido por el conjunto C'. Las condiciones de integrabilidad
sobre Z permiten abordar siempre el problema de horizonte finito, de horizonte N, que
se define tomando C' = TV = tiempos de parada de F' menores que N. Bajo condiciones
mas fuertes en la seccién 3 se abordara el problema de horizonte infinito en donde se toma
Cc="T.

La teoria clésica de la parada éptima, expuesta por ejemplo en [4] o [7], trata este prob-
lema introduciendo el concepto de supremo esencial de una familia de variables aleatorias.
Esto es necesario porque en general no es posible definir una variable aleatoria como
sup;cc Zt, ya que el conjunto de indices C' es en general no numerable. En este trabajo
se dard una nueva presentacién del problema de la parada éptima recurriendo a cier-
tos resultados derivados del andlisis no estandar que evita ciertas dificultades técnicas de
la teoria cldsica, entre ellas los del supremo esencial antes mencionado. Seguimos el en-
foque sintéctico de la Internal Set Theory (IST), que permite aplicar los razonamientos no
estandar a los objetos de estudio (espacios de probabilidad, procesos, etc.) sin necesidad
de las extensiones que usualmente se requieren en los enfoques no sintécticos.

Los resultados méas importantes de la IST necesarios para nuestros propdsitos seran
recordados en la secciéon 2 donde se introduce el concepto nuevo de tiempo casi-dptimo.
En las secciones siguientes se establece la existencia (para el problema de horizonte finito
primeramente y luego para el horizonte infinito) de tiempos casi-6ptimos a partir de los
cuales se derivan las soluciones clasicas.

2. Preliminares sobre la IST y la parada 6ptima

Al adoptar el concepto de conjunto estandar tal como es definido en la IST, teoria
desarrollada en [1] o [3], es pertinente recordar que gracias al axioma del transfer y otros
axiomas de la IST muchas propiedades clasicas admiten una caracterizaciéon no estandar
cuando son aplicadas a dichos objetos. Gracias al transfer podremos suponer que las
variables que intervienen en la formulaciéon de un teorema dado son estandar, por lo que
supondremos en varias ocasiones que se cumple la condicién (S) siguiente:

(S): (Q,A,P),Z, ylafiltracién F son estandar

Ademas de la IST echaremos mano del siguiente corolario del axioma de idealizacién
(ver [1]) que llamaremos:

IST1: Para todo conjunto E existe un conjunto finito F' que contiene a todos
los elementos estandar de E.

Llamaremos tiempo casi-dptimo del problema de parada éptima definido por C' a un
tiempo de parada 7 de C tal que E(Z;) = maxicc F(Zy).

También seréan de utilidad algunos resultados no estandar sobre integracién. Una vari-
able aletoria X es Loeb-Nelson integrable si su esperanza es limitada y para cualquier even-
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to A de probabilidad infinitesimal (se dice evento raro) se tiene E(|X|14) ~ 0. Aceptare-
mos ademas los teoremas siguientes (ver [5], [1]):

IST2: Una variable aleatoria estdndar integrable definida en un espacio estan-
dar es Loeb-Nelson integrable

IST3: Si X, Y son variables aleatorias, | X| < |Y|y Y es Loeb-Nelson integrable
entonces X lo es también

IST4: Si X, Y son variables aleatorias Loeb-Nelsos integrables y X =~ Y casi
siempre entonces E(X) ~ E(Y')

De la teorfa de la parada éptima recurriremos a un lema técnico (ver [4], [7]), que se
enuncia asi:

OPT1: sea (Ay)n<n una susecién que cumple:
Ay =Zn, A, = méx(Z,, E"(A,,)), (resp. A, < max(Z,, E"(A,))).
Entonces si 7 es el tiempo de parada definido por
T=min{n:n < N,A, =2,}
el proceso By, = Ap(n,r) €s una martingala de F' (resp. submartingala de

F).

3. Tiempos casi-6ptimos y 6ptimos del problema de hori-
zonte finito

En virtud del IST1 existe un conjunto finito p en 7V que contiene a todos los tiem-
pos de parada estdndar de 7V. El méximo de una familia de variables indexadas por
submartingala de F. Gracias a esto se obtiene:

Teorema 1 Bajo las condiciones (S) y siendo N es estandar:

E(Z,~) > max E(Z;)
tepN

y por lo tanto E(Z,~n) ~ méx,c,n E(Z;). El tiempo vV es pues casi-dptimo del problema
de horizonte N.

Prueba: La tultima relaciéon es consecuencia inmediata del primer resultado, del lema 1
y del hecho de que vV es elemento de 7. Para la primera notamos primero que por
definicién se tiene Z,n = V™ (v"). Por otro lado E(VN (o)) = E(Yy) > E(Y1), donde
la desigualdad se da por el hecho de ser (Y;,) una submartingala. Por otro lado E(Y;) =
E(méx;e,nv EY(Z;)) > méxe v E(Zy), y se concluye. =

Si el tiempo vV fuera ademés estandar serfa éptimo, pues bajo las condiciones (S) tan-
to el valor de E(Z,~) como el de max,c.~v E(Z;) son estandar y siendo equivalentes deben
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ser iguales (ver[1]). Sin embargo no podemos asegurar que en general v” sea estdndar, pues
en su definicién interviene el conjunto p’¥ que no es necesariamente estandar. Podemos
sin embargo encontrar un tiempo éptimo de las desigualdades obtenidas en el lema 2. In-
troducimos una nueva sucesién W (n),n = 1,..., N definida de esta manera (recurrencia
hacia atrds de Bellman, ver [4]):

WN(N) = Zy,n < N : WY (n) = max(Z,, E"(W" (n +1)))

Esta sucesién de variables es estdandar bajo las condiciones (S) y para N estdndar. Se sigue
que en este caso el tiempo de parada pu definido por:

pN =inf{n:n < N: WVn)=2,}

es estandar también.
Establecemos ahora que E(Z,~) = E(Z,~). La desigualdad E(Z,~) > E(Z,~ ) proviene
del teorema 1. Para obtener el otro sentido observemos primero que por definicién se tiene:

(1) E(Zw) = EW"Y(u))
De OPT1 la sucesién Y ~,= W¥(min(n, u"V)) es una martingala, lo que implica:
(2) EWN () = B(Y ~,x) = B(Y ~yx)

Por otro lado no es dificil mostrar que paran < N : W¥(n) > V¥(n), y por ende ¥ > vV
y en consecuencia:

3) E(Y ~yv) = EWY@WY)) > E(VY (")) = B(Z,~)

Las relaciones (1), (2), (3) implican entonces que E(Z,~) < E(Z,~). Se tiene finalmente
E(Zy)=E(Z,~).

De esta tltima igualdad, del teorema 1 y los comentarios que le siguen se deduce p
es una variable aleatoria, y en particular para cualquier subtribu A de A existe la variable
aleatoria: méx,c v F (Z;A). Podemos suponer ademés que ©" es estable por la operacién
sup: para t,t, en pN , Sup(t,t,) € pN . En efecto si pN es cualquier conjunto finito
conteniendo los tiempos de parada estdndar de 7V basta considerar el menor conjunto
estable de 7V bajo la operacién sup que contenga ', que sigue siendo finito.

No es dificil establecer por el principio del transfer y la caracterizacién del extremo
superior de un conjunto de reales estandar (ver [3]) lo siguiente:

Lema 1 Bajo las condiciones (S) se tiene:

méx F(Z;) ~ méx E(Z;)
tepl terN

En el lema 1, el miembro izquierdo es un maximo sobre un conjunto finito, el conjunto
", v por lo tanto se alcanza en un tiempo de parada 7, de manera tal que:

E(Zt) ~ max E(Zt)
terN
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Un tal tiempo 7 es entonces casi-Optimo para el problema de parada éptima de hori-
zonte N. Es de observar que sin las condiciones (S) no es posible obtener este resultado
con la ayuda unica del transfer, y por ende asegurar un casi-éptimo del problema. Sin
embargo el mismo principio permitira establecer y aun construir tiempos 6ptimos como
se probara a continuacion.

Describimos ahora un tiempo de parada casi-6ptimo. Para esto consideremos las vari-
ables aleatorias V¥ (n),n = 1,..., N definidas por:

VN(N) = Zyn, VN(n) = méx E™(Z)

tepN t>n

donde E™( ) denota la esperanza condicional con respecto a F),. Se tiene entonces:
Lema 2 Si N es estindar, para n < N se cumple: VN (n) < méx(Z,, E"(VN(n +1))

Prueba: Sea t en p”,t > n. Entonces Z; = Z; Lit=ny + Zt Lyspy- En {t > n} se puede
escribir t = sup(t,n+1) = t', que es elemento de " con t > n+1, pues n+1 es estandar
y que o'V es estable por la operacién sup. Si tomamos la esperanza E"( ) en esta igualdad:

E"(Zy) = E"(Zn) 1=ny + E™"(Zt) Lisny = Zn L=ny + E"(Zt) 1ion)
y como E"(Z;) = E"(E"TY(Z;)) < E"(VN(n+1)), por definicién de la variable V¥ (n+1),
se obtiene
E™(Zy) € Zy Lgyepy + E"(VN (n+ 1)1y < max(Zy, E"(VN(n+1)). =
Definimos ahora un tiempo de parada v por:
vV =inf {(n:n < N:VV(n)=2,}

Del lema 2 y de OPT1 se deduce que el proceso Y;,, = V¥ (min(n,v"V)) es una que bajo las
condiciones (S), y N siendo entero estdndar, el tiempo de parada p” es 6ptimo: E(Z uN) =
méx,c,.~ E(Z;). Ahora bien siendo esta propiedad de optimalidad una propiedad estdndar,
del resultado obtenido bajo condiciones (S) y del transfer se deduce:

Teorema 2 Para todo N entero el tiempo de parada p es éptimo:

B(Z,v) = méx E(Z).

4. Tiempos casi-6ptimos y optimos del problema de hori-
zonte infinito

Abordemos ahora el problema de parada éptima de horizonte infinito, es decir el es-
tudio de Soo = sup{E(Z;), t € 7}. Para garantizar que S, estd bien definido y es finito
supondremos la condicién

H : sup|Z,| es integrable
neN

(bajo estas condiciones el problema se estudia en [6]).
Buscamos la existencia de posibles tiempos casi-6ptimos y 6ptimos en el sentido clasico.
Para esto supondremos primeramente que se cumplen las condiciones ().
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Lema 3 Bajo las condiciones (S) toda variable de la forma Z,, donde T pertenece a T,
es Loeb-Nelson integrable.

Prueba: La variable |Z,| es acotada por la variable X = sup,,cy|Zn|, que por la condi-
ciéon H y la hipdtesis del lema es integrable y estdandar. Pero entonces X es Loeb-Nelson
integrable por IST2 y luego por IST3 |Z,| lo es también. =

Teorema 3 Bajo las condiciones (S) y para N ~ 00, Soo =~ Sx. En particular p¥ es
tiempo casi-optimo del problema de horizonte infinito.

Prueba: Bajo (5) se tiene que Sy es estdndar y por transfer se obtiene que para cada €
estandar > 0 existe v estdandar en 7 tal que |Soc — FE(Z,)] < e. Ahora bien, siendo
v estdndar casi siempre finito se cumple que P(y > N) es infinitesimal cada vez que
N es ilimitado. Por otro lado por el lema 3 las variables Zy y Z,p(,, n) son Loeb-Nelson
integrables y por lo tanto E(Zy1i>ny ~ 0, E(Zuin(y, N) L{y=n}) 0. Se deduce
entonces que F(Z,) = E(Z1>ny) + E(Z1y<ny) = E(Zy1<ny) E(Zminey, N))
es decir E(Zy) ~ E(Zmin(y, N))- Pero E(Zym(y, n)) < Sy, pues el tiempo min(y, N)

~

~
~
~

pertenece a 7. De la escogencia del tiempo 7 se obtiene entonces |Soe — E(Z,)] < e.
Pero € siendo estandar positivo arbitrario, la desigualdad anterior implica que S, =~ Sy,
de donde concluimos. El 1iltimo aserto es consecuencia de lo anterior y del teorema 2. =

Reinterpretamos el resultado anterior en términos clasicos: la sucesién (S,) siendo
estandar, la propiedad Sy, &~ Sy para todo N ilimitado significa que (.S,,) converge al valor
de S (caracterizacién no estandar de convergencia de sucesiones). Aplicando transfer
deducimos el resultado clasico ([4], [7]):

Teorema 3’ La sucesion (Sy) converge al valor So. En particular para cada € > 0 existe
un entero N, tal que uN. es e—solucion del problema:

IS — E(Zun,)| < e

Los teoremas 3 y 3’ permiten solamente caracterizar los tiempos casi-6ptimos del prob-
lema de horizonte infinito como tiempos éptimos de horizonte finito. Para asegurar real-
mente la existencia de tiempos éptimos consideremos el tiempo p*° = lim,,_ u™, donde
el limite tiene sentido dado que (u™), es una sucesién creciente de variables aleatorias.
El tiempo p* no es necesariamente casi infinito atin bajo las condiciones H (ver[4]). Sin
embargo si asi fuera se cumple:

Teorema 4 Si el tiempo u™ es casi siempre finito, entonces u> es tiempo dptimo del
problema de horizonte infinito.

Prueba: Por transfer basta suponer que se cumplen las condiciones (S). Puesto que p*
es casi siempre finito la variable Z,~ estd bien definida y es estandar. Siendo este tiempo
el limite de la sucesién estandar (u™),, de valores enteros, la caracterizacién no estdndar
de convergencia en probabilidad implica que p¥ = p™ para todo N ~ oo fuera de un
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evento raro. En consecuencia Z, = Z,~ fuera de este evento raro, y siendo ambas Loeb-
Nelson integrables (lema 3) aplicando IST4 obtenemos E(Z,~) ~ E(Z,~). Del teorema
3 se deduce que E(Z,~) = S, y como en esta relacién ambas cantidades son estandar
deben ser entonces iguales y se concluye. =

El estudio precedente del problema de la parada éptima de horizonte infinito se ha
presentado bajo el supuesto que se cumplen las condiciones H y seria interesante extenderlo
a condiciones més generales, tales como las dadas en [4], conservando las ideas del andlisis
no estandar. Por otra parte queda planteado el problema de tratar la teoria de la parada
o6ptima. en tiempo continuo con el enfoque no estandar.
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