Momentos de las variables aleatorias multiples

Fabian Abarca Calderon

1E0405 — Modelos Probabilisticos de Senales y Sistemas

Tema Il

UNIVERSIDAD DE

COSTARICA EI Escuela de

Ingenieria Eléctrica




Es posible determinar momentos asociados con dos o
mas variables aleatorias. La informacion que proveen, al
igual que con las variables aleatorias individuales, son
utiles como descriptores generales.



Las dos métricas mas importantes para momentos
conjuntos son la correlacion y la covarianza, que
cuantifican el grado de interrelacion lineal entre una

variable aleatoria y otra.



Valor esperado de una funcién de variables aleatorias




Valor esperado de una funcién de variables aleatorias

Valor esperado de una funcion de variables aleatorias
Si g(X, Y) es alguna funcién de dos variables aleatorias X y Y, el valor esperado de

8(X, Y) esta dado por:

gl = [ [ gty axdy 1)

Observacion

Aunque g(X, Y) define una nueva variable aleatoria, no es necesario conocer la densidad
)

probabilistica de esta para calcular su valor esperado. En cambio, es una suma

ponderada de la densidad conjunta de X'y Y.
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Ejemplo del tarro de nueces |

Valor esperado de una funcién de variables aleatorias

El PDF conjunto de la cantidad X de almendras y la cantidad Y de semillas de
marafion (y la cantidad Z de mani) en un tarro de 1 kg es

24xy 0<x<1,0<y<1,x+y<I1

0 de otra manera

fxy(x,y) = {

Si 1 kg de almendras le cuesta a la compariia ¢6000, un kilogramo de semillas de
marafién son ¢10.000 y 1 kg de mani cuesta ¢3.500. ;Cual es el costo esperado total
del contenido del tarro?
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Ejemplo del tarro de nueces Il

Valor esperado de una funcién de variables aleatorias

Sea la funcién del costo

h(X, Y) = 6000X + 10000Y + 3500(1 — X — Y)

Entonces,
E[h(X, Y)] = / h / B y) e (x, ) dx dy

1 T—x
= / / [6000x + 10000y + 3500(1 — x — y)]24xy dy dx
0 0
= 7100

que representa los costos esperados del contenido de la caja.
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Momentos conjuntos alrededor del origen




Momentos conjuntos alrededor del origen

Los momentos conjuntos para dos variables aleatorias X y Y se denotan por m, y se
definen por:

my = E [X” Yk]

//X"nyYXy)dxdy @

Casos especiales

-« mpy = E[X"] son los momentos m,, de X

- mgx = E[Y¥] son los momentos de Y

« n+ k es el orden de los momentos. Ejemplo: mg;, my, my; son los momentos de
segundo ordende Xy Y

- mo1 = E[Y] = Y y myy = E[X] = X son los valores esperados de Y y X, y son las
coordenadas del centro de gravedad de la funcion fy y(x, y).
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Ejemplo de la ubicacion del “centro de gravedad” |
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Correlacion, independencia y ortogonalidad




Correlacion de dos variables aleatorias

El momento de segundo orden my; = E[XY] es denominado la correlacion de Xy Y.
Recibe el simbolo especial Ryy por su importancia.

RXY =my = E[XY]
/; / xy fx,v(x,y) dx dy 3

Interpretaciones posibles

- “La correlacion es el grado en el cual dos 0 méas cantidades estan linealmente
asociadas”.

- Pero (fundamental) “correlacion no implica causalidad”.
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Ejemplo de correlacion del tarro de nueces |

El PDF conjunto de la cantidad X de almendras y la cantidad Y de semillas de
marafion (y la cantidad Z de mani) en un tarro de 1 kg es

frvboy) =24y 0<x<1,0<y<Tx+y<T

(Cual es la correlacion entre X'y Y?
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Ejemplo de correlacion del tarro de nueces Il

o0 oo
Rxy = my = E[XY] = / / xy fx,v(x,y) dx dy
—00 J —0c0

1 1—y 1 1—y
=/ / xy 24xy dx dy=24/ y2/ x* dx dy
o Jo 0 0

24 (1
=?/ y2(1—y)* dy
0

24 6 5 4 371
: {_y_+3y__3y_+y_]

2
= —=0,13
6 5 4 3

s 15
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La no correlacion |

No correlacion

Si la correlacion puede escribirse en la forma:

Rxy = E[X]E[Y]

entonces X y Y se dice que no estan correlacionadas.
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Independencia y ortogonalidad |

Independencia y correlacion

La independencia estadistica de X y Y es suficiente para garantizar que no estan
correlacionadas.

El reciproco de esta ultima frase, que X y Y son independientes si X y Y no estan
correlacionadas, no es necesariamente cierto en general, con la sola excepcion de las variables
aleatorias gaussianas no correlacionadas, que son también independientes.
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Independencia y ortogonalidad Il

Ortogonalidad

Si Rxy = 0 para dos variables aleatorias X y Y, estas se denominan ortogonales.

En sintesis

* Si Rxy = E[XY] = E[X]E[Y], no estan correlacionadas.

+ La independencia (fxy(x, y) = fx(x) - fr(y)) garantiza que no estan correlacionadas, pero
no a la inversa.

« Si Rxy = 0, son ortogonales.
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Ejemplo de correlaciéon y ortogonalidad |

Dos variables aleatorias

Sea X una variable aleatoria que tiene un valor medio X = E[X] = 3 y varianza
o% =2ysea Y = —6X + 22. Determinar correlacion y ortogonalidad entre X'y Y.

El segundo momento de X alrededor del origen se calcula de:

oy = E[X*] — (E[X])*
E[X?] = o + (E[X])?
=11
Con Y = —6X + 22:

E[Y] = —6E[X] + 22
= —6(3) + 22
=
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Ejemplo de correlacion y ortogonalidad Il

Dos variables aleatorias

Ryy = E[XY]
= E[X(—6X + 22)]
= E[—6X* + 22X]
= —6E[X?] + 22E[X]
= —6(11) + 22(3)
=0
de donde X y Y son ortogonales. Por otro lado, Rxy # E[X]E[Y] = 12.

Dos variables aleatorias pueden ser ortogonales aun cuando una de ellas, Y, esta
relacionada con la otra, X, por una funcioén lineal Y = aX + b.
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Ejemplos de correlacion confusa |

Number of people who drowned by falling into a pool
correlates with

Films Nicolas Cage appeared in

Correlation: 66.6% (r=0.666004)

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2008 2007 2008 2009
140 drownings & films
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80 drownings 0 films
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-8 Nicholas Cage -+ Swimming pool drownings
tylervigen.com
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Ejemplos de correlacion confusa Il

Z5yrs

2375 yrs

235yrs

21.25yrs

Age of Miss America

20yrs

1B.75 yrs

Age of Miss America

correlates with
Murders by steam, hot vapours and hot objects
Correlation: 87.01% (r=0.870127)

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2002

1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

-8 Murders by steam -+ Age of Miss America
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Momentos centrales conjuntos

Momentos centrales conjuntos

Para dos variables aleatorias X y Y, estos momentos estan dados por:
pink = E [ (X = X)(y = V)]
o o _ ()
— [ R = Dty dxdy
— 00 —Oo

Los momentos centrales de segundo orden

pao = E[(X = X)*] = 0%

po2 = E[(Y = Y)’] = o}

son las varianzas de X y Y, respectivamente.

o Momentos centrales conjuntos
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La covarianza de dos variables aleatorias |

La covarianza de dos variables aleatorias

El momento conjunto de segundo orden pi17 es la covarianzade Xy Y, y se le da el
simbolo Cxy. Satisface que,

Cxy = E[(X — X)(Y = Y)]
/ / x = X)(y — Vfor(x.y) dx dy

— E[XY — XY -~ XY + X Y]
— E[XY] — E[X]E[Y]
Cxy = Rxy — E[X]E[Y]
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La covarianza de dos variables aleatorias Il

« Si X, Y son independientes o no estan correlacionadas, entonces Cxy = 0, como
puede corroborarse.

- Si X, Y son ortogonales, Cxy = —E[X]E[Y]. En este Gltimo caso, si X o Y (o0 ambas)
tienen valor medio cero, entonces Cxy = 0.
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El coeficiente de correlacion de dos variables aleatorias

Correlacion de Pearson

El momento conjunto de segundo orden normalizado

. pn Cxy _ cov(X,Y) 5)
VH20f02 ~ OXOy Ox0y

dado por

E[(X = X)(y = V)
L [x-R(-Y)

(6)

se conoce como el coeficiente de correlacion de Xy Y, con —1 < p < 1.
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Visualizacion de casos especiales del coeficiente de correlacion de Pearson
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Funciones caracteristicas conjuntas |

La funcién caracteristica conjunta de dos variables aleatorias X y Y esta definida por:

q)X,Y(WhWZ) —F [eij—l-jsz] (7)

donde wq, w; son nimeros reales. Una forma equivalente es:

Oy y(wr,wr) = / / fxv(x, y)eor iy dx dy (8)

Lo anterior es la transformada bidimensional de Fourier (con signos cambiados para
w1, wy) de la funcion de densidad conjunta. De la transformada inversa de Fourier se

tiene:

—I o0 oo . .
fov(xy) = . 2/ / P,y (wr,wr)e Y dwy dw, ©)
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Funciones caracteristicas conjuntas Il

Con poner w,; = 0 u wy = 0, se obtiene las funciones caracteristicas de X o Y, de
®x y(w1,wy). Estas se llaman funciones caracteristicas marginales:

Px(w1) = Px,y(wr,0) (10)
Py(wr) = Px y(0,wr) (11)

Los momentos conjuntos my pueden hallarse de la funcién caracteristica conjunta
como sigue:

k
ik 0Oy y (Wi, w))
OwlOwk

Mpg = (_J) (12)

w1 ZO,OJZZO
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