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Cuando los procesos estocasticos describen senales
(funciones unidimensionales en el tiempo), es posible
analizarlos segun sus caracteristicas espectrales, es
decir, relativas a la frecuencia.

Esto es util en aplicaciones de procesamiento de
senales: sensores, audio, sistemas de control,
comunicaciones, estabilidad de sistemas de potencia...



Densidad espectral de potencia y sus propiedades




Espectro de densidad de potencia

El espectro de densidad de potencia de una sefial aleatoria describe como se distri-
buye su potencia en todas las frecuencias.

- Esta es una descripcién' de X(t) en el dominio de la frecuencia.

« Por otra parte, las propiedades estadisticas de los procesos estocasticos, como las
funciones de la media, la varianza, la autocovarianza, la autocorrelacion, etc. son
descripciones de X(t) en el dominio del tiempo.

'Conocida en inglés como PSD (Power Spectral Density).
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El cuadrado de X(t) como la potencia instantanea

Premisa: es posible interpretar X*(t) como la “potencia instantanea” en t contenida
en el proceso aleatorio X(t), que es una familia de funciones del tiempo.

En teoria de circuitos, la potencia disipada en un resistor es
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Definiciones preliminares |

Espectro de densidad de potencia

Funcion muestra de X(t) Sea xr(t) una porcion de una funcién muestra x(t) definida
entre —T y T, de modo que

XT(t):{X(t) -T<t<T M

0 fuera del intervalo

XT(t)

I" T
, ‘.
\/ T
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Definiciones preliminares Il

Espectro de densidad de potencia

Area bajo la curva es finita Si T es finito, se supone que xr(t) cumple

)
[ brtlde < oo @

T

Funcion en el dominio de la frecuencia xr(t) tiene una transformada de Fourier X7(w)

Xr(w) = / T () et dt = / ") e dr 3)

—00 -T

Energia E(T) de x7(t) Enelintervalo [T, T] la energia contenida es

00 T
HD:/ ﬁ@ﬁz[x%ﬂt (4)

—00 T
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Definiciones preliminares Il

Espectro de densidad de potencia

Relacion entre la energia en el tiempo y en la frecuencia La energia de x7(t) esta
relacionada con la de Xr(w) por el teorema de Parseval,

E(T) = /_sz(t) dt = % /OO |Xr(w)]? dw (5)

— 00

Potencia promedio P(T) Al dividir ambas expresiones por 2T, se obtiene la potencia
promedio P(T) en x(t) sobre el intervalo [T, T]:

P(T):l/_TXZ(t)dt=l/°°de ©)

—00
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Espectro de densidad de potencia |

Deduccion

En esta ecuacion, |X7(w)|?/2T es una densidad espectral de potencia porque de la
integracion sobre todo w se obtiene la potencia.

T 00 2
P(T):%/ x*(t) dtzzl/ %dw
-T s

—0o
Sin embargo, no es todavia la funcién que necesitamos, por tres razones:
© No representa la potencia de una funcién muestra completa
@ Es la potencia en una sola funciéon muestra y no representa a todo el proceso

® P(T) es realmente una variable aleatoria (y no un valor) con respecto al proceso
aleatorio (por la aleatoriedad de las funciones muestra)
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Espectro de densidad de potencia Il

Deduccion

Por lo anterior, la estrategia para encontrar la potencia promedio de X(t) (denotada
como Pxx) es hacer Pxx = E[P(0)]

.
Pxx = lim %/ E[X?(t)] dt (7)
— 00 -T
_ 7 EIXR@PT
Pax = E/_OO Am = ®)

De aqui se obtienen las dos importantes conclusiones siguientes.
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Potencia promedio de un proceso estocastico

La potencia promedio Pxx de un proceso estocastico

Esta dada por el promedio temporal de su segundo momento ordinario (o también
Rxx(0)).

Poc= fim o [ EX(0) de = AEDC(0)) ©)

donde A{-} es el operador de promedio temporal.

Caso del proceso estacionario

Para un proceso que es a lo menos estacionario en sentido amplio E[X?(t)] = X2, una
constante, con lo que Pxx = X2.
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Densidad espectral de potencia de un proceso estocastico

Densidad espectral de potencia

Se define como

i D]
T—00 2T

Sxx(w) (10)

donde Pxx puede obtenerse mediante una integracion en el dominio de la frecuen-
cia como

-I oo
PXX = E /_OO Sxx(w) dw (11)
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Ejemplo de la potencia promedio de un proceso aleatorio |

Considere el proceso estocastico

X(t) = Acos (wot + ©)

donde Ay wy son constantes reales y © es una variable aleatoria uniformemente
distribuida en el intervalo [0, 7]. ;Cual es la potencia promedio Pxx en X(t)?

La potencia promedio es el promedio temporal del valor cuadratico medio, que se calcula
a continuacion.
Recordar la identidad trigonométrica

cos?(x) = %(1 + cos(2x))
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Ejemplo de la potencia promedio de un proceso aleatorio Il

E[X*(t)] = E[A% cos? (wot + ©)]

A2 A?
=E {7 + - cos (2wot + 2@)]

AA (22
:74—? 02;c05(2w0t+20) do

_A2+ A? 2\ sin(2wot + 26)
S22 2 )\ 2 o

A N A? {sin(2w0t+7r) sin(2w0t)}

Jus
2

2 ™ 2 2
A N A? [ —2sin(2wyt)
2 o7 2

A2 A2
=5 — sin(2wot)
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Ejemplo de la potencia promedio de un proceso aleatorio Ill

El promedio temporal de la funcion anterior es:

AEX(1)]] = TILmoo % » {A?z - %2 sin(Zwot)] dt

g[S s [tz |

1 [A? 1 A?
= lim ¢— (2T |+ = 2woT) — cos(—2we T
Tl—>moo{2T(2 >+2T2w07r [cos(2wT) — cos(—2wo )]}
AZ
Pyy = —
XX 9

¥ Es equivalente a elevar al cuadrado el valor efectivo Vrys = A/\/i de la onda.
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Propiedades de la densidad espectral de potencia



Propiedades de la densidad espectral de potencia |

© La densidad es siempre positiva
Sxx(w) >0 (12)
® La densidad tiene simetria par para X(t) real
Sxx(—w) = Sxx(w) (13)

® La densidad Sxx(w) es real.

@ La potencia promedio se puede obtener a partir de la densidad espectral de potencia

o | Sule) deo = ACEDC() = Pax (14)
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Propiedades de la densidad espectral de potencia Il

© Aplican las propiedades de las ecuaciones diferenciales, donde X = —X

dt
Sii(w) = w*Sxx(w) (15)

O El espectro de densidad de potencia y el promedio temporal de la autocorrelacion
forman un par de transformada de Fourier.

% /oo Sxx(w)eT dw = A[Rux(t, t +7)]
— . (16)
Su(@) = [~ ARu(t £+ 7 dr

—00

En esta propiedad 6 existe el caso especial en el que X(t) es al menos IES.
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Ecuaciones de Wiener—Khinchin

Relacion entre el espectro de densidad de potencia y la correlacion

Teorema de Wiener-Khinchin

Para un proceso X(t) estacionario en sentido amplio donde A[Rxx(t, t+7)] =
Rxx(7), la relacion entre el espectro de densidad de potencia y la correlacion esta

dada por
Sxx(w) = / RX)((T)e_ij dr (17)
1 & ;
Rxx(1) = Py /_Oo Sxx(w)e" dw (18)

que representan un par de la transformada de Fourier.
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Espectro de potencia a partir de la funcion de autocorrelacion |

(Cuél es el espectro de potencia para el proceso aleatorio X(t) con la siguiente
autocorrelacion?

2

Rex(7) = (5 ) costnr)

RX)((T)

N AN A /L
\VARVARVARV
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Espectro de potencia a partir de la funcion de autocorrelacion Il

Sxx(w)

Rxx(7) = (A?Z) (%) (7 4 i)

= ATZ (/07 4 e~ 0T) TA?

2
Sxw(w) = F{Ra(?)Y [
= Aj [276(w — wp) + 27 (w + wy)]
= % [6(w — wo) + d(w + wy)]
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Ejemplo del rango audible del ser humano |

120 =

Intensity (dB SPL)
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Ejemplo del rango audible del ser humano Il

Nivel de presion de sonido

SPL (Sound Pressure Level) es una medida relativa de la audicion de un humano, dada por
2
p
L, = 10log (—)
p
pfef

- pes el valor RMs de la presion de la onda acustica, en pascal (Pa)

donde

* pref €s el valor de referencia de audicion, establecido alrededor de 1000 Hz para una
persona joven de audicion

Cuando SPL = L, = 0 dB, la intensidad del sonido es igual al sonido de referencia.
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Algunas definiciones de ruido



Ruido blanco |

Ruido blanco

Una funcién muestra n(t) de un proceso aleatorio N(t) de ruido estacionario en
sentido amplio, se llama ruido blanco si el espectro de densidad de potencia de
N(t) es una constante en todas las frecuencias.

Asi, se define

No
2

para ruido blanco, donde N es una constante positiva real.

SNN(w) = (19)
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Ruido blanco Il

N(t)

'.l’ ‘T 'llf', | f‘\‘. ”Ml M 1
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Figura: Ejemplo de “ruido blanco” (white noise).
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Ruido blanco Il

Por la transformacion inversa de Fourier, la autocorrelacion de N(t) es

No
RNN(T) = (7 5(7’) (20)
El ruido blanco deriva su nombre por analogia con la luz blanca, que contiene todas las
frecuencias de luz visible en su espectro.

El ruido blanco no es realizable puesto que posee potencia promedio infinita:

-1 [e.o]
E/_OOSNN(Q)) dw =0
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Ruido térmico |

El ruido generado por la agitacion térmica de electrones en cualquier conductor
eléctrico tiene un espectro de potencia que es constante hasta muy altas frecuen-
cias, y luego disminuye.

Por ejemplo, una resistencia a temperatura T (en kelvin) produce un tension eléctrica de
ruido a través de sus terminales en circuito abierto con un espectro de potencia:

No _alwl/T

Swiw) =" Gnm

(21)
donde o = 7,64(107'?) kelvin-segundo es una constante. Las unidades de Syy(w) son

volt cuadrado por hertz. De acuerdo a la convencion, se obtiene watt/hertz suponiendo la
corriente por una resistencia de 1 Q.
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Ruido térmico Il

SNN(w)

© A unatemperatura de T = 290° K (usualmente llamada temperatura ambiente si
bien corresponde a una temperatura de 17° C), tal funcién permanece arriba de
0,9(Ny/2) para frecuencias hasta de 10" Hz, 6 1000 GHz. Asi, el ruido térmico tiene
un espectro casi plano en aquellas frecuencias que son usadas en sistemas de radio,
microondas u ondas milimétricas.
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Ruido blanco de banda limitada |

El ruido que tiene un espectro de potencia constante y no nulo sobre una banda de
frecuencia finita y cero fuera de ella, se llama ruido blanco de banda limitada. Asi, un
ruido descrito por el siguiente espectro de potencia constituye un ejemplo:

Pr
Swn(w) = W wo — (W/2) < |w| < wp + (W/2)
0 fuera de la banda

La transformacioén inversa da la autocorrelacion correspondiente:

sin(WT)

RNN(T) =P Wr

La constante P es la potencia del ruido.
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Ruido blanco de banda limitada Il

El ruido blanco de banda limitada puede también ser pasabanda como el descrito por el
siguiente espectro de potencia y respectiva funcion de autocorrelacion:

P Wy~ (W/2) < |w| < wo + (W/2)
Snnv(w) = { \8/ fuera de la banda
o) = P

con wy, W constantes y P la potencia en el ruido.
Por analogia con luz coloreada con solamente una porcién de las frecuencias de luz
visible en su espectro, se define ruido coloreado como cualquier ruido que no es blanco.
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Espectro de potencia de una senal de ruido |

Un proceso N(t) de ruido tiene una autocorrelacion dada por:

RNN(T) = Pe_3|T|

donde P es una constante. Se encontrara su espectro de potencia.

SNN(LU):/ pe =3Il e g7

o] 0
= P/ (3T dr 4 P/ BT dr
0 —00

P P
“aijw  3—jw
6P

94 w?
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Videos y referencias en internet

3 ;Cémo sabe Shazam qué cancién esta sonando?
Jaime Altozano, https://youtu.be/OE4gcdjFbmc
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