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UNA FUNDAMENTACION INSTRUMENTAL
DE LA ARITMETICA

Winston Alarcon Athens*

ABSTRACT

From the standpoint of the historical and psychological genesis of the human knowledge, surely
the natural numbers are elaborated as a social reference in the counting process. In this article we
present a foundation of arithmetic based on this consideration, expoundind the set of Peano’s natural
numbers from the notion of finite counting tool that here we define. We prove the logical equivalence
of two versions of the axiom of infinity. We complement this paper with an appendix about some
matters of historico-philosophical nature. Dedicated at the first centenary anniversary of Peano’s
axioms.

RESUMEN

Desde el punto de vista de la génesis historica y psicolégica del conocimiento humano, poca
duda cabe que los nimeros naturales van siendo elaborados como referente social en el proceso de
conteo. En este articulo se presenta una fundamentacién de la aritmética basada en esta consideracién,
desarrollando el conjunto de los nimeros naturales de Peano a partir de la nocién de instrumento
de conteo finito que aqui definimos. Se prueba la equivalencia Iégica de dos versiones del axioma
del infinito. El articulo se complementa con un apéndice sobre algunas cuestiones de naturaleza
histérico-filoséficas. Dedicado al aniversario del primer centenario de los axiomas de Peano.

Introduccion

En este trabajo desarrollo una fundamentacién de la aritmética inspirada en el familiar
aserto “los nimeros naturales son los que sirven para contar”. Pese a lo corriente de esta
nocion, no conozco una sistematizacion formal de ella y realizarla es el objetivo de este
articulo.

Naturalmente, la fundamentaciéon aqui expuesta requiere de una clarificacién previa
de la nocién de finitud conjuntista, ya que lo que se cuenta con los niimeros naturales son
conjuntos, y no de cualquier tipo, sino que finitos. La manera mds habitual de definir el
atributo de finitud en un conjunto dado E es el método de verificacién aritmética, segiin
el cual E es finito si es posible establecer una correspondencia biunivoca entre E y algiin
segmento inicial del conjunto N de los numeros naturales. Esta definicién presupone los
numeros naturales, asi es que no sirve para el propdsito que nos ocupa. Desde mediados
del siglo pasado diversos autores han propuesto alternativas de definicién no aritmética
de finitud conjuntista (ver apéndice). En [1] propongo una definicién, basada en la
consideracién de que un conjunto E es finito si (y sélo si) “E termina de tener elementos”,
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en el sentido de quedar necesariamente vacio por extraccién de sus elementos de uno en
uno. Esta definicién es légicamente equivalente a la definicién aritmética sin necesidad
del Axioma de Seleccion.

En la primera seccién se da la definicién formal de finitud conjuntista que aqui em-
plearé y se enuncian algunas propiedades que nos seran de utilidad. El lector interesado
puede consultar las demostraciones en [1]. La seccién 2 esta dedicada a desarrollar la
nocién de instrumento de conteo finito, a mostrar su esencial unicidad y a probar su
identificacion con la clase de los nimeros naturales de Peano. En la seccién 3 se demues-
tra que una condicion necesaria y suficiente para la existencia del instrumento de conteo
finito es la existencia de cualquier conjunto infinito. En el apéndice se discuten algunas
cuestiones de naturaleza histérico—filoséficas acerca del tema del presente articulo.

El marco tedrico del presente articulo es la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel
restringuida a los siguientes axiomas:

) Axioma de extensionalidad;

ii) Axioma del conjunto vacio;

ii1) Axioma de los pares desordenados;
iv) Axioma de la unién;

V) Axioma de los subconjuntos;

vi) Axioma de las potencias.

Adema3s utilizaré una versién modificada del axioma del infinito consistente en pos-
tular simplemente la existencia de un conjunto infinito, (en vez de un conjunto sucesor,
como es habitual). Todos los resultados aqui obtenidos son independientes del Axioma
de Seleccién.

1. Lanocion de finitud conjuntista

En esta seccion damos la definicién de finitud conjuntista en la que respaldaremos
todo nuestro trabajo sobre la aritmética, junto con algunas propiedades de los conjuntos
finitos que emplearemos en las préximas secciones. Las demostraciones las referimos a
[1]. La primera definicién es auxiliar de la definicién principal y formaliza el resultado
de extraer elementos de uno en uno de un conjunto dado.

DEFINICION A. Diremos que una coleccién C es unitariamente decreciente si para cada
conjunto no vacio A perteneciente a C, existe a € A tal que A\ {a} €C.

La siguiente definicién expresa directamente la nocidn de finitud conjuntista, en el
sentido de propiedad de un conjunto de terminar de tener elementos, esto es, terminar
quedando vacio por extraccién de sus elementos de uno en uno:

DEFINICION B. Diremos que un conjunto E es finito si toda coleccién no vacia de sub-
conjuntos de E unitariamente decreciente, contiene necesariamente como elemento al
conjunto vacio.

DEFINICION C. Un conjunto E es infinito si y sdlo si E no es finito.

Usaremos la siguiente notacién:
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X <Y indica que X es inyectable en Y;
X ~Y indica que X es inyectable sobre Y;
X <Y indica que X es inyectable en, pero no sobre Y.

Las siguientes propiedades de los conjuntos finitos nos seran de utilidad:

TEOREMA 1.1. La unién de cualquier conjunto finito con cualquier conjunto unitario es
un conjunto finito.

TEOREMA 1.2. Sea E un conjunto y considérese las siguientes proposiciones:
(i) E es finito.
(i1) Existe un buen orden < en E tal que su relacion inversa es un buen orden en E.
(iii) La relacion inversa de todo buen orden en E es un buen orden en E.
Entonces: (i) < (ii) = (iii).
TEOREMA 1.3. Si E, F son conjuntos tales que E es inyectable en F y F es finito,
entonces E es finito.

TEOREMA 1.4. Toda funcion inyectiva de un conjunto finito en si mismo es una biyeccion.

TEOREMA 1.5. Un conjunto finito no puede ponerse en correspondencia biunivoca con
ninguno de sus subconjuntos propios.

TEOREMA 1.6. Si A y B son conjuntos y al menos uno de ellos es finito, entonces se
verifica una y sélo una de las siguientes proposiciones:

AP X A S B g B

TEOREMA 1.7. Si E es infinito y F es finito, entonces F' es inyectable en E pero E no
es inyectable en F.

2. Lanocion de instrumento de conteo finito

Discutiremos aqui la nocién de instrumento de conteo finito (definicién E), mostrare-
mos su esencial unicidad (teorema 2.5) y estableceremos su identificacién con la nocién de
conjunto de los nimeros naturales (teorema 2.13), tal como fue descrita axiomaticamente
por Peano en 1889.

Si (N, <) es un conjunto estrictamente ordenado y si n € N, denotaremos S(n) al
segmento inicial de n, esto es:

Sn)={zeN|z<n}.

El siguiente lema nos serd util. Su importancia radica en poner de manifiesto la
capacidad de los conjuntos estrictamente ordenados con segmentos iniciales finitos, como
estructura analdgica para las comparaciones conjuntistas.
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LEMA 2.1. Si (N, <) es un conjunto estrictamente ordenado y si m,n € N, entonces:
i) (m<n) < (S(m) C S(n)) = (5(m) 2 S(n)).
i) (m=n) = (5(m)=S5(n)) = (S(m) ~ S(n)).
1i) (S(m)=ES@)) = (S n) c SR)) —: (m<n): :
Ademas si S(n) es finito, entonces los simbolos de implicacién => en 1), ii) y iii) pueden
sustituirse por < .

PRUEBA.
)i Snt =V (o ENS(m)e = izi< n —> T € S(n)) — S RETsGIa=——
S(m) = S(n). Ademas, si S(m) C S(n) y se supone (por contradiccién) m £ n entonces
n < m, con lo cual n € S(m) y luego n € S(n), lo que nos da la conclusién absurda
e Esto prueba la parte 1).

ii) Empleando i) tenemos:
m=n < (m<nAn<m)
& (8(m) C 5(n) A S(n) C S(m))
<= S(m) = S(n) = S(m) ~ S(n),

lo cual prueba la parte ii).
iii) m <n = S(m) C S(n) Am € S(n). Como m ¢ S(m), obtenemos: S(m) C S(n).
Reciprocamente: S(m) C S(n) = (m<nA3Jz(m <z <n)) = m<n
Para terminar la prueba, supondremos que S(n) es finito.
Si S(m) ~ S(n) entonces —por teorema 1.3— S(m) es finito; supongamos (por con-
tradiccién) que m # n. Entonces m < n V n < m y por iii) se obtiene:
S(m) C S(n) V S(n) C S(m),
en contradiccién con el teorema 1.5. Luego
(m=n) <> (S(m)=S(n)) <= (S(m) ~ S(n).
Por otra parte, se tiene: S(m) X S(n) = S(m) < S(n) V S(m) ~ S(n). Usando ahora
ii), iii) y lo probado en el parrafo anterior, tenemos:
S(m) C S(n) V S(m) = S(n),
es decir: S(m) C S(n). En consecuencia:
(m<m) <> (S(m)C S(n) <= (S(m) < S(n)).
Finalmente, por aplicacién de el teorema 1.5 tenemos:
Suop@ Sl — Sm) = Sli);
con lo cual:

(S(m) < S(n)) <= (S(m) C S(n)) < (m <n). §

Hemos probado que un conjunto estrictamente ordenado (N, <) en el cual todos los
segmentos iniciales sean finitos es isomorfo al conjunto de todos los segmentos iniciales de
los elementos de N provisto de la relacién <, relacién utilizable en un 4mbito mucho mas
amplio que la relacién <, a saber, en todo el &mbito de los conjuntos finitos. Esto hace
ver la conveniencia de la siguiente definicién, la cual adelanta un aspecto del instrumesse
de conteo finito:
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DEFINICION D. Diremos que un conjunto estrictamente ordenado (N, <) es s-finito si
todos sus segmentos iniciales son finitos.

El siguiente teorema de unicidad completara los preparativos de la definicién central
de este trabajo:

TEOREMA 2.2. Si (N, <) es un conjunto estrictamente ordenado ¥ E es un conjunto
finito, existe a lo sumo un n € N tal que E ~ S(n).

PRUEBA.  Sea E finito y supongamos que m,n € N son tales que E ~ S(m) y
E ~ S(n). Entonces por teorema 1.3, S(n) es finito y S(m) ~ S(n). Usando el lema 2.1
se obtiene m = n. J

Hemos reunido todo el material que da significado y relevancia a la nocién de instru-
mento de conteo finito, que pasamos de inmediato a definir:

DEFINICION E. Un instrumento de conteo finito es un conjunto estrictamente ordenado
s—finito (N, <) tal que para cada conjunto finito E existe n € N tal que E ~ S(n).

El caracter instrumental del objeto matematico definido en (E) es claro, atendiendo
su capacidad total como estructura analdgica para comparar conjuntos finitos arbitrarios
a través del proceso de conteo. Como consecuencia inmediata del teorema, 2.2 y de la
definicién E, tenemos el siguiente teorema de existencia y unicidad que permite, dado
un instrumento de conteo finito N, asignar a cada conjunto finito E un parametro con
capacidad de representar eficazmente a E en la estructura ordenada de N , estructura
con capacidad analégica para las comparaciones de E con cualquier otro conjunto finito.

TEOREMA 2.3. Si(N, <) es un instrumento de conteo finito, entonces para cada conjunto
finito F existe un unicon € N tal que E ~ S(n).

En todo lo que sigue, (N, <) denota un instrumento de conteo finito. Si E es un
conjunto finito, el Gnico n € N tal que E ~ S(n) lo denotaremos |E|. En esta notacién
deberiamos indicar la dependencia de |E| respecto del instrumento de conteo finito N
que estemos usando; sin embargo, el teorema 2.5 mostrard que tal dependencia es i-
rrelevante. Nuestro préximo lema prepara el camino para obtener la unicidad esencial
del instrumento de conteo finito. En el instrumento de conteo finito (N',<') del que se
habla en (2.4) y (2.5) usamos S'(n') para el segmento inicial de n’ € N’ y |E|" para aquel
elemento de N’ tal que E ~ S'(|E|").

LEMA 2.4. Si (N,<) y (N',<') son instrumentos de éonteo finito y ¢ : N — N'es
una biyeccion que preserva orden, entonces para cada n € N se verifica:

o(S(m)= 5 (p(n))
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PRUEBA.
m' € p(S(n)) &> ¢~ (m')e S(n)
<= Rl )<
<= m' <p(n) (pues ! también preserva orden)
< m' € S(¢(n)). I
A continuacién probaremos que el instrumento de conteo finito es esencialmente tnico,
existiendo un tnico isomorfismo entre dos instrumentos de conteo finito.

TEOREMA 2.5. Si (N,<) y (N',<') son instrumentos de conteo finito, existe una tnica
biyeccién ¢ : N — N' que preserva orden.

PRUEBA.
UNICIDAD: Si¢g : N — N'y 6 : N — N' son biyecciones que preservan orden, por
lema 2.4, para cada n € N se tiene:

§'((n) = ¢ (S(n))~ S(n)
y §'(6(n)) = 6(S(m)~ S(n)

Luego: S'(p(n))~ S'(6(n)). Usando el lema 2.1 se concluye que ¢(n) = é(n), quedando
probada la unicidad.

EXISTENCIA: Para cada n € N y cada n’' € N' definimos:

p(n) =S| v #'(n')=15"(n)].
Se tiene, por definicién de |- |, |- |, ¢ ¥ ¢

S(n) ~ §'(¢(n))~ S(#'(p(n)))-

Luego, aplicando el lema 2.1 se obtiene: n = (¢' 0 ¢)(n), es decir: ¢’ 0 p = idy. Por
simetria, también se tiene: ¢ o ¢' = idys. Esto prueba que ¢ es biyectiva.
Ademas, por lema 2.1, se tiene:

n < ng = S(n1) < S(n2),

y como S(n) ~ S’ ((p(n)) para todo n, entonces:
S'(p(n1)) = S'(p(n2)).

Usando nuevamente el lema 2.1 obtenemos: ¢(n;) < p(n3). Esto prueba que ¢ preserva
orden. J :

Dado un conjunto finito E, el elemento |E| que le corresponde a E (tal que E ~
S(]E|)) es —debido al isomorfismo natural indicado en el teorema 2.5-, esencialmente in-
dependiente del instrumento de conteo finito E que estemos usando. Se justifica entonces
la notacién que hemos empleado y la siguiente definicion:
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DEFINICION F. Si E es un conjunto finito, definimos el nimero de elementos de E
como |E|, donde se subentiende el uso del correspondiente isomorfismo natural ¢ para
la transformacion de |E| de un instrumento de conteo finito a otro.

El resto de esta seccién esta dedicada a mostrar ( teorema 2.13) que el instrumento de
conteo finito es un modelo de la clase de los nimeros naturales descrita por los Axiomas
de Peano. Una manera de expresar los Axiomas de Peano es la siguiente:

Existe un conjunto N y una “funcién sucesor” o : N — N, tal que:

i) o es inyectiva pero no sobreyectiva.

ii) (Principio de induccién matematica) Si A C N es tal que (N i\ a(N)) NA#Bysi
ademasn € A = a(n) € A para todo n € N, entonces 4 = N.

Una consecuencia inmediata de 1) y ii) es que N\ ¢(N) posee un solo elemento. (Para
ver esto, basta tomar un e € N\ o(N) y considerar el conjunto A = {e} UN. Por ii)
se prueba que A = N.y esto prueba que N \ 0(N) = {e}.) En la axiomdtica original de
Peano, e es la unidad. Para nosotros e resultara ser el niimero de elementos del conjunto
vacio, es decir 0. Demos oficialmente su definicién:

DEFINICION G. 0 es el niimero de elementos del conjunto vacio.
Los siguientes lemas y definiciones allanaran el camino hacia el teorema 2.13.

LEMA 2.6. 0 es el primer elemento de N.

PRUEBA. Por él lema 2.1, se tiene:

n#0 = S(n)# S(0) ~ 0
= S(0)=0 A S(n)#0
= 5(0) < S(n)
= 0<n. |

La siguiente definicién descansa en los teoremas 1.1 y 2.3:

DEFINICION H. Para cadan € N definimos el sucesor de n como aquel (inico) n* € N
tal que

S(n)U {n} ~ S(n™).
LEMA 2.7. n<nt paratodo n € N.
PRUEBA. S(n)C S(n)U{n} = S(n) X S(nt) = n<nt. |

En la proxima definicion usamos implicitamente (1.3), (2.3) y (2.6):
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DEFINICION 1. Para cadan € N \ {0} definimos el antecesor de n como aquel (idnico)

n~ € N tal que
S(n) \ {0} ~ S(n7)-
LEMA 2.8. n— <n paratodo n € N\ {0}.
PRUEBA.
neN\{0} = 0<n

—> 0€ S(n)
= S(n)\ {0} C S(n)
= Sl )€ S(n)
= n- <n.l

LEMA 2.9. Si n € N\ {0}, entonces e =

PRUEBA. Por definicion, siempre se verifica que n ¢ S (n) y ademas, pér lema 2.6,
para n € N \ {0} se tiene: 0 € S(n). En consecuencia, haciendo uso del lema 2.1y de
las definiciones F e I se tiene:

S\ {0} ~ S(n) = S(m) ~ ST U {7}
= S(n) ~ S((n7)")
= n=mn")".1

El préximo teorema muestra que, tomando como funcién sucesor a la aplicacion
n — n7, en el instrumento de conteo finito N, se verifica el axioma i) de Peano.

TEOREMA 2.10. n — nt define una funcién o de N en N que es inyectiva y no so-
breyectiva. Ademias: N\ o(N) = {0}. §
PRUEBA. Recordando que z ¢ S(z), empleando el lema 2.1 se tiene:
mt =nt = S(m)U{m} ~ S(n)U {n}

= S(m) ~ S(n)

= m=n,
lo que muestra que n — n+ de N en N es inyectiva. Veamos la no sobreyectividad:

S(z*) ~ S(z)U{z} # 0=50) = zt #0 Vz€N.

Para completar la prueba, notemos que ya tenemos 0 e N\ o(N). Siz # 0, por lema
2.9 tenemos (z~)t = z, lo que muestra que z € o(N). Con esto se concluye que
N\ o(N) = {0}.

Para obtener el principio de induccién matematica, probaremos primero que el orden
del instrumento de conteo finito es un buen orden:
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TEOREMA 2.11. Si (N, <) es un instrumento de conteo finito, entonces (N,<) es un
buen orden.

PRUEBA. Sea A un subconjunto no vacio de N. Definamos:

Bie (0):Sla):

z€EA

Como existe a € A, entonces B C S(a). Luego (por teorema 1.3) B es finito. Sea b = |B|.
Como B C S(z), para todo z € A, entonces S(b) = S(z) para todo z € A. Por lema 2.1
tenemos: b <  para todo z € A. Con esto, basta probar que b € A. Supongamos (por
contradiccién) que b & A. Aplicando el lema 2.1, se tiene:

iAo
— Q) = Sla)y e E L
— SULE S8l e E L
— S(")<S(@) VeeA
= G EEl ) e ma
)
S ks by

lo cual implica la existencia de una inyeccién no sobreyectiva de S (6*) en si mismo; por
teorema 1.4 esto no es posible ya que S(bt) es finito. Il

La prueba del principio de induccién matemética a partir del buen orden del instru-
mento de conteo finito (<, N) es standard. Vedmosla en el contexto de nuestro enfoque:

TEOREMA 2.12. Si (N, <) es un instrumento de conteo finito, y si A C N es tal que
0cAy Vn(ne A = n* € A), entonces A= N.

PRUEBA. Sea A un subconjunto de N que satisface las hipdtesis. Supongamos
(por contradiccién) que A # N. Entonces N \ A # 0 y por teorema 2.11, N \ A posee
primer elemento, digamos b. Como 0 € A, tenemos que b # 0 y luego existe el antecesor
b= € N. Como b~ < b, entonces b~ ¢ N \ A, por lo cual b~ € A. Entonces por lema 2.9,
(b7)* =b € A, lo cual es imposible. Esto prueba que A= N. |

Reuniendo los teoremas 2.10 y 2.12, obtenemos por fin la identificacién del instru-
mento de conteo finito con el conjunto N de los niimeros naturales de Peano:

TEOREMA 2.13. Si (N, <) es un instrumento de conteo finito, entonces N con la funcién
n — nT satisface los axiomas de Peano para la Aritmética.
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3, Existencia

Probaremos que la existencia de un conjunto infinito es condicién necesaria y suficiente
para la existencia del instrumento de conteo finito. Para esto, si Z es un conjunto
infinito, denotaremos F7 a la coleccién de todos los subconjuntos finitos de T yen Frp
consideraremos la relacién de equivalencia conjuntista ~. N7 denotara la correspon-
diente coleccién de las clases de equivalencia. Dotaremos a /7 con un orden estricto <
y probaremos que (N7,<) esun instrumento de conteo finito.

LEMA 3.1. Sean A, B conjuntos tales que A X B y B es finito. Si < es un buen orden
en B, entonces existe a € B tal que A ~ S(a), donde S(a) = {z € Bz <al.

PRUEBA. Sea n, el primer elemento de (B,<). Como B es finito, entonces (por
teorema 1.2) el orden inverso de < también es un buen orden en B y por esto (B, <)
posee tltimo elemento, digamos w. Si A X B entonces el conjunto

C={teB|AZS()}

es no vacio ya que w € C. Sea b, el primer elemento de C. Tenemos: A = S(b,).
Basta probar que A £ S(b,). Supongamos (por contradiccién) que A < S(b,). Entonces
S(bo) # 0, por lo que S(b,) tiene G4ltimo elemento, digamos ¢. Como z < ¢ < b, para
todo z € S(b,), entonces S(b,) = S(c)U {c} y la uni6n es disjunta. Usando la suposicién
A < S(b,) obtenemos A =< 5(c), lo cual implica ¢ € C; esto —junto con c € S(bo)— no es
posible, ya que b, es el primer elemento de C. 1

DEFINICION J. Para X,Y € N7 escribiremos X < Y si existen X € X, Y € Y tales que
Xy

TEOREMA 3.2. La relacidén < definida en (J) es un orden estricto.

PRUEBA. Es inmediato que < es transitiva. La propiedad de tricotomia es conse-
cuencia inmediata del teorema 1.6. |

LEMA 3.3. Paracada X € X € N7 se verifica: X ~ S(X).

PRUEBA. SeanX € X eN7. SiX = 0 el lema es inmediato, asi es que supondremos
X #0. Como X es un subconjunto finito de Z, por el teorema 1.2, existe un buen orden
en X. Sit € X, o(t) denotara el segmento inicial de t respecto del orden estricto inducido
por el buen orden que estamos considerandoen X. Sit € X tenemos o(t) C X, por lo cual
o(t) € F1. Debido a la finitud de X tenemos que o(t) < X; en consecuencia la (dnica)
clase de equivalencia Z a la que pertenece o(t) verifica Z < &X. Asi, la correspondencia
+ s Z define una funcién ¢ : X — S(X). Probaremos que ¢ es inyectiva. En efecto:

o) = p(t)=Z = o) €Z A o(t)EZ
= o(t) ~ a(t)
— t=t' (por lema 2.1).
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Finalmente, para probar que ¢ es sobreyectiva, basta probar que para cada Y € S(X)
existe t € X tal que o(t) € Y. Si Y € S(X), entonces Y < X', por lo que existen Y € ),
Z € X tales que Y < Z; como Z ~ X, tenemos que Y < X. Sea f : Y — X una
aplicacién inyectiva y no sobreyectiva. Por el lema 3.1, existe t € X tal que f(Y) ~ o(2),
por lo cual ¥ ~ o(t) y como Y € J, obtenemos: o(t)e ). 1

TEOREMA 3.4. La existencia de un conjunto infinito es condicidén necesaria y suficiente
para la existencia de un instrumento de conteo finito.

PRUEBA. La necesidad es consecuencia inmediata de los teoremas 2.10 y 1.4.
Veamos la suficiencia.
Por teorema 3.2, basta probar que (A7, <) es s-finito y que para cada conjunto finito
E, existe £ € N7 tal que E ~ S(£). Lo primero es consecuencia inmediata del lema 3.3;
para probar lo segundo, nos damos cualquier conjunto finito E y usamos (por primera y
tnica vez) la hipétesis de ser 7 infinito, lo que junto con el teorema 1.7 permite establecer
la existencia de una funcién inyectiva f : E — T; con esto tenemos E ~ f(E) € F y
si £ € N7 es la clase a la que pertenece f(E), por lema 3.3 tenemos f(E) ~ S(£), con
lo cual: E~ S(E). 1

4, Conclusion

Nuestra discusién muestra que, para los efectos de la fundamentacién de la aritmética
en un marco conjuntista, puede usarse el marco tedrico indicado en la introduccion y
reemplazar el axioma del infinito de la teoria de conjuntos ZF (que postula la existencia
de un conjunto sucesor) por un axioma mas especifico que postule directamente la e-
xistencia de un instrumento de conteo finito. Esta alternativa es una forma de postular
la existencia del conjunto N de los nimeros naturales de Peano, dejando transparente
en el postulado el significado instrumental de N. Equivalentemente —cuando se desee un.
enfoque “constructivo”—, el axioma del infinito de la teorfa ZF puede sustituirse por un
axioma menos especifico que simplemente postule la existencia de un conjunto infinito
T. A partir de T se puede construir el instrumento de conteo finito de manera mas o
menos standard. Es importante subrayar que bajo cualquiera de estas alternativas se
obtiene no sélo el conjunto N, sino que sus propiedades fundamentales y, en particular,
el principio de induccién matematica.

La estructura algebraica del instrumento de conteo finito N se puede obtener direc-
tamente de las operaciones conjuntistas de unién disjunta y producto cartesiano. (En
[1] se discute a fondo el caracter cerrado de la clase de los conjuntos finitos bajo las
operaciones conjuntistas habituales). Asi presentada la estructura algebraica de N, el
instrumento de conteo finito es también un instrumento de analogizacién y simulacion
de las combinaciones conjuntistas finitas, aspecto que es importante subrayar desde las
primeras etapas de la conceptualizacion numérica, superando esa ensefianza puramente
algoritrhica que impide la interpretacién y la aplicacién de la matematica por parte de
nuestros estudiantes.
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APENDICE

Algunas cuestiones histérico—filoséficas.

Ya en la filosofia medieval (siglo XII)! y posteriormente en Galileo (1638)? se habia he-
cho notar una caracteristica “paradojal” de la infinitud, a saber aquella de que todo con-
junto infinito puede ser puesto en correspondencia biunivoca con alguno de sus subcon-
juntos propios. Dicha caracteristica fue mas tarde (siglo XIX) propuesta como definicién
por Bolzano (1851), Cantor (1878), Peirce (1885) y Dedekind (1888) [2]. La definicién
de finitud que por negacién asi se obtiene (Teorema 1.5), es ldgicamente equivalente =
la definicion aritmética pero no se conoce una prueba de esta equivalencia que pres-
cinda del Axioma de Seleccién. Posteriormente, diversos autores han propuesto otras
definiciones no aritméticas de finitud conjuntista, destacando especialmente el trabajo
de Tarski (1924) [8], quien demostré que su definicién es logicamente equivalente a la
definicién aritmética, sin uso del Axioma de Seleccién.

El estudio de la aritmética como disciplina légico-deductiva data escasamente de hace
un siglo, a partir de los trabajos de Gottlob Frege (1884), Richard Dedekind (1888) ¥
Giuseppe Peano (1889)°. Esto contrasta notoriamente con el hecho de ser la aritmética
una disciplina tan antigua como la geometria, ciencia esta dltima cuya fundamentacién
16gico-deductiva habia sido desarrollada por Euclides de Alejandria en el siglo IV a.C.

Tal vez este “retraso” de la aritmética respecto de la geometria tuvo relacién con la
separacion conceptual que los matematicos griegos hacian entre las nociones de “axioma”,
en tanto verdad evidente por si misma que no necesita demostracién, y “postulado”, en
tanto proposicién cuya verdad se admite sin pruebas por considerarse necesaria para
servir de base de razonamiento. Parece ser que el impulso motivador del discurso légico—
deductivo euclidiano fue el componente postulacional de la geometria griega, es decir.
el componente de proposiciones iniciales no autoevidentes pero légicamente necesarias
(como el postulado de las paralelas), proposiciones que los origenes conceptuales de
naturaleza 6ptico-espacial de la geometria clésica ayudaban a sugerir. Este componente
postulacional proporcioné probablemente la suficiente inseguridad intelectual para servir
de acicate en la prosecucién de sus consecuencias légicas. La aritmética, en cambio.
disciplina sélidamente basada en verdades légicas autoevidentes en la trad1c1on pitagorica
y aristotélica, no podia ser objeto de dudas epistemolégicas y no requeria una indagacion
especial de fundamentos mas alld de los propios principios de la légica. Su solidez como
ciencia establecida se transparenta en el hecho que pudo ser empleada como ariete por
Zentn de Elea, al tratar de mostrar lo paradojal del movimiento y del cambio.

La motivacién de los trabajos de Frege [4], [5] y Dedekind [2] sobre los fundamentos
de la aritmética fue tratar de reducir la aritmética —y a través de ella toda la matematica
clasica de la época~ a una rama de la légica. Peano [7] por su parte, consideraba que

1Thomas, 1., A 12th century paradoz of the infinite, Journal of Simbolic Logic, 1958. (Citado en [3].)
2Ducorss I, Opere Complete XIIT

3En [6] se discuten y comparan los aportes de Frege, Dedekind y Peano sobre los fundamentos de la
aritmética.
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las nociones aritméticas de “niimero”, “uno” y “sucesor” no eran reducibles a términos
légicos, pero que eran describibles mediante axiomas en base a los cuales se podria
expresar y deducir légicamente las demas verdades de la aritmética.

Es interesante notar que esta atencién por los fundamentos de la aritmética se da en los
mismos afios en que Pasch (1882) y después Hilbert (1899) reelaboraban los fundamentos
de la geometria euclidiana. Ambas actividades de fundamentacién, la aritmética y la
geométrica, habian recibido un fuerte incentivo con los trabajos de “aritmetizacion del
andlisis” desarrollados por Weierstrass (hacia 1860) y culminados por Méray (1869) y
por Cantor, Dedekind y Heine (1872) quienes logran construir el sistema de los nimeros
reales a partir de los niimeros racionales, permitiendo por una parte dar un sentido preciso
a la continuidad de la recta euclidiana y, por otra, hacer descansar todo el edificio de
la matematica clésica en los fundamentos de la aritmética. Desde una perspectiva un
poco més general, el interés por los fundamentos de la matematica se enmarcaba en el
ambiente de certidumbre cientifica que respiraba la época, ambiente propiciado entre
otras cosas por los brillantes logros de la fisico-matematica que en 1865 culminaban con
la unificacién tedrica del magnetismo, la electricidad y la éptica lograda por James Clerk
Maxwell.

~Mi motivacién al realizar las presentes indagaciones tuvo un doble origen. Por una
parte, mostrar que la nocién de finitud conjuntista puede servir de piedra fundamental
para la aritmética. Y, por otra, sistematizar algunas reflexiones acerca de la nocién de
numero.

Desde el punto de vista de la génesis histérica y psicolégica del conocimiento humano,
poca duda cabe que los niimeros naturales van siendo elaborados para desempefar una
funcién instrumental bésica: la de referente social en el proceso de conteo. La propia
nocién de “ndmero” probablemente se origind en el ejercicio de la comparacién y del
conteo y posteriormente adquirié —como todos los conceptos importantes— esa “vida”
propia que lleva a creer en su existencia independiente como objetos de un cielo platénico.

Los niimeros naturales son un producto humano de naturaleza social: son el instru-
mento fundamental que hace posible la evaluacién de la informacién (comparacion y
elaboracién analégica). Ese es su aspecto necesario. Su posibilidad radica en la carac-
teristica de los seres humanos de poseer conciencia de si mismos como seres con autoiden-
tidad y con memoria de su propia historia. Esta caracteristica es —junto con nuestras
posibilidades y limitaciones sensoriales y racionales—, la base de nuestra capacidad para
proporcionar identidad a las diversas y multifacéticas manifestaciones del mundo sobre
nuestra conciencia. El proceso de conteo de cualquier coleccién depende esencialmente
de esta capacidad humana de proporcionar identidad.

Cada vez que proporcionamos identidad a determinado aspecto o complejo de aspec-
tos del mundo en el que se desenvuelve nuestra conciencia, creamos en ella un objeto.
Por ejemplo, creo en mi conciencia el “objeto mesa” sobre el que estoy escribiendo. Pero
el “objeto mesa” no tiene una identidad natural. Sus limites temporales y espaciales
no sblo no pueden ser precisados con total exactitud, sino que de hecho no existen en
el mundo. Esos limites los definimos convencionalmente —pero con insoslayable impre-
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cision y transitoriedad-, los humanos; y de manera igualmente convencional, imprecisa
y transitoria es la identidad que proporcionamos al “objeto mesa”.

La tnica identidad natural es la precaria identidad de la autoconciencia. Todas las
deméds identidades las proporcionamos, tienen un caracter humanamente convencional
—aunque no arbitrario—, inherentemente impreciso y transitorio. La base de estos conven-
cionalismos de identificacién es nuestra comiin naturaleza humana y experiencia social.
El “objeto ‘mesa” por mi identificado es una aprehensién parcial del mundo por esta
parte del mundo que se autoidentifica como mi “yo”. Y muchas veces (pero 1o siempre
y ni tan frecuentemente como se suele suponer) tu “yo” y mi “yo” creerdn que han iden-
tificado al mismo “objeto mesa” y lo nombrarén con la misma palabra y lo escribirdn
con la misma grafia, sentando las bases de una posible inclusién del “objeto mesa” como
miembro diferenciable y plenamente identificable del “universo de objetos”. Y asf tu
“yo” y mi “yo” llegan a proporcionar identidades que a su vez se identifican por medio
del lenguaje y del simbolo. Alcanzamos asi, a lo largo de procesos culturales proba-
blemente milenarios, la conviccién social de ser participes de un mundo de objetos con
identidad propia. La historia de ese proceso es la historia de la similar y casi uniforme
—pero siempre desigual- humana condicién de mundo con conciencia de si mismo.

La logica con identidad, es decir, la 18gica de la matemética, es la expresién cultural
acabada de nuestra creencia en un mundo de objetos, en un mundo formado por multiples
entidades separadas y con identidad natural. El instrumento de conteo que llamamos
“conjunto de los nimeros naturales” es la prueba m4s nitida de nuestra capacidad indi-
vidual para proporcionar identidad en forma socialmente coherente. Y es esa capacidad
de la especie humana la que se manifiesta en la comparacién y el conteo. Es posible que
en el trasfondo del problema de la aritmética esté el ser ésta un modelo formal de nues-
tra conceptualizacién del mundo como universo de objetos con identidad propia natural,
exacta y permanente, pero —en realidad- con identidad humanamente proporcionada y
convencional, inherentemente imprecisa y transitoria.
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