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AREA Y MULTIPLICACION

Una de las primeras aplicaciones de la multipli-
cacion es el céalculo del drea de un rectangulo. Este
conocimiento lo adquirimos en los primeros afios de
estudio, época en la cual la manipulacién aritmética
se circunscribe a los enteros positivos. En este con-
texto, un rapido examen visual a un rectangulo R
cuya base y altura tengan longitudes enteras, diga-
mos de 3 y 2 cm respectivamente, nos convencera que
R puede descomponerse en 3+3 = 2x 3 = 6 cuadra-
dos de 1 cm de lado cada uno. De aqui es que acepte-
mos como algo completamente natural decir que el
rea del rectdngulo R es 6 veces el area del cuadrado
de 1 em de lado, o més brevemente, 6 “centimetros
cuadrados”:

A medida que nuestro universo numeérico se am-

plia y llegamos a familiarizarnos con las razones de :

enteros, el calculo del drea de un rectdngulo R cuya
base y altura tengan medidas racionales, resulta de
consideraciones similares a las del caso en que los
lados son enteros.

Para reducir el caso del rectdngulo de lados ra-
cionales al contexto del rectdngulo de lados enteros,
podemos expresar las medidas racionales de los lados
de R como fracciones con el mismo denominador.

Por ejemplo, si la base y la altura de R miden
3/2 cm y 4/5 cm respectivamente, podemos expre-
sar ambas longitudes en términos de la décima parte
del centimetro y decir que la base mide 15/10 em, es
decir 15 mm, mientras que la altura mide 8/10 c¢m,
esto es, 8 mm. A continuacién aplicamos nuestro
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conocimiento acerca del drea de un rectangulo de
lados enteros y concluimos que el 4rea de R es 15 x
8 = 120 “milimetros cuadrados”. Para expresar este
resultado en “centimetros cuadrados”, notamos que
el cuadrado de 1 cm de lado tiene un drea de 10x10 =
100 “milimetros cuadrados”, por lo que deducimos
que el area del cuadrado de 1 mm de lado es la cen-
tésima parte del drea del cuadrado de 1 em de lado.

De aqui concluimos que el drea de R, expre-
sada en “centimetros cuadrados”, es la centésima
parte de su area expresada en “milimetros cuadra-
dos”. Como 120/100 = 6/5 = 3/2 x 4/5, este re-
sultado y las conclusiones generales que fluyen de
€l (cuya demostracion puede formalizarse por induc-
cién matemdtica), nos convencen que la férmula “ba-
se x altura” expresa correctamente el area de cual-
quier rectangulo de lados racionales en términos del
area del cuadrado de lado unitario.

Pero, a medida que avanzamos en el conocimien-
to de los nimeros, inevitablemente llega el momento
en que nos encontramos con magnitudes “irraciona-
les” como la expresada por el nimero decimal no
periddico

1,01001000100001000001 . . .

En este mundo numérico mucho mas rico que el de
los racionales, puede surgir la necesidad de calcular
el area de un rectangulo de lados irracionales. Por
ejemplo, ;cuél es el drea del manto un cilindro cir-
cular recto cuyo didmetro basal mida 1 m y en el
que la distancia desde cualquier punto de una de las
circunferencias basales al centro del cilindro sea de 1
m? La respuesta 7 x v/3 “metros cuadrados”, si bién
es plausible como generalizacién de los conocimien-
tos en el contexto racional, ya no puede justificarse
rigurosamente basandose sélo en las consideraciones
anteriores, ya que los niimeros 7 y /3 no son mag-
nitudes conmensurables con ninguna fraccién de la
unidad.
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;Cual es entonces la justificacién general de la
férmula “base x altura” para expresar el area de
cualquier rectangulo en términos del area del cua-
drado de lado unitario?

Una parte de la respuesta es clara: “porque esa
férmula es adecuada para calcular el drea de los rec-
tangulos.”

Y si se nos pregunta qué entendemos por “a-
decuada”, seguramente bastarda un momento de re-
flexion para comenzar a precisar la idea: la formula
“base x altura” para expresar el area de los rec-
tangulos en términos del area del cuadrado de lado
unitario es “adecuada” porque al expresar todas las
longitudes en la misma unidad de distancia, se tiene:

(A) Si dos rectangulos R’ y R" de igual altura h y

de bases b’ y b se yuxtaponen para formar un
nuevo rectangulo R de altura h y base b = ¥ + 8",
la suma de las areas de las partes deberia ser igual
al drea del todo (propiedad de aditividad),

A}H

<€ b' € D“ t g

b

lo cual asi resulta al emplear la férmula “base x
altura”:

W xh+b' xh=@0+b")xh=bxh

(B) Si dos rectdngulos R; y Rs se levantan sobre
la misma base de longitud b, con alturas h; y
hy respectivamente, de manera que el rectangulo R
quede contenido en el rectangulo R,, necesitamos
que el drea de la parte resulte ser menor o igual que
el drea del todo (propiedad de monotonicidad).
Como en este caso las respectivas alturas de-
berdn satisfacer la desigualdad hy < hg, al multi-
plicar ambos miembros de esta desigualdad por el

* Al cambiar de unidad de distancia, por ejemplo de cm a

pulgadas, la unidad de area cambiard de “1 em cuadrade”

- nimero positivo b ciertamente obtenemos b x hy <

thz.

S

(C) Si dos rectangulos S y S’ son tales que mediante

traslaciones y/o rotaciones puede hacerse coin-
cidir § con 8’ (es decir, S y S’ son congruentes),
requerimos que ambos rectiangulos tengan la misma
drea. Si las bases de S y &’ tienen longitudes I y I
y las alturas miden a y @' respectivamente, es claro
que para que S y S’ sean congruentes, tendrd que
cumplirse alguna de las dos siguientes situaciones:
l=Uya=4d,obienl=a'yl' =a. En cualquiera
de estos dos casos se obtiene | x a = I’ x @/, es de-
cir el drea de los rectdngulos, calculada mediante la
féormula “base x altura”, goza efectivamente de esta
propiedad de invarianza.

El considerar adecuadas las propiedades (A),
(B) y (C) de la férmula “base x altura” para expre-
sar el area de los rectangulos en términos del drea del
cuadrado de lado unitario, es cuestiéon de convenien-
cia para la civilizacién humana: si fallara cualquiera
de estas propiedades, el “4rea” dejaria de sernos 1til
al intentar comparar, por ejemplo, los méritos rela-
tivos de dos fincas de forma rectangular, en cuanto
a su potencial productivo. Completamos las condi-
ciones para el area de los rectangulos estableciendo la
unidad de medida; como estamos expresando dichas
areas en términos del area del cuadrado de lado uni-
tario, convenimos en:

(D) La unidad de area es el drea del cuadrado de
lado unitario* (condicién que la férmula “base
x altura” obviamente satisface).

a 1 “pulgada cuadrada”. Naturalmente, el drea de una figura
depende de la unidad de area.



ATLARCON: Area y Multiplicacién

Las consideraciones anteriores muestran que la
formula “base x altura” para expresar el area de
los rectangulos en términos del area del cuadrado de
lado unitario se justifica por sus propiedades. Pero
si bién este aspecto es necesario, no es una justifi-
cacién suficiente. En efecto, no hemos descartado
la posibilidad de la existencia de otras férmulas al-
ternativas que, sin ser equivalentes en resultados a
la férmula “base x altura”, expresen el area de los
rectangulos en términos del drea del cuadrado uni-
tario y compartan con ella las propiedades (A), (B),
(C) y (D).

La justificacién quedara completa si mostramos
que la formula “base x altura” es la dnica férmula
“adecuada” —en el sentido de las propiedades (A),
(B), (C) y (D)— para expresar el area de los rec-
tangulos, salvo, naturalmente, formulas equivalentes
que den los mismos resultados, como por ejemplo:

(area rectangulo de perimetro p y diagonal d)

— i ddays

Para investigar esta “unicidad”, observemos que
la condicién (C) de invarianza, implica que, una vez
que hayamos fijado la unidad de distancia en la que
expresemos las longitudes, el area de un rectangulo
de base b y altura h, expresada en términos del area
del cuadrado de lado unitario, debe quedar deter-
minada univocamente por b y h; en otras palabras,
el drea de los rectangulos es una funcidn (real) y =

A(b, h) de las dos variables by I. Aqui A(b, h) repre-

senta el drea de cualquier rectangulo de base by al-
tura h, expresada en términos del drea del cuadrado
de lado unitario.

Abandonando cualquier idea preconcebida acer-
ca de una férmula para calcular esta funcién, mos-
traremos que al exigirse que satisfaga las propiedades
(A), (B), (C) y (D), ello conduce inevitablemente a
la férmula A(b, h) = b x h.

Démosnos entonces un rectangulo R cuyas base
y altura midan b y h respectivamente (ambas me-
didas en la misma unidad de longitud). Si n es
cualquier entero positivo dado, consideremos un rec-
tangulo R, cuyas base y altura midan nb y nh res-
pectivamente. Como R, se puede descomponer en

n x n = n? rectangulos congruentes a R, aplicando
la propiedad (A) de aditividad, tenemos que el drea
de R,, debe ser n? veces el drea de R, esto es:

A(nb,nh) = n2A(b, b) (1)

Invocando la propiedad arquimediana del orden del
conjunto R de los niimeros reales, deben existir nu-
meros naturales p, ¢ tales que nb < p y nh < q.
La propiedad de buen orden de < en N nos permite
tomar los enteros p, ¢ mas pequenios que satisfagan
estas desigualdades. Denotando p, y ¢, a esos en-
teros mas pequenos, podemos escribir:
Pn—1<nb<p, .
: gn—1<nh<qn ( )
Las desigualdades (2) nos informan que el rectén-
gulo. R, contiene un rectangulo R’ de base entera
pn — 1 y altura entera ¢, — 1 y que, ademas R,
esta contenido en un rectangulo R” de base entera
pn y altura entera g,. Usando la propiedad (B) de
monotonicidad, podemos escribir:

A(pn — 1,0 — 1) < A(nb,nh) < A(pn,¢n) (3)

Como el rectangulo R’ se descompone en un niimero
igual a (p, —1) X (¢, — 1) cuadrados de lado unitario,
usando nuevamente la propiedad (A) de aditividad
y la condicién (D) para la unidad de area, tenemos
que el area de R’ debe ser:

Apn = L4 =) =(@a =Dt —1) (4

Similarmente, como el rectdngulo R’ se descompo-
ne en un numero igual a p, X g, cuadrados de lado
unitario, el area de R'" debe ser:

A(Pnsn) = Pndn (5)

Sustituyendo (1), (4) y (5) en (3), llegamos a la si-
guiente desigualdad:

(= 1)(Qn = 1) < nZA(b> h) < Pnin (6)

Dividiendo los tres miembros de (6) por el nimero

positivo n?, se obtiene: :
pn 1\ (agn l) Pn 4n
L e R N W e
(n n)(n n = W (7)

Para cada entero positivo n tenemos una desigualdad
como (7). A fin de tomar limite cuando n — oo,

i
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averigiiemos el comportamiento de p,/n y de ¢, /n
cuando » — oo. Para esto, observemos que las de-
sigualdades (2) pueden escribirse en la forma:

O<£1—b§-l
n n

1
prinEe
n n

Por el teorema del limite encajonado, cuando n — co
las expresiones de los centros de estas desigualdades
deben tender a 0, con lo cual se deduce que

Pn an

7—+b y —n—-——>h

cuando n — oo

Este resultado y (7) nos llevan a concluir (nueva-
mente, por el teorema del limite encajonado) que

A(b,h) = b x h,

lo que muestra que la férmula “base x altura” es la
dnica férmula (salvo férmulas que proporcionen los
mismos resultados) que permite expresar el area de
los rectdngulos en términos del drea del cuadrado de
lado unitario reuniendo las propiedades (A), (B),(C)
y (D).

Terminamos este articulo con un breve comen-
tario: hemos visto que la operacién de multiplicacién
permite resolver el problema de disponer de una fér-
mula “adecuada” para el drea de un rectangulo y que

tal problema tiene una sola manera de ser resuelto. -

La metodologia que hemos empleado intenta ir
desde lo conceptual hacia lo operacional, poniendo
énfasis en el andlisis del concepto, entendido éste
en su naturaleza cultural: el concepto “drea”, como
cualquier otro concepto, es un resultado del desen-
volvimiento de la civilizacién humana; sus propie-
dades no son “axiomas” de misterioso origen sino
que constituyen la razén ser que le dio origen. La
férmula vinculada al concepto es una consecuencia

" desus propiedades; es mas: puede decirse que la ope-

racién de multiplicacién de nimeros reales que estd
en el corazén de esa férmula, surge como operacién
algebraica importante debido a la necesidad de im-
plementar operacionalmente el problema del irea.

En efecto. Histéricamente la nocién de rea de
figuras simples como los rectangulos, correspondié a
la nocién de “magnitud” de tales figuras. Como las
operaciones aritméticas se referfan a los enteros po-
sitivos y a las fracciones formadas con tales nimeros,
las operaciones con “magnitudes” constitufan un al-
gebra geométrica que —en la medida que abarcaba la
manipulacién de magnitudes “inconmensurables”—
no se reducia a la aritmética ordinaria. La multipli-
cacién, en tanto operacién entre magnitudes, surge a
traves del problema del 4rea de los rectangulos. No
fue el drea del rectangulo la que se definié aprioris-
ticamente como el producto “base x altura”, sino al
revés: fue el producto bh el que quedé definido como
la “magnitud” de la figura rectangular de base b y
altura h, “magnitud” que se manipulaba mediante
las reglas o principios (A), (B), (C) y (D), aunque
no siempre de manera explicita.

En el orden del desarrollo de las ideas impor-
tantes, lo concreto siempre ha precedido y dado ori-
gen a lo abstracto, aunque —por desgracia— esta
verdad histérica y psicolégica no siempre sea sufi-
cientemente tomada en cuenta en la ensefianza.
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