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RESUMO

Esta investigacao surge da minha preocupacdo em melhorar as aprendizagens dos alunos
de conceitos béasicos de Probabilidade. Tem como objetivos compreender de que modo 0s
alunos costarriquenhos do 10.° ano aprendem os conceitos bésicos de Probabilidade, no
quadro de uma experiéncia de ensino apoiada em tarefas exploratdrias com recurso ao
Geogebra, e quais os contributos deste software como recurso didatico para a aprendizagem
destes conceitos. As tarefas propostas na experiéncia de ensino, realizada no 1.° semestre do
ano letivo de 2017 numa escola em San José da Costa Rica, tentam responder as orientacoes
curriculares para o ensino da Probabilidade, tanto nacionais como internacionais, no que
respeita a necessidade de utilizacdo da tecnologia na sala de aula, assim como também a
literatura de investigacdo relativa a recursos educacionais a usar na abordagem de conceitos
de Probabilidade. Para além disso, previamente a experiéncia de ensino, foi realizado um
estudo exploratério numa turma portuguesa de 9° ano de escolaridade, em Lisboa,
procurando avaliar e melhorar a proposta pedagdgica que serviu de base a experiéncia de

ensino.

A metodologia utilizada para a analise de dados foi qualitativa e interpretativa, tendo por

base a observacdo participante, a recolha documental e um questionario final.

Os resultados evidenciam que as tarefas exploratérias com recurso ao Geogebra
permitiram os alunos inferir leis e propriedades associadas a conceitos basicos de
Probabilidade e aprofunda-los, sendo a simulacdo um elemento essencial para os alunos
observarem e estabelecerem conexd@es entre distintas representacdes desses conceitos. No
entanto, algumas dificuldades associadas a identificacdo incorreta de padrdes, a utilizacdo
pouco rigorosa da linguagem probabilistica e a tendéncia para utilizarem a regra de Laplace
para o célculo de probabilidades, consequéncia das concecles e experiéncias prévias dos
alunos, permaneceram até ao final da experiéncia. Os resultados obtidos permitem fazer uma
avaliacdo positiva do uso de tarefas exploratorias com recurso ao Geogebra como

metodologia de ensino e aprendizagem dos alunos em Probabilidade.

Palavras-chave: Probabilidade; Tarefas exploratorias; Simulacdo; Geogebra;

Experiéncia de ensino.






ABSTRACT

This research arises from my concern in improving students' learning of basic concepts
of Probability. Its objectives are to understand how Costa Rican 10" grade students learn the
basic concepts of Probability throughout a teaching experience based on exploratory tasks
using Geogebra and what are the contributes of this software, as didactic resource, for
learning these concepts. The tasks proposed in the teaching experience, carried out in the first
semester of the 2017 school year in a school in San José, Costa Rica, meet the curricular
guidelines for teaching Probability, both national and international, regarding the need of
using technology in the classroom, as well as the research on educational resources to use in
approaching Probability concepts. In addition, prior to the teaching experience, an
exploratory study was carried out in a Portuguese class of 9" grade, in Lisbon, trying to

evaluate and improve the pedagogical proposal that served as the basis for the experience.

The methodology used for data analysis was qualitative and interpretative, based on

participant observation, documents collection and a final questionnaire.

The results show that exploratory tasks using Geogebra allowed students to infer laws
and properties associated with basic concepts of probability and to deepen them, while
simulation was considered an essential element for students to observe and establish
connections between different representations of these concepts. However, some difficulties
associated with incorrect pattern identification, the poor use of probabilistic language, and
the tendency to use the Laplace rule for the calculation of probabilities, as a consequence of
the students' previous. The results obtained allow us to make a positive evaluation of the use
of exploratory tasks using Geogebra as methodology of teaching and learning of the students

in Probability.

Keywords: Probability; Exploratory tasks; Simulation; Geogebra; Teaching experience.






O presente trabalho surge como um alvo pessoal para a capacitacao do professor na area
de Didéatica da Matematica, visando contribuir para a Educagdo Matematica na Costa Rica,
tanto em matéria de novas metodologias para o ensino e aprendizagem da Matematica, como
também em matéria de investigacdo em Educacdo Matematica, campo de estudo que
atualmente esta em crescimento constante em varios paises, sendo necessario que a Costa

Rica ndo seja uma excecao neste crescimento da investigacao.

Para poder desenvolver o presente trabalho o apoio econémico foi de muita relevancia,
tendo sido necessario o financiamento da investigacdo e formacao necessaria para o seu
desenvolvimento pela Universidade de Costa Rica. O dito financiamento € atribuido a partir
de uma bolsa oferecida ao mestrando, apoiada no documento OAICE-CAB-08-125-2016 da
Oficina de Asuntos Internacionales y Cooperacién Externa da Universidade de Costa Rica,
para levar a cabo os seus estudos de p6s-graduacdo no Instituto de Educacéo da Universidade
de Lisboa.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Neste capitulo, descrevo a importancia da realizacdo deste trabalho de pesquisa que
contempla a aprendizagem dos conceitos basicos de Probabilidade na sala de aula, com
alunos da Costa Rica, considerando principalmente para isso a minha motivagdo como
professor de Matematica. Apresento também a pertinéncia do estudo a nivel da aprendizagem
curricular, a nivel da importancia da Probabilidade na vida cotidiana, e a importancia da sua
abordagem utilizando a Tecnologia. Por ultimo descrevo o objetivo e as questfes do estudo,

como também a sua organizacao por capitulos.

1.1 Motivacao e pertinéncia do estudo

A Estatistica e a Probabilidade sdo campos de estudo em investigacdo em Educacéo
Matematica e ferramentas Uteis que contribuem para a formacgdo bésica de um cidadao
(Burril, 2002; Garfield & Alhgren, 1988; Sharma, 2016). Na atualidade, as pessoas contactam
cotidianamente com informacdo contendo graficos e dados estocasticos, nomeadamente,
revistas que vinculam noticias acompanhadas de conceitos estatisticos e probabilisticos cada
vez mais complexos. Alguns conhecimentos probabilisticos, como por exemplo, tamanho da
amostra, margem de erro, nivel de confianca, entre outros, sdo manifestados com frequéncia
como obstaculos ao cidaddo na sua interpretacdo de um texto estatistico (Cazorla, 2004),
evidenciando assim a importancia da aprendizagem dos conceitos basicos de Estatistica e

Probabilidade na Educacdo Basica.

Nos ultimos anos tem sido dada uma crescente atencdo a importancia de o ensino da
Probabilidade ser considerado desde os primeiros anos da escola (Osorio, Suarez & Uribe,
2013). Esta atencdo € justificada pela necessidade de se formar cidad&os criticos e preparados
para interpretar dados probabilisticos e que estdo presentes no cotidiano das pessoas, como a
tomada de decisdes em situagOes de incerteza, as ocorréncias de fendmenos aleatorios ou o
calculo de chance ou azar (Branco & Martins, 2002; Cazorla, 2004; Lopes, 2010). Além

disso, “a Probabilidade proporciona uma excelente oportunidade para mostrar os alunos



como matematizar, como aplicar a matematica para resolver problemas reais” (Diaz,
Batanero & Cafiizares, 1996, p.12), permitindo-lhe conceber a Probabilidade como uma area
da Matematica com utilidade no seu dia a dia, e ndo s6 como mais uma disciplina do curriculo

escolar.

No que respeita ao curriculo formal, os recentes programas de Matematica apontam a
probabilidade como um dos topicos importantes que o aluno deve aprender, permitindo tratar
fendmenos como a incerteza (Branco & Martins, 2002). Em particular, no programa de
Matematica da Costa Rica que esta presente nas escolas desde 2012, a partir de 2016 este
topico comecou a ser avaliado obrigatoriamente nos testes finais de concluséo de estudos da
Educacdo Diversificada (educagdo secundéria), sendo isso uma fonte de motivacdo para

investigar o atual ensino e a aprendizagem da Probabilidade na Costa Rica.

Também a nivel internacional, Franklin et al. (2007) nas Guidelines for Assessment and
Instruction in Statistics Education (GAISE) destacam a Anélise de Dados e a Probabilidade
como um dos cinco conteudos pilares do curriculo em Educacdo Matematica, sendo
necessario promover estes conhecimentos na sala de aula. De igual modo, o National Council
of Teachers of Mathematics - NCTM (1989) salienta os objetivos de aprendizagem da
Probabilidade, estabelecendo que nos niveis do 9° até 12° anos os alunos devem ser capazes
de compreender as diferencas entre probabilidade tedrica e probabilidade experimental,
ampliar as suas experiéncias de anos anteriores com o objetivo a melhorar a sua intuicéo e
compreender 0s conceitos de Probabilidade, de forma a ndo aplicarem férmulas
inapropriadamente na resolugéo de problemas de probabilidade mas tenham a capacidade de
mobilizar os conceitos e aplica-los segundo o contexto. Este aspeto é também salientado no
GAISE, que refere a importancia de os alunos compreenderem os conceitos de Probabilidade

para saberem aplica-los a contextos varios.

Apesar da importancia que as orienta¢des curriculares atribuem a uma solida
aprendizagem da Probabilidade, esta tem-se centrado num conjunto de procedimentos e
técnicas para a recolha e apresentagéo de dados, deixando de lado a funcéo principal para a
qual tém sido criados, nomeadamente, aprofundar a mensagem que se pode extrair da
aplicacdo destas técnicas e procedimentos (Chaves, 2016), isto &, analisar os dados obtidos a

partir da interpretacdo do conceito.



Este enfoque na aprendizagem baseada em regras, acrescentado a outros elementos que
intervém na aprendizagem do aluno da Probabilidade, tm vindo a gerar uma série de
dificuldades que se repercutem no aluno ndo gostar do tépico ou considerd-lo como um
topico dificil (Batanero, 2002, 2005; Bielher, 1991; Chaves, 2016). Dificuldades dos alunos
como a incompreensao dos conceitos basicos de aleatoriedade, o uso da linguagem e notacéo
probabilistica e pouca habilidade na utilizagdo da lei dos grandes nimeros ou a lei de Bayes,
entre outras, estdo bem evidenciadas na literatura (Biehler, 1991; Garfield & Alhgren, 1988;
Serrad0, Cardefioso & Azcéarate, 2005). Especificamente quanto a utilizacdo da lei dos
grandes numeros, 0s alunos séo capazes de a memorizar, tal como as defini¢es dos conceitos
béasicos ligados a aprendizagem da Probabilidade, mas poucos sdo capazes de mobilizar os
conceitos e aplicé-los a novas situacdes (Garfield & Alhgren, 1988), isto €, em contextos
diferentes dos trabalhados na sala de aula, o que pode evidenciar dificuldades de
compreensdo dos conceitos probabilisticos. Estas dificuldades sdo constatadas, inclusive, nos
ultimos niveis do Ensino Béasico (8.° e 9.°), onde se espera que os alunos possuam ja maior

familiaridade com estes conceitos probabilisticos (Munisamy & Doraisamy, 1998).

Da mesma forma, na minha experiéncia como professor da unidade curricular de
Probabilidade do 10.° ano do ensino secundario na Costa Rica, identifiquei muitas
dificuldades manifestadas pelos alunos na aprendizagem dos conceitos probabilisticos,
nomeadamente, ao nivel da linguagem probabilistica, da interpretacdo e identificacdo de
alguns conceitos basicos e do calculo de probabilidades com diferentes tipos de

acontecimentos.

A isto deve-se acrescentar a pratica tradicional de sala de aula, frequentemente centrada
na exposicdo dos contetidos tendo o aluno como simples recetor, sem oportunidade de
comunicacdo e interacdo na aprendizagem, que é outro fator que ajuda a manter esse quadro
de dificuldades dos alunos no ensino dos conceitos probabilisticos (Santos & Moita, 2009).
Todos estes pontos mencionados anteriormente tém convertido a Probabilidade em um dos
contetdos matematicos mais complexos do aluno aprender (Ortiz, Batanero & Serrano, 2001;
Serrado et al., 2005)

Neste contexto, parece-me que uma maneira pertinente de enfrentar tal situacdo é optar

por estratégias didaticas que estimulem a autonomia e a participacdo mais efetiva dos alunos,



a partir de tarefas que considerem um tratamento exploratorio dos conceitos basicos
associados a Probabilidade, permitindo-Ihe refletir sobre a natureza e o papel destes conceitos
no contexto em que se encontra inserido (Ponte & Quaresma, 2012), ao invés de apenas
promover a aplicacdo de formulas com transformac6es das solucGes em percentagem. Como
alternativa, e na procura dessa estratégia, os Principles and Standars for School Mathematics
(NCTM, 2000) enfatizam a tecnologia como uma ferramenta valiosa para promover a
aprendizagem da Matematica, ajudando os alunos a aprofundar conceitos, a resolver
problemas e a tomar decisdes, salientando também a potencialidade da tecnologia para os
alunos trabalharem de modo interativo. Estas potencialidades da tecnologia tornam-na
possivel e necessaria na sala de aula de matematica, a fim de considerar melhores
metodologias para aprender certos conceitos de carater abstrato. Além disso, atualmente
existem “computadores, tablets, smartphones, e calculadoras com uma disponibilidade de
aplicacdes, as quais ajudam os alunos na exploracdo matematica, como também dar sentido
aos conceitos e procedimentos e a promover o0 seu raciocinio” (NCTM, 2014, p. 78). Assim,
neste pensar de ensino e aprendizagem, as tecnologias convertem-se em potenciadores de
motivacao do aluno, permitindo uma maior participacdo e melhor desempenho na realizagédo

de tarefas escolares (Deaney, Ruthven & Hennessy, 2003).

O computador veio ocupar um papel importante no desenvolvimento educacional do
aluno, pois “o uso do computador na Educacdo objetiva a integracdo deste no processo de
aprendizagem dos conceitos curriculares em todas as modalidades e niveis de ensino,
podendo desempenhar papel de facilitador entre o aluno e a constru¢ao do seu conhecimento”
(Santos & Moita, 2009, p. 4). No que se refere ao ensino da Probabilidade em particular, as
novas tecnologias, principalmente os computadores, sdo provavelmente mais relevantes para
a Probabilidade do que para outros topicos do curriculo matematico (Bielher, 1991),
permitindo trabalhar com simulagdes, sendo estas ferramentas valiosas para introduzir novos
conceitos (Biehler, 2003). A realizacdo de experiéncias a partir de simula¢ées com software
ajuda os alunos a resolver tarefas como a realizacdo de experiéncias compostas, onde 0s
alunos muitas vezes apresentam dificuldades por se tratar de tarefas de Probabilidade
aparentemente simples, mas com uma certa complexidade no conceito (Batanero, 2005),
sendo a simulacdo uma ferramenta que permite reduzir a complexidade dos célculos e centrar

a aprendizagem no conceito e analise de resultados.
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Perante a vantagem da simulacdo, diverso software matematico é utilizado por
professores e pesquisadores para o ensino e aprendizagem da Probabilidade, destacando-se
0 Geogebra, que é um software educativo de Matematica usado para trabalhar com geometria,
algebra, funcbes, e mais recentemente com Estatistica e Probabilidade. A ferramentas
disponibilizadas neste software, como a folha de calculo e a visualizacao gréafica, entre outras,
que permitem ao aluno a exploracdo e a manipulacdo de dados a partir de simulacéo,
promovendo a realizacdo de conjeturas sobre o conceito em estudo e a formulacdo das suas
préprias conclusdes (Del Pino, 2013; Ferreira, Carvalho & Becker, 2011; Romano, Martin &
Tenorio, 2012).

Desta forma, acredito que a pratica letiva com a utilizacdo de tarefas exploratorias
abordadas com simulacdo disponibilizada pelo software Geogebra, possibilita os alunos uma
aprendizagem adequada dos conceitos basicos associados a Probabilidade, ajudando-os a
superar as dificuldades identificadas na literatura. Além disso, considerando a minha
experiéncia pessoal no ensino de contetdos matematicos com auxilio do uso de TIC
(Tecnologias para a Informacdo e Comunicacdo), o potencial das TIC na aprendizagem dos
conceitos probabilisticos e a oportunidade de realizar uma intervencdo em sala de aula na
Costa Rica, surge-me a motivagao, como professor e investigador, de realizar uma pesquisa
orientada para analisar como os alunos costarriquenhos podem realizar a aprendizagem dos
conceitos basicos de Probabilidade com recurso ao Geogebra. Procurarei também perceber a
utilidade do Geogebra como ferramenta de apoio para a aprendizagem exploratoria de
conceitos de Probabilidade. Uma vez que estes conceitos sdo parte integrante dos programas
de Matematica, quer em Portugal, quer na Costa Rica, e tendo essa oportunidade, parece-me
pertinente desenvolver primeiramente um estudo exploratorio em Portugal, como forma de
testar as tarefas da experiéncia de ensino a aplicar na Costa Rica, identificando as suas

potencialidades e aspetos possiveis de serem melhorados.

Desta forma, considerando as motivacdes e a pertinéncia do estudo, acima mencionadas,
este trabalho de investigacdo orienta-se a criar conhecimento no campo da educagédo
probabilistica, fornecendo uma nova abordagem de ensino que possa ser utilizada pelos
professores nas suas aulas no estudo da Probabilidade e na procura de uma melhor

compreensédo do aluno dos conceitos probabilisticos basicos.



1.2 Objetivo e questdes de estudo

Como referido, 0 meu interesse pela tematica deste estudo tem a ver com a possibilidade
de perceber de que forma o professor pode exercer uma pratica letiva que permita os alunos
desenvolver aprendizagens significativas no estudo da Probabilidade. Assim, o presente
trabalho tem por base a realizacdo de uma experiéncia de ensino assente num conjunto de
tarefas de exploracdo, focadas em conceitos basicos de Probabilidade que fazem parte da
unidade de ensino de Probabilidade do programa de Matematica costarriquenho. Estas
tarefas, partem de questdes que abordam a parte intuitiva do conceito, seguidas do trabalho
exploratério com simulacéo apoiado pelo Geogebra para o tratamento de conceitos basicos
de Probabilidade, os quais se visualizam com distintas representac¢des do conceito (Erickson,
2006; NCTM, 2014). Para isso, a estrutura das tarefas faze uso de uma sequéncia de questoes
orientadoras que pretendem introduzir e consolidar os conceitos probabilisticos a medida que
se trabalha com o Geogebra, finalizando com a sua discussdo coletiva e formalizacdo dos

conceitos na sala de aula.

Neste contexto, este estudo tem como objetivos compreender de que modo os alunos
costarriquenhos do 10.° ano aprendem os conceitos basicos de Probabilidade no quadro de
uma experiéncia de ensino apoiada em tarefas exploratorias com recurso ao Geogebra. Para
além disso, procuro perceber quais os contributos do Geogebra, como recurso, para a
aprendizagem destes conceitos.

Tendo em conta estes objetivos, formulo as seguintes questbes de investigacdo que

guiardo o estudo:

1) Quais as aprendizagens evidenciadas pelos alunos no decorrer da experiéncia
de ensino no que respeita aos conceitos basicos de Probabilidade? Quais as

dificuldades que revelam?

2) De que modo a realizacdo de tarefas exploratorias com recurso ao Geogebra
pode contribuir para a aprendizagem dos alunos nos conceitos basicos de
Probabilidade? Quais as principais dificuldades sentidas pelos alunos no uso

deste software?



1.3 Organizacao do estudo
O presente estudo esta estruturado nos seguintes capitulos: introdugéo, enquadramento
tedrico, metodologia, proposta pedagodgica, anélise de resultados, e conclusdes.

No capitulo da introdugéo apresentado a pertinéncia do estudo como topico de pesquisa,
assim como a motivacgdo que me levou ao desenvolvimento do estudo como profissional na
area do Ensino da Matematica. Para além disso, apresento o objetivo e as questdes de

investigacao.

No enquadramento tedrico faco uma abordagem a literatura pesquisada, relativamente
ao tratamento curricular da Educacdo em Probabilidade, elementos que intervém no processo
de ensino e aprendizagem da Probabilidade (dificuldades e erros comuns presentes na
aprendizagem, teoria de conjuntos e representacdes, simulacdes na aprendizagem de
probabilidades) e, por Gltimo, o papel das TIC na aprendizagem da Probabilidade, em

particular, o papel do Geogebra na aprendizagem de conceitos probabilisticos.

O capitulo da metodologia esta dirigido a apresentar as op¢fes metodoldgicas gerais do
estudo, os participantes e contexto alvo, e 0s procedimentos e instrumentos de recolha e
analise de dados. O capitulo a seguir apresenta o estudo exploratdrio, cuja realizacdo antecede
ao estudo principal. A seguir apresento o capitulo da experiéncia de ensino a implementar na
Costa Rica, considerando aspetos como: a planificacdo, as estratégias e recursos utilizados,
0s objetivos de aprendizagem e objetivos das tarefas, a descrigdo e abordagem das tarefas
implementadas, e a avaliacdo. No capitulo seguinte apresento a analise das aprendizagens

dos alunos e os seus resultados segundo as questfes de pesquisa a responder.

Por fim, no ultimo capitulo, fago uma sintese do estudo, apresento as principais
conclusbes inferidas da andlise das aprendizagens em articulagdo com outros estudos
salientados no enquadramento tedrico, e elaboro algumas reflexdes e recomendaces finais
do investigador para o0 ensino e aprendizagem dos conceitos de Probabilidade trabalhados

durante a experiéncia de ensino.






Capitulo 2

ENQUADRAMENTO TEORICO

Neste capitulo apresento o enquadramento tedrico que permite fundamentar a
investigacdo. Faco uma revisdo de alguns dos estudos que salientam a importancia da
educacdo em Probabilidade, como topico da Matematica e a sua presencga nas orientacdes
curriculares internacionais e nacionais. Discuto também alguns elementos relacionados com
a aprendizagem de conceitos basicos da Probabilidade, tais como: dificuldades manifestadas
pelos alunos, representacfes da Teoria de Conjuntos utilizadas para a abordagem de
conceitos probabilisticos e a utilizacdo das TIC como ferramentas de ensino e aprendizagem.
Em particular, destaco a utilizacdo do Geogebra como software para trabalhar tarefas de
Probabilidade a partir de simulagdo com o computador.

2.1 Educacédo em Probabilidade

A Probabilidade tem assumido distintos papéis através da historia (Oliveira, 1990), os
quais, quer para situagdes cotidianas como 0s jogos do acaso quer para a formalizacdo de
teorias matematicas ou extra-matematicas, tém vindo a contribuir para que esta area do
conhecimento da Matematica adquirisse uma grande importancia no dia-a-dia da sociedade
(Lopes, 2008). A aplicabilidade desta area, como instrumento fundamental na tomada de
decisdes, tem levado a que areas de estudo, como as engenharias, ciéncias da saude e fisica,
entre outras, tenham incorporado uma formacgéo em Probabilidade nos seus curriculos, sendo
essencial para o tratamento de fendmenos com 0s quais as pessoas tém que se confrontar
cotidianamente (ME, 2013). Assim por exemplo, no mundo dos negécios e em decisdes
politicas relativas a defesa nacional, a Probabilidade tem vindo a fornecer a linguagem para
exteriorizar numericamente os resultados que levam a tomada de decisfes (NCTM, 1989).

Quanto ao papel da Probabilidade como tépico da Matematica, esta fornece ferramentas
bésicas para trabalhar contetdos estatisticos, servindo para avaliar a fiabilidade de dados, 0s
quais servirdo para tirar conclusdes para a populacdo partindo de amostras, isto e, fazer

inferéncias estatisticas (Mendenhall, Beaver & Beaver, 2010). Neste sentido, “o conceito de



amostra introduz-nos a inferéncia e estabelece uma ponte entre Estatistica e Probabilidade”
(Batanero, 2002, p.25), evidenciando que a Probabilidade, mais que um tdpico da Matematica
isolado, ¢ um complemento da Estatistica, sendo necessario quer para compreender a
Estatistica quer para compreender fendmenos da vida cotidiana e tomar decisdes baseadas na

inferéncia estatistica.

Varios autores manifestam-se sobre as vantagens de uma educacdo em Probabilidade
como meio para se enfrentar as situacoes cotidianas (Diaz et al., 1996; Batanero 2002, 2006;
Burril, 2002; Lopes, 2008, 2010). Assim por exemplo, Burril (2002) e Lopes (2010)
salientam que a probabilidade tem vindo a ser usada como uma ferramenta analitica 6tima
para quantificar a ocorréncia de um comportamento observado, referindo-se neste contexto
a probabilidade como objeto ligado a tomada de decisfes. Diaz et al. (1996) acrescentam
nesta mesma linha que “a probabilidade proporciona uma excelente oportunidade para
mostrar 0s alunos como matematizar, como aplicar a matematica para resolver problemas
reais” (p. 12) e, portanto, fornece bases para incentivar a aprendizagem na sala de aula ao
mostrar que a Probabilidade pode-se contextualizar mediante fendmenos de interesse dos

alunos.

Paralelamente, Batanero (2006) refere algumas aplicacbes da Probabilidade em
contextos especificos, analisando a sua utilidade na tomada de decisbes a partir de dois
exemplos, a avaliacdo de erros médicos nas provas de prevencdo massiva e 0S processos
judiciais de roubo onde intervém o erro conhecido como a “falacia do Fiscal”. Esta autora
afirma que uma pobre intuicdo sobre Probabilidade pode levar a fortes consequéncias na vida
cotidiana dos individuos e, por isso, a importancia de uma educacéo escolar em Probabilidade

gue permita aprender apropriadamente estes conceitos formalmente.

Por outro lado, Branco e Martins (2002) destacam alguns requisitos ou capacidades que
um cidadao deve desenvolver para enfrentar uma sociedade onde dominam os nimeros, entre

estes:

1) Perceber a necessidade de trabalhar e produzir dados em um determinado contexto,
assim como também a origem destes;

2) Estar familiarizado com a informacéo bésica de Estatistica descritiva para simplificar
a informacgdo contida nos dados;
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3) Compreender nogdes basicas de Probabilidade;

4) Ser capaz de fazer inferéncias a partir de dados.

Destas quatro capacidades enumeradas acima, as duas uUltimas sdo destacadas nas
orientagdes curriculares e estdo ligadas diretamente a uma educacdo em Probabilidade
baseada na compreensdo de conceitos probabilisticos, para além do célculo e aplicacdo de
férmulas, evidenciando a importancia do tratamento dos conceitos basicos de Probabilidade

para o desenvolvimento do individuo.

2.1.1 Orientag0es curriculares

A Estatistica e a Probabilidade tém vindo a tomar cada vez mais importancia no campo
da Educacdo Matemaética, como se pode observar nas orienta¢fes curriculares de distintos
paises que destacam a necessidade de incorporar a Probabilidade como parte dos contetidos
a serem ensinados na sala de aula (NCTM, 1989, 2000, 2014; Franklin et al., 2007; MEP,
2012; ME, 2013; Nacarato & Grando, 2014; Paul & Hlanganipai, 2014).

Por um lado, o NCTM (1989) salienta que o aluno deve ser capaz de diferenciar entre
nog¢des de Probabilidade, por exemplo, probabilidade tedrica e probabilidade experimental
ou frequencista, argumentando a necessidade do aluno ter uma sélida base do conceito, sendo
capaz de aplicar férmulas com base num raciocinio que Ihe permita a interpretacdo dos
resultados que estd a calcular. Paralelamente, Franklin et al. (2007), referindo-se as
capacidades que o aluno deve desenvolver para conseguir uma compreensao da Estatistica
inferencial em niveis superiores, também salientam que é preciso o aluno seja capaz de
compreender o conceito de frequéncia relativa, como assim mesmo o conceito de
independéncia, e compreender as diferentes formas como a Probabilidade pode ser aplicada

na vida cotidiana.

No caso particular do programa de Matematica da Costa Rica, é salientado que a
aprendizagem da Probabilidade deve ser baseada na andlise de dados e na resolucdo de
problemas, e ndo na manipulacao de formulas que ndo aprofundam o conceito (MEP, 2012).
O programa de Matematica portugués também destaca a resolucdo de problemas como
metodologia a seguir nos topicos de Matematica e salienta algumas atividades metodoldgicas

de sala de aula como a exploracgdo, destacando que esta motiva o aluno, mas precisa ser
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complementada com outras tarefas que permitam consolidar o conceito e proceder a sua
formalizacdo (ME, 2013).

Para efeitos desta investigacdo, os conceitos basicos de Probabilidade a trabalhar séo
aqueles que estdo contemplados no Programa de Matematica de Ensino Béasico portugués
(ME,2013) para 9.° ano (tabela 2.1), os mesmos trabalhados no Programa de Matemética de
Educacao Geral Basica e Diversificada da Costa Rica (MEP, 2012).

Tabela 2.1. Topicos e objetivos da Unidade de Probabilidade de 9.° ano (ME, 2013, p. 82-
83).

Objetivo 1 Experiéncia, tipos de experiéncia, espaco amostral de uma
experiéncia e casos possiveis.

Objetivo 2 Acontecimento de uma experiéncia, casos favoraveis de um
acontecimento.

Obijetivo 3 Tipos de acontecimentos: impossivel, certo, elementar, composto.

Objetivo 4 Relacdo entre dois acontecimentos: acontecimentos disjuntos e

acontecimentos complementares.

Obijetivo 5 Experiéncias  aleatérias de acontecimentos elementares
equiprovaveis.

Objetivo 6 Calculo de probabilidade segundo a regra de Laplace e termos
associados ao acontecimento segundo o valor de probabilidade:
provavel, igualmente provavel, certo, impossivel.

Obijetivo 7 Relacdo de desigualdade para a probabilidade de um acontecimento
A (0 < P(A) <1) e Relagdo de igualdade para acontecimentos
complementares (P(A) + P(A) = 1).

Objetivo 8 Relacéo de igualdade para acontecimentos disjuntos

(P(A) + P(B) = P(AUB)).

Objetivo 9 Tabelas de dupla entrada e diagramas de arvore

Objetivo 10 Célculo de probabilidades segundo a nocdo de probabilidade
frequencista.

No caso do programa de Matematica costarriquenho, estes topicos sdo abordados desde

o primeiro ciclo do Ensino Basico, embora enfatizados de modo distinto em cada nivel
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partindo de uma base intuitiva nos niveis inferiores até chegar a uma formalizacéo
matematica a partir da Teoria de Conjuntos nos niveis superiores. Os tdpicos enfatizados ao
nivel de 10.° ano no programa de Matematica costarriquenho estdo organizados por

categorias de conhecimentos a atingir, apresentados na tabela a seguir.

Tabela 2.2 Tc’)iicos da Unidade de Probabilidade do 10.° ano (MEP, 2012, i.435-437).

Conhecimento 1 RelacOes entre acontecimentos

e Unido

e Intersecdo

e Acontecimentos disjuntos e complementares.

Conhecimento 2 Regras basicas das probabilidades:

e Axiomas basicos.
e Relacdo de igualdade para acontecimentos
disjuntos.
P(A) + P(B) = P(AUB).
e Relacdo de igualdade para acontecimentos
complementares
P(A) + P(4) = 1.

Em relagdo a recursos possiveis e necessarios para a abordagem de conceitos
probabilisticos referentes a estes topicos estipulados em ambos 0s programas, o programa de
Matematica costarriqguenho aponta para a tecnologia, destacando a sua utilizacdo para a
aprendizagem da Probabilidade como meio de apoio para o aluno visualizar propriedades
que, sem tecnologia, seria muito dificil identificar (MEP, 2012). No caso do programa
portugués, salienta-se que estes instrumentos tecnoldgicos devem ser usados de maneira
adequada, isto é, para compreender certos conceitos ou procedimentos, mas sem substituir a
préatica do calculo de aqueles problemas cujas resolucdes mediante os métodos analiticos sem
tecnologia desenvolvem certas capacidades necessarias no aluno (ME, 2013). Neste sentido,
ambos o0s programas aludem a tecnologia como um recurso mediador para a compreenséo do

conceito e ndo como um fim para a resolucdo de tarefas matematicas.

Por sua parte, Franklin et al. (2007), salientam que a utilizacdo da simulacdo é de

particular importancia para que o aluno consiga uma interpretacéo dos conceitos partindo da
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estimacéo de probabilidades, pois esta permite que o aluno se centre na natureza do conceito
e ndo nos célculos, podendo observar graficamente carateristicas que o definem, as quais
dificilmente pode observar s6 com os célculos. Desta forma, a simulacdo permite a
abordagem de experiéncias aleatorias através de modelos visuais que ajudam o aluno a ter

uma ideia do conceito matematico em estudo (NCTM, 2014).

Assim, as orientacOes curriculares apontam para um ensino da Probabilidade orientada
a promover a motivagdo no aluno com novos recursos, onde os calculos ndo deixam de ser
importantes para atingir certas habilidades, mas o objetivo central fica na analise e

interpretacdo de dados e na compreensdo do conceito.

2.2 Ensino e aprendizagem dos conceitos basicos de Probabilidade

Estudos em educacdo probabilistica permitem evidenciar que a Probabilidade é um
campo de estudo jovem em comparacdo com outras areas da Matematica (Shaughnessy,
1992), onde o conceito de probabilidade tem sido tratado de diferentes formas conforme o
passar dos anos, tomando significados atribuidos segundo as condi¢fes de um contexto
especifico (Batanero, 2006). Em referéncia a estes significados adquiridos, a historia permite
observar como os primeiros significados foram de carater intuitivo (Batanero, 2005) até se
atingir uma nocdo de probabilidade ligada a aleatoriedade atraves dos jogos do acaso (Pedro,

Santos & Cotrim, 2014) e chegar as nogdes e conceitos basicos de Probabilidade.

Desta forma, vemos que o conceito de probabilidade é complexo, pois o seu formalismo
tem estado ligado a outros conceitos como a aleatoriedade, incerteza e 0 acaso, € como
consequéncia, nas aulas o conceito de probabilidade sustenta-se nas nog¢oes que o aluno tem
destes trés termos, em particular do termo fendmeno aleatorio, o qual é introduzido no ensino

formal para se referir a aleatoriedade (Serradé et al., 2005).
Oliveira (1990), descreve os fendmenos aleatdrios como

fendmenos naturais em que se supde intervir o acaso, isto é, em que a partir
do passado nédo se pode prever deterministicamente o seu futuro, mas para 0s
quais se podem encontrar, em certas condicdes, taxas de realiza¢do constante,
que poderéo permitir certas previsdes de indole global. (p.6)

Neste mesmo sentido, Ortiz et al. (2001) destacam que quando o aluno se inicia no estudo

escolar da Probabilidade, ja vivenciou nocbes de aleatoriedade a partir dos jogos e
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circunstancias diversas da sua vida diaria, contemplando experiéncias aleatorias que com
frequéncia ndo tém o mesmo sentido que este aprende formalmente na sala de aula,

evidenciando desta forma o carater complexo do conceito de aleatoriedade.

Especificamente falando da relacdo entre aleatoriedade e o conceito de probabilidade,
Martins (2011) carateriza a aleatoriedade como um meio para estudar a probabilidade, dando

por sua vez a seguinte definicao:

A probabilidade é uma propriedade associada a um fenémeno aleatério, que se possa
repetir um grande nimero de vezes, nas mesmas condi¢des, tendo por base o facto
de que a aleatoriedade presente produz um padréo de comportamento, ao fim de
muitas repeticdes, isto é, a medida que o nimero de realizagGes da experiéncia aleatd-
ria, associada a um fendmeno aleatério aumenta, o comportamento do fenémeno
torna-se «previsivel»!!l. (p.2, itdlico no original)

No que respeita a esta relacdo, Ortiz et al. (2001) fazem um estudo sobre os termos
ligados a probabilidade e aleatoriedade, utilizados comummente nos livros de texto. Neste
estudo os autores analisam dois manuais escolares usados para 0s processos de ensino-
aprendizagem da Probabilidade, encontrando que existe uma diversidade de termos usados,
tais como: acaso, incerteza, ganhar, provavel, urna, dado, moeda, entre outros. A
aprendizagem destes termos, como também de outros conceitos probabilisticos, por vezes €
influenciada pelas crencgas ou experiéncias incorporadas no contato direto dos alunos com a
vida cotidiana, levando a que estes sintam certa resisténcia a compreender 0s conceitos
quando os abordam formalmente na sala de aula (Ireland & Watson, 2009), dando origem a
dois significados associados ao conceito de probabilidade: a nogéo intuitiva e a nogéo
subjetiva. Didaticamente falando, surge primeiro a no¢do intuitiva e, ap0s a pessoa
experimentar uma vivéncia com a noc¢do subjetiva esta ideia intuitiva fica formalizada
(Gémez, Contreras & Batanero, 2015). Assim, por exemplo, Amir e Williams (1999), no seu
estudo referente ao papel do contexto no pensamento probabilistico das criancas, mencionam
algumas crencas culturais que tendem a ter os alunos quanto os conceitos associados a
Probabilidade. Entre estas crencas, os autores manifestam que alguns alunos tendem a achar
que, na realizagéo da experiéncia do langamento de uma moeda, é mais provavel obter “cruz”

em vez do resultado “face”, manifestando desta forma uma nog¢ao subjetiva da probabilidade.

Outros significados sobre o conceito de probabilidade tém surgido nos altimos trés

séculos, sendo de grande importancia a nogéo classica e a nogédo frequencista. Para Ortiz et
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al. (2001), deve-se ter presente a diferenca entre estas duas nogdes, pois sdo as consideradas
atualmente nas orientagdes curriculares. Com respeito a nogdo classica, Diaz et al. (1996)
ddo uma definicdo introduzida por Laplace na sua obra Teorie analytique des probabilités,
definindo a probabilidade como o nimero obtido a partir da razdo formada pelo nimero de
casos favoraveis e o nimero de casos possiveis, sempre que todos os resultados sejam
igualmente provéveis, fazendo referéncia neste sentido a resultados equiprovaveis. Estes
autores salientam ainda que a abordagem tradicional na sala de aula tem sido basada nesta
noc¢do classica, no entanto, esta abordagem tem limitado o estudo da Probabilidade para o
aluno, pois ndo permite trabalhar com sucessos ndo equiprovaveis, levando a que o aluno
possa apresentar dificuldades quando enfrenta novas tarefas (Oliveira, 1990), isto é, tarefas

de diferente natureza onde néo existe equiprobabilidade nos acontecimentos elementares.

Por seu lado, no que respeita a nogdo frequencista, Martins (2011), tal como Diaz et al.
(1996), ddo uma definicdo basada na lei dos grandes numeros, considerando a probabilidade
frequencista como um valor fixo em torno do qual a frequéncia relativa de um acontecimento
ou sucesso A tende a estabilizar ap6s um grande nimero de repeticbes da experiéncia
aleatdria. Diaz et al. (1996) acrescentam ainda que “para o ensino elementar 0 enfoque
frequencista é mais adequado na atribuicdo de probabilidades de fendmenos que tém uma
forte evidencia experimental” (p. 25), querendo-se referir com experimental a fenémenos que
se podem trabalhar na sala de aula, tais como: medir a altura de pessoas, o lancamento de um

dado, entre outros.

Diversos autores (Batanero, 2002; Diaz et al., 1996; Oliveira, 1990) fazem referencia a
probabilidade como uma funcdo associada a certa axiomatizacdo e formalizacdo, e
especificamente Oliveira (1990) alude a probabilidade como uma fungédo que deve cumprir

0S seguintes axiomas:

1. P(A) = 0; A: acontecimento qualquer.
2. P(U) = 1; U: espaco amostral.
3. SeAnB=0@entdo P(AUB) = P(A) + P(B).
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Estes axiomas tém vindo a dar a probabilidade o seu carater formal, dependente de uma

linguagem baseada na Teoria de Conjuntos, de onde se deduzem outras regras ou teoremas

utilizados no calculo de probabilidades.

Estes significados atribuidos a probabilidade que tém surgido através dos anos até
nossos dias, estdo sumariados por Batanero (2005) na tabela seguinte, onde inclui também
0s respetivos elementos que caraterizam cada significado.

Tabela 2.3 Significados atribuidos & probabilidade através da historia (Batanero, 2005, p.
256

Intuitivo -Ordinario -Opinido
-Crenca.
Classica -Triangulo de Pascal. -Quociente de casos favoraveis e casos possiveis.
-Formulas combinatorias. -Equiprobabilidade de acontecimentos simples
Frequencista | -Tabelas e graficos estatisticos -Limite das frequéncias relativas.
-Tabelas de nimeros aleatérios -Carater objetivo.
Subjetiva -Expresséo da probabilidade | -Carater subjetivo
condicional . .
-Revisavel com a experiéncia
Axiomatica | -Simbologia de conjuntos -Funcéo mensuravel

Na tabela anterior observa-se da primeira coluna que se tende a atribuir seis significados
distintos ao conceito de probabilidade, cada um dos quais tende a usar distintos meios para
transmitir ou identificar o seu uso (segunda coluna). No entanto, para poder dar uma
defini¢do de cada significado, utilizam-se outros conceitos ou elementos, quer matematicos

quer extra-matematicos (terceira coluna).

Neste estudo de Batanero, a autora destaca que “tirando a aproximacao intuitiva, 0s
significados todos partilham os raciocinios de tipo indutivo” (p. 257), dando a perceber que
sO uma aproximacdo intuitiva da probabilidade ndo é suficiente para atingir raciocinio
indutivo do aluno, mas que se faz necessaria para introduzir a nocdo do conceito de
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probabilidade, pois a nogéo intuitiva € a base daquilo que € aprendido pelo aluno desde os
seus primeiros anos de ensino. A autora também salienta a importancia de estudar a
equiprobabilidade a partir da experimentacdo na sala de aula, com experiéncias concretas
baseados na recolha de dados estatisticos, para logo trabalhar equiprobabilidade desde o
ponto de vista tedrico da nocgéo classica ou formal. Por seu lado, Parzys (1997) salienta a
importancia de dar atencdo ao papel da articulagdo entre os campos estatistico e
probabilistico, em particular a distingdo entre as no¢des de frequéncia e probabilidade, de tal
forma que o aluno nédo va confundir estes dos conceitos, ainda que estejam muito ligados.
Este aspeto € reforcado por Sharma (2016) que defende a importancia de explorar as
conexdes entre as diferentes noc¢oes ou significados e os diferentes contextos onde podem ser
mais Uteis. Nesta mesma linha, Gongalves (2014) salienta a relagdo direta entre a nogdo
frequencista e a nocao classica, a qual fica estabelecida a través da relacdo entre a Estatistica
e a Probabilidade, pois a frequéncia relativa usada na Estatistica descritiva também indica a
probabilidade de ocorrer certo valor na amostra, dado que a probabilidade de um
acontecimento ocorrer, no caso de um espaco amostral equiprovavel, é calculada pela diviséo
do nimero de casos favoraveis de que o acontecimento ocorra pelo nimero de elementos do
espaco amostral, que é justamente o que se faz quando se divide o nimero de elementos em

cada classe pela frequéncia total.

Segundo Oliveira (1990), a partir de meados do século XX até nossos dias, os trabalhos
feitos sobre Probabilidade no campo da investigacdo tém vindo a orientar-se por dois
objetivos: 1) a pesquisa de novas aplicacBes em distintos campos da vida cotidiana, tais
como: a fisica, economia, astronomia, salide e educagdo, entre outras (Diaz et al., 1996); e 2)
a melhoria da Educacdo Matematica. No que se refere a este Ultimo objetivo, diferentes
autores tém feito recomendacgdes sobre o0 ensino e a aprendizagem de distintas nocdes de
probabilidade (Batanero, 2002, 2005, 2006; Diaz et al., 1996; Ortiz et al., 2001). Em
particular, Batanero (2002) salienta que os teoremas matematicos de limite da nocéo
axiomatica sdo dificeis de compreender e muito formalizados e, portanto, ndo é aconselhavel
a sua introducdo no ensino primario ou secundario. Em vez disso, € desejavel e possivel o
trabalhar com os alunos de estas idades algumas nogdes intuitivas sobre convergéncia
experimental ou frequencista, ou inclusive a noc¢do subjetiva com a nocdo frequencista de

maneira conjunta (Inzunza, 2017), enquanto Diaz et al. (1996), nesta mesma linha mas
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enfatizando mais a importancia da nocao formal, salienta que a Probabilidade ndo se tem
tratado como deveria ser, pois se tem abordado com nogdes basicas ou erradicando-as quase
por completo do curriculo, trazendo problemas para o aluno na compreensdo formal ou

axiomatica do conceito de probabilidade em anos posteriores.

Nos ultimos anos, o interesse por investigar como € abordada a Probabilidade na sala de
aula tem aumentado por parte de investigadores em Educacdo Matematica, orientando-se o
dito interesse em duas distintas linhas de pesquisa: uma concentrada em criangas em idade
escolar, e a outra concentrada em estudantes universitarios e adultos (Garfield & Alhgren,
1988). Existe uma conexdo entre estas duas linhas de pesquisa pois, segundo Diaz et al
(1996), “resultados de inquéritos levados a cabo mostram que a maioria dos alunos entram
na universidade com um conhecimento escasso ou nulo das nocdes probabilisticas e com
erros na sua intuigdo profundamente arraigados” (p. 47), 0 que evidencia a necessidade de
enfatizar a aprendizagem da Probabilidade nas aulas, como também uma investigacdo
probabilistica dirigida a jovens pré-universitarios, isto €, alunos do ensino basico e

secundario.

2.2.1 Teoria de Conjuntos e representacdes na aprendizagem da Probabilidade
Em paréagrafos anteriores ficou evidente que hd um conjunto de termos e nocdes
associadas ao conceito de probabilidade que, abordados utilizando distintos termos

matematicos, interferem de alguma forma na aprendizagem do aluno.

Na atualidade, livros de probabilidade e manuais escolares recorrem a teoria de
conjuntos como ferramenta para a abordagem da probabilidade formal ou axiomatica, bem
como da probabilidade classica. Batanero (2002) referindo-se a probabilidade formal, destaca
que,

Ndo menos fundamental é a ideia devida a Kolmogorov de atribuir um conjunto
(espaco amostral) de sucessos observaveis a cada experiéncia aleatoria e representar
cada sucesso possivel como um subconjunto do espaco amostral, dando uma
interpretacdo probabilistica as operagbes com sucessos (...) e aplicar as

potencialidades da algebra de conjuntos para poder definir os demais sucessos, a
partir dos sucessos elementais. (p. 14)

19



Desta forma, evidencia-se que a Teoria de Conjuntos tem vindo a servir como linguagem
para trabalhar ambos os significados de probabilidade, cléssica e formal, partindo da riqueza
das operac0es e representacdes que fornece esta teoria.

A classificacdo dada por Gomez (2007) esta orientada a categorizar os diferentes tipos
de representacBes que comumente se apresentam na linguagem matematica, como sejam:
simbolicas, algébricas, verbais ou graficas. Em particular, as representacdes graficas ajudam
o0 aluno a avancar no seu entendimento matematico de conceitos e procedimentos, sendo 0s
diagramas especialmente facilitadores de comunicacdo nas discussbes de aula nas quais
participa 0 aluno (NCTM, 2014). Um caso especial de diagramas de muita relevancia sdo os
diagramas de Venn, pois as representacdes de acontecimentos por meio destes simplificam a
analise probabilistica, reduzindo a dependéncia das formulas e visualizando mais facil os
elementos amostrais dos acontecimentos, como também a relacdo existente entre conceitos
varios (MEP, 2012).

A figura a sequir (fig. 2.1) apresenta as distintas representacdes simbdlicas, verbais e
gréaficas (diagramas de VVenn) usadas na Teoria de Conjuntos para trabalhar conceitos basicos
de Probabilidade. Junto a cada representacdo encontra-se o respetivo termo a que faz

referencia, tanto a nivel de Probabilidade como da Teoria de Conjuntos.
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Figura 2.1. Termos e representacdes da Teoria de Conjuntos associados a aprendizagem
dos conceitos basicos da Probabilidade.

Desta tabela observa-se que para um mesmo conceito basico de Probabilidade (espaco
de resultados, acontecimento, entre outros) podem-se encontrar diversas representacfes na
Teoria de Conjuntos, sendo fundamental que o aluno se envolva na realizagéo de tarefas com
distintas representacdes que Ihe permitam fazer conexdes com conhecimentos anteriores ou
contextos familiares, promovendo por sua vez a sua discusséo na sala de aula (NCTM, 2014).
As representacdes graficas tém grande importancia na sala de aula, pois, ajudam o aluno na
sua compreensdo de conceitos e procedimentos e, portanto, guiam a sua aprendizagem. No
entanto, tem que se ter presente a linguagem usada na Matematica formal, pois muitas vezes
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difere da forma como o aluno utiliza os termos associados a estas representacdes graficas
(Nacarato & Grando, 2014; Paul & Hlanganipai, 2014).

2.2.2 Dificuldades na aprendizagem da Probabilidade

Nesta secdo centro-me na caraterizacdo das principais dificuldades que surgem na
aprendizagem dos alunos quando se confrontam com conceitos basicos de Probabilidade. Em
particular menciono a classificacdo de erros que apresentam os alunos como consequéncia

imediata destas dificuldades (Seminara, Del Puerto & Minnaard, 2006).

Vérios autores salientam dificuldades associadas a aprendizagem dos conceitos
probabilisticos, entre estes Nacarato e Grando (2014) destacam que um dos grandes
problemas apresentados pelos alunos, quando tentam resolver tarefas de Probabilidade, esta
relacionado com a interpretacdo da tarefa, onde a presenca de lacunas na linguagem e
utilizacdo dos termos dificultam a interpretacdo do enunciado. Paralelamente, Groth, Butler
e Nelson (2016) no seu estudo descrevem alguns mal-entendidos apresentados por alunos
com idades entre os onze e doze anos e propdem atividades como jogos e organizadores
visuais de probabilidade numa turma para que os alunos superem estes mal-entendidos. Em
particular, estes autores salientam que o aluno comummente faz uma interpretacédo errada de
alguns termos referidos a tipos de acontecimentos probabilisticos, tais como: impossivel,

certo, improvavel, e menos provével.

Para Garfield e Alhgren (1988), a aprendizagem do conceito de probabilidade focada na
memorizacdo de férmulas ou procedimentos sem formar uma representacdo interna do
conceito, gera dificuldade no aluno quando trabalha em tarefas de diferentes niveis de

dificuldade ou em contextos diferentes dos trabalhados na sala de aula.

Munisamy e Doraisamy (1998) realizam um estudo onde identificam que o grupo de
alunos com idades entre 12 e 15 anos apresentam dificuldade para intuir os conceitos de
acontecimentos complementares e a sua lei aditiva de probabilidade, bem como o conceito
de probabilidade classica. Os autores enfatizam que ainda que o aluno seja capaz de calcular
frequéncias relativas, este ndo é capaz de aprofundar o significado matematico atribuido ao

dito conceito.
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Também para Garfield e Alhgren (1988) existem trés razdes pelas quais o aluno

apresenta dificuldades em perceber as ideais fundamentais da Probabilidade, sem importar o

nivel em que se encontre:

O aluno apresenta problemas com os conceitos de nUmeros racionais e
proporcionalidade;

As experiencias na vida cotidiana interferem com a compreensdo dos conceitos
formais de Probabilidade;

O aluno tende a ndo gostar dos tépicos de Probabilidade por ter sido exposto a uma

introducdo altamente formal e abstrata dos conceitos.

Pela sua parte, Mavshovitz—Hadar, Zaslavksy e Invar (1987), citado por Rico (1995),

fazem uma classificagéo de erros, percebido o erro como a presenga de um esquema cognitivo

inadequado (Abrate, Pochulo & Vargas, 2006; Socas, 1997). Para estes autores, 0S erros na

Probabilidade podem ser causados por:

Dados mal utilizados: tratamento incorreto dos dados por causas como ter dados
estranhos, dados ndo contemplados na resolugdo do problema, leitura incorreta do
enunciado, mistura de dados de varias variaveis, entre outros;

Interpretacdo incorreta da linguagem: sdo erros devidos a dificuldades com a
linguagem da matematica, seja linguagem textual ou simbolica;

Inferéncias ndo validas logicamente: mau uso da légica-matematica na aplicacdo das
suas leis, o que leva o aluno a fazer inferéncias ndo validas;

Teoremas ou definicdes deformadas: teoremas, regras ou leis que sdo aplicados pelo
aluno de modo incorreto ou que simplesmente ndo sdo validos;

Falta de verificagdo da solucdo: bom planeamento do processo, mas ma resposta
devido a falta de verificacdo do resultado no contexto da tarefa;

Erros técnicos: todos os erros devidos a um calculo incorretos ou ma utilizacdo de

algoritmos;

Erros e dificuldades estdo relacionados e imersos no processo de aprendizagem do aluno,

permitindo o seu estudo conhecer como € que este esta a aprender. Além disso,
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ndo podemos esquecer que a detecdo de erros e preconceitos como parte das ideias
prévias do aluno é um primeiro passo para a implementacdo de um modelo de ensino
construtivista da matematica, permitindo identificar as reas que sdo mais propensas
a erros graves, e contribui positivamente no processo de aprendizagem e construcdo

do conhecimento matematico nos alunos (Abrate et al, 2006, p.11).

Para Batanero (2002) ““a construcao do calculo de probabilidades ndo tem sido simples,
e é s0 o esforgo e aprendizagem a partir da analise dos prdprios erros o que leva o progresso
da ciéncia” (p.10). Portanto, o programa em Matematica precisa ser avaliado constantemente
em termos de saber quanto tempo se deveria dedicar a aprendizagem e compreensdo dos
conceitos probabilisticos antes de praticar procedimentos, pois o aluno tende a aprender a
realizar os calculos, mas a interpretacdo dos resultados fica desligada do conceito, o que leva

o0 surgimento de erros (Munisamy & Doraisamy, 1998).

Desta forma, os erros podem ser ferramentas para retirar bastante informagéo referente
a aprendizagem do aluno, principalmente se forem usados para garantir o seu progresso nessa
aprendizagem, partindo da identificacdo das dificuldades que levam a ditos erros, para além

de se poderem usar como meios para fazer a discussdo na sala de aula.

2.2.3 Simulag6es e modelos no ensino e aprendizagem da Probabilidade

Por modelo entenderemos “uma representagdo abstrata, simplificada e idealizada de um
objeto real, um sistema de rela¢bes ou um processo evolutivo, dentro de uma descricédo da
realidade” (Henry, 2001, p. 151). Os modelos jogam um papel importante na Probabilidade
pois tanto a nivel tedrico como pratico estes aparecem na analise de dados, permitindo fazer
predi¢bes sobre o comportamento do objeto matematico em estudo (Batanero, 2009). No
caso da aprendizagem, a criacdo e o trabalho com modelos na sala de aula favorece a acéo

investigativa do aluno (Burak, 2004).

A simulagdo estd diretamente relacionada com a modelagdo, pois quando se faz
simulacdo esta-se a simplificar e a matematizar a realidade, fixando aspetos e hipoteses
matematicas da realidade que se querem simular (Fernandes, Batanero, Contreras & Diaz,
2009; Martins, 2011; MEP, 2012), tal como acontece no caso do processo de modelagédo
matematica (Dantal, 1997).Por simulagdo considera-se ainda o processo artificial utilizado

para imitar ou substituir o comportamento de um fenémeno aleatério, utilizando, de um modo
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geral, numeros aleatdrios para estimar o comportamento de dito fenémeno (Batanero &
Godino, 2003; Martins, 2011).

Varios sdo os autores que enfatizam as vantagens da simulacdo como meio para 0 ensino
e aprendizagem da Probabilidade. Por um lado, Fernandes et al. (2009) salientam a
importancia da simulacdo para a resolucdo de problemas probabilisticos que levam muito
trabalho mediante métodos analiticos, além de incentivar o aluno através da exploracéo, pois
o trabalho de problemas complexos pode ser resolvido hoje em dia com técnicas simples
proporcionadas pela simulacdo. Por outro lado, a simulagdo permite ao aluno ndo s6 pensar
em modelos concretos a partir da semelhanca do modelo representado com a simulagéo, sem
necessidade de recorrer aum modelo concreto da vida real, mas também construir um modelo
matematico a partir de inferéncias que este possa tirar da realizacdo de uma experiéncia

aleatdria simulada varias vezes com utilizacao de pouco tempo (Biehler, 2003).

Munisamy e Doraisamy (1998) defendem que a aprendizagem da Probabilidade deveria
ser guiada através de ferramentas como a simulacdo, e ndo através de abstraces,
aproveitando a representacdo da realidade que esta fornece e o seu potencial para promover
métodos exploratorios de aprendizagem. No entanto, Erickson (2006) salienta a importancia
de fazer simulacdo tanto com tecnologia como sem tecnologia, de forma que axiomas que
sustentam a definicdo do conceito e outros elementos matematicos necessarios para o definir
ndo se limitem ao uso da simulacdo, mas se que a simulacdo seja um meio para aprofundar
as representacdes e propriedades ligadas ao conceito, em vez de realizar calculos grandes que

demoram muito tempo onde ja se conhece o processo analitico de resolucéo.

Desta forma, a simulacdo converte-se num meio para o aluno aprender num cenario
diferente, com contacto idealizado da realidade, explorando teorias, e aplicando seus

conhecimentos para completar tarefas complexas de forma dindmica (Redecker, 2013).

2.3 Tecnologia como recurso na aprendizagem da Probabilidade

As atuais exigéncias da sociedade sdo diferentes das de algumas décadas atras.
Mudangas territoriais, aumento da populacdo, necessidade de satisfazer pedidos das pessoas
para as suas diferentes atividades, entre outros aspetos, sdo parte das razdes que tém levado
o ser humano a recorrer as TIC como ferramentas indispensaveis para enfrentar as exigéncias
do seu dia-a-dia (Redecker, 2013).
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A Matematica, para muitos alunos, € uma disciplina que oferece muitos desafios e
dificuldades de aprendizagem. As razdes frequentemente apontadas para estas dificuldades
prendem-se com “a falta de comunicacdo nas aulas de Matemética é muito grande e a
interacdo é quase inexistente” (Santos & Moita, 2009, p.3). Para além disso, “nesse processo
parco de aprendizagem, todos os conceitos de Probabilidade sdo apresentados de forma bem
tradicional”, sem uso de outros recursos que poderiam facilitar a aprendizagem dos alunos
desses conceitos que, pela sua abstracdo, se tornam dificeis de compreensdo com uma

aprendizagem tradicional.

Como meio para romper este tradicionalismo, tém-se procurado recursos que ajudem a
mediar o ensino e aprendizagem ndo sé da Probabilidade, mas também de diversos topicos
matematicos na sala de aula. Neste sentido, as tecnologias surgem como um recurso
alternativo na aula de Matematica promovendo novas praticas educativas e aprendizagens
através de: o envolvimento do aluno para que se concentre na exploragdo e interpretacdo de
dados, a possibilidade de ter mais representagdes ao seu alcance para resolver uma tarefa,
visualizar conceitos abstratos, automatizar calculos, trabalhar com simulagées, investigar
problemas da vida real, e promover a colaboracédo e participacdo da turma toda (Ben-Zvi,
2000; Chance, Ben-Zvi, Garfield & Medina, 2007).

Para Erickson (2006), o computador como meio tecnolégico particular, € um recurso de
relevancia na aprendizagem da Probabilidade através de simulagdes, principalmente por trés

razoes:

a) O computador permite fazer muito mais ensaios de uma simulacdo do que poderiamos
imaginar fazer sem tecnologia;

b) O computador ajuda o aluno a subir a escada de abstracdo, pois permite-lhe focar-se
na distribuicdo amostral e ndo em cada experiéncia individual, facilitando a sua
compreensdo do conceito como um todo do processo de simulacéo;

c) A rapidez do computador para fazer calculos permite que o aluno observe e aprenda
coisas novas sobre os fendmenos que esta a estudar e, em geral, melhore a sua
inferéncia, pois a dindmica e as distintas representacdes do simulador no computador

permite ao aluno concentrar-se na analise dos resultados representados.
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No entanto, devem-se considerar também algumas limitacbes do trabalho com o
computador. Esta e outras ferramentas tecnoldgicas, entre as quais as calculadoras, geram
nameros pseudo-aleatorios. Esta carateristica destes meios tecnoldgicos leva a que 0s
comportamentos especificos que estes descrevem ndo sejam ajustados perfeitamente nos
modelos tedricos, podendo isso levantar dificuldades no aluno. Desta forma, € necessario
manter um equilibrio entre simulaces de experiéncias aleatorias feitas com tecnologia e

simula¢fes com modelos concretos (Fernandez et al., 2009).

Dificuldades como a ndo familiarizacdo com o software e a resisténcia do aluno a usar
tecnologia para resolver problemas cujo célculo € direto e facil manualmente (Coutinho,
2011), como também a dificuldade para identificar o valor tedrico de probabilidade, partindo
do valor estimado experimentalmente dado pela frequéncia relativa (Inzunza, 2017), podem
apresentar-se quando se trabalha com o computador e com tecnologia em geral, pelo que se

deve fazer uma utilizacdo pertinente destes recursos na sala de aula.

Nesta investigacdo, 0 computador tera um papel predominante na resolucdo das tarefas
para trabalhar os distintos conceitos de Probabilidade, em particular a nogéo de probabilidade
frequencista, pois

A introducdo do computador na sala de aula permite-nos abordar na Escola a
probabilidade desde este ponto de vista, devido a que ndo torna dificil, nem em
esforco nem em tempo, simular um grande ndmero de langamentos de um dado, por

exemplo, ou outras experiéncias similares. (Diaz et al, 1996, p. 25)

Desta forma o computador vem a ser um recurso fisico de trabalho poderoso para que o
aluno aprenda conceitos de Probabilidade, por exemplo usando software dinamico como
Geogebra (MEP, 2012), sempre e quando a sua utilizacdo considere as suas limitaces e,
sobretudo, as suas potencialidades, neste caso, a facilidade para promover a exploracao de

conceitos basicos probabilisticos a partir de simulacéo.

2.3.1 Geogebra na aprendizagem dos conceitos basicos de Probabilidade
Na atualidade existem muitos instrumentos ou software para o ensino-aprendizagem da
Estatistica e Probabilidade (Mercado, 2013; Osorio et al., 2013), sendo especialmente

relevantes os educacionais de natureza dindmica, como o Geogebra (MEP, 20012).
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Del pinto (2013) salienta algumas vantagens de usar o Geogebra na sala de aula:

e E gratuito, livre e de cddigo aberto: pode ser usado por qualquer pessoa e escola sem
precisar de alguma licenca. Isso ajuda a ndo ter que investir recursos econémicos na
compra do software pelo centro educativo;

e E multiplataforma: funciona com diferentes sistemas operativos, a0 mesmo tempo

que existem versdes para android no caso da pessoa desejar trabalhar com o software
num dispositivo como tablets, telefone, entre outros. Isso ajuda a ndo ter problemas
com a compatibilidade do software nos dispositivos;

e E facil de usar: a sua interface standard e a linguagem de codigo (GeogebraScript)
tornam de facil utilizacdo o software, ao mesmo tempo que existem manuais e
formagdes sobre o uso do mesmo impulsionadas por coletivos de professores e
universidades;

e E simples, mas potente: A grande quantidade de ferramentas que dispde (folha de

calculo, visualizacdo gréfica e algébrica do objeto matematico, calculo simbolico,
estatistico e probabilistico) para trabalhar distintos topicos (algebra, geometria,
estatistica, probabilidade, funcdes, analise) permite o usuério ter diferentes

instrumentos para analisar um determinado conceito.

Inzunza (2014) salienta a importancia do uso do Geogebra para o trabalho de conceitos
de Estatistica e Probabilidade, em comparacdo com a utilizacdo de outros software

dindmicos, enfatizando que

Uma carateristica adicional que distingue o Geogebra de outras ferramentas é a
possibilidade de converter em ficheiros as constru¢fes matematicas realizadas e
inseri-las numa pagina web ou num material educativo. Desta maneira, é possivel
manipular certas varidveis ou parametros para visualizar comportamentos dos
conceitos envolvidos. Em Probabilidade e Estatistica, onde a variabilidade é um

fendmeno intrinseco de seus conceitos, isto é particularmente relevante. (p.3)

Especificamente na aprendizagem da Probabilidade, o Geogebra permite trabalhar as
simulacOes de experiéncias aleatorias (Mercado, 2013), pois a partir das ferramentas que

dispde como os seletores, botdes, folha de célculo e a folha grafica, o aluno pode realizar

28



variacdes dos dados de entrada de uma determinada tarefa, levando a que os valores dos
calculos solicitados se atualizem, contribuindo para que o aluno participe na construgcdo do
seu proprio conhecimento (Inzunza, 2014). Assim mesmo, estas variagdes permitem que se
trabalhe simultaneamente com os trés registos de representacGes que contém o Geogebra:
algébrico, grafico e folha de calculo (Mercado, 2013), pelo que o aluno trabalha a
visualizacdo e compreensao de diferentes representacdes de um mesmo conceito (Ferreira et
al., 2011) a partir de “explorar, provar ideias e conjeturar em forma visual, eficiente e
dindmica” (Mercado, 2013, p.310).

Mercado (2013) no seu trabalho utiliza alguns exemplos do portal do Geogebra para
mostrar como usar 0 Geogebra didaticamente para o ensino e aprendizagem de conceitos
probabilisticos no secundario. Em particular, o autor apresenta ficheiros para a exploracédo
da regra de Bayes e a aproximacdo da distribuicdo normal a partir da distribuicdo binomial,
comparando a resolucdo analitica com a resolugdo com o Geogebra. Estes ficheiros podem
adaptar-se para a exploracdo de conceitos basicos como a regra da unido e complemento das
probabilidades. O autor também utiliza diagramas de Venn para trabalhar a exploracéo de

propriedades probabilisticas, tal como mostra a figura a seguir:

PA -~ 0299
PIBIAL = D508 peat ) « 0.099 Al

Figura 2.2 Diagrama de Venn e exploracdo de propriedades de probabilidade.

Neste caso, a partir de variacdes nos dados de entrada, P(4), P(B) e P(AN B), ao
deslocar os seletores que representam os valores de probabilidade, ajustam-se imediatamente
os valores das outras probabilidades.
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Nesta mesma linha, Inzunza (2014) salienta a utilizacdo da calculadora probabilistica,
que o Geogebra integra, para a exploracdo de propriedades de distribuicdes probabilisticas,

apresentando a seguinte figura referente a distribui¢cdo normal e a sua relagdo com a binomial:
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Figura 2.3 Aproximacdo da distribuicdo binomial a normal.

A mesma autora enfatiza no seu estudo a importancia do Geogebra para o estudo de
conceitos basicos de Probabilidade, destacando a utilizacdo da folha de calculo e a folha
gréfica do Geogebra para estudar a lei dos grandes nimeros e a sua aplicacao para estabelecer

a relacdo entre a probabilidade classica e a probabilidade frequencista.
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©

Figura 2.4 Simulagdo do langamento de um dado para inferir a Lei dos grandes nimeros.
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Figura 2.5 Simulagdo de um dado para obter a probabilidade a partir da nocao frequencista.

As duas figuras anteriores mostram a utilidade do Geogebra para trabalhar o conceito
intuitivo da lei dos grandes numeros (fig. 2.4) e introduzir a nocdo frequencista de
probabilidade (fig. 2.5). As figuras mostram a simulagéo da experiéncia do lancamento de
um dado uma ‘grande’ quantidade de vezes, observando que o valor da probabilidade para
qualquer acontecimento elementar (obter uma face com um numero especifico) tende a

aproximar-se para o valor teérico 0,16.

Desta forma, o uso do computador com simulacgdes de probabilidades apoiadas com o
Geogebra favorece abordagens de aprendizagem mais criativas, colaborativas, dinamicas e
construtivas (Redecker, 2013), onde a partir de multiplas ferramentas e fun¢ées como a
simulacdo de experiéncias aleatorias, 0 acesso a modelos probabilisticos estabelecidos e as
construcdes partindo da linguagem de programacéo, convertem-se numa potente ferramenta

para facilitar a aprendizagem da Probabilidade.
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Capitulo 3
METODOLOGIA DA INVESTIGACAO

Neste capitulo descrevo e justifico a metodologia seguida no trabalho de investigacao.
Comeco por apresentar as opcdes metodoldgicas gerais, 0 meu papel como investigador e 0s

participantes do estudo, para depois descrever os processos de recolha e anélise de dados.

3.1 Opcdes metodoldgicas

3.1.1 Abordagem qualitativa e paradigma interpretativo

Os objetivos da investigagdo sdo compreender de que modo os alunos costarriquenhos
do 10.° ano aprendem os conceitos basicos de Probabilidade, num quadro de uma experiéncia
de ensino apoiada em tarefas exploratérias com recurso ao Geogebra. Constitui ainda uma
preocupacdo relevante perceber quais os contributos do Geogebra, como recurso, para a
aprendizagem destes conceitos. Atendendo a estes objetivos e tendo em consideracdo que o
objetivo e as questdes de investigacao tém que se articular com a abordagem metodoldgica a
usar (Santos, 2000), recorri a uma metodologia de investigacdo qualitativa. Para Taylor e
Bogdan (1987), este tipo de abordagem centra-se na realidade social de um grupo particular
de pessoas, neste caso os alunos, considerando-os ndo como variaveis isoladas, mas como
um todo que forma parte de um contexto particular, onde as situa¢fes que surgem entre todos
0s participantes da investigacdo tém importancia. No caso particular do investigador, estes
autores salientam que este é considerado como um individuo sensivel aos préprios efeitos
gue possa causar na sua interacdo com 0s sujeitos alvo da investigacdo, tentando agir de
forma natural e deixando de lado as suas crencas, isto €, o investigador preocupa-se por

compreender o sujeito de estudo sem interferir no seu comportamento.

Além dos aspetos anteriores, outra carateristica da investigacdo qualitativa, a qual se
justifica na flexibilidade salientada por Taylor e Bogdan (1987), € a possibilidade de o
investigador poder fazer melhorias e aprofundamento as questdes e métodos e instrumentos
de recolha de dados durante todo o processo investigativo, atraves das suas observagdes

durante cada intervencdo do trabalho de campo (Robinson & Savenye, 2001). Esta
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flexibilidade mencionada anteriormente foi relevante no momento de aplicar o estudo

exploratorio, permitindo considerar ajustes as questdes previamente estabelecidas das tarefas

e & abordagem em geral das mesmas através da aplicacdo das primeiras intervencdes de

trabalho na sala de aula.

Bogdan e Biklen (1994), por seu lado, destacam cinco carateristicas de uma investigacao

qualitativa que se identificam neste estudo:

1.

2.

A fonte direta de dados é o ambiente natural, constituindo o investigador o
instrumento principal. Nesta investigacdo o ambiente natural corresponde a sala
de aula, onde eu como investigador recolhi dados sobre as aprendizagens dos
alunos.

A investigacao é descritiva. O interesse na investigacdo centra-se na recolha de
dados descritivos, 0s quais tentam capturar a maior quantidade de pormenores
descritivos das pessoas envolvidas no estudo, neste caso dos alunos.

O investigador preocupa-se mais com o processo do que com os resultados ou
produtos. O meu interesse, como investigador, esteve centrado nos processos de
resolucdo dos alunos das tarefas propostas, assim como nas discussdes de sala de
aula que se levaram a cabo a partir destas tarefas, pois delas puderam-se obter
outros indicios de significados que os alunos atribuem aos conceitos basicos de
Probabilidade que ndo foram evidenciados explicitamente nas resolugdes escritas
das tarefas. Como parte importante destes processos, levados a cabo pelos alunos
nas tarefas, identificaram-se algumas dificuldades que manifestam nos topicos de
Probabilidade, evidenciando desta forma que, mais que o resultado matematico
da tarefa, importam os caminhos de resolucédo das mesmas.

O investigador tende a analisar os seus dados de forma indutiva. Dada a
complexidade do ambiente social, em particular, do ambiente educativo, a
investigacdo qualitativa parte do particular para o geral. Nesta investigacao parto
de um ambiente de sala de aula com alunos que possuiam particularidades
distintas, tentando identificar essas particularidades relativas a forma como

compreendem conceitos basicos de Probabilidade, para desta forma obter um
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conjunto de resultados que me levem a tirar conclusdes em resposta as questdes
inicialmente formuladas.

5. Os participantes sdo de importancia vital para atingir os objetivos. Tal como foi
destacado por Tamayo (2011) em paragrafos anteriores, os significados atribuidos
pelos alunos convertem-se em pontos de referéncia da investigacao e, portanto, o
aluno converte-se no centro do investigador a partir das distintas interpretacoes
que estes ddo aos conceitos basicos de Probabilidade trabalhados.

Dado que o estudo é centrado nas aprendizagens dos alunos enquanto atores sociais do
contexto educativo, especificamente em como eles interpretam e atribuem significado aos
diversos conceitos abordados, através das suas a¢des, a investigacdo assume uma natureza
interpretativa (Gonzalez, 2001; Latorre, Del Rincon & Arnal, 1998). O paradigma
interpretativo, em comparacdo com outros paradigmas qualitativos, tem a carateristica
principal de que o investigador assume um papel relevante. Para Erickson (1986), este
paradigma permite que o investigador estude abertamente o fendmeno em estudo com os
mecanismos que considerar necessario, ndo tendo que se ajustar a uma estrutura especifica
de recolha de dados imposta inicialmente pelo paradigma. Quanto a analise dos dados, €
realizada a partir das interpretagdes do investigador sobre as interpretacdes feitas pelo
individuo observado sobre o objeto em estudo, segundo a organizagdo que considere mais
viavel, sendo, portanto, o investigador e o sujeito investigado intérpretes e construtores do
conhecimento (Usher, 1996).

Desta forma, interpretar as estratégias ou procedimentos e as dificuldades dos alunos no
que respeita a aprendizagem, sao parte dos elementos que permitem justificar a metodologia
do paradigma interpretativo (Alvarez & Gayou, 2003) e parte dos elementos a considerar

neste estudo investigativo como meio de responder as questdes do estudo.

3.1.2 Experiéncia de ensino

Na realizacdo de uma investigacdo em educacéo, o contacto com os alunos pode-se levar
a cabo de distintas formas, algumas sem necessidade de intervencao direta do investigador
ou inclusive sem uma intencdo de ensino, mas apenas de observar certos elementos de estudo
do aluno. O termo ‘experiéncia de ensino’ designa a realiza¢cdo de um modo de ensino que

estd longe das praticas de ensino vigentes, conduzido frequentemente com um pequeno
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numero de alunos e envolvendo uma monitorizagédo cuidada de forma a captar o processo de
aprendizagem ‘em acdo’ e as mudangas que t€m lugar como resultado desse processo (Borasi,
1992). Nesta perspetiva, numa experiéncia de ensino o investigador esta consciente de que
para uma no¢do matematica, cada aluno desenvolve conhecimentos diferentes segundo a
forma como tem aprendido essas noc¢des (Brousseau, 2000), pelo que o investigador ndo se
limita a observar se os alunos estdo aprendendo, mas foca-se a observar como cada aluno

esta desenvolvendo as suas aprendizagens através desse ensino.

No que respeita a presente investigacao, o seu carater metodologico interpretativo leva-
me a optar por uma experiencia de ensino através da qual poderei ter uma maior proximidade
com o aluno, com o objetivo de interpretar a forma como este trabalha as suas aprendizagens
probabilisticas, permitindo por sua vez investigar o potencial do recurso tecnoldgico do
Geogebra como uma inovacdo educacional proposta numa perspetiva de inquiricdo
naturalista (Borasi, 1992).

Nesta perspetiva, uma experiéncia de ensino, enquanto abordagem metodoldgica,
privilegia a interpretagdo na procura de significados e visa descrever e interpretar 0s
processos de desenvolvimento dos fendmenos sobre os quais se debruca, induzidos por meio
de intervencgbes planificadas (Shulman, 1986). Estas intervencdes, assim como também as
tarefas que orientam a experiéncia de ensino, sdo descritas no capitulo da Experiéncia de

Ensino, o qual apresenta a planificacdo total de abordagem do estudo principal.

3.1.3 Papel do investigador

A natureza qualitativa e interpretativa da investigacdo levou-me, como investigador, a
ser um observador participante inserido num contexto de aula, observando como os alunos
vao percebendo os distintos conceitos durante todo o processo de trabalho da experiéncia de

ensino.

Para garantir o anterior, negociei com a professora da turma, no inicio da experiéncia
de ensino, ser eu o encarregado de aplicar as tarefas, assumindo assim um duplo papel, de
investigador e de professor. Cabe salientar que, antes da aplicacdo da experiéncia de ensino,
a professora da turma estava habituada a trabalhar com os alunos mediante uma metodologia

de ensino tradicional, onde apresentava e explicava os tdpicos no quadro, numa aula
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expositiva, e na aula a seguir a professora resolvia também no quadro as tarefas do manual
de matematica previamente designadas para trabalho de casa, tendo os alunos um papel
pouco ativo em sala de aula, embora fossem avaliados sumativamente pela resolucdo destas
tarefas. Durante a experiéncia de ensino, a professora da turma esteve sempre presente, mas
0 seu papel foi de observadora ndo participante, intervindo na turma apés o final da
experiéncia para lhes lecionar aulas praticas dos topicos de Probabilidade trabalhados com a

experiéncia de ensino.

Durante a aplicacdo da experiéncia de ensino, como professor, dei indicacdes prévias a
realizacdo de cada tarefa, necessarias para que o aluno iniciasse o seu trabalho esclarecido
do que se pretendia, assim como também realizei a formalizacdo dos conceitos trabalhados
apos fazer a discussdo em grande grupo de cada tarefa. Para além disso, tive a
responsabilidade de monitorizar o trabalho auténomo dos alunos, tendo o cuidado de intervir
cautelosamente quando algum aluno apresentava alguma duvida nas tarefas, ndo Ihe dando
diretamente a resposta, mas questionando-o de forma a permitir observar o seu modo de
pensar em referéncia nos conceitos em estudo. Por outro lado, como investigador tive um
papel de observador participante (Guest, Namey & Mitchell, 2013) no trabalho dos alunos,
tirando notas de campo no final da cada aula para considerar na aplicacdo das tarefas a seguir

e para recolher dados do contexto em geral.

3.2 Fases da investigacao

Como em toda a atividade humana planificada, e em particular na investigacdo, deve
existir uma proposta cronoldgica que guie o investigador no seu estudo. Neste caso, o estudo
foi desenvolvido entre julho de 2016 e julho de 2017, em trés fases. A primeira fase -
Indagacéo de antecedentes tedricos -, consistiu numa revisdo de literatura para aprofundar os
meus conhecimentos relativos as tematicas envolvidas no trabalho, como o ensino e
aprendizagem da Probabilidade, simulagdo, estratégias de ensino com recurso a software
educacional como o Geogebra e acerca da abordagem metodoldgica a usar. Esta fase serviu
também para apoiar a concec¢do de um estudo exploratorio, implementado na fase seguinte.
Esta segunda fase - Estudo exploratorio - envolveu a planificagdo de uma proposta
pedagdgica, incluindo um conjunto de tarefas exploratdrias com recurso ao Geogebra

visando a aprendizagem da Probabilidade e a sua aplicacdo em sala de aula com alunos
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portugueses. Este estudo exploratorio, apresentado no capitulo 4, teve como objetivo testar
as tarefas da experiéncia de ensino antes de serem usadas no estudo principal numa turma
com alunos costarriquenhos. A andlise dos dados empiricos recolhidos no estudo exploratorio
permitiu reformular as tarefas e planificar a experiéncia de ensino que foi implementada na
terceira e Ultima fase deste processo investigativo. A analise dos dados recolhidos no estudo
principal e as conclusdes que emergiram de todo o trabalho realizado constituiram o final

desta fase e, consequentemente, do estudo.

A opcdo de aplicar a proposta de tarefas em dois paises diferentes - Portugal e Costa
Rica - surgiu da minha motivacdo e oportunidade por estudar dois contextos geograficos
diferentes onde tive oportunidade de trabalhar com alunos, ainda que néo tenha objetivos
comparativos. Tive, assim, possibilidade de refletir mais aprofundadamente sobre a
problematica do estudo, atendendo a maior diversidade de dados empiricos recolhidos e
analisados, bem como no refinamento das tarefas propostas a aplicar na experiéncia de

ensino.
A tabela a seguir mostra um resumem cronoldgico das fases da investigagao:

Tabela 3.1. Cronograma das fases da investigacéo

Cronograma de desenvolvimento das fases da investigacéo

2016 2017

FASES Jul | Ago | Set | Out | Nov | Dez | Jan | Fev | Mar | Abr | Ma | Jun [ Jul | Ago | Set | Out

Indagacdo de antecedentes tedricos

Estudo exploratério

Estudo principal

m

3.3 Participantes

Os participantes do estudo que tem por base a experiéncia de ensino foram os 28 alunos
(14 rapazes e 14 raparigas) de uma turma de 10.° ano de um colégio de ensino secundario, na
localidade de San Pedro de Montes de Oca, San José, na Costa Rica. A facilidade para o
investigador se deslocar a instituicdo, a flexibilidade na instituicdo para ensinar os topicos do
programa em diferente ordem da planificacdo, a disponibilidade de um laboratorio de
computadores para o trabalho com software matematico e o nivel cognitivo da turma foram

elementos considerados para a escolha intencional destes alunos. Os alunos da turma tinham
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idades compreendidas entre os 15 e 0s 16 anos, e apresentavam bom desempenho académico
em anos anteriores, evidenciado na prova que realizaram para ingressar neste colégio, ao
finalizar 0 9.° ano da Educacdo Geral Bésica. Estes alunos sdo considerados trabalhadores,
em particular na sala de aula, tendo revelado desenvoltura na realizacao das tarefas propostas,
0 que permitiu aprofundar as discussdes em torno das mesmas. Além disso, segundo a
opinido da professora, quem me informou sobre o desempenho da turma com base na sua
experiéncia de trabalhar nas aulas com eles, os alunos destacam-se como alunos
disciplinados, que seguem as indicacdes propostas nos tempos estabelecidos e gostam de
topicos que os desafiem no seu trabalho, critérios que, em geral, pude comprovar
efetivamente durante a realizacdo da proposta pedagdgica. Embora os alunos estivessem
acostumados a trabalhar individualmente, por opcao da professora titular da turma, revelaram

trabalhar bem a pares na resolucéo das tarefas propostas.

Em termos gerais, e considerando os resultados do questionario aplicado antes da
experiéncia de ensino para obtengéo de dados caracterizadores da turma (Anexo B8), a maior
parte dos alunos gostam de Matemadtica e de trabalhar com tecnologia (80% em ambos 0s
casos) mas tém tido pouco contacto com software educativo de Matematica, sendo que s6
20% dos alunos afirmaram ter trabalhado antes com o Geogebra. Além disso,
aproximadamente 50% dos alunos afirmaram considerar a Probabilidade como um tdpico
facil, o qual evidencia que alguns dos alunos estdo suscetiveis a apresentar mais dificuldades

do que outros.

Os alunos foram informados sobre a realizacdo do estudo, nomeadamente, sobre 0s seus
objetivos, os métodos e instrumentos de recolha de dados e a importancia da sua participacéo
paraa realizagéo do estudo. Para isto, foi solicitada autorizagao aos encarregados de educacgao
dos alunos e a diretora da instituicdo mediante autorizacdes escritas. Todos 0s alunos

apresentaram as autorizacGes dos pais assinadas antes de comecarem a experiéncia de ensino.

3.4 Métodos e instrumentos de recolha de dados

Os métodos e instrumentos de recolha de dados usados procuraram aceder a diversidade
de aprendizagens dos alunos da turma em estudo e as suas tentativas de dar significado aos
conceitos de Probabilidade abordados (Coutinho, 2011). Dado que pretendo recolher
informagdes sobre o desempenho dos alunos num contexto envolvendo observacdo ‘em

39



acdo’, o estudo nao se limita a analisar o seu desempenho no final da sua participacdo na
experiéncia de ensino, mas foi necessario recolher dados durante a realizacdo das tarefas

propostas e sobre as suas percecdes do trabalho realizado.

Desta forma, a recolha dos dados empiricos foi realizada no decorrer do 1.° semestre do
ano 2017, utilizando diversos instrumentos de recolha de dados, selecionados de entre as
técnicas mais usadas na metodologia qualitativa, que se complementam (Bogdan & Biklen,
1994): (i) observacdo participante com registo audio e video das aulas realizadas e a
elaboracdo de notas de campo; (ii) recolha documental das resolugdes dos alunos das tarefas
propostas para trabalhar com o Geogebra, de gravacdes de imagens especificas do trabalho
com o Geogebra, do teste diagnostico e do teste de avaliacdo final; (iii) um questionario final
para considerar a opinido dos alunos sobre a Matematica e a Probabilidade e alguns aspetos

relacionados com a experiéncia de ensino, incluindo o uso do Geogebra.

Observacdo participante. No decorrer da experiéncia de ensino recorri a observagdo
participante (Guest et al., 2013), desenvolvida em diferentes momentos da experiéncia de
ensino e com diferentes niveis de intervencdo, quer nas discussdes, quer durante 0 processo
de trabalho dos alunos. A partir da observacdo participante pude identificar condutas
manifestaveis no agir e o ritmo de trabalho dos alunos conforme trabalhavam nas aulas, mas
também pude ter contato direto com estes para aceder a certa informacao especifica (Guest
et al., 2013) sobre as suas aprendizagens, como assim também esclarecer aspetos das suas
resolucdes das tarefas, quer durante o trabalho autdbnomo quer durante as discussdes em

grande grupo.

O registro das observacdes foi levado a cabo através de notas de campo (Anderson &
Arsenault, 2002; Bogdan & Biklen, 1994), usadas para descrever aspetos como: ambiente
fisico da sala de aula e Escola em geral, aprendizagens individuais e coletivas dos alunos,
ambiente social e humano, e artefactos que utilizam os alunos para trabalhar na sala de aula.
Estas observacOes realizaram-se durante toda a intervencdo da aula, tendo sido feita uma
observacao ndo participante antes de iniciar a experiéncia para conhecer os alunos, ter uma
no¢do do nivel da turma, modo de trabalho, e possiveis intervengdes dos alunos nas
discussfes, como assim também para me apresentar os alunos e que estes tivessem um
primeiro contacto com a minha presenca como um individuo a mais na sala de aula.
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Recolha documental. Para Denscombe (2003) os documentos sdo uma fonte essencial de
dados para os investigadores de Ciéncias Sociais, qualquer que seja 0 campo da sua
investigagdo. Neste estudo os documentos forneceram uma base forte, constituindo-se a
recolha documental um dos métodos mais importantes para obter dados sobre as
aprendizagens dos alunos quanto aos conceitos probabilisticos trabalhados, incluindo as
principais dificuldades que manifestaram, tanto a nivel mateméatico como a nivel de emprego
do Geogebra. Nesta investigacéo, a recolha documental considerou as resolugdes dos alunos
num teste diagndstico, nas cinco tarefas propostas com recurso ao Geogebra e num teste final
de avaliagdo. Estas tarefas, incluindo a sua metodologia de trabalho na sala de aula e objetivos

de aprendizagem de cada uma, sdo apresentadas no capitulo da Experiéncia de Ensino.

O teste diagnostico (anexo Al) foi aplicado no inicio da intervencgéo da proposta, apos a
primeira observacdo. Segundo, Yang e Lin (2015), o teste diagnostico permite interpretar as
crencas ou ideias equivocadas do sujeito em estudo, e neste caso, o teste foi aplicado com o
objetivo de evidenciar conhecimentos conceptuais prévios do aluno de alguns tdpicos ligados
a Probabilidade, necessarios para o trabalho nas tarefas da experiéncia de ensino. Este teste
constou de dez questdes: duas questBes referentes a conteldos de estatistica descritiva
(tabelas de frequéncia e graficos), uma questdo sobre representacdes com diagramas de Venn,
e sete questdes referentes a conceitos basicos de Probabilidade. No caso das questdes sobre
estatistica descritiva e diagramas de Venn, estas foram desenhadas para avaliar se 0s alunos
tinham o0s conhecimentos prévios necessarios para compreender 0s conceitos de
Probabilidade a serem trabalhados, enquanto que as Gltimas questdes sobre conceitos basicos
de Probabilidade procuravam identificar se os alunos ja tinham conhecimento de algum dos

conceitos a trabalhar.

Quanto as cinco tarefas com recurso ao Geogebra (Anexos A2-A6), este recurso
tecnoldgico e facilitador da aprendizagem foi de grande importéncia, permitindo abordar a
exploracdo e introduzir conceitos a partir das questdes planeadas, de forma a potenciar a
aprendizagem (Mercado, 2013). Os registos das resolugdes dos alunos nestas tarefas
permitem observar as aprendizagens realizadas pelos alunos dos conceitos de Probabilidade

durante a experiéncia de ensino e as dificuldades que manifestavam com alguns conceitos

41



O teste de avaliacdo final (Anexo A7) foi realizado na ultima aula da experiéncia de
ensino, tendo como objetivo avaliar o desempenho dos alunos nos conceitos matematicos
abordados nas cinco tarefas trabalhadas com recurso ao Geogebra, como também permitir
comparar estes resultados com os resultados do teste diagndstico. Neste caso colocaram-se
quatro questdes abertas, cada uma focada em avaliar a interpretacdo do conceito, para além

de calculos.

Questionario. O questionario veio a constituir um instrumento mais orientado a conhecer as
opinides dos alunos quanto a Matematica, ao modo como 0s contetdos de Probabilidade
foram abordados e ao uso de tecnologia com o Geogebra, aspetos que ndo se podiam observar
diretamente com as resolucdes das tarefas e dos testes, que eram orientados para 0s conceitos

matematicos.

Neste estudo foram atendidos os principais passos referidos por Anderson et al. (2002)
para a elaboracdo de um questionario: determinar as questdes a serem abordadas, estabelecer
0s itens, criar uma sequéncia para os itens, realizar o desenho do questionario, criar um teste
piloto do questionario, e o0 desenvolvimento de uma estratégia para a recolha e andlise dos
dados. O questionario (anexo A8) foi aplicado na ultima aula da experiéncia de ensino,
imediatamente ap06s os alunos terminaram o teste de avaliacdo. Este permitiu obter alguns
dados estatisticos descritivos (Martin, 2004) sobre aprendizagens nao evidenciados através
das resolucdes da recolha documental. Quanto ao desenho das questdes, foram consideradas
questBes abertas e questdes fechadas (Martin, 2004), distribuidas pelas trés partes que
estruturaram o questionario: a primeira parte é formada por duas questdes abertas referentes
a dados demograficos dos alunos como a idade e o género. Uma segunda parte contém 11
questdes fechadas apresentadas numa tabela, onde se pedia para selecionar o nivel de
concordancia em relacdo as afirmagdes formuladas, sendo 1 o indicador referente ao menor
nivel de concordancia (“discordo totalmente”) e 5 o indicador referente ao maior nivel de
concordancia (“concordo totalmente”). Os onze itens da tabela foram organizados em trés
secBes com o objetivo de dar uma coeréncia e ordem as questdes e facilitar a sua posterior
analise, contendo questdes de nivel geral sobre a Matematica e a Probabilidade, seguidas por
questdes sobre experiéncia com o uso de tecnologia e do Geogebra antes de trabalhar se

abordar a experiéncia de ensino, e concluindo com questdes relativas a dinamica de aula
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empregada durante toda a experiéncia. Finalmente, a terceira parte, era constituida por quatro
questdes abertas onde o aluno podia dar o seu ponto de vista referente ao uso do Geogebra
como recurso para a aprendizagem da Probabilidade.

3.5 Analise de dados

Apds arecolha de dados prossegui para o passo seguinte de uma investigacdo qualitativa,
a anélise de dados. Uma anélise de dados implica tomar decisdes sobre 0 método a usar e
como organizar e dividir todo o material recolhido em categorias, bem como identificar
tendéncias ou padrdes nessas divisdes feitas, procurar relagcbes num nivel de abstracdo mais
elevado entre essas tendéncias ou padr@es, e apresentar os dados em forma clara e coerente
(Ludke, 2013).

Procurando um tipo de analise que se ajustasse a metodologia da investigacdo, mas
também que respondesse as questbes de estudo, quanto a possibilidade de interpretar
aprendizagens como investigador, decidi escolher uma analise descritiva e interpretativa dos
dados (Wolcott, 2009), onde descrevo o que o aluno fez e apresento a minha interpretacéo
das razGes que podem estar na base do aluno decidir seguir tal processo de resolucéo.

Para levar a cabo a analise descritiva-interpretativa das aprendizagens dos conceitos
probabilisticos e as dificuldades evidenciadas pelos alunos nessas aprendizagens, organizei
a analise em trés categorias: conceitos associados a aleatoriedade, conceitos associados ao
espaco amostral e conceitos associados aos significados classico e frequencista de
probabilidade e a sua relacdo com equiprobabilidade. Para cada uma destas categorias de
analise sdo definidos descritores associados ao significado atribuido ao conceito de
probabilidade. A tabela a seguir mostra a referida organizacéo de analise.
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Tabela 3.2. Categorias de analise de conceitos

Dimensoes de analise

Descricdo

Conceitos associados a
aleatoriedade

-ldentificacdo de experiéncias aleatdrias e deterministas.
-Identificacdo de termos coloquiais associados a aleatoriedade.

Conceitos associados ao
espaco amostral

-Determinacdo de casos totais, casos favoraveis e 0 espago
amostral de uma experiéncia aleatéria.

-ldentificacdo de acontecimentos a partir do valor numérico de
probabilidade ou da representacdo em diagramas de Venn do(s)
acontecimento(s): elementar, composto, certo, impossivel,
provavel, equiprovaveis, disjuntos e complementares.

-Inferéncia de propriedades da probabilidade: igualdade da uni&o
para acontecimentos disjuntos e ndo disjuntos, e igualdade para
acontecimentos complementares.

Conceitos associados aos

significados  classico e
frequencista de
probabilidade e a sua
relacéo com a

equiprobabilidade

-Inferéncia da regra de probabilidade a partir do significado
classico ou frequencista.

-Identificacéo de equiprobabilidade a partir do significado classico
ou frequencista de probabilidade.

-Determinacdo de probabilidades usando o conceito de
probabilidade classico ou frequencista.

Estas trés categorias de andlise foram definidas considerando os objetivos da
investigacao e também as questdes utilizadas nas tarefas. Os descritores associados a cada
conceito, por seu lado, foram definidos procurando responder os objetivos de aprendizagem,
abordados no estudo exploratorio e no estudo principal. Ambos, categorias e descritores,
fazem referéncia a elementos da teoria indagada quanto a aprendizagem da Probabilidade. A
primeira categoria faz referéncia aos conceitos que ndo definem Probabilidade, mas sdo
relacionados com as primeiras ideias ou crencas que fundamentam o conceito de
probabilidade (Batanero, 2002, 2005; Serrad6 et al., 2005). A segunda categoria faz
referéncia aos conceitos basicos de Probabilidade associados a algebra e representacGes da
Teoria de Conjuntos (Batanero, 2002). Finalmente, a Gltima categoria faz referéncia aos
significados de Probabilidade abordados formalmente em ambos os programas de
Matematica (MEP, 2012; ME, 2013) e como estes afetam a abordagem da equiprobabilidade
(Sharma 2016), significados salientados por varios autores (Batanero, 2005; Diaz et al;
Martins, 2011; Ortiz et al., 2001;) e descritos na tabela 3.2 (Batanero, 2005).

Quanto ao uso do Geogebra, fagco uma andlise considerando os principais contributos e
limitacOes no trabalho dos alunos para o alcance dos objetivos de aprendizagem e, em geral,
como recurso tecnologico para a aprendizagem dos conceitos probabilisticos trabalhados.

44



Para isso, faco uma analise das cinco tarefas apoiadas com o Geogebra, primeiro focada nos
contributos de cada ficheiro do Geogebra, considerando para isso a teoria indagada quanto a
contributos do Geogebra para: a exploragdo e construcdo de conceitos (Inzunza, 2014),
inferéncia de propriedades probabilisticas mediante diferentes representacfes associadas a
um mesmo conceito (Mercado, 2013) e o papel que o aluno reconhece ao software para o

trabalho dos conceitos probabilisticos abordados (Redecker, 2013).

A analise das aprendizagens e dificuldades é evidenciada através de excertos das
resolucdes dos alunos e de dialogos obtidos das transcricdes das discussdes coletivas das
tarefas em sala de aula. Para efeitos de manter o anonimato dos alunos, sdo utilizados nomes
ficticios para cada aluno da turma. Nas aprendizagens e dificuldades dos conceitos
probabilisticos alude-se a excertos das suas resolu¢des com o nome do(s) aluno(s), e a seguir
a tarefa e questdo especifica da tarefa que faz referéncia dita resolucdo (nome(s) do(s)
aluno(s). T#.Q#). No caso particular dos contributos e limitacbes do Geogebra, séo
consideradas algumas imagens do ecra correspondentes a momentos especificos de trabalho
do aluno, assim como também as respostas dadas pelos alunos ao questionario. No caso
destas imagens do ecrd, sdo referidas mencionado o nome do ficheiro da simulacdo
exemplificado, o nome(s) do(s) aluno(s), e a tarefa que faz referencia (nome de ficheiro.
Nome(s) do(s) aluno(s). T#)

Para obter validade no estudo, considerei contribuicGes de diferentes alunos, sendo
possivel ser qualquer deles um bom candidato para evidenciar aprendizagens sobre 0s
conceitos estudados (Walker, 1980), tentando deste modo, abranger a diversidade de
aprendizagens observadas pelos alunos na resolucéo das tarefas. Procurei transmitir com cada
dialogo ou imagem uma aprendizagem Unica ou saliente de um aluno em relagdo com os
demais alunos da turma, ou uma aprendizagem de um aluno que representasse aprendizagens
comuns a varios alunos. Quanto as discuss@es, serviram para obter algumas interpretacdes
de aprendizagens probabilisticas particulares ndo evidenciadas nas resolucdes das tarefas
elaboradas pelos alunos.

Desta forma, a metodologia da andlise de dados, para além de considerar os objetivos de
aprendizagem dos alunos estabelecidos nas tarefas e a diversidade de dados obtidos, também
estabelece uma articulacdo com as questfes da investigacdo de modo a responder-lhes (Sampieri et
al., 2010).
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Capitulo 4
ESTUDO EXPLORATORIO

Neste capitulo descrevo o estudo exploratorio realizado. Comeco por apresentar 0s seus
objetivos, contexto e opcGes metodoldgicas. Concluo com os principais resultados do estudo
e 0s seus contributos para o estudo principal.

4.1 Objetivo

O estudo exploratorio pretende contribuir para estruturar o estudo principal, sendo o seu
principal objetivo a avaliacdo das tarefas que séo usadas na experiéncia de ensino que suporta
o0 estudo principal, focada em identificar aspetos na sua estrutura e contetido que possam
dificultar ou facilitar grandemente as aprendizagens dos alunos. A realizacdo de tarefas de
exploracdo foi a forma escolhida para trabalhar os conceitos de Probabilidade na sala de aula,
dado o facto das tarefas se centrarem no descobrimento e na compreensdo do conceito, em
vez da manipulacdo de formulas, procurando também ter acesso as aprendizagens dos alunos
relativamente as interpretacfes que estes fazem dos diferentes conceitos trabalhados e a sua
dindmica de abordagem com o Geogebra. Desta forma, este estudo exploratério pode
confirmar que as tarefas construidas, e que sdo propostas para os alunos durante a experiéncia
de ensino, serdo pertinentes e necessarias para ter uma fonte rica de evidéncia numa
investigacdo em cognicdo matematica. Para além disso, também permitiu salientar quais 0s

principais focos de interesse da analise a seguir no estudo principal.

4.2 Opcoes metodoldgicas

O foco deste estudo esta na aprendizagem dos alunos quando se envolvem na realizagdo
de tarefas de investigacdo com Geogebra e na identificacdo dos potenciais ganhos
educacionais de tal atividade, assim como também nas dificuldades que possam surgir.
Assim, considero adequado recolher informagdes sobre o desempenho dos alunos através de
um contexto que possa ser observado ‘em acdo’, de forma a produzir uma interpretacao do
fendmeno essencialmente descritiva e fundamentada nos dados empiricos. Para isso,
considero no estudo exploratério uma abordagem metodoldgica qualitativa interpretativa,

onde o papel do investigador foi de relevancia (Bogdan & Biklen, 1994; Usher 1996, Latorre
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et al., 1998; Gonzalez, 2001) para identificar as aprendizagens e dificuldades evidenciadas

pelos alunos nas tarefas propostas.

Como investigador, o0 meu papel foi de observador participante (Guest et al., 2013),
embora o nivel de participacdo tenha sido diferente segundo a etapa da intervencdo. Durante
a realizacdo das tarefas e discussdes coletivas tive que interagir constantemente com 0s
alunos, quer para ter acesso a interpretacbes que estes faziam de conceitos, quer para
esclarecer alguma duvida das tarefas ou promover a sua discussdo. No entanto, nas primeiras
duas aulas tive um papel mais passivo como observador ndo participante, para conhecer o
contexto de sala de aula e recolher dados referentes ao trabalho dos alunos, nomeadamente,
a sua participacao na sala de aula e o seu desempenho na resolucédo de tarefas e nos momentos
de discussdo, bem como a forma de trabalho da professora da turma.

4.3 Contexto e Participantes

Este estudo foi desenvolvido com alunos portugueses de uma turma do 9.° ano, entre
novembro de 2016 e janeiro de 2017, precisando de um total de onze aulas de 45 minutos
para aplicar as tarefas da proposta de pedagdgica. A turma era formada por 8 raparigas e 15
rapazes com idades compreendidas entre os 14 e 16 anos, sendo que alguns deles provinham
de um contexto social desfavorecido. Em geral, a turma caraterizava-se por ter tido bom
desempenho académico nos anos anteriores, 7.% e 8.% anos, e por apresentar um desempenho
médio no decorrer deste ano letivo em que se aplicou o estudo. Quanto ao trabalho em sala
de aula, as aulas tinham uma natureza expositiva, com momentos de trabalho pratico e, antes
acabar a aula, a professora designava os alunos tarefas do manual escolar para, na aula a
seguir, solicitar a uns quantos alunos para resolverem no quadro algumas das tarefas
designadas, e com isto avaliava em parte o desempenho deles. S6 uma parte dos alunos teve
participacdo ativa nas discussdes das tarefas neste estudo, possivelmente por ndo estarem
habituados a estes momentos de trabalho. Os alunos estavam acostumados a trabalhar a pares
nas aulas da professora, no entanto, isto em vez de promover o trabalho em equipa, permitia

que os pares falassem muito de assuntos externos ao trabalho na sala de aula.

4.4 Planeamento da proposta pedagdgica
Previamente a aplicacdo das tarefas da proposta pedagogica, tive a oportunidade de
observar o trabalho de sala de aula dos alunos e da professora da turma em duas aulas, como
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também para me apresentar a turma toda. ApoOs estas duas observacbes comecei as
intervengdes da proposta de tarefas. A seguir sdo apresentadas as tarefas, nomeadamente, 0s
seus objetivos e o seu planeamento ao longo da implementacéo da proposta pedagogica.

4.4.1 Descricao e objetivos das tarefas
Tarefa diagnostico

A tarefa diagnostico foi trabalhada individualmente, tendo os alunos que trabalhar 4
questBes: duas de estatistica descritiva, uma envolvendo representagdes de diagramas de
Venn, e uma Ultima sobre a no¢do associada ao conceito de probabilidade. Esta foi aplicada
na primeira aula, sendo resolvida individualmente pelos alunos. A partir das resolu¢ées dos
alunos fiz uma discusséo coletiva dos aspetos mais salientes destas resolucdes, entre estes,
as distintas formas de resolucdo, conexdes entre conceitos, carateristicas dos diagramas de

barras e diagrama de Venn, e as dificuldades que aqui se manifestaram.

Objetivo especifico: Evidenciar conhecimentos prévios conceptuais do aluno ligados a
topicos de Probabilidade, necessarios para o trabalho da proposta pedagogica: tabelas de

frequéncia, graficos de barras, diagramas de Venn, no¢édo de probabilidade.

Tarefa 1. Langamento de dois dados

Esta tarefa foi trabalhada a pares e constou de duas partes, ambas relativas a simulacdo
do lancamento de dois dados para estudar a experiéncia que consiste em registar a soma das
pintas das faces. Na primeira parte o aluno € orientado a simular a realizacdo da experiéncia
um ndmero pequeno de vezes, enquanto que na segunda parte ja simula um nimero grande
de vezes. A tarefa esteve, assim, dirigida a exploracdo dos conceitos de aleatoriedade, casos

possiveis, casos favoraveis, acontecimento, e nocao da lei dos grandes nimeros.

Objetivos especificos:

v" Identificar carateristicas associadas a aleatoriedade a partir da simulacdo do lancamento
de dois dados com o Geogebra;

v Identificar casos favoraveis, casos possiveis e acontecimentos a partir da simulagdo do

lancamento de dois dados com o Geogebra.
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Tarefa 2. Lancamento de um dado

Nesta tarefa os alunos trabalharam a pares, sendo orientados a explorar, mediante a
simulacdo do langamento de um dado, o conceito de equiprobabilidade. A tarefa, formada
por duas questdes, orienta o0 aluno a simular a experiéncia do lancamento de um dado
primeiramente com um numero pequeno de repeticdes da experiéncia e depois com um
namero elevado, procurando que o aluno visualize e infira que & medida que o nimero de
repeticdes da experiéncia aumenta, as frequéncias correspondentes aos acontecimentos
elementares estabilizam-se. Desta forma, a tarefa esta orientada para explorar o conceito de

equiprobabilidade.

Obijetivo especifico: Inferir o conceito de equiprobabilidade a partir de simula¢do com o
Geogebra do langcamento de um dado.

Tarefa 3. Probabilidade classica

Esta tarefa foi trabalhada a pares, e estruturada em trés partes. Na primeira parte, a
exploracdo com o Geogebra pretende introduzir o conceito da lei de Laplace, enquanto que
nas outras duas partes pretendia-se consolidar este conceito, assim como também trabalhar
conceitos ligados a classificacdo de um acontecimento segundo o valor da sua probabilidade,
como sejam acontecimento impossivel, acontecimento provavel, e acontecimentos

igualmente provaveis.

Na primeira parte o aluno é orientado a usar um ficheiro do Geogebra, representando
barcos no mar, para identificar distintos tipos de acontecimentos e a atribuicdo de
probabilidade como uma fracéo, levando ao conceito de probabilidade classica. Na segunda
e terceira parte, o aluno utiliza outro ficheiro do Geogebra para simular langamentos de dois
e trés dados para calcular probabilidades mediante a regra de Laplace e classificar

acontecimentos.

Objetivos especificos:
v" Inferir a regra de Laplace a partir da representacdo grafica de casos favoraveis, casos

possiveis e acontecimentos compostos, utilizando uma grelha construida com a vista
gréfica do Geogebra para a abordagem de experiéncias aleatérias de acontecimentos

elementares equiprovaveis;
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v" Identificar experiéncias aleatdrias associadas a um mesmo modelo de probabilidade.

v" Determinar a probabilidade de acontecimentos definidos ao langar trés dados e somar as
pintas das faces a partir de simulagdo com o Geogebra para a consolidacdo da regra de
Laplace;

v" Determinar a probabilidade de acontecimentos definidos ao lancar dois dados e somar as
pintas das faces a partir de simulagdo com o Geogebra para a classificagdo de

acontecimentos em equiprovaveis, mais provaveis e impossiveis.

Tarefa 4. Descobrindo propriedades de probabilidade
Esta tarefa foi trabalhada a pares, sendo estruturada em trés partes. A primeirae aterceira

foram implementadas sem recurso ao Geogebra, enquanto que a segunda parte esteve
orientada para a exploracdo de propriedades de acontecimentos disjuntos, ndo disjuntos e
complementares com o Geogebra.

Na primeira parte da tarefa, o aluno trabalhou o célculo de probabilidades através de
diagramas de Venn, representacdes que foram usadas na segunda e terceira partes da tarefa.
Na segunda parte, o aluno trabalhou a simulacdo de acontecimentos disjuntos
(complementares e ndo complementares) e ndo disjuntos, dirigido a inferir certos padrdes ou
leis a partir do registo de dados proporcionados por simular varias disposi¢des dos diagramas
de Venn. Por Gltimo, na terceira parte, o aluno foi orientado a consolidar os conceitos de
acontecimentos disjuntos e complementares e a explorar leis de probabilidade que se podem
estabelecer com estes tipos de acontecimentos, como séo a lei da probabilidade para a unido
de acontecimentos e a lei de probabilidade para o complemento de acontecimentos.

Desta forma, a tarefa esteve dirigida a exploracdo dos conceitos de acontecimentos
disjuntos e complementares e alguns teoremas que sdo estudados a partir do conceito de

probabilidade classica.

Objetivos especificos:
v" Investigar os conceitos de acontecimentos disjuntos e acontecimentos complementares

através da interpretacdo de diagramas de Venn;
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v" Inferir propriedades de probabilidade para acontecimentos disjuntos e complementares a
partir de simulagdo com o Geogebra de diferentes disposi¢des entre dois acontecimentos
representados mediante diagramas de Venn;

v" Utilizar as propriedades de acontecimentos disjuntos e complementares na resolucdo de

tarefas ligadas a vida cotidiana para a consolidacdo das propriedades inferidas.

Tarefa 5. Probabilidade frequencista
Esta Gltima tarefa foi trabalhada a pares e constou de duas partes, ambas relativas a

exploracdo com simulacdo do Geogebra. Na primeira parte o aluno trabalhou com um
ficheiro relativo ao langamento de um dado, orientado a explorar o conceito de probabilidade
frequencista a partir da nocao de lei dos grandes nimeros que foi abordada com o trabalho
da primeira e segunda tarefas. Na segunda parte, trabalha-se com outro ficheiro de simulacéo
do Geogebra, o qual permitia simular a experiéncia de lancar pontos dentro de um quadrado
de dez unidades de comprimento de lado que tinha inscrito uma elipse. Esta segunda parte
esteve dirigida a consolidar o conceito de probabilidade frequencista mediante uma tarefa

contextualizada como foi o célculo da area da elipse.

Objetivos especificos:
v Inferir o conceito de probabilidade frequencista a partir da simulacdo do langamento de

uma moeda com o Geogebra.

v’ Aproximar a area de uma elipse a partir da simulacdo com o Geogebra do lancamento de
pontos no interior de um quadrado que contem uma elipse inscrita, para a consolidacao do
conceito de probabilidade frequencista.

Tarefa de avaliagdo

A tarefa era formada por quatro questBes dirigidas a abranger os conceitos todos
considerados na proposta pedagdgica, sendo o foco de atencdo o dominio do conceito e ndo
os célculos. A tarefa foi aplicada na Gltima aula, de forma individual e com discussao coletiva

da mesma.

v Objetivo especifico: Avaliar o desempenho dos alunos na resolugdo de tarefas

envolvendo os conceitos probabilisticos abordados nas tarefas com recurso ao Geogebra.
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4.4.2 Planeamento das tarefas e seus objetivos

Na tabela a seguir resumo o trabalho realizado no estudo exploratorio, apresentando o
planeamento das tarefas ao longo das suas onze aulas.

Tabela 4.1. Planeamento das tarefas do estudo exploratorio

Tarefa Objetivos de aprendizagem Atividade em | Aula (data)
sala de aula
Teste Aplicacdo do teste | AULA 1
diagndstico (45 min) (10/11/2016)
Anexo B1 Revisdo e discussdo | AULA 2
do teste diagnéstico | (17/11/2016)
(45 min)
Tarefa 1 -ldentificar experiéncias aleatdrias e deterministas. | Aplicacdo datarefal | AULA 3
Anexo B2 | -Determinar e identificar casos possiveis e casos | (90 min) (23/11/2016)
favoraveis de um acontecimento em experiéncias | Discussdo datarefal | AULA 4
aleatorias. (30 min) (24/11/2016)
-Estabelecer relagdes entre os elementos do espaco
amostral de uma experiéncia aleatéria respeito a
repeticdo da experiéncia.
Tarefa 2 -ldentificar acontecimentos equiprovaveis. Aplicacdo datarefa2 | AULA 4
Anexo B3 (40 min) (24/11/2016)
Discusséo da tarefa2 | AULA 4
(20 min) (24/11/2016)
Tarefa3 | -Inferir a regra de Laplace para o calculo de | Aplicacéo datarefa3 | AULA 5
Anexo B4 | probabilidades. (60 min) (30/11/2016)
-Determinar a probabilidade de um acontecimento | Discusséo datarefa3 | AULA 5
usando a regra de Laplace. (20 min) (30/11/2016)
-Classificar acontecimentos a partir do valor AULA 5
numérico de probabilidade ou da representacdo em | Entrega e indicacdes | (30/11/2016)
diagramas de Venn do(s) acontecimento(s): | de tarefas 4 e 5 para
elementar, composto, certo, impossivel, provavel, | elaborar na casa (10
equiprovaveis, disjuntos e complementares. min)
Tarefa4 | -Inferir propriedades de probabilidade para a unido | Discussdo datarefa4 | AULA 6
Anexo B5 | de acontecimentos disjuntos e ndo disjuntos, como | (15 min) (13/12/2016)
também de acontecimentos complementares.
-Aplicar as propriedades da probabilidade na
resolucéo de tarefas.
Tarefa5 | -Inferir a lei dos grandes nimeros para o calculo de | Discusséo datarefa5 | AULA 6
Anexo B6 | probabilidades. (15 min) (13/12/2016)
-Determinar probabilidades a partir da nocéo
frequencista de probabilidade, segundo a situacao.
Teste de Aplicacdo de teste | AULA 7
avaliacéo (60 min) (19/1/2017)
Anexo B7 Discussdo do teste | AULA 7
(20 min) (19/1/2017)

Da tabela 4.1 pode-se observar que foram utilizados onze blocos de aula de 45 minutos

para o estudo exploratorio. A tarefa 4 e a tarefa 5 foram realizadas pelos alunos em periodo
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extra-letivo, devido a extensdo de tempo que os alunos precisaram para a realizacdo das
tarefas anteriores na sala de aula, quer por algumas dificuldades técnicas relativas aos
computadores, quer por dificuldades dos alunos na resolugéo das tarefas com o Geogebra, as

quais ndo tinham sido previstas.
4.5 Recolha e Analise de dados

4.5.1 Recolha de dados

A recolha de dados considerou a observacéao participante, um teste diagnostico dirigido
a diagnosticar conceitos prévios necessarios para atingir a aprendizagem dos conceitos de
Probabilidade a trabalhar, a recolha documental baseada nas tarefas aplicadas com apoio do
Geogebra e dirigidas a evidenciar aprendizagens de conceitos probabilisticos, e finalmente
um teste de avaliagédo das aprendizagens.

Neste estudo foi valorizado o papel da observacdo pois através dela procurou-se
identificar aspetos metodoldgicos usados nas discussfes e nas tarefas aplicadas que néo
facilitaram a dindmica de trabalho e, portanto, deverdo ser considerados na melhoria da
proposta pedagdgica para ser considerados no estudo principal. Durante a observacdo tiro
notas de campo, com o objetivo de registar informacdes pormenorizadas sobre os factos
observados e descri¢des de episddios respeitantes as atividades desenvolvidas pelos alunos.
O trabalho de observacao é complementado com os registos escritos produzidos pelos alunos
durante a exploracdo das tarefas propostas. Alem disto, os registos elaborados por mim
contemplam ainda reflexdes sobre aspetos que, a meu ver, se revelam importantes para uma

melhor planificagdo e conducéo das aulas do estudo principal.

Tendo em consideracdo os objetivos deste estudo exploratério, opto por uma anélise
descritiva e interpretativa (Wolcott, 2009) dos dados, focada em dois propdsitos. Primeiro,
determinar se as tarefas permitem o acesso as expressdes de cogni¢cdo matematica dos alunos
e o0 papel que desempenham no desenvolvimento das suas aprendizagens. Depois, decidir
quais os aspetos que emergem deste estudo e que devem ser seguidos ou reformulados no

estudo principal.

A analise das aprendizagens e dificuldades dos conceitos probabilisticos, e da utilizacéo

do Geogebra para atingir estas aprendizagens, tem por base as aprendizagens e dificuldades
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apresentadas por todos os alunos. As aprendizagens dos conceitos probabilisticos e
dificuldades associadas s&o organizadas em trés categorias de conceitos (Tabela 3.2),
enquanto a anélise do Geogebra salienta as potencialidades e limita¢cdes do software para a
aprendizagem dos conceitos abordados. A analise procura responder 0s objetivos de
aprendizagem, tentando, no caso de haver dificuldades do aluno, identificar quando estas

dificuldades provém do desenho da tarefa.

4.5.2 Resultados

1. Aprendizagens ligadas a aleatoriedade

No inicio do trabalho nas tarefas (tarefa diagnostico), os alunos evidenciaram ter um
conceito de probabilidade associado a regra de Laplace, o qual é uma consequéncia dos seus

conhecimentos prévios associados as fragdes como percentagens.

A aleatoriedade foi um conceito que criou dificuldades iniciais ao determinar
probabilidades. A medida que se foram realizando as tarefas, o conceito de aleatoriedade foi
consolidado pela maior parte dos alunos, no entanto alguns dos alunos usavam a
aleatoriedade incorretamente como um conceito que segue certo padrdo nao ligado a lei dos
grandes numeros, mas ligado a evidenciar padrdes a partir de um ndmero pequeno de
repeticbes de uma experiéncia. Esta dificuldade esta associada ao facto do aluno usar o
conceito de aleatoriedade com diferentes sentidos na sua vida cotidiana, empregando termos
como “algo ndo previsivel”, “duvidoso”, entre outros, os quais ndo abrangem todas as

carateristicas da aleatoriedade como conceito formal.

Por outra parte, todos os alunos foram capazes de identificar experiéncias aleatdrias
equivalentes, isto é, aquelas experiéncias que correspondem a diferentes fendmenos, mas
cujo modelo de resolucdo ¢ o mesmo. Esta facilidade do aluno para distinguir entre
experiéncias equivalentes, foi fruto de ter este bem esclarecido os conceitos trabalhados

previamente e fazer conexdes entre 0S mesmaos.

2. Aprendizagens ligadas ao espago amostral

Todos os alunos foram capazes de inferir que a medida que se realizam mais repeticoes
de uma experiéncia aleatdria, obtém-se mais casos favoraveis governados pelo acaso,
inferéncia que foi consequéncia da sua interacdo com as representacGes graficas
proporcionadas pelo Geogebra. Para além disso, todos os alunos foram capazes de identificar
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casos favoraveis de acontecimentos, mas alguns tiveram dificuldade para distinguir entre
acontecimentos e casos possiveis. Esta dificuldade evidenciou-se ap6s os alunos trabalharem
com experiéncias aleatérias compostas, interpretando-se que os alunos consideram
incorretamente os acontecimentos definidos na experiéncia serem 0s casos possiveis, quando
na realidade isso s6 acontece quando se trabalha com experiéncias simples, pois neste caso
0s acontecimentos que definem a experiéncia aleatoria sdo elementares. Esta dificuldade
remete a que os alunos ndo estdo acostumados a trabalharem com experiéncias aleatorias

compostas, mesmo quando tém conhecimento do conceito de casos possiveis.

Quanto a classificacdo de acontecimentos, os alunos ndo tiveram dificuldades para
identificar entre acontecimentos provaveis, impossiveis, disjuntos e equiprovaveis. Quanto a
inferéncia de propriedades associadas a tipos de acontecimentos, todos os alunos
evidenciaram serem capazes de inferir a lei de probabilidade para acontecimentos
complementares, e para deduzir a lei de probabilidade para a unido de acontecimentos
disjuntos. No entanto, tiveram alguma dificuldade para encontrar a relacdo no caso de
identificar a lei para a unido de acontecimentos nao disjuntos, sendo que sé um grupo
encontrou a relacdo esperada P(A) + P(B) —P(AnB) = P(AU B), enquanto que 0S
outros estabeleceram P(A) + P(B) > P(AU B), que mesmo sendo correta ndo era a
inferéncia esperada. Esta dificuldade decorre do facto dos alunos se limitarem a interpretar
os dados superficialmente, pois requer mais observacdo inferir a igualdade P(A) + P(B) —
P(ANn B) = P(AU B) que adesigualdade P(A) + P(B) > P(AU B).

3. Aprendizagens ligadas aos significados classico e frequencista de probabilidade,
e a sua relagdo com a equiprobabilidade
Os alunos evidenciaram ndo ter dificuldades para calcular probabilidades por meio da
regra de Laplace, nem para interpretar que esta probabilidade pode representar-se como uma
fragcdo ou percentagem correspondente a uma parte com respeito ao todo, mas alguns tiveram
dificuldade para estabelecer uma regra geral de como calcular a probabilidade em termos
simbolicos, isto é, para representar a lei de Laplace usando linguagem probabilistica. Esta
dificuldade pode-se dever a falta de experiéncia para generalizar usando linguagem
matematico, mas também porque a questdo pode ndo ter sido especifica em solicitar a

resposta em termos simbolicos associados a casos favoraveis e casos possiveis.
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Quanto a probabilidade frequencista, os alunos puderam deduzir sem dificuldade a
relacdo entre a lei de Laplace e o comportamento das frequéncias dos acontecimentos
elementares ap0s realizada a experiéncia um numero elevado de vezes, isto €, a lei dos
grandes nimeros. N&o obstante, a turma toda teve dificuldades para utilizar o conceito de
probabilidade frequencista na aplicagéo de contextos especificos, sendo os alunos capazes de
identificar o conceito de probabilidade frequencista na tarefa proposta, mas ndo de o conectar
com outros conceitos prévios para continuar na resolucdo da tarefa e responder ao solicitado,
podendo ser isto um indicador da necessidade de uma maior orientacdo nas questdes

colocadas para atingir o objetivo.

Quanto a equiprobabilidade, este foi um conceito que os alunos todos alcangaram a
inferir, mas limitado ao uso do significado classico de probabilidade, consequéncia disso, a
maior parte dos alunos consideravam equiprobabilidade a hora de calcular probabilidade,

pois limitavam os seus raciocinios ao conceito classico.

4. Aprendizagens ligadas ao uso do Geogebra

O Geogebra permitiu o aluno compreender os conceitos interiorizados com facilidade a
partir das distintas representacdes do conceito e os dados proporcionados pela simulagdo com
0 Geogebra. A partir de distintas simulagfes os alunos puderam observar comportamentos
de objetos (diagramas de Venn, grelhas, gréaficos de barras, areas de figuras no plano, etc)
associados a conceitos probabilisticos podendo inferir propriedades para acontecimentos
disjuntos, nao disjuntos e complementares, inferir a regra de Laplace e a lei dos grandes
nameros, observar comportamentos aleatérios de experiéncias, inferir o conceito de
equiprobabilidade, identificar probabilidades de acontecimentos, e usar estas probabilidades
para classificar acontecimentos. Ndo obstante, dificuldades houveram ao principio para
alguns alunos na manipulacdo do software, pois veiam no Geogebra uma ferramenta
desconhecida, o que dificultou o seu ritmo de trabalho respeito dos outros colegas da turma
e, portanto, houveram grupos que deixaram questdes sem resposta na primeira tarefa, se
calhar por ndo estar acostumados a utilizacdo do software. Evidencia disto, no decorrer das
tarefas algumas indicagfes com o Geogebra tiveram que ser esclarecidas pelo professor, dado
o fato de ndo ser percebido pelo aluno a forma a como tinha que usar a informacéao fornecida
pelo Geogebra. Este facto permite interpretar que existe uma falta de familiaridade no uso do
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recurso por parte do aluno ou que se precisou uma melhor orientacdo nas questdes guias

colocadas referentes a como trabalhar a simulagdo com o Geogebra.

4.1 Conclusdes

A analise anterior permitiu ter uma primeira aproximacao as no¢oes e aprendizagens que
manifestam os alunos ao enfrentar os conceitos basicos de Probabilidade a partir de tarefas
com recurso ao Geogebra. A anédlise evidencia que, ainda que o uso do Geogebra tenha
ajudado os alunos a inferir propriedades e compreender conceitos probabilisticos, alguns
ainda apresentam dificuldades para fazer conexfes entre estes conceitos ap0s a sua
exploracgdo, e inclusive apds a sua formalizagdo matematica. Estas dificuldades foram motivo
de reflexd@o sobre as tarefas, centrada em melhora-las e evitar que os alunos apresentassem

novamente estas dificuldades no estudo principal.

Aspetos como a linguagem empregada em alguns enunciados, a reformulacdo de
algumas questdes que se identificou estarem mal redigidas para a compreenséo do aluno ou
porque o enunciado ndo precisava de tanta informacdo para o aluno compreender o que se
Ihe solicitava, a reformulacédo de folhas de registo de dados e a redistribuicdo dos tempos e
perguntas a considerar nas discussdes coletivas, foram considerados na preparacdo das
tarefas do estudo principal. Para além disso, algumas questBes foram eliminadas, dado que
ndo abordavam informacéao relevante para atingir os objetivos da investigacdo ou existia
outra questdo suficiente para avaliar o mesmo objetivo. Do mesmo modo, novas questdes
foram acrescentadas para orientarem melhor os alunos na exploragdo e construcao do seu
conhecimento, enquanto outras reformulagdes foram consideradas para adaptar as tarefas e
ficheiros do Geogebra ao contexto da Costa Rica. Desta forma, varios aspetos foram
observados, procurando melhorar os tempos de trabalho dos alunos com as tarefas apoiadas

com Geogebra no estudo principal e, portanto, atingir os objetivos de aprendizagem.

Quanto a tarefa diagndstico, a questdo 3 foi modificada, eliminando o pedido de
explicacdo de como ler os diagramas de Venn. Além disso, foram acrescentadas seis questdes
referentes a conceitos basicos de Probabilidade a ser trabalhados. Quanto a tarefa 1
(langamento de dois dados), a redacéo das indicages iniciais ficou mais clara, a questéo 1c)
foi retirada e, na parte | e parte 11 foi solicitado a gravagédo como imagem de alguns momentos
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de simulacdo especificos. Na tarefa 2 (lancamento de um dado) foi retirado o primeiro
paragrafo, a redagdo das indicacOes iniciais ficou mais clara, na questdo 1 foi solicitada a
gravacdo como imagem de alguns momentos de simulacao especificos, solicitou-se simular
até 1000 repeticOes da experiéncia, em vez de 500 como tinha sido no estudo exploratorio,
acrescentaram-se legendas a tabela registo de dados, e a ultima questéo foi retirada. Na tarefa
3 (probabilidade cléssica), retiraram-se as questbes 1, 2, 5, 6 e 13, foram modificadas as
questdes 4, 7, 9 e 10, e na parte 1l foi solicitado os alunos para gravarem como imagem alguns
momentos de simulacdo especificos. Quanto a tarefa 4 (descobrindo propriedades de
probabilidade), foi solicitado os alunos para gravarem como imagem alguns momentos de
simulacdo especificos, foi retirada a parte I, modificadas as indicagdes iniciais na redacao
das questdes da parte 11, acrescentada a definigdo de acontecimentos disjuntos na parte I,
reformulado o enunciado da parte 11, e reorganizados os elementos da tabela de registos de
dados. Na tarefa 5 (probabilidade frequencista), foi solicitada a gravacdo como imagem de
alguns momentos de simulacéo especificos, foram substituidas as questdes 1, 2 e 3 por uma
sO questdo mais orientada, foram retiradas as questdes 4, 5, 9 e 10, reformulada a questéo 6,
acrescentadas questBes na parte | e parte Il da tarefa, e modificada a tabela registo de dados.

Finalmente, na tarefa de avaliacdo, foi retirada a questdo 3bl).

Quanto as discussdes coletivas, no estudo exploratério foram consideradas como
questdes iniciais algumas questdes da tarefa e a sua resolugéo por parte do aluno no quadro.
Apdbs o estudo exploratério considerou-se partir de questbes que nalgum momento do
processo de monitorizacdo do professor, ajudassem os alunos a discutir entre eles, para depois

o professor ir intervindo com questdes especificas que ajudassem a formalizar os conceitos.

Desta forma, a analise permitiu identificar aprendizagens e dificuldades quanto a
conceitos de Probabilidade e utilizacdo do Geogebra. Esta analise, por sua vez, permitiu
considerar aspetos a modificar nas tarefas propostas do estudo exploratério, permitindo

melhorar a distribuicdo dos tempos da sua realizacao e a interpretacao das tarefas pelo aluno.
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Capitulo 5
EXPERIENCIA DE ENSINO

Neste capitulo apresento a experiéncia de ensino que sustenta a intervencéo de sala de
aula. Comeco por fazer a caraterizacdo do contexto escolar onde se desenvolveu a
experiéncia de ensino, para depois apresentar 0s principios que orientaram e fundamentaram
a sua implementacdo, nomeadamente as orientagdes curriculares que a justificam, os
objetivos de aprendizagem a atingir pelos alunos, a trajetoria de ensino proposta, 0 modo de

trabalho na sala de aula e, por ultimo, o planeamento e descricdo das tarefas realizadas.

5.1 Caraterizacao do contexto escolar

A experiéncia de ensino desenvolvida neste trabalho foi implementada nos meses de
marco e abril de 2017, correspondentes ao 1.° periodo do ano letivo 2017 segundo o
calendario da Costa Rica, numa turma de ensino regular do 10.° ano de um colégio do distrito
de San Pedro de Montes de Oca, uma zona urbana circulada por muitos estudantes
universitarios. A turma era constituida por alunos oriundos de diferentes zonas do pais,
préximas a capital, e de diferentes niveis socioecondmicos que iam desde o nivel baixo a
médio, sendo reflexo disto o carater pablico da instituicao e o facto de que alguns dos alunos
contarem com uma bolsa do governo para cobrir gastos escolares como o material de

laboratorio e livros, entre outros.

Quanto a aspetos académicos, estes alunos tém um bom desempenho académico em
relacdo a alunos de outros colégios do pais, tendo uma formacdo mais aprofundada em
contetidos do curriculo de Matematica costarriquenho. Os alunos sdo disciplinados, o que se
refletiu ao longo das tarefas todas, sendo muito ativos e empenhados no trabalho em sala de
aula, cumprindo as indicacgoes e desafios propostos pelo investigador. Desta forma, ficou
facilitado o cumprimento dos tempos planificados para a aplicacdo de cada tarefa. A
participacao oral nas discussdes foi desenvolvida por grande parte dos alunos, havendo uma
diversidade de opiniBes, crengas e aprendizagens evidenciadas, aléem das observadas na

resolucéo das tarefas.
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Quanto as instalacBes do colégio, este € relativamente pequeno devido a que sé se aborda
0 ensino numa turma de 10° ano e uma turma de 11° ano. As instalagdes contam com quatro
salas de aula, uma das quais é a sala de computadores, utilizada na implementacdo da
proposta, onde se ensina a disciplina de informatica, dispondo esta sala de 16 computadores
de escritdrio em boas condic¢des, permitindo desta forma o trabalho a pares, mas num espaco

muito estreito, onde a deslocagdo da professora titular da turma e do investigador foi dificil

quando os alunos estavam a trabalhar.

'r X ,‘/‘/

Figura 5.1. Laboratério de computadores onde se aplicou a experiéncia de ensino com a
turma costarriquenha.

As instalacdes do colégio contam também com uma sala de refeitério, uma sala de
recreio, e um espaco onde se realizam atividades de teatro e se pratica desporto fisico. Além
disso, mesmo que os alunos ndo contem com uma biblioteca de estudo prépria no colégio,
tinham acesso a algumas das bibliotecas de universidades publicas do pais, podendo aceder

desta forma a grandes fontes de informacdo para os seus trabalhos e estudo em geral.

Quanto a forma de trabalho, os alunos trabalharam a pares estabelecidos desde o comeco
da aplicacdo das tarefas da experiéncia de ensino, a excecao da tarefa diagndstico, do teste
final e do questionario, os quais foram realizados de forma individual pelos alunos. No caso
das tarefas realizadas a pares com o Geogebra, cada par de alunos teve um computador com
o ficheiro do Geogebra guardado numa pasta no computador, além dos enunciados da tarefa

em papel.
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5.2 Enquadramento curricular e objetivos

5.2.1 Introducéo

A Probabilidade, como tépico do programa de Matematica, tem vindo a ser considerada
cada vez mais relevante para capacitar o cidaddao de conhecimento probabilistico e permitir
responder as exigéncias da sociedade atual (NCTM, 2000; Sharma,2016), como €
evidenciado nas reformas educativas que em muitos paises se tém verificado nas Gltimas duas

décadas.

Perante as mudancas na forma de conceber a Probabilidade na Educacdo Matematica,
varios investigadores, como também orientagdes curriculares internacionais e nacionais, tém
procurado estabelecer os pilares necessarios para promover uma aprendizagem adequada da
Probabilidade. Como parte destes pilares manifesta-se a tendéncia a capacitar o aluno para
ser capaz de argumentar e fornecer evidéncias, analisar situacdes, aplicar conceitos, fazer
conexdes entre conceitos probabilisticos e representar ideias mediante diferentes estratégias

ou representacdes (Sharma,2016).

Para atingir estes niveis de aprendizagem no aluno, é preciso procurar recursos ou
ferramentas adequadas para a abordagem de tarefas matematicas que garantem os objetivos
de aprendizagem e procurem satisfazer as distintas recomendacdes curriculares. Um destes
recursos disponiveis sdo as tecnologias, as quais tém vindo a mudar a forma de olhar a vida
atual das pessoas, convertendo-se em ferramentas educativas inovadoras para 0 ensino e
aprendizagem na sala de aula (ME, 2007; MEP, 2012), orientadas para que o aluno trabalhe
a compreensao e aplicacdo de conceitos basicos de probabilidade com simulacdo (NCTM,
2000).

De particular importancia é o computador, facilitando o uso da simulagéo, a qual por sua
vez permite ao aluno aprofundar na exploracdo matemaética, assim como também facilitar a

compreensdo dos procedimentos que envolvem o tratamento de um conceito (NCTM, 2014).

No programa de matematica costarriquenho, salienta-se como um dos eixos disciplinares
a seguir “o uso inteligente e visionario de tecnologias digitais” (MEP, 2012, p.17),

destacando em particular o uso da tecnologia como ferramenta fundamental para abordagem
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das Probabilidades. Assim mesmo, o programa costarriquenho salienta que o uso das novas
tecnologias adaptadas a abordagem da Matemaética e focada na analise de dados e na
modelacdo matemaética, ajuda a processar os dados, permitindo que o aluno se foque na
interpretacdo destes com a ajuda de software matematico como o Geogebra. Nesta mesma
linha, o programa de Ensino Basico portugués (ME, 2013) salienta que “0s alunos devem ser
capazes de estabelecer conjeturas, em alguns casos, apos a analise de um conjunto de
situagdes particulares” (p.4), conjeturas que podem ser dinamicamente trabalhadas com

simulacdo apoiada com o Geogebra.

Quanto a organizacéo da Probabilidade no curriculo, a Probabilidade € uma das unidades
que foi retomada no atual programa de Matematica (MEP, 2012), mas outorgando-lhe uma
grande importancia, pois os conceitos probabilisticos sdo agora abordados desde os primeiros
anos da Escola. Os primeiros dois ciclos da Educacdo Geral Basica sdo orientados para uma
abordagem intuitiva dos conceitos probabilisticos, continuando com a abordagem destes
conceitos no terceiro ciclo, mas de uma forma mais formal, sem aprofundar a linguagem da
Teoria de Conjuntos, e retomando novamente estes e outros conceitos nos Ultimos niveis da

escola mediante linguagem formalizada da Teoria de Conjuntos.

O gréfico a seguir mostra uma distribuicdo do peso em horas de aula que se tem dado a
Probabilidade no programa atual costarriquenho (MEP, 2012), sendo os 8.° e 10.° anos 0s

niveis com maior percentagem de aulas dedicados ao estudo da estocastico.

4 Numeros

Medidas

M Geometria

M Relaciones v algebra

B Estadisticay
probabilidad

Figura 5.2. As cinco areas da Matematica nos quatro ciclos de ensino do programa de
Matematica costarriquenho (MEP, 2012).

64



E importante salientar que, ainda que o estudo exploratério e o estudo principal tenham
sido aplicados em distintos niveis de escolaridade e distintos contextos educativos, 0s
conteldos e objetivos de aprendizagem dos alunos foram os mesmos a abordar. A experiéncia
de ensino foi aplicada numa turma de 10.° ano, dado que é neste nivel que os contedos de
Probabilidade, vistos no 9.° ano da turma portuguesa, sao abordados completamente na turma
costarriquenha. A experiéncia de ensino considera topicos em que, o aluno ja deveria ter
dominio de niveis anteriores e outros tdpicos que sdo abordados na sala de aula pela primeira
vez no 10.° ano. Esta trajetdria de aprendizagem é fundamentada nas orientacées curriculares

do programa costarriquenho, ao salientar que

E necessario que os diversos topicos se repassem ao longo dos distintos anos.
Mas isto ndo se deve fazer por meio de sistematizacdes gerais artificiais, mas
sim por meio de novos problemas que facam lembrar inteligentemente os
conhecimentos adquiridos no passado e formulem desta forma outras
expectativas de aprendizagem. (MEP, 2012, p.34)

Ambos 0s programas de Matematica apontam para ensinar 0s mesmos topicos até
décimo ano, facilitando a aplicacdo da experiéncia de ensino e, portanto, considerando 0s

mesmaos objetivos de aprendizagem dos alunos a serem trabalhados na sala de aula.

Em geral, o desenvolvimento desta investigacdo surgiu do fato de propor uma
abordagem pedagdgica que, por um lado cumprisse com 0s objetivos de aprendizagem a
desenvolver no aluno na unidade de Probabilidade e, por outro lado, permitisse abordar estas
aprendizagens com emprego de tecnologia, com vista a evidenciar as aprendizagens, tanto a
nivel de conteddo como também de utilizacdo do recurso tecnolégico do Geogebra, para

trabalhar conceitos basicos de Probabilidade.

5.2.2 Topicos e objetivos

Considerando o objetivo desta investigagdo, compreender de que modo os alunos
costarriquenhos do 10.° ano aprendem os conceitos basicos de Probabilidade num quadro de
uma experiéncia de ensino apoiada em tarefas exploratorias com recurso ao Geogebra, foram
estabelecidos os contelidos e objetivos enquadrados a nivel curricular do programa de
Matematica de 10° ano costarriquenho (MEP, 2012), mas também os conteudos e objetivos
do programa de 8° ano e 9° ano, como meio de considerar 0s contetdos previos que o aluno

do 10.° ano deveria saber, propondo uma proposta de ensino dos conceitos basicos de
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Probabilidade que um aluno deve adquirir em escolaridade pré-universitaria, segundo o

curriculo do programa de Matematica costarriquenho.

A seguir sdo abordados os topicos e objetivos da experiéncia de ensino, tanto a nivel da

aprendizagem do aluno como a nivel do investigador.
Topicos

= Experiéncias deterministas e aleatdrias.

= Espaco amostral: casos possiveis, casos favoraveis, acontecimento.

» Probabilidade: significado classico e frequencista.

» Classificacdo de acontecimentos segundo o seu valor de probabilidade e
elementos que compartilha com outros acontecimentos.

» Propriedades da unido e complemento para dois acontecimentos disjuntos ou ndo

disjuntos.

Objetivos de aprendizagem

As tarefas aplicadas na experiéncia de ensino respondem aos propositos de ensino do
atual programa de Matematica da Costa Rica, quanto a identificar, recolher e interpretar
informacdo necessaria para a resolucdo de tarefas estocasticas, apoiando-se no uso da
simulacdo e modelizacdo de situacbes do contexto cotidiano para resolver tarefas
matemaéticas (MEP,2012).

Com a realizacdo desta experiéncia de ensino pretendo responder as questfes da
investigacdo, mas também que os alunos trabalhem por si proprios conceitos bésicos de
Probabilidade, construindo o seu conhecimento a partir de simulacdo com o Geogebra,
especificamente, simulando experiencias aleatorias que conduzem a deducdo e compreensdo

de definicOes e propriedades dos conceitos basicos de Probabilidade.

Considerando que a experiéncia de ensino nasce da melhora das tarefas do estudo
exploratério, foram definidos os mesmos objetivos de aprendizagem da tabela 3.2. Desta

forma, pretendo que os alunos desenvolvam os seguintes objetivos de aprendizagem:

66



o Identificar experiéncias aleatorias e deterministas.

e Determinar e identificar casos possiveis e casos favoraveis de um acontecimento em
experiéncias aleatdrias.

e Identificar acontecimentos equiprovaveis.

e Classificar acontecimentos a partir do valor numérico de probabilidade ou da
representacdo em diagramas de Venn do(s) acontecimento(s): elementar, composto,
certo, impossivel, provavel, equiprovaveis, disjuntos e complementares.

e Inferir propriedades de probabilidade para a unido de acontecimentos disjuntos e ndo
disjuntos, como também de acontecimentos complementares.

e Aplicar as propriedades de probabilidade para a unido de acontecimentos disjuntos e nédo
disjuntos, como também de acontecimentos complementares na resolucéo de tarefas.

e Inferir a regra de Laplace e a lei dos grandes numeros para o célculo de
probabilidades.

e Determinar probabilidades a partir da nocdo classica ou frequencista de
probabilidade, segundo a situacéo.

e Estabelecer relacGes entre os elementos do espaco amostral de uma experiéncia

aleatdria com respeito a repeticdo da experiéncia.

Além destes objetivos, pretendo também com a experiéncia de ensino promover o
desenvolvimento dos seguintes eixos disciplinares contemplados no programa de

Matemética costarriquenho:

= A contextualizacdo ativa como componente pedagogico especial.
= O uso inteligente e visionario de tecnologias digitais, em particular, a utilizacdo do

Geogebra como software didatico para a aprendizagem de conceitos probabilisticos.

Assim como 0s seguintes eixos transversais contemplados no programa de Matematica
portugués:
= A comunicagdo matematica na sala de aula.

= QO raciocinio matematico.

Considerando os anteriores pontos mencionados, quanto as aprendizagens a atingir pelo

aluno, faco uma proposta de ensino baseada em tarefas de natureza exploratéria, através de
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questdes orientadoras, com e sem recurso ao software de geometria dindmica Geogebra.
Tento aplicar contextos reais que chamem a atencdo do aluno, mas também procuro que a
exploracdo, como metodologia de ensino e aprendizagem, promova raciocinios que os alunos
ndo estao acostumados. Além disso, a partir das discussdes a pares e coletivas de sala de aula,
tento promover a comunicagcdo como meio para evidenciar aprendizagens, assim como

também as dificuldades associadas as tarefas propostas.

5.3 Planificagéo das tarefas e outros recursos

Segundo o NCTM (1991), as boas propostas de atividades sao aquelas que nao separam
0 pensamento matematico dos conceitos matematicos ou aptiddes, despertando a curiosidade
dos alunos e convidando-o0s a especular e a prosseguir com as suas intuigdes, pelo que uma
boa proposta de atividades requer tarefas que considerem o estudo dos conceitos
matematicos. Neste sentido, a proposta de tarefas desenvolvida neste estudo, mais do que
evidenciar aprendizagens probabilisticas na utilizacdo de férmulas ou célculos, procura
centrar-se na aprendizagem dos conceitos, promovendo igualmente 0s processos de
argumentacao, as conexdes entre ideias, a diversidade de representacdes, a comunicagdo na

sala de aula e a resolucdo de problemas (MEP, 2012).

Para garantir estes processos, na planificacdo de tarefas, os contetdos e a forma de os
abordar na experiéncia de ensino convertem-se em fatores fundamentais a considerar.
Segundo Ponte (2005), as tarefas podem-se dividir em exercicios, investigacdes, exploracdes
e problemas. Em particular, quanto as tarefas de exploracdo que sdo relevantes na
planificacdo desta experiéncia de ensino, Ponte (2005) salienta que séo tarefas abertas, de
duracdo media, onde o aluno é convidado a descobrir um método préprio para a resolucao da
tarefa a partir de seus conhecimentos prévios, realizando, portanto, uma parte importante do
trabalho de aula para construir o seu conhecimento, assumindo o aluno o centro da sua
aprendizagem. Neste sentido, as tarefas desenvolvidas nesta experiéncia procuram que 0
aluno se insira num cenario de investigacdo (Skovmose, 2000) onde devera dar explicagdes
argumentadas das suas respostas, quer mediante a exploragédo de dados obtidos com o

Geogebra quer mediante propriedades de Probabilidade trabalhadas nas tarefas prévias.

Para a elaboracéo das tarefas foram usados alguns recursos, tais como: os Programas de

Matematica Costarriquenho e Portugués (MEP, 2012; ME, 2013), os cadernos de apoio do
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3° ciclo portugués (ME, 2013), os livros de teoria e pratica de 9°ano (Conceicdo & Almeida,
2012), alguns materiais com propostas de tarefas para o ensino da Probabilidade (Grillo,
1995), e manuais do Geogebra e adaptacGes de ficheiros obtidos da pagina do Geogebra.

A experiéncia de ensino considera a aplicacdo de cinco tarefas com apoio do Geogebra,
planificadas para se abordar em 5 aulas de dois blocos (45 minutos por bloco). Numa primeira
aula, prévia as aulas com as tarefas, é feita a apresentacdo do investigador a turma, a
observacao geral da turma, e a entrega do teste diagndstico para ser realizado em casa.
Finalmente, na Gltima aula € aplicado o teste de avaliacdo e um questionario final. Na tabela

5.1 (Anexo C) é apresentado o planeamento das 7 aulas e a distribuicdo das tarefas por aula.

As tarefas foram adaptadas a partir dos resultados do estudo exploratério, mas 0s
conteddos e objetivos de aprendizagem permaneceram invariantes. A reformulacdo das
tarefas considera os aspetos salientados no capitulo do estudo exploratorio e a tradugédo das
tarefas para o espanhol. No que segue fago a descrigéo de cada tarefa aplicada na experiéncia
de ensino, focando os conceitos que séo trabalhados, os aspetos que foram reformulados e o
seu porqué, os ficheiros utilizados com o Geogebra e possiveis dificuldades dos alunos na

sua resolucao.

TD 1: Teste diagndéstico

O teste diagnostico considerou duas partes, uma primeira parte referente a contelidos
prévios necessarios para o aluno trabalhar as tarefas e uma segunda parte de questbes
referentes a conceitos basicos de Probabilidade a trabalhar com a experiéncia de ensino
(nocdo de probabilidade, célculo de probabilidade cléassica e frequencista, acontecimentos
disjuntos e complementares, equiprobabilidade, traducdo de informacéo de probabilidades
em linguagem natural para linguagem simbolica). Quanto a primeira parte, 0 enunciado
referente a leitura dos diagramas de Venn na questdo 3 foi eliminado, dado que a turma
costarriquenha ja tinha conhecimento da Teoria de Conjuntos, unidade ensinada pelo
professor da turma antes de aplicar a experiéncia de ensino. Quanto a segunda parte, consistiu
da incorporagdo de 6 questdes mais para alem das 4 que tinha o estudo exploratorio. Estas
questdes sdo referentes a topicos de Probabilidade a serem explorados com as 5 tarefas,
procurando identificar se os alunos tinham ja alguns conceitos probabilisticos formalizados,

pois alguns alunos da turma costarriquenha ja tinham contactado nos niveis anteriores de 8.°
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e 9.2 ano com conceitos basicos de Probabilidade, contrariamente ao que ocorria na turma
portuguesa em que ndo faria sentido incluir estas questdes por serem 0s conceitos formais de

Probabilidade, em geral, novos.

Como parte das dificuldades previstas que poderia o aluno ter estdo: o desconhecimento
dos conceitos de frequéncia absoluta e frequencista, nao diferenciar entre graficos de barras
e histogramas, dificuldades para representar informacdo através de diagramas de Venn,
dificuldade para fazer conexdes entre a probabilidade e a aleatoriedade, e dificuldade para
responder a questdes envolvendo conceitos basicos de Probabilidade que ndo tenham visto
em niveis anteriores ou que, tendo visto, esse conhecimento esta limitado a calculos sem

aprofundar no conceito.

T1: langcamento de dois dados

A tarefa 1 é formada por duas partes, tal como no estudo exploratorio, para introduzir os
primeiros conceitos basicos ligados a Probabilidade: experiencia aleatoria e deterministica,
espaco amostral, e acontecimentos de uma experiéncia aleatoria. Na primeira parte de
exploracdo com o ficheiro ‘Langamento de dois dados’, 0s alunos sdo desafiados a explorar
a aleatoriedade para um namero pequeno de repeticdes da experiéncia do lancamento de dois
dados. Na segunda parte os alunos continuam a exploracdo com o mesmo ficheiro, mas agora
para um namero mais elevado de repetices da experiéncia, procurando que o aluno observe
0 comportamento aleat6rio dos casos favoraveis correspondentes a acontecimentos definidos
ao somar as pintas das faces viradas para acima dos dois dados, assim como também o
comportamento dos casos possiveis ao simular as experiéncias e observar o registo dos dados.
Desta forma, o ficheiro ‘Langamento de dois dados’ esta orientado para introduzir o conceito
de aleatoriedade e elementos do espaco amostral como sejam 0s casos favoraveis, casos

possiveis, e 0 conceito de acontecimento.

Em referéncia as reformulacdes consideradas, as indicacfes iniciais foram escritas com
maior clareza, pois durante a etapa de monitorizacdo no estudo exploratorio observou-se que
alguns alunos ndo interpretavam corretamente as indicagdes de como utilizar as ferramentas
do Geogebra. A questdo 1c) foi retirada, pois era possivel avaliar o objetivo proposto com a

questdo 2c) da tarefa. Por ultimo, foi solicitado gravar uma imagem da simulacdo dos dados
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para 20 e 900 repeticdes da experiéncia, de forma a ter evidéncias visuais sobre o trabalho

do aluno com o Geogebra para poucos e muitas repeticées da experiéncia aleatoria.

Como dificuldades previstas durante o trabalho dos alunos existe a possibilidade que,
sendo a primeira vez que varios deles trabalhnam com o Geogebra, estes tenham dificuldade
em manipular as ferramentas do software ou em interpretar a informacao proporcionada pelo
simulador. Além disso, os alunos podem ter dificuldades em identificar algum
comportamento ao realizar a experiéncia poucas e muitas vezes, sendo resultado de nédo
fazerem uma boa leitura do grafico proporcionado pelo simulador, nomeadamente se o

gréfico ndo tiver uma escala adequada para proceder a sua leitura.

T2: lancamento de um dado

Com a tarefa 2 os alunos foram desafiados novamente a explorar a aleatoriedade, mas
nesta ocasido trabalhando com uma experiéncia simples de acontecimentos elementares
equiprovaveis. A tarefa ¢ formada por uma unica parte trabalhada com o ficheiro ‘langamento
de um dado’, tal como no estudo exploratério, sendo uma tarefa curta em tempo de
realizacdo, mas que complementa a tarefa 1 ao trabalhar ainda com o comportamento de
experiéncias aleatorias, razdo pela qual a discussdo da tarefa 1 e da tarefa 2 foram realizadas
em conjunto. A tarefa foi destinada a introduzir o conceito de equiprobabilidade sem ainda
ter por base o célculo de probabilidades e, portanto, ndo abordando a lei dos grandes nimeros,

mas sim deixando uma noc¢do no aluno da lei para identificar acontecimentos equiprovaveis.

Em referéncia as reformulacdes consideradas, as indica¢Ges iniciais também foram
reescritas para maior clareza, pela mesma razdo de utilizacdo do Geogebra considerado na
tarefa 1, procurando ainda nesta tarefa que o aluno se familiarizasse com a utilizacdo das
ferramentas do software. Foi retirado o primeiro paragrafo, pois ndo acrescentava informagao
para guiar o aluno. Considerou-se simular um nimero maximo de 1000 repeticbes da
experiéncia, em vez de 500 como estava no estudo exploratério, pois isto facilitava a
identificacdo de equiprobabilidade por parte dos alunos. Solicitou-se gravar uma imagem da
simulacdo dos dados para 10 e 1000 repeticdes da experiéncia, de forma a ter evidencias
visuais sobre dois momentos especificos de trabalho do aluno com simulagdo: 0 momento no
gual ndo se pode ainda observar equiprobabilidade e o momento no qual existe

equiprobabilidade dos dados. Acrescentaram-se duas legendas a tabela de registo de dados
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para o aluno ter uma melhor leitura do significado das colunas e linhas da grelha
correspondente a tabela de registo de dados. Finalmente, a Gltima questdo foi retirada, dado
que pretendia ver se o aluno identificava acontecimentos elementares, mas o estudo
exploratério permitiu observar que os alunos ndo tiveram dificuldades em identifica-los.
Sendo o objetivo usar o conceito de acontecimento elementar na formaliza¢do do conceito
de equiprobabilidade, considerou-se melhor questionar os alunos durante a discusséo coletiva
da tarefa com questdes como: quantos casos favoraveis tem cada acontecimento?, por

guantos elementos e formado cada acontecimento? .

Algumas dificuldades previstas sao o tratamento da escala ndo adequada na folha gréfica
do Geogebra e a tendéncia a ndo visualizar equiprobabilidade por ndo considerarem o limite

das frequéncias, mas conceberem as frequéncias como nimeros absolutos.

T3: probabilidade cléssica

A tarefa 3 é formada por trés partes, tal como no estudo exploratério. A primeira parte é
trabalhada com o ficheiro ‘batalha naval’, que procura introduzir o conceito classico de
probabilidade mediante sete questdes, aludindo a casos favoraveis e casos possiveis de uma
experiéncia que foram trabalhados nas tarefas anteriores. Nesta parte o aluno recorre a seus
conhecimentos prévios sobre percentagem para calcular a probabilidade de um
acontecimento, chegando a inferir que essa percentagem representa a probabilidade do
acontecimento em termos dos casos favoraveis e dos casos totais. Na segunda e terceira parte
os alunos utilizam o ficheiro ‘langamento de dados’, orientado para 0 aluno consolidar o
conceito de probabilidade classica trabalhado na primeira parte, fazendo para isso célculos
de probabilidades com a regra de Laplace para as experiéncias do lancamento de dois e trés
dados, respetivamente. Em particular, com a terceira parte, além de consolidar o conceito
classico de probabilidade, espera-se que 0s alunos possam usar estes calculos para identificar
alguns tipos particulares de acontecimentos, tais como 0S acontecimentos impossiveis,
certos, equiprovaveis, e mais provaveis. Procura-se, também, que os alunos identifiqguem
experiéncias associadas a um mesmo modelo de probabilidade como, aquelas onde se pode
encontrar uma relacéo bijetiva entre os elementos do espago amostral de duas experiéncias

aleatdrias e as suas respetivas probabilidades.
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Em referéncia as reformulacdes consideradas, nas indicagfes iniciais acrescentou-se
mais informacao, tentando que o aluno tivesse mais interagcdo com o ficheiro ‘batalha naval’.
Houve questdes que foram retiradas, pois foram de resposta facil para toda a turma, pelo que
ndo acrescentava nem prejudicava as aprendizagens considerar estas questdes. Além disso,
algumas questdes foram modificadas para esclarecer o enunciado da questdo, sendo mais
especifico no que se solicitava ao aluno. Finalmente, solicitou-se o aluno a gravacao de uma
imagem da sua simulacdo com o Geogebra na segunda parte da tarefa, procurando ter um

registo visual utilizado pelo aluno na simulacéo para calcular probabilidades.

Com esta tarefa o0 aluno podera apresentar a dificuldade de ndo associar as percentagens
calculadas na parte | a uma probabilidade, assim como também na segunda e terceira parte
em calcular a probabilidade de um acontecimento corretamente, pelo facto de néo identificar
0s casos favoraveis e 0s casos totais adequadamente. Por tltimo, devido a extensdo da tarefa,
poderia acontecer que alguns alunos demorassem mais tempo do que o estimado, podendo

ndo terminar a parte I11.

T4: descobrindo propriedades de probabilidade

Na tarefa 4 verificaram-se mudancas a nivel de conteddo em relacdo ao estudo
exploratdrio. A tarefa constou de duas partes, uma parte menos do gue no estudo exploratério,
pois foi eliminada a questéo referente a diagramas de Venn, dado que se evidenciou no teste
diagnostico que os seus conhecimentos seriam suficientes para os alunos aprenderem a crié-

los.

Na primeira parte da tarefa (parte |1 do estudo exploratorio), as indicagdes iniciais foram
modificadas para facilitar a leitura da questdo, dado que a organizacdo das questdes foi
também modificada. A primeira parte foi trabalhada com o ficheiro ‘diagrama de Venn’,
sendo orientada esta parte para introduzir os acontecimentos disjuntos e complementares, a
partir da representacdo em diagramas de Venn fornecida pela simulagéo dos acontecimentos.
Os alunos tiveram que simular diferentes posi¢fes dos acontecimentos, sendo que a medida
que as posi¢des destes mudavam também mudavam as probabilidades associadas & unido e
intersecdo dos acontecimentos, orientando o aluno para estabelecer relagbes entre a
representacdo grafica e a representacdo simbolica das probabilidades dos acontecimentos.

Além disso, foi solicitado os alunos a gravacdo de certos momentos da simulacdo,
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especificamente, a simulacdo para acontecimento disjuntos e ndo disjuntos. Acrescentou-se
ainda a definicdo de acontecimentos disjuntos, pois no estudo exploratorio estava para ser
pesquisado o conceito de acontecimento disjunto, enquanto que no estudo principal a tarefa
4 era para ser trabalhada em sala de aula. Quanto a segunda parte (parte Il no estudo
exploratério), esta foi trabalhada sem o Geogebra, procurando consolidar as propriedades
inferidas na parte I. Para isso, a questdo proposta no estudo exploratério mudou, pois se
adaptou ao contexto costarriquenho, embora o objetivo da tarefa e os dados solicitados
tenham permanecido. A tabela de registo de dados também sofreu algumas modificacGes para
facilitar o preenchimento e a leitura dos dados por parte dos alunos, tanto na posicdo dos

elementos da tabela como no conteldo da mesma.

Algumas dificuldades dos alunos que podem surgir sdo o nao fazer suficientes
simulacdes com o Geogebra para permitir evidenciar as propriedades procuradas para 0s
acontecimentos disjuntos, ndo disjuntos e complementares, e dificuldade para ler
probabilidades mediante simbologia formal de conjuntos e ndo saber usar as propriedades

inferidas para identificar acontecimentos disjuntos e complementares.

T5: probabilidade frequencista

A U(ltima das tarefas apoiadas pelo Geogebra veio a ser a tarefa 5 e, tal como no estudo
exploratério, a tarefa é formada por duas partes. A primeira parte foi de introducdo ao
conceito de probabilidade frequencista, onde se trabalhou com o ficheiro ‘langamento de uma
moeda’ orientado para que o aluno inferisse a lei dos grandes numeros. Para isso, a sequéncia
de questdes que guiam o aluno na sua exploragéo, foi mais precisa no que se pedia, evitando
assim que o aluno tivesse dificuldade para fazer conexdes entre conceitos, caso evidenciado
no estudo exploratorio. Na segunda parte utiliza-se o ficheiro ‘aproximagéo de areas por meio
de probabilidades’ para consolidar o conceito de probabilidade frequencista. O aluno é
orientado a calcular primeiro a probabilidade de um ponto cair no interior de uma elipse
inserida num quadrado e, apds isso, com esta probabilidade estimar a area da elipse sabendo
a area do quadrado. Também aqui se solicitou a gravacdo de imagens do trabalho com a
simulacéo feito com ambos os ficheiros utilizados, de modo a verificar que os dados obtidos
nas suas resolucdes, quanto a probabilidade frequencista, coincidiam com os dados

proporcionados nas simulacGes. Finalmente, a tabela de registo de dados modificou-se de
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forma a que o aluno faca tantas simula¢6es como as que considerar necessarias para inferir a

lei dos grandes numeros, ndo o limitando a uma quantidade fixa de simulagdes.

Possiveis dificuldades que os alunos podem enfrentar sdo o0 ndo serem capazes de
estabelecer a lei dos grandes nimeros pelo fato das frequéncias ndo coincidirem exatamente
com a probabilidades tedricas dadas pela regra de Laplace, isto €, ndo atender ao limite das
frequéncias. Na segunda parte existe a possibilidade do aluno néo identificar o conceito
frequencista de probabilidade no contexto das areas, sendo impossivel avancar para a
estimacdo da area da elipse. Também é possivel que mesmo quando o aluno possa encontrar
a probabilidade frequencista de um ponto cair no interior da elipse, este ndo seja capaz de
estabelecer conexdo entre essa probabilidade e a razdo dada entre a area da elipse a dividir
pela area do quadrado, sendo impossivel formar a equacao que lhe permitird aproximar a area

da elipse.

TA: teste de avaliacéo

O teste de avaliacdo, tal como no estudo exploratério, € formado por 4 questdes
destinadas a avaliar todos os conceitos trabalhados. O teste foi aplicado na Gltima aula da
experiéncia de ensino, sendo discutida oralmente a sua resolucdo, em termos gerais, apos a
turma toda o ter finalizado. Retirou-se uma questdo do enunciado da questdo 3,
correspondente a solicitar acontecimentos compostos, pois foi um conceito que, junto com o
conceito de acontecimento elementar, observou-se durante as discussdes nao ter gerado

dificuldades nos alunos.

Como dificuldades que podem enfrentar os alunos na realizacdo do teste de avaliacao
estdo o ndo se lembrarem de algum conceito trabalhado ou manter ainda dificuldades que
surgiram durante a sua exploracdo, mesmo quando a discussdo de cada tarefa tentou

esclarecer essas dificuldades.

Em referéncia as discussoes, estas foram outro recurso da proposta para além das tarefas
fisicas, formando parte importante do processo de aprendizagem do aluno, na medida em que
criaram ambientes de trabalho onde o aluno pode confrontar os seus resultados e discutir
sobre as suas estratégias empregadas no estudo de conceitos e representaces (ME, 2007).
As discussdes coletivas das tarefas na sala de aula podem ser momentos importantes de

aprendizagem para os alunos (Ponte, Mata-Pereira, Quaresma, 2013) quando estes
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apresentam e fundamentam as suas ideias, inclusive as erroneas ou incompletas (Fonseca,
2009). Estas discussoes realizam-se no final de cada tarefa, com base em questdes formuladas
pelo investigador que procuravam indagar a fundo os raciocinios dos alunos sobre os
conceitos trabalhados em cada tarefa, visando complementar as suas resolucdes para que
evidenciem outras aprendizagens e dificuldades, tanto a nivel dos conceitos probabilisticos
como da utilizagdo do Geogebra e, desta forma, obter informagé&o suficiente para responder
as questdes da investigacdo. Assim, tendo a prévia permissdo da professora da turma, tive a
meu cargo realizar as discussdes e, ainda que existissem um conjunto de questdes iniciais a
discutir, outras surgiram considerando observacdes feitas aos alunos tarefa a tarefa durante a

fase de monitorizagéo, assim como também na resolugdo das fichas de trabalho.

Finalmente, a proposta de tarefas exploratérias ndo tinha sido possivel sem a utilizacdo
do software Geogebra. Para isso foi preciso usar o computador para visualizar e experimentar
a Matematica (MEP, 2012, p.61), como também criar ficheiros do Geogebra com certo nivel
de desafio que encorajasse 0 aluno a niveis de raciocinio e pensamento distintos dos que teria
com tarefas rotineiras de natureza procedimental (NCTM, 2014), sendo assim de relevancia
a utilizacdo do Geogebra para realizar a exploracdo dos conceitos probabilisticos.
Inicialmente os computadores nao tinham instalado o software pelo que foi instalado em 16
computadores do laboratério, permitindo ter um computador por grupo de dois alunos.
Dentro das instrucdes estabelecidas em cada tarefa pedia-se o aluno para gravar em certos
momentos o seu trabalho com o Geogebra, sendo estes momentos gravados em uma pasta
previamente criada no computador antes de comecarem a trabalhar as tarefas. No final de
cada aula, o investigador recolheu estas pastas, computador por computador, como meio de
apoiar a informacdo recolhida sobre o trabalho com o0 Geogebra desenvolvido pelos alunos.

5.4 Abordagem de ensino na sala de aula

A organizacdo da experiéncia de ensino foi baseada, primeiramente, considerando
abarcar os contetudos de Probabilidade da unidade de ensino sobre Probabilidade do
programa da Costa Rica. Como segundo critério, considerei a organizacéo e a tematica de
conceitos basicos de Probabilidade atendendo a minha experiéncia como professor, mas
tentando, a0 mesmo tempo, seguir uma trajetéria de aprendizagem onde cada tarefa apoiada

com o Geogebra se construisse a partir dos conceitos trabalhados nas anteriores tarefas,

76



enguanto o teste diagnostico, o teste de avaliacédo, e o questionario foram considerados para
ter um ponto de partida inicial e final das aprendizagens. A descricdo geral da realizacdo da

experiéncia de ensino apresenta-se nos paragrafos a seguir.

Na primeira aula, apresento-me a turma e faco uma observacao da forma como trabalham
os alunos. Ao finalizar a aula proponho um teste diagndstico para os alunos resolverem em
casa, procurando avaliar os seus conhecimentos prévios necessarios para o desenvolvimento
adequado das tarefas da experiéncia de ensino. Nos primeiros momentos da aula a seguir fago
uma revisdo e discussao coletiva das primeiras quatro questdes trabalhadas pelos alunos,
como meio de esclarecer dificuldades identificadas quanto a conhecimentos prévios para

afrontar as tarefas da experiéncia com apoio ao Geogebra.

Na segunda aula, apés a discussdo do teste diagndstico, aplico a primeira tarefa de
exploracdo com apoio do Geogebra. A medida que os alunos vao explorando a tarefa 1 o
investigador vai monitorando as resolugdes deles, atendendo a davidas quanto a indicacGes
ou enunciados, como também escutando as discussdes que surgem entre os alunos para

considera-las na discussdo coletiva ao finalizar a tarefa na aula seguir.

Na terceira aula comeco por recordar o que tinham trabalhado na tarefa 1 com apoio do
Geogebra e, apds isso, proponho a tarefa 2 com apoio do Geogebra. Ao terminarem a
resolucéo da tarefa 2 fago a discussao das duas tarefas, em simultaneo, pois ambas as tarefas
estdo intimamente relacionadas com a aleatoriedade. Assim, retomo algumas questdes de
aleatoriedade da tarefa 1 e outras da tarefa 2 para formalizar os conceitos considerados por
ambas as tarefas. Apos a discussdo formalizam-se os conceitos trabalhados em ambas as
tarefas anteriores com questdes tais como: o que se pode dizer entdo que um acontecimento?
0 que sdo os casos favoraveis de um acontecimento?, o que podemos perceber por
acontecimentos equiprovaveis?, sera que estes acontecimentos definidos a partir do

lancamento de um dado s@o equiprovaveis?.

Na quarta aula aplico a tarefa 3 com apoio do Geogebra. Para isso a discussao coletiva
desta tarefa divide-se em duas partes: uma orientada a discutir a introducéo do conceito e a
outra a consolidar o conceito. Apos os alunos terminarem a tarefa e as discussdes, faco a

formalizacgdo da regra de Laplace, assim como também de algumas propriedades axiométicas
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de probabilidade (0 < P(A) < 1) inferidas desta regra a partir de questdes do investigador
na discussao coletiva, tais como: pode ser a probabilidade de um acontecimento um valor
negativo? serd que toda percentagem equivale sempre a uma probabilidade? Pode ser a
probabilidade de um acontecimento 120% ?

Na quinta aula aplico a tarefa 4 com apoio do Geogebra. Tal como na tarefa anterior, a
discussao coletiva € dividida em duas partes, uma para introduzir o conceito e outra para o
consolidar. A discusséo gira em torno de questdes centradas nos dados recolhidos pelos
alunos nas simulagdes, fazendo perguntas como: quantas simulacgdes precisaram para fazer
a inferéncia da probabilidade associada a unido de acontecimentos? Sera suficiente a
observacao feita com uma simulacdo para inferir que os acontecimentos sao disjuntos?.

Finalmente fiz a formalizacdo dos conceitos.

Na sexta aula realizo a quinta e Gltima tarefa exploratéria com apoio do Geogebra,
existindo também duas partes de discussao coletiva, uma ap6s terminarem os alunos as
questdes tipo exploratdrio com a parte | da tarefa e a outra apds acabarem as questdes da
parte Il da tarefa. Perguntas de relevancia na discussdo coletiva foram, entre outras: existe
equiprobabilidade da moeda na experiéncia? Qual a probabilidade de um ponto cair no
interior da elipse? Que lei estdo a utilizar para o calculo desta probabilidade? No final faco

a formalizacdo do conceito frequencista de probabilidade.

Na ultima aula aplico o teste de avaliacdo dos conceitos trabalhados e o questionéario. Ao
terminarem de responder a ambos os documentos, realizo uma resolucao do teste de avaliacéo
a partir das respostas dadas pelos alunos para esclarecer alguns conceitos que ainda néo

ficaram totalmente aprendidos.

5.5 Avaliacao dos alunos

Ao desenvolver uma intervencdo em sala de aula, intrinsecamente estamos assumindo
que existem objetivos de aprendizagem que se espera que o aluno atinja, mas também se deve
estabelecer uma forma de medir o alcance destes objetivos. Neste sentido, a avaliagdo tem
um papel importante, pois deve ser orientada a utilizar mecanismos de avaliagdo que

promovam a discussdo coletiva entre os alunos (Zawojewski et al., 1992) e permitam
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compreender como aprende o aluno (NCTM, 2014), o que fica limitado com mecanismos

tradicionais baseados na avaliagdo sumativa.

Neste sentido, uma avaliacdo sumativa centrada nos resultados finais dos alunos sem
considerar os seus processos de resolugcdo ndo ajuda o aluno a desenvolver a sua

aprendizagem, pelo que a avaliagdo deve assumir um carater formativo onde,

a avaliacdo néo se deve visualizar como uma atividade isolada com um sentido
punitivo, mas como um processo inerente a mediacdo pedagogica, que lhe
permita a cada aluno construir aprendizagens a partir das suas experiéncias,
transcendendo desta forma a ideia de avaliagdo como mecanismo de sangéo.
(MEP, 2012)

Assim, a avaliacdo deve considerar metodologias para que o aluno construa o seu
conhecimento, convidando-o a manifestar as suas ideias em coletivo para aprender em
conjunto. Nesta mesma linha, o programa de Matematica costarriquenho destaca principios
para o planeamento da avaliacdo das aprendizagens. Estes principios séo integrar a avaliagdo
no processo de ensino e aprendizagem, fomentar o trabalho colaborativo, criar instrumentos
de recolha de dados apropriados as atividades de mediacdo e suficientes para a analise
avaliativa da informacdo e comunicar os objetivos de aprendizagem a atingir pelo aluno para
a sua motivacdo (MEP, 2012). Em resposta a atingir os principios anteriores, foi combinado
com a professora da turma, antes da realizacdo da experiéncia de ensino, a avaliacdo a
realizar. A avaliacdo da disciplina de Matematica para esta turma, no primeiro semestre do
ano letivo 2017 em que foi aplicada a experiéncia, teve por base a realizacdo de dois testes,
contribuindo cada um com 35% para a nota final, um conjunto de tarefas tipo exercicios e
problemas (Ponte, 2005) para realizar em casa e aplicadas ao finalizar cada unidade
matematica, contribuindo com 25% da nota final, e a assisténcia as aulas com um peso de
5%.

Assim, foi combinado com a professora da turma que a aplicacdo das tarefas da
experiéncia de ensino ndo deveria ter um valor percentual na nota dos alunos, mas sim
deveriam servir formativamente para 0s preparar para os testes e as tarefas trabalhadas pela
professora uma vez acabada a experiéncia. Desta forma, ao concluir a experiéncia de ensino,

0s objetivos de aprendizagem da unidade de Probabilidade deveriam estar abordados tendo
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a professora a responsabilidade de trabalhar mais pratica com a turma antes de aplicar os seus

testes de avaliagdo sumativa.

Por ultimo, o teste diagndstico e o teste de avaliacdo permitiram obter informacdo antes
e apés a aplicacdo das tarefas com apoio ao Geogebra, revelando resultados das
aprendizagens alcancadas e, portanto, servindo para a professora da turma ter uma viséo das

aprendizagens a reforcar nas préaticas.
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Capitulo 6

ANALISE DE DADOS

Neste capitulo apresento a anélise dos dados recolhidos na experiéncia de ensino. A
analise tem por base as resolugdes escritas dos alunos nas tarefas, como também as suas
representacdes graficas geradas com o Geogebra no trabalho exploratério, e transcri¢es de

discussoes coletivas em sala de aula.

A andlise esta orientada para identificar as aprendizagens evidenciadas pelos alunos
quanto aos conceitos de Probabilidade trabalhados e ao modo como o Geogebra contribuiu
para estas aprendizagens. Comeco por me referir as aprendizagens dos conceitos
probabilisticos, considerando as resolugdes de questdes especificas para cada conceito, de
modo sequencial desde a primeira tarefa (tarefa diagnostico) até a Gltima tarefa (tarefa de
avaliacdo), tentando observar o percurso dos alunos no que respeita a essas aprendizagens.
Para tal efeito, a analise das aprendizagens foi organizada em trés grupos de conceitos:
conceitos associados a aleatoriedade, conceitos associados ao espaco amostral e conceitos
associados aos significados classico e frequencista de probabilidade e a sua relacdo com a
equiprobabilidade.

Por fim, analiso os contributos do Geogebra como recurso de trabalho na sala de aula,
focando-me nas suas potencialidades e limitacbes para a aprendizagem dos conceitos

probabilisticos.
6.1 Aprendizagem de conceitos probabilisticos

6.1.1 Conceitos associados a aleatoriedade: experiéncias aleatérias, experiéncias
deterministicas variabilidade, acaso, incerteza, sorte.

O conceito de aleatoriedade foi um conceito avaliado no teste diagndstico e no teste de
avaliacdo, e trabalhado nas tarefas 1, 2 e 3 com recurso ao Geogebra. Para isso, analisaram-

se questdes que aludem a presenca da aleatoriedade, embora outros conceitos como

81



variabilidade, incerteza e acaso tenham surgido espontaneamente das resolucGes de alguns

alunos para se referirem a aleatoriedade em termos coloquiais.

Com a tarefa diagnostico pretendia observar se os alunos eram capazes de identificar a
aleatoriedade em sequéncias de acontecimentos equiprovaveis, como a extracdo de bolas de
uma caixa. Quanto as tarefas com o Geogebra, os alunos simularam o lancamento de dois
dados e extracdes de bolas numeradas de duas caixas, pretendendo que estes observassem e
identificassem o0 comportamento aleatério de acontecimentos, no estudo da
equiprobabilidade, assim como também identificassem experiéncias associadas a um mesmo
modelo probabilistico, isto €, experiéncias onde € possivel estabelecer uma relacdo biunivoca
entre os elementos dos seus espacos amostrais. Finalmente, o teste de avaliagdo, para além
de avaliar os objetivos anteriores, pretende ver se o aluno é capaz de identificar experiéncias

aleatdrias e deterministicas, diferenciando-as.

No teste diagnostico, quando questionados sobre qual a sequéncia mais provavel de um
conjunto de sequéncias aleatorias, a maioria dos alunos respondeu de forma incorreta. Alguns
alunos fundamentam os seus raciocinios no conceito classico de probabilidade e nédo
consideram a aleatoriedade, como é o caso de Filipa cuja resposta apresento na figura

seguinte.

X

[a sequéncia é a 111, dado que sdo s6 dois objetos, duas possibilidades, e cada possibilidade tem 1/2, 0.5,
50% de possibilidade de ser escolhido, como sucede com esta frequéncia]

Figura 6.1. Resolugéo de Filipa. TD. Q4

Para a aluna, a sequéncia Il € a mais provavel dado que tem o0 mesmo nimero de bolas
amarelas e de bolas vermelhas, o que Ihe permite decidir em optar por esta sequéncia como
a mais provavel baseado no seu conceito classico de probabilidade, o qual € evidenciado com
trés representacdes simbolicas para se referir ao mesmo conceito. No entanto, Filipa comete
um erro, dado que o seu raciocinio evidencia que para ela qualquer sequéncia deve manter
as proporcdes de probabilidade (assumindo a defini¢do classica), quando na realidade néo

tem que ser assim dado a carater aleatorio da experiéncia.
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Outros alunos, apesar de considerarem a presenca da aleatoriedade utilizando termos
como variabilidade e acaso, responderam também incorretamente, pois associaram-lhe
significados caraterizados pela presenca de padrfes ndo estritamente corretos, de que é

exemplo a resposta de Tiago (fig. 6.2).

Lo ﬂ Va Jue hoy mas variabilided €nNlie el Color de los
/l - / -
t;(_ /..‘h:

[a sequéncia I1, dado que tem mais variabilidade entre a cor das bolas]
Figura 6.2 Resolugéo de Tiago. TD. Q4

Desta justificagdo podemos inferir que Tiago recorre ao termo “variabilidade” como
propriedade da aleatoriedade, associando-lhe a variabilidade de um padrdo de alternancia
entre a cor das bolas, sendo esta alternancia o que esteve na base da sua op¢éao pela sequéncia

mais provavel.

Os restantes alunos, ainda que poucos, evidenciam aprendizagens corretos sobre a

aleatoriedade, como é o caso de Margarida (fig. 6.3) que alude ao termo “acaso”.
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[todas as sequéncias sdo igualmente provaveis porque estamos a falar de um acontecimento do acaso, e 0
acaso é 100% imprevisivel]

Figura 6.3. Resolucdo de Margarida. TD. Q4

No caso da Margarida, a aluna considera que todas as sequéncias de extracdo de bolas
sdo igualmente provaveis pois “o acaso” domina e, como tal, a ordem de extracao das bolas

ndo importa, carateristica que alude ao conceito de aleatoriedade.

Ao explorarem as primeiras tarefas apoiadas pelo Geogebra, a maioria dos alunos
continuou tendo dificuldades em identificar a aleatoriedade, como se evidencia nas tarefas 1
e 2. Estes alunos associam ainda significados caraterizados pela presenca de padrdes nem
sempre corretos quando realizam uma experiéncia aleatoria um nimero pequeno de vezes,

situacdo frequentemente designada por ‘lei dos pequenos nimeros’.
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Por exemplo, Tiago e Simao, na T1.Q1, afirmam que os resultados obtidos na simulacéo
eram os esperados por terem coincidido com os tedricos, em que as somas de 0ito e nove séo

as mais provaveis de sair.

. ‘ ; ———
<»‘,/ o Wﬂ/ s (omL)vmm)zqz; qt“\” forman € o 7(

1 oo vaviedaA db resviados.

[sim, porque existem mais combinacfes que formam 8 ou 9 do que 11. Houve variedade de dados]
Figura 6.4. Resolucdo de Tiago e Simé&o. T1.Q1

Esta argumentacdo de Tiago e Simdo é considerada incorreta, dado que ndo tem
necessariamente que sair as somas das pintas de oito e nove em maior quantidade do que a
soma de onze, isto devido ao carater aleatorio da experiéncia, evidenciando que estes alunos
tém uma concecdo errada de que as probabilidades tendem a permanecer inalteraveis desde
as primeiras repeticbes de uma experiéncia, se calhar porque ndo tém ainda esclarecido o

papel da aleatoriedade.

No que respeita a identificacdo da aleatoriedade para estudar a equiprobabilidade de
acontecimentos, também se verificaram incorre¢@es associadas a presenca de padrdes, como
se observa na resolucdo da questdo T2.Q1 (fig. 6.5) de Rosa e Fabio, considerando o dado

equilibrado apds simular o seu langamento uma pequena quantidade de vezes.

Si o6 equilibado porgue los . qelativas mo se @piliecon mucho e

W Solo nGmero,

[sim, esta equilibrado porque as frequéncias relativas ndo se repetiram muito num s6 nimero]

Figura 6.5. Resolucdo de Rosa e Fabio. T2. Q1.

Para Rosa e Fabio, o facto de “as frequéncias relativas ndo se repetirem muito num so6
nimero” revela a sua ideia dos nimeros do dado (acontecimentos elementares) manterem
frequéncias iguais e, portanto, serem equiprovaveis. No entanto, Rosa e Fabio néo
consideraram a possibilidade de poderem ter obtido diferentes resultados na distribuigéo das
frequéncias se tivessem feito a simulagdo novamente para 0 mesmo numero de langamentos,
e também ndo consideram que precisam de fazer mais repeticbes da experiéncia para
tomarem a decisdo sobre equiprobabilidade dos acontecimentos, dificuldades devidas

novamente a desconhecer o papel da aleatoriedade.
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Tal como no teste diagndstico, apenas alguns alunos foram capazes de identificar a
aleatoriedade antes da sua formalizac¢&o, como é o caso de Dadiva e Ana que, na sua resolucéao
da questdo T1. Q5 referente & possibilidade de saberem com antecipa¢do o resultado do

oitavo lancamento de dois dados, aludem a aleatoriedade como “sorte”.

Plecle ¢y \Q Sy,

[N&o, ndo se pode predizer a sorte]
Figura 6.6. Resolucdo da Dadiva e a Ana.T1. Q5

Neste contexto, para Dadiva e Ana, a aleatoriedade esta associada a uma carateristica de
certos acontecimentos sobre o0s quais ndo é possivel prever o resultado. Desta forma, estas
alunas, a partir das suas experiéncias quotidianas envolvendo a sorte, sdo capazes de

identificar experiéncias onde esta presente a aleatoriedade.

Durante a discussdo da tarefa 1 surgiram outras nogdes associadas ao conceito de

aleatoriedade, utilizando termos como incerteza e variavel.

Investigador: qual a diferenca para vocés entre acaso e probabilidade? Ou sera que ambos 0S
termos significam 0 mesmo?

Jodo: acaso é ndo saber 0 que vai acontecer, € ter incerteza de algo.

Ana: S&o coisas que ndo seguem um padrdo. E o resultado de algo que pode ter muitos
resultados.

Investigador: muito bem. E sera que é 0 mesmo acaso e aleatoriedade?

Jodo: é 0 mesmo.

Diogo: aleatoriedade é uma carateristica de algo que tem probabilidade.

Investigador: quando diz que tem probabilidade a que se refere?

Diogo: tenho certa quantidade de casos delimitados, e é quando a experiéncia é aleatoria
que eu posso distinguir esses casos e, portanto, eu posso definir a probabilidade.

Neste didlogo podemos evidenciar dois aspetos. Por um lado, quanto ao conceito de
aleatoriedade, alguns alunos como Diogo manifestam a ideia que a probabilidade é uma
consequéncia da aleatoriedade e, portanto, nesta visdo podemos definir a probabilidade s6
para experiéncias aleatorias. Esta argumentagdo parcialmente incorreta de Diogo é devida a
ter ja trabalhado o conceito de probabilidade classica em anos, tal como o permite confirmar
uma das suas resolugdes que apresento mais adiante (fig. 6.32), mas se calhar ndo tem

percebido ainda que a probabilidade também pode-se calcular para experiéncias
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deterministicas. Por outro lado, existem alguns alunos que incorretamente consideram a
aleatoriedade e 0 acaso como sinénimos, como é manifestado, por exemplo, na resposta dada
por Jodo. Possivelmente, para Jodo, esta interpretacdo € devida a semelhanca que tém ambos
0s conceitos ao partilharem algumas propriedades como a incerteza, salientada na

intervencdo de Ana.

A discusséo da tarefa 2, por seu lado, permitiu observar que alguns alunos, ainda que
considerassem a incerteza como carateristica das experiéncias aleatdrias, mostraram nao
considerarem outras carateristicas como a “lei dos grandes numeros”, tal como se evidencia

no dialogo com Dadiva.

Tiago: se sai 0 mesmo numero ndo esta equilibrado o dado.

Dadiva: seria isso algo aleatério?

Investigador: a experiencia de langar um dado é aleatoria, turma?

Dadiva: pode ser possivel que eu atire o dado dez mil vezes e saiam dois em todos 0s
langamentos, mas se calhar no langamento dez mil e um saia outro nimero.

Deste dialogo, referente a discussao prévia sobre equiprobabilidade, observamos que
Dédiva, na ultima linha do dialogo, associa corretamente a aleatoriedade a uma carateristica
de certo tipo de experiéncias, como o langamento de um dado equilibrado, onde ndo se pode
saber 0 nimero da face a sair num lancamento particular. No entanto, também se interpreta
que ela ndo identifica que numa experiéncia aleatdria, obter sucessivamente dez mil vezes
um mesmo resultado € uma situacdo nao suportada pela lei dos grandes nimeros, carateristica

das experiéncias aleatorias.

Apos a formalizacdo do conceito de aleatoriedade desenvolvida pelo professor junto com
os alunos, onde se enfatizaram as carateristicas que apresentam as experiéncias aleatorias e
as experiéncias deterministicas, a turma toda trabalhou a tarefa 3. Nesta ocasido os alunos
foram desafiados a realizar experiéncias aleatérias tais como: o lancamento de dois e trés
dados, e a extracdo de bolas de duas caixas. A partir da simulacdo com o Geogebra da
experiéncia aleatéria do lancamento de dois dados, todos os alunos foram capazes de
identificar experiéncias associadas a um mesmo modelo probabilistico, interiorizando esta
aprendizagem sem problema, como por exemplo evidencia a resolu¢édo de Vanuza e Charol

na figura seguinte.
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[cada dado representa uma caixa. Também, cada face do dado representa o nimero que possui cada bola
dentro da caixa]

Figura 6.7. Resolugédo de Vanuza e Charol. T3.Q10

As alunas identificaram que 0 modelo de caixas contendo seis bolas numeradas de 1 a 6
também permite representar um dado de seis faces, podendo-se interpretar que ambas as
alunas séo capazes de fazer conexfes entre objetos de diferentes contextos a partir da
identificacdo um a um dos elementos que os comp&em, neste caso 0s numeros das faces do

dado e as bolas da caixa.

Além disso, nas tarefas a seguir observou-se que os alunos ja ndo tiveram dificuldades
em diferenciar experiéncias aleatorias e deterministicas, mantendo esta aprendizagem até o
final da experiéncia de ensino, como evidencia a resolugéo de Laura (fig. 6.8). No entanto,
ainda uma parte significativa da turma apresenta dificuldades para recorrer ao conceito de
aleatoriedade na identificacdo de sequéncias equiprovaveis. O anterior é evidenciado nas

resolucdes das figuras 6.9 e 6.10.
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[aleatoria, porque eles ndo viram o que tomavam, ... Nao sabiam o que lhes ia sair]

Figura 6.8. Resolucdo de Laura. TA.Q4a
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[a sequéncia Il, teoricamente 1/2 = 0.5, a probabilidade de cada uma é 50%. No entanto, na sequéncia Il s6
saiu a amarela, o qual € muito pouco provével]

Figura 6.9. Resolucdo de Ana. TA.Q4b
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[todas sdo igualmente provaveis, dado que obter qualquer sequéncia tem probabilidade 1/1024 de acontecer]

Figura 6.10. Resolugéo de Johan. TA.Q4b

87



No caso da resolucdo de Laura, ela utiliza a frase “ndo sabiam que Ihes ia sair”, aludindo
a incerteza como propriedade da aleatoriedade para justificar a sua resolucéo e dessa forma
identificar que a experiéncia é aleatdria e ndo deterministica. Por seu lado, as resolucdes de
Ana e Johan evidenciam que alguns alunos recorrem a mecanizagéo para justificar as suas
resolucdes, de forma incorreta no caso de Ana e correta no caso de Johan. No caso de Ana,
o fato das cores das bolas estarem distribuidas na sequéncia em percentagens muito distintas,
leva-a a dar uma resposta desligada do contexto do enunciado e apoiada na probabilidade
classica. No caso de Johan, ainda que utilize corretamente a regra de Laplace e a regra do
produto para inferir mediante calculos probabilisticos que todas as experiéncias sdo
igualmente provaveis, recorre igualmente a técnicas de forma mecénica, podendo ter evitado
trabalho se tivesse identificado que todas as sequéncias eram igualmente provaveis pelo fato

de a experiéncia ser aleatoria.

Resumindo, pode-se considerar que a maioria dos alunos no inicio da experiéncia de
ensino tinha um conceito de aleatoriedade associado a padrdes onde dominava um conceito
incorreto de ‘lei dos pequenos numeros’, e uma utilizagdo descontextualizada do conceito de
probabilidade classica e alguns termos como variabilidade e incerteza. No entanto, 0s
restantes alunos aludem corretamente a termos como acaso e sorte, e ao calculo de
probabilidade classica para identificar corretamente a aleatoriedade em diversas situacdes. A
medida que se avancou na exploracdo das tarefas e sua discussdo, todos os alunos foram
capazes de identificar experiéncias aleatorias e deterministicas, como também identificar
experiéncias aleatorias associadas a um mesmo modelo probabilistico. No entanto, a
formulagdo de padrdes iniciais incorretos, associadas a identificacdo de sequéncias aleatorias
equiprovaveis e a identificacdo da aleatoriedade em acontecimentos equiprovaveis,
permaneceram até o final da experiéncia de ensino na maioria dos alunos, guiados pelas suas
crencas quotidianas e calculos probabilisticos desligados do contexto do enunciado, em vez
de refletir sobre a natureza aleatoria da tarefa. Estes resultados evidenciam as dificuldades
do aluno para fazer conexdes entre o conceito de aleatoriedade e outros conceitos ligados a
probabilidade, possivelmente devido a ser a aleatoriedade de um conceito mais abstrato em
relacdo ao conceito de probabilidade, o qual podem associar a um nimero possivel de obter

usando regras usadas de modo mecanico.
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6.1.2 Conceitos associados ao espago amostral: casos favoraveis, casos possiveis
acontecimentos, tipos de acontecimentos (disjuntos, complementares, provavel, certo,

impossivel).

Em todas as tarefas, a excecdo da tarefa 5, foram trabalhados conceitos basicos que a
teoria de conjuntos comumente aborda, por vezes assumindo nomes distintos na linguagem
probabilistica, mas referidos a0 mesmo objeto matematico. Desta forma, os conceitos
analisados nesta sesséo correspondem a conceitos referentes a estrutura do espaco amostral

e algumas relacdes matematicas que se estabelecem entre estes.

a) Casos favoraveis, casos possiveis e acontecimento

Os conceitos de casos favoraveis, casos possiveis e acontecimentos foram os primeiros
trabalhados com os alunos, sendo a tarefa 1 a mais relevante para a sua introducéo, embora
as outras tarefas permitam consolidar e avaliar as aprendizagens destes conceitos. Com a
aplicacdo do teste diagnéstico esperava identificar as no¢des que os alunos tinham destes
conceitos. Posteriormente, a partir da exploracdo de simulacGes com o Geogebra, esperava
que eles desenvolvessem a capacidade de determinar casos possiveis, casos favoraveis e
acontecimentos, como também estabelecer relacfes entre estes conceitos a medida que a

repeticdo da experiéncia se realiza em maior nimero.

O teste diagnostico permitiu observar que inicialmente a maioria dos alunos nao tinham
conhecimento dos termos casos favoraveis e casos possiveis, deixando sem resposta a
questdo TD.Q5 referente a experiéncia de lancamento de dois dados, onde se pedia para
identificarem os casos favoraveis correspondentes ao acontecimento “obter trés como
namero maior”. Embora os outros (poucos) alunos tenham feito referéncia a estes dois
conceitos, a maioria determina incorretamente 0s casos favoraveis e 0s casos possiveis, como

se observa nas resolucdes da TD.Q5, apresentadas nas figuras seguintes.
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[tém-se 2 dados = 12 faces possiveis]
Figura 6.11. Resolugédo de Pedro.TD. Q5
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Figura 6.12. Resolucéo da Margarida.TD.Q5
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[Casos favoraveis: (3,3); (3,2); (3,1)]
Figura 6.13. Resolugdo do Simdo.TD. Q5

Nas resolucdes associadas a esta questdo, quase todos os alunos utilizaram linguagem
simbolica para representar os casos favoraveis na forma de pares ordenados, embora 0s casos
possiveis ndo tenham sido enunciados explicitamente, mas apenas referidos no seu total,
como se observa na resolucdo incorreta de Pedro. Este aluno, para além de responder sem
fazer ligacdo ao contexto da questdo, apresentando apenas o calculo da probabilidade, assume
incorretamente que 0s casos possiveis da experiéncia sao doze, correspondentes a quantidade
total de faces dos dois dados, transformando assim uma experiéncia composta numa simples.
Esta dificuldade de Pedro pode evidenciar falta de trabalho com experiéncias compostas, ou
falta de compreenséo sobre quando se deve aplicar a regra do produto. No caso de Margarida,
a aluna considera corretamente a ordem de saida dos nimeros, elaborando para isso um
diagrama em arvore, ao contrario de Simdo e de outros alunos que, ainda que manifestem
conhecer o conceito de casos favoraveis, ndo consideram a ordem de langamento dos dados,
levando-os a identificar menos casos favoraveis do que os devidos. Os restantes alunos
utilizam linguagem verbal, mas seguindo 0s mesmos raciocinios de Pedro ou Siméo, isto é,

revelando algumas dificuldades para determinarem casos favoraveis e possiveis.

A partir da tarefa 1, todos os alunos tiveram oportunidade de explorar com o Geogebra
a experiéncia do lancamento de dois dados, com o objetivo de introduzi-los aos conceitos de
casos favoraveis, casos possiveis e acontecimento. Com o trabalho desta tarefa identificou-
se novamente a dificuldade anteriormente manifestada por Pedro, sendo que s apenas alguns
alunos mostraram saber determinar 0s casos possiveis com experiéncias compostas, como

Déadiva e Ana ao responderem a questdo T1.Q4.
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[72, tera possibilidade maior (o dobro) de aparecer]
Figura 6.14. Resolucdo de Dadiva e Ana.T1.Q4

Nesta resolucdo de Dadiva e Ana é importante salientar que quando consideram 72
lancamentos, as alunas reconhecem 36 como uma possivel resposta, evidenciado ao usarem
a expressao “72 tera possibilidade maior (o dobro)”. Para estas alunas ¢ necessario lancar os
dados pelo menos 72 vezes, sendo o dobro de trinta e seis, que é o nimero de casos possiveis
da experiéncia, o que evidencia gque estas alunas nao sé sabem o significado e como calcular
casos possiveis, mas também consideram a aleatoriedade desses resultados ao assumir que
lancar s6 36 vezes os dados as condiciona a obter em cada langamento um resultado possivel,
que € muito pouco provavel em comparacdo as 72 vezes, onde poderiam obter diversas

configuracBes na distribuicdo das frequéncias e ainda assim obter todos 0s casos possiveis.

Apbs o trabalho na tarefa 1, todos os alunos foram capazes de determinar casos
favoraveis de acontecimentos simples e compostos, tal como evidenciam as suas resolucoes

nas tarefas seguintes, mas também o excerto seguinte da discusséo da tarefa 1.

Investigador: simulando a experiéncia do langamento de dois dados com “n = 20”
obtiveram todos os resultados das somas possiveis?

Patricia: sim

Marta: ndo, nés néo.

Investigador: qual acham ser a causa de ter acontecido que alguns sim e outros nao?

Diogo: cada numero tem diferentes probabilidades de acontecer, alias, ndo € o mesmo obter
um sete e obter um dois. O dois vocé o pode obter s6 de uma forma, um no primeiro
dado e um no segundo dado, enquanto que sete pode ser obtido com um dois e um
cinco, quatro e trés, etc.

Nesta discussdo, Diogo evidencia reconhecer casos favoraveis para distintos
acontecimentos para justificar o porqué de Patricia e Marta ndo obterem todos os resultados

possiveis das somas das pintas das faces do dado.

Da mesma forma, os outros alunos mostraram ter compreendido o conceito de casos
favoraveis e casos possiveis, determinando-os nas experiéncias das tarefas seguintes, como
evidenciam as resolucdes a seguir, referentes ao jogo batalha naval e a uma tarefa de

avaliacdo.
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Figura. 6.15. Resolucdo de Rosa e Fabio.T3.Q1
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Figura 6.16. Resolucdo de Antonio e Marcosos.T3.Q4

[calcula-se dividindo os casos favoraveis pelos possiveis ( )]
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Figura 6.17. Resolucdo de Filipa. TA.Q3

Por um lado, Rosa e Fabio aludem a expressdo “quadrados que os barcos ocupam” para
se referirem aos 14 casos favoraveis correspondentes a acertar em algum barco do jogo, e a
“quadrados que o mar ocupa” para se referirem aos 100 casos possiveis da experiéncia
aleatdria, e usam estes conceitos para uma primeira aproximacao ao calculo da probabilidade
classica. No caso de Anténio e Marcos, no que se refere a questdo T3.Q4 que visava a
inferéncia da regra de Laplace, eles também sdo capazes de determinar casos favoraveis e
possiveis, destacando explicitamente como conceitos necessarios para o calculo da
probabilidade. A resolucdo de Filipa na tarefa de avaliacdo, exemplificativa da dos outros
alunos, e referente a dados de meios de transporte utilizados para a deslocacdo ao trabalho
representados em Diagramas de Venn, confirma a aprendizagem do conceito de casos
favoraveis e casos possiveis no final da experiéncia de ensino. Filipa € capaz de identificar
acontecimentos atraves das representagdes em diagramas de Venn, podendo usar a
informacdo proporcionada por estes para determinar corretamente os casos favoraveis do
acontecimento A: “os trabalhadores usam sé autocarro”, como também os casos possiveis da

experiéncia, e usar estes para calcular a probabilidade de um acontecimento.
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Cabe salientar que alguns alunos revelaram dificuldades iniciais para diferenciar entre
casos possiveis e acontecimentos quando a experiéncia aleatoria era composta, como permite
evidenciar a discusséo da tarefa 1.

Investigador: qual a diferenca entre casos possiveis e acontecimentos?

Dadiva: para mim a diferenga entre 0s casos possiveis e 0s acontecimentos € que uns sao
mais propensos que outros. Por exemplo, oito é mais propenso a ser um
acontecimento, pois tem mais formas de se obter esse resultado em comparagéo com
outros como o dois.

Diogo: 0s casos possiveis e 0s acontecimentos para mim € o mesmo, sdo os resultados
possiveis que se podem definir da experiéncia, e para cada um destes resultados se
pode obter certos casos favoraveis.

Do dialogo anterior interpreta-se que para Dadiva 0 conceito de acontecimento esta
associado (sendo sinébnimos) ao conceito de ‘mais provavel’, pois para ela o acontecimento
ndo é um qualquer subconjunto do espaco amostral, mas sim os subconjuntos com maior
probabilidade. No caso de Diogo e grande parte dos alunos, os conceitos acontecimento e
casos possiveis também sdo sindnimos, possivelmente por terem trabalhado s6 com
experiéncias simples, como por exemplo o lancamento de um dado, nas quais 0 numero de
acontecimentos (obter um, obter dois, ..., obter seis) coincide com 0s casos possiveis
(1,2,3,4,5,6), manifestando assim dificuldade com a linguagem formal dos termos
matematicos. No entanto, tal como foi salientado em paragrafos anteriores, apds a
formalizacdo da tarefa 1 todos os alunos foram capazes de determinar casos possiveis, casos

favoraveis, acontecimentos, quer sendo a experiéncia simples quer sendo composta.

Por outro lado, é importante assinalar o contributo da questdo T1.Q8, onde os alunos
foram desafiados a abordar a no¢éo da lei dos grandes nimeros, podendo estabelecer uma
relacdo entre os acontecimentos e 0 numero de repeti¢cbes de uma experiéncia, tal como se

mostra na resolucdo da figura seguinte.

Si, porque en el oroblema G-7 hicimos g9
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[sim, porque no problema 6-7 fizemos 900 langcamentos, o qual aumenta mais as probabilidades de conseguir
mais resultados, diferentemente do problema 2-3 no qual obtivemos muitos resultados que néo apareceram]

Figura 6.18. Resolucéo de Pedro e Kévim. T1.Q8

93



Pedro e Kévim, a semelhanca dos restantes alunos da turma, inferem com ajuda das
simulagdes realizadas com o Geogebra, que quanto mais repeti¢oes da experiéncia realizarem
maior serd a probabilidade de obter todos os acontecimentos associados & experiéncia,
justificando assim porque para 10 e 20 repeti¢cBes ndo obtiveram todos os acontecimentos,

enguanto que para 900 lancamentos sim.

b) Tipos de acontecimentos: disjuntos, complementares, certos, impossiveis, mais

provaveis e igualmente provaveis.

A analise destes conceitos foi orientada para dois aspetos: identificar se os alunos eram
capazes de inferir as relacbes matematicas de igualdade associadas a acontecimentos
disjuntos, ndo disjuntos e complementares, e classificar tipos de acontecimentos a partir do
valor numérico de probabilidade ou da representacdo do acontecimento em diagramas de

Venn.

No inicio da experiéncia de ensino, o teste diagndstico (TD.Q6) permitiu evidenciar que
todos os alunos, a excecdo de Laura, ndo reconhecem os conceitos de acontecimentos
disjuntos e complementares, deixando sem resposta a questdio ou manifestando
explicitamente que ndo conheciam esses termos. Por exemplo, Anténio manifesta “ndo sei a
que se refere” e Afonso salienta “ndo o vi em oitavo nem nono ano”, evidenciando desta
forma ser a primeira vez que se confrontam com os termos. No caso de Laura, embora saiba
enunciar a definigdo tedrica dos conceitos de acontecimentos disjuntos e complementares, as
suas respostas (fig. 6.19, fig. 6.20) referentes a identificacdo de acontecimentos disjuntos e
complementares, respetivamente, revelam que a aluna ndo estabelece conexao com os dados

do enunciado, os quais sdo probabilidades numéricas dos acontecimentos A e B.
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- pT— - [séo porque ndo tem elementos em comum, entdo
[sim, porque n&do tém elementos em comum] se complementam]

Figura 6.19. Resolugéo de Laura.TD.Q6a Figura 6.20. Resolucédo da Laura. TD.Q6b

Laura ndo relaciona o conceito de acontecimentos disjuntos com a propriedade da
probabilidade para a unido de acontecimentos (P(A UB)=P(A)+ P(B)), limitando-se a
enunciar uma definicdo carente de sentido no contexto da questdo, o que a conduz a uma

resposta errada. Além disso, da justificacdo para acontecimentos complementares (figura
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6.20), pode-se interpretar que para Laura todo par de acontecimentos disjuntos serdo também
complementares, o que é incorreto, manifestado por ela possivelmente devido ao uso que se

lhe da ao termo ‘complemento’ na vida quotidiana.

Apds a exploracao da primeira parte da tarefa 3, onde os alunos foram desafiados a inferir
a regra de Laplace, estes realizaram simula¢bes do lancamento de dados para classificar
acontecimentos em certos, impossiveis, mais provaveis e equiprovaveis nas questdes
T3.Q11, T3.Q12, T3.Q13 e T3.Q14, referentes a extracdo de bolas de duas caixas. As
resolucdes evidenciaram que todos os alunos sdo capazes de classificar acontecimentos
olhando para o valor de probabilidade classica. Em particular, nas suas resolugdes, a maioria
dos alunos identifica que basta olhar para os casos favoraveis, pois apercebem-se
corretamente que os acontecimentos aludem a mesma experiéncia, e , portanto, 0s casos
possiveis sdo 0s mesmos, dependendo o valor de probabilidade s6 dos casos favoraveis, como

se observa nas resolucgdes a seguir.

oy mis qsibilidodes ce qe & ma < #

DO 'Lf h'l\/ m i3 O \l) Con 3 PAYQ gOtener  esiq SNy

[h& mais possibilidades que a soma seja 4 porque hd mais opcdes para obter esta soma]
Figura 6.21. Resolucdo de Margarida e Esther.T3.Q11
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[ambos os ndmeros tém a mesma probabilidade porque tém a mesma quantidade de combinaces]
Figura 6.22. Resolucdo de Filipa e Isabel. T3.Q12
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[ndo se pode. O minimo que se pode obter é 2. A soma de 1 ndo possui casos favoraveis]
Figura 6.23. Resolugdo de Antonio e Marcos.T3.Q13

No caso da resolugdo de Margarida e Esther, as alunas evidenciam que a soma de quatro
é mais provavel que a soma de onze, aludindo a que a soma de quatro tem “mais opgoes”
para se referirem aos casos favoraveis da soma de quatro (1-3, 3-1, 2-2), em comparagdo com
0s casos favoraveis para a soma de onze (5- 6, 6-5). Por seu lado, Filipa e Isabel, referindo-
se a acontecimentos de obter somas de oito e seis, usam o termo “mesma probabilidade” para

aludir a acontecimentos equiprovaveis, fundamentando a sua argumentacdo no facto dos
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acontecimentos “terem a mesma quantidade de combinagdes”. Por tltimo, Antoénio e Marcos
recorrem a frase “Nao se pode” para se referir ao acontecimento “obter uma soma de um”

como um acontecimento impossivel.

Com a discussdo da tarefa 3 os conceitos de acontecimento impossivel, acontecimento
certo, acontecimento mais provavel e equiproprovavel acabaram por se formalizar, sendo
capazes os alunos de dar exemplos concretos de acontecimentos, tal como evidencia, por

exemplo, o dialogo a seguir.

Investigador: quanto é o valor minimo que pode ter a probabilidade de um acontecimento?
Diogo: zero, pois seria quando ndo ha casos favoraveis.

Investigador: e quando pode acontecer isto? Alias, para que tipo de acontecimentos?
Diogo: para o conjunto vazio, pois ndo tem elementos, portanto, é impossivel que aconteca.

Do dialogo observa-se que Diogo identifica que qualquer acontecimento com
probabilidade igual a zero serd um acontecimento impossivel, aludindo para isso a

acontecimentos que ndo tém casos favoraveis, como o conjunto vazio.

A tarefa 4 continua o trabalho com tipos de acontecimentos, mas desta vez desafiando
os alunos a explorar propriedades dos acontecimentos disjuntos e ndo disjuntos. Todos 0s
alunos evidenciaram ser capazes de inferir a regra de probabilidade para a unido de
acontecimentos disjuntos e a regra de probabilidade para acontecimentos complementares,
utilizando para isso o registo dos resultados de pelo menos duas simulagdes, correspondentes
a distintas posi¢des de dois conjuntos representados mediante diagramas de Venn. Os alunos
todos reconheceram que s6 com uma observacdo ndo seria suficiente para encontrar um

padréo, tal a como mostra o registro apresentado na figura a seguir.
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Figura 6.24. Resolucdo de Antdnio e Marcos. Tabela de registo de dados T4.
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Figura 6.25. Resolucéo de Antonio e Marcos. T4.Q3b

Na tabela observamos do lado esquerdo os dados registados para acontecimentos
disjuntos e do lado direito os dados registados para acontecimentos ndo disjuntos. Tanto
Antonio como Marcos evidenciam, depois de fazer duas simulagfes, que quando os
acontecimentos sdo disjuntos verifica-se a igualdade entre as probabilidades P(A U B) e
P(A) + P(B). No entanto, para inferirem uma relacdo entre estas probabilidades, no caso de
0s acontecimentos ndo serem disjuntos, precisaram de mais simulagdes para encontrar um
padrdo, chegando a inferir que a igualdade neste caso nao se cumpre (fig. 6.25), mas sim que
P(AUB)=P(A) + P(B) — P(ANn B), dado que P(A N B) > 0.

Os alunos que fizeram mais registos e, consequentemente, mais simulacdes,
evidenciaram ir mais além dos dados numéricos, como no caso de Tiago e Simao (fig. 6.26),
que identificam que a area associada ao nimero P(A N B) esta considerada tanto no nimero
P(A) como também no nimero P(B), pois ANBc A, AnB cB,e P(ANnB) > 0, pelo
que a soma P(A) + P(B) considera duas vezes o nUmero P(A N B), enquanto que 0 nUmero

P(A U B) s0 considera uma vez ao nimero P(A N B).

T e o,
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[néo, porque quando fazemos P(A U B) se conta s6 uma vez a interse¢do P(A N B), enquanto que P(4) +
P(B) considera as probabilidades de P(A U B) + P(A n B)]
Figura 6.26. Resolucéo de Tiago e Simdo. T4.Q3a

Assim, Tiago e Siméo, ao trabalharem com o Geogebra, inferem que a igualdade para
acontecimentos disjuntos ndo se mantém para o0s acontecimentos ndo disjuntos, partindo de
uma analise grafica, considerando as areas dos acontecimentos A,B,AN B,AU B como
probabilidades, tal como nas simulacbes com o Geogebra, mas sem recorrer aos dados

numericos da simulacao.

97



No caso da exploracdo dos acontecimentos complementares, os alunos todos chegaram
aigualdade P(A4) + P(A) = 1 sem dificuldades, observando que a propriedade néo depende
dos acontecimentos serem disjuntos, e inclusive alguns aludindo a Teoria de Conjuntos para
justificar, tal como Laura e Johan, que manifestam com as suas palavras que “P(A) e P(B)
vao ser o que lhe faltaa P(A) e P(B) respetivamente para ser 1”, podendo-se interpretar que

Laura e Johan identificam que a probabilidade do acontecimento universal é 1.

No final da experiéncia de ensino a maioria dos alunos utiliza corretamente a definicéo
para identificar acontecimentos disjuntos e complementares, quer usando linguagem
simbolica, quer graficamente, e inclusive alguns alunos (embora em menor numero)
recorram corretamente a propriedade de acontecimentos complementares P(A4) + P(4) = 1,
em vez de aludir a definicdo como igualdade entre a unido de dois acontecimentos e 0

acontecimento universal, o que ndo se tinha observado no teste diagnéstico. Por exemplo, no

T , . — 1
caso de Dadiva, como também acontece com Tiago Simao, a aluna refere que P(4) = = ©

14 ~ . .
P(B) = —, pelo que ndo se cumpre a propriedade de acontecimentos complementares,
30

concluindo que os acontecimentos ndo sdo complementares.

. L n 01 rO NeCs Wen L2
Ir .'r'i i el fall\anar 19 2wsnios mas pasa comp et Qs
s | Iy f b

(1) 1P(B) # 7

[n&o, ndo necessariamente o estudante serd mulher,

. [ndo, porque P(4) +~P(B) j .1] e faltariam 15 acontecimentos mais para
Figura 6.27. Resolucdo de Tiago e completar]

Siméo.TA.Qle Figura 6.28. Resolugéo da
Dadiva.T4.Q4c

A tarefa de avaliacdo permitiu evidenciar que apenas alguns alunos ainda mantém
incompreensdes sobre acontecimentos complementares, nomeadamente quando um
acontecimento é subconjunto do outro. E o caso da resolucéo de Pedro (fig. 6.29), em que se
pode interpretar que o aluno, mediante 0 esquema que apresenta, acha que sendo Z
subconjunto de A, torna os acontecimentos complementares. Neste contexto, para Pedro o
significado de acontecimentos complementares esta associado a um conceito intuitivo que

qualquer subconjunto (as partes) complementa o conjunto que o contém (o todo).
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Figura 6.29. Resolucédo do Pedro.TA.Q1

Resumindo, apds considerar as aprendizagens evidenciadas pelos alunos sobre conceitos
associados ao espaco amostral, pode-se afirmar que a abordagem com o Geogebra dos
conceitos de acontecimento, casos favoraveis e casos possiveis, permitiram os alunos
compreender 0s conceitos, podendo determinar casos favoraveis e casos possiveis de
acontecimentos e usar 0s mesmos para calcular probabilidades tedricas e classificar
acontecimentos equiprovaveis, mais provaveis e impossiveis. Inclusive, foram capazes de
estabelecer relagdes entre 0s casos possiveis e a lei dos grandes nimeros. Além disso, todos
os alunos foram capazes de inferir as relacdes de igualdade para acontecimentos disjuntos,
ndo disjuntos e complementares estipuladas para trabalhar na proposta de ensino, partindo da
exploracdo de probabilidades obtidas em simulagbes com o Geogebra, e usando-as para
classificar acontecimentos disjuntos e complementares em alguns casos. No entanto, um
namero pequeno de alunos ndo foi capaz de superar algumas das suas nog¢des intuitivas,
particularmente as relativas a acontecimentos complementares, considerando qualquer
subconjunto como complementar ao respetivo conjunto, mostrando dificuldade para
resolverem tarefas envolvendo acontecimentos complementares com base nas suas

propriedades formais.

6.1.3 Conceitos associados aos significados classico e frequencista de probabilidade e a
sua relacdo com a equiprobabilidade: probabilidade, probabilidade classica, probabilidade

frequencista, equiprobabilidade.

a) Probabilidade classica
O conceito classico de probabilidade foi um conceito trabalhado em todas as tarefas, a
excecdo das tarefas 1 e 2, e avaliado a partir do teste diagnostico e o teste de avaliagdo. Com

0 teste diagnostico esperava observar se os alunos ja tinham tido contato com o conceito
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formal da regra de Laplace ou se existia S0 uma nog¢do do conceito. Com as outras tarefas
esperava que os alunos inferissem a regra de Laplace para logo determinar a probabilidade
de acontecimentos elementares equiprovaveis, assim como também utilizar a regra para

identificarem equiprobabilidade de acontecimentos elementares.

O teste diagnostico revelou que a maior parte dos alunos apresenta uma noc¢do de
probabilidade atribuida a divisdo em partes iguais e, portanto, equiprobabilidade dos
acontecimentos elementares, como acontece por exemplo com Flor na sua resolucdo da

questdo TD. Q4, correspondente a identificar sequéncias igualmente provaveis.

Lon O Secwnten. Lrguw

n
(

[a sequéncia 3, porque a quantidade de vezes que tiraram ambas as bolas é a mesma]
Figura 6.30. Resolucgéo da Isabel. TD.Q4

Isabel responde incorretamente que a sequéncia de extracao de bolas mais provavel é a
terceira, dado que o nimero de bolas vermelhas é igual ao nimero de bolas amarelas,

possivelmente aludindo a sua experiéncia quotidiana com o calculo de percentagens.

Por outro lado, alguns alunos, embora poucos, tal como o Diogo, evidenciaram ter tido

contato com a regra de Laplace antes de comecar o trabalho com as tarefas do Geogebra.

[todos tém a mesma probabilidade, dado que cada vez que se tira uma bola existe 1/2 de que seja vermelha e
1/2 de que seja amarela, por tanto, em 10 extracdes se tem 2% de probabilidade para qualquer caso]
Figura 6.31. Resolugédo de Diogo. TD.Q4

Diogo utiliza a regra de Laplace para calcular a probabilidade de sair a cor de bola
vermelha e a probabilidade de sair a cor de bola amarela, ap6s isso aplica a regra do produto

e obtém as probabilidades das trés sequéncias, aludindo que as trés sequencias tém a mesma

. , 1
probabilidade porque os calculos levam ao mesmo valor que é —

210"

Com a tarefa 3, referente ao jogo da ‘batalha naval’ e a experiéncias de langamentos de

dois e trés dados, trabalhou-se a exploragdo do conceito classico de probabilidade. As
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questdes T3.Q1 e T3.Q3 foram de muita importancia, evidenciando que nas resolugdes da

maioria dos alunos permanece um conceito de percentagem associado ao calculo de

probabilidades, como mostram as figuras a seguir.

| =1

O e TISrR

[tem mais possibilidade acertar no mar dado a quantidade de quadradinhos que tem]
Figura 6.32. Resolucdo de Kévim e Pedro. T3.Q1

~
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[as possibilidades de acertar no barco A, B, ou portavioes]
Figura 6.33. Resolucdo de Antdnio e Marcos. T3.Q3

Kévim e Pedro, partindo da quantidade de ‘quadradinhos’ dos barcos, determinam uma
percentagem, a qual associam ao valor de probabilidade de acertar em algum barco, facto
que é também salientado, explicitamente, com a resolucdo de Anténio e Marcos, fazendo

referéncia ao significado das fragdes calculadas na questdo T3.Q2 como probabilidades,

mesmo sem conhecer a regra de Laplace.

A partir da sequéncia das questdes T3.Q2, T3.Q3, T3.Q4, T3.Q5 e T3.Q6, os alunos
todos puderam inferir a regra de Laplace, proporcionando respostas como a da figura a seguir,

referida a uma forma geral de calcular a probabilidade em termos de ny N.

4
L G_/«'oz/-chclm m

‘wuvos/ol/klr:\-/a(«‘}’l /\/

[quadrados n

quadrados N
Figura 6.34. Resolucdo de Rosa e Fabio.T3.Q7

Rosa e Féabio aludem aos termos “quadrados n” e “quadrados N para se referirem a casos

favoréveis e a casos possiveis respetivamente, mas ndo a que estes ‘quadrados’ devam de ter

‘0 mesmo tamanho’, isto €, sejam equiprovaveis.

Ainda que nenhum dos alunos tenha explicitado esta condigdo nas suas resolucdes, isso

foi explicitado na discussao da tarefa 3:
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Investigador: Em geral, para um barco A de dimenséao n, o qual estd no mar/agua de dimensao
N, como calculas a probabilidade do teu adversario acertar no barco A?, sendon e N
nameros inteiros.

A turma toda: n a dividir por N.

Investigador: concordam todos?

A turma toda: sim

Investigador: e o que acontece se um dos quadradinhos fosse maior que 0s outros?

Pedro: ha que por uma unidade basica de medida, se houver algum maior do que outro deve-
se obter a proporgédo que representa esse quadradinho maior em relagdo com outros
da medida standard.

Do dialogo anterior observamos que Pedro usa as frases “héa que por uma unidade bésica
de medida” e “medida standard” para argumentar que, para aplicar a regra de Laplace, 0S
‘quadradinhos’ (referidos a casos possiveis) devem ser equiprovaveis, sendo a quantidade de

casos favoraveis e casos possiveis determinada a partir da defini¢do desta ‘medida standard’.

No final da experiéncia a maioria dos alunos foram capazes de determinar probabilidades
com a regra de Laplace, quer com experiéncias aleatorias simples quer em compostas, tal a
como evidencia a resolucdo de Filipa. A aluna usa a regra de Laplace para o célculo de
probabilidades de bolas numeradas contidas numa caixa, aludindo a definicdo classica de
probabilidade para dar a sua justificacdo, pois é o conceito imediato de probabilidade que
permanece no seu raciocinio, utilizando inclusive diferentes representacdes como: fracgéo,

notacdo decimal e percentagem, para expressar a probabilidade.

uma bola numerada com 2

1
6 0.17 = 17%, um total de 6 bolas
Figura 6.35. Resolucdo de Filipa. TA.Q2

Os restantes alunos, mesmo tendo inferido a regra de Laplace, revelaram dificuldade em
determinar probabilidades classicas a partir de representacdes com diagramas de Venn até o
final da experiéncia de ensino. Assim por exemplo, no caso de Dadiva e Ana, elas na questao
T4.Q4 interpretam as probabilidades dadas no enunciado como casos favoraveis, salientando
incorretamente que P(D) = % , quando na realidade o0 enunciado j& estabelece
implicitamente que a probabilidade do acontecimento D corresponde a 3. Algo similar

acontece com Joana na questdo TA.Q3, respondendo incorretamente que “P(A4) = 177,
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evidenciando considerar os dados do enunciado do diagrama de Venn como probabilidades,
quando realmente correspondem a casos favoraveis do acontecimento, se calhar porque
interpreta o simbolo P(D) como um simbolo referido a casos favoraveis do acontecimento
D e ndo como uma probabilidade do acontecimento. Desta forma, interpreta-se destas duas
respostas que estes alunos ainda n&o fazem conexdes entre o enunciado e as representacdes
gréficas outorgadas pelos diagramas de Venn, ou inclusive, apresentam possivelmente

dificuldade associada a linguagem simbolica.

b) Probabilidade frequencista

O conceito de probabilidade frequencista foi avaliado no teste diagnostico e no teste de
avaliacdo, e trabalhado na tarefa 5, de modo que os alunos fossem capazes de inferir a lei dos
grandes numeros para o célculo da probabilidade frequencista e utilizar o seu significado,
quer para determinar a probabilidade de um acontecimento quer para identificar

equiprobabilidade.

As primeiras resolucdes dos alunos, observadas na questdo TD.Q8, referente a realizacao
de duas experiéncias de langcamento de uma moeda com um nimero de repeticdes diferentes,
evidenciaram que os alunos ndo tinham um conceito formal de probabilidade frequencista.
Como consequéncia, cerca da metade dos alunos ndo responderam a questdo por ndo saberem
qual das duas experiéncias deveriam usar para o calculo da probabilidade. Quanto aos alunos
que responderam a questdo, alguns como Afonso (fig. 6.36) e Pedro (fig 6.37) evidenciam

ndo conhecer o conceito frequencista.

'|: PAL MDA I MM{‘*L‘-‘L*‘“‘) L },lu ‘u,kLyC* (fIlantn
g y‘,t.\iﬁxz W '-"(A r_ql,n_ciu ;-n-.;_*n .U«_(L-\

[h& mais probabilidade de sair coroa, pois tem saido mais vezes]
Figura 6.36. Resolucéo do Afonso.TD.Q8

{a o |
iorables _ 1 La probab: 'u ad 0€ QuUE 'C!
5o Ples 2 cara €scudo SRlga es d€/
: =) /. :
=50/ SO/

casos favoraveis

1
— =—, a probabilidad de sair a face escudo é 50%
casos possiveis 2

Figura 6.37. Resolucédo de Gabriel. TD.Q8
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Da argumentacéo de Afonso interpreta-se que associa a maior frequéncia absoluta a uma
maior probabilidade do acontecimento, mas ndo sabe como determinar a probabilidade
através do conceito frequencista, pois ndo faz nenhum calculo de probabilidade, sendo isso
o solicitado na questdo. No caso da resolucao de Pedro, o aluno alude ao conceito classico
de probabilidade, interpretando-se que ndo sabe que tabela usar e, portanto, ndo conhece o

conceito frequencista.

Os restantes alunos da turma manifestaram ter certa nogdo associada ao conceito
frequencista, manifestado por saberem que tabela utilizar para o calculo da probabilidade e

como proceder para seu calculo, como € o caso de Margarida.

MeC *CcT = ,),,\‘C«‘“,. 870 - 10C Z & -
13350 1350 = =35

l/I thonayg 3N .0, de powaS Cdod de goee ";.'-i.r..rx CScr A o eV

Bt R T e yans

[R/ existe 34.07% de probabilidade de sair escudo no segundo registro]
Figura 6.38. Resolu¢do da Margarida. TD.Q8

Da resolucdo de Margarida interpreta-se que as frac6es calculadas permitem identificar
uma nocao frequencista de probabilidade, mas limitando-se a utilizar decimais, evidenciando
que o conceito formal de lei dos grandes nimeros como limite das frequéncias relativas ndo

existe ainda como parte das suas aprendizagens.

Com a exploracao da tarefa 5, os alunos foram introduzidos ao conceito de probabilidade
frequencista, sendo de relevancia as questdes T5.Q2 e T5.Q3 trabalhadas com o Geogebra.
Das resolugdes seguintes (fig. 6.39, fig. 40.6), e com base nas simulacgdes realizadas pelos
alunos, pode interpretar-se que eles sdo capazes de inferir corretamente a lei dos grandes

nameros como limite das frequéncias que tende a probabilidade tedrica ou classica.

Los valowes se monhienen endre 40-(0 e ras o nd
(@ cantidod  de  \anzomiendos, maos Sercana o ggv. -
. be

W‘J’% \ex -(V‘e_ﬂw\c,tq

[os valores mantém-se entre 40% e 60%. Quanto mais aumenta a quantidade de
lancamentos mais perto do 50% esta a frequéncia]
Figura 6.39. Resolugdo de Afonso e Leonardo.T5.Q2

104



-

tn

QV(m)&ps Va W g VAVY Pcu’t&;x)o\ a kc\ \X&ub.wqd _éLcér\c,q

VWU me‘thd Fj"%vldd e wbcu/g}/ [H )C(Covmuo\ (SQ. L&

[Numa guantidade grande de ensaios, a frequéncia dos acontecimentos vai ser muito

parecida a probabilidade teorica]
Figura 6.40. Resolucdo de Anténio e Marcos.T5.Q3

No caso de Afonso e Leonardo, os alunos evidenciam que a medida que realizam mais

repeticdes da experiéncia as frequéncias vado convergindo para o valor de 0.5, evidenciando

que aprendem o conceito frequencista, enquanto Anténio e Marcos, tal como o resto da

turma, evidenciam ser capazes de inferir a lei dos grandes nimeros de onde deriva o conceito

frequencista, manifestado pela relacdo de limite entre o valor das frequéncias relativas e o

valor tedrico de probabilidade.

Apos a formalizacdo do conceito de probabilidade frequencista, todos os alunos foram

capazes de aplica-lo no contexto do célculo de areas apresentado na segunda parte da tarefa

5. Os alunos fizeram uso de simulacédo para trabalhar a experiéncia de inscrever pontos dentro

de um quadrado, em cujo interior se encontrava uma elipse, sendo necessario recorrer ao

conceito de probabilidade frequencista para determinar a probabilidade de um ponto se situar

no interior da elipse (T5.Q6) e, assim, obter uma aproximacao para a area da elipse (T5. Q8),

como mostram as resolugdes seguintes.
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[aproximadamente 0.4744 pois essa € a area de pontos na elipse entre pontos no quadrado]

Figura 6.41. Resolucéo de Tiago e Simao.T5.Q6
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[aproximadamente 0.46 pela relagdo que explicamos na questéo 5]
Figura 6.42. Resolucéo de Enrique e Ricardo.T5.Q6
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Figura 6.43. Resolugéo de Kévim e Pedro.T5.Q8
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Das duas primeiras resolucdes, observa-se que Tiago e Siméo, como também Enrique e
Ricardo, evidenciam serem capazes de recorrer ao conceito de probabilidade frequencista
para determinar a probabilidade de um ponto ser inscrito no interior da elipse usando dez mil
repeticdes da experiéncia, 0 que aproxima muito bem o valor tedrico de probabilidade
segundo a lei dos grandes niumeros. Em ambas as resolucgdes, 0s alunos estabelecem conexdes
entre a razdo obtida entre a quantidade de pontos no interior da elipse e no interior do
quadrado, e a razdo entre as areas da elipse e do quadrado, facto que é salientado
explicitamente por Enrique e Ricardo quando referem que usam a relacdo da questdo 5 desta
tarefa para justificar corretamente o seu calculo de probabilidade. A partir da relacéo referida
por Enrique e Ricardo, todos os alunos puderam encontrar a rea aproximada da elipse, sendo
de importancia as questdes anteriores para os guiar a estabelecer a equacao que permite obter

esse valor, tal a como se observa na resolucédo de Kévim e Pedro.

Finalmente, no teste de avaliacdo, aproximadamente a metade dos alunos recorreu ao
conceito de probabilidade frequencista para determinar a probabilidade do acontecimento
definido como ‘obter a bola com o numero dois’, tal como Ana (fig. 6.44), o que permitiu

também concluir corretamente que nédo havia equiprobabilidade do dado da experiéncia.

\ 'd
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[a ﬁrobabilidade ‘mais “provavel” é de 0.14, dado que quanto mais se realizar uma
experiéncia, mais perto se esta de encontrar a probabilidade]
Figura 6.44. Resolucéo de Ana.TA.Q2a

No entanto, a outra parte dos alunos, a que pertence Leonardo, manifesta tendéncia para
estabelecer equiprobabilidade dos acontecimentos elementares em todas as experiéncias e
calcular a probabilidade usando a regra de Laplace, sendo a aleatoriedade de uma justificacéo
para algumas bolas ter mais frequéncia que outras, possivelmente por ser esta regra mais
adaptavel as suas crencas ou experiéncias com fendmenos probabilisticos. Da resolugéo
seguinte de Leonardo, pode-se interpretar que a probabilidade tedrica e a probabilidade
frequencista serdo sempre iguais, pelo que utilizando a regra de Laplace ndo é necessario

usar os registos das frequéncias.
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[segue-se tendo a mesma probabilidade de = o dado que segue sendo um caso favoravel e

seis possiveis, mas sendo um acontecimento ao acaso pode aparecer muitas vezes a bola]
Figura 6.45. Resolucgédo do Leonardo.TA.Q2a

Especificamente falando do conceito de equiprobabilidade, desde o principio e até o
final da experiéncia de ensino, alguns alunos manifestaram ter a crenca de que a
equiprobabilidade est4 sempre presente nos acontecimentos elementares, como evidenciam

as resolucdes seguintes de Pedro, Enrique e Ricardo, referidas ao lancamento de uma moeda.

-
emente de la can ridad de la

K.)Jl i;]'t}l" ’-" q.i

nzaom & -

Si, gorgue indegendient <alg
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la caro. Corona.

[sim, porque independentemente da quantidade de lancamentos sempre havera um 50% de
probabilidade de sair a face coroa]

Figura 6.46. Resolucdo do Pedro.TD.Q8

T:

No, corque hay valores con Frecuehc'as eh

ceXo
[ndo, porque existem valores com frequéncias em zero]
Figura 6.47. Resolucdo de Filipa e Isabel. T2. Q1
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[sim, porque os dois tém a mesma probabilidade de sair]
Figura 6.48. Resolucdo de Enrique e Ricardo.T5.Q1
No caso de Pedro, inicialmente manifesta conhecer a regra de Laplace mas ndo reflete
que esta se aplica s para acontecimentos elementares equiprovaveis, levando-o a pensar que
sempre pode aplicar a regra para o langcamento de uma moeda. No caso de Filipa e Isabel,
ainda que o dado da experiéncia tenha sido criado para ser equilibrado, para as alunas repetir
a experiéncia aleatdria poucas vezes (dez repetices da experiéncia) é suficiente para tomar
uma decisdo, recorrendo a ‘lei dos pequenos numeros’ e, portanto, encontrando

incorretamente que néo havia equiprobabilidade no dado.

107



Os restantes alunos manifestaram desde o inicio associar corretamente identificar
equiprobabilidade ap6s a formalizagdo do conceito na tarefa 2, mantendo esta postura até o
final, como mostra a resolugéo seguinte, referente a identificar se existe equiprobabilidade

no dado partindo do registo de duas tabelas.
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[ndo, porque na segunda tabela saiu o cinco muitas vezes, e se fossem equiprovaveis a
quantidade que se extrai cada bola deve ser muito parecida as outras]
Figura 6.49. Resolucdo de Marcos. TA.Q2
Marcos evidencia saber que precisa do conceito frequencista e da segunda tabela para
calcular a probabilidade, sendo capaz de identificar que ndo existe equiprobabilidade pelo
facto de ndo tender ao mesmo valor as frequéncias dos acontecimentos elementares, isto é,

ndo cumprir o conceito de equiprobabilidade.

Deste modo, no final da experiéncia, parte dos alunos ainda mostram ter um conceito de
equiprobabilidade condicionado ao significado de probabilidade usado (classica ou

frequencista), o qual repercute na decisdo sobre a mesma.

Sintetizando, e no que se refere as aprendizagens dos conceitos associados ao significado
de probabilidade, os resultados evidenciam que no inicio da experiéncia de ensino a maioria
dos alunos tinha uma noc¢éo de probabilidade associada ao conceito classico, embora alguns
ja revelassem ter uma nocao frequencista de probabilidade, mas desligada da lei dos grandes
nameros. Apo6s a exploracdo dos conceitos de equiprobabilidade, probabilidade cléssica e
probabilidade frequencista, todos os alunos foram capazes de inferir a regra de Laplace e a
lei dos grandes numeros. No entanto, alguns alunos tiveram dificuldade em calcular
probabilidades classicas a partir de Diagramas de Venn, como também em usar a
probabilidade frequencista em experiéncias onde podiam também usar a probabilidade
classica, como por exemplo o langamento de uma moeda e o langamento de um dado,
privilegiando a probabilidade classica e levando-os a assumir equiprobabilidade, mesmo nos

casos em que ndo existia. Esta dificuldade com a probabilidade frequencista pode ser
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consequéncia, das suas crencas cotidianas e do célculo de probabilidades por meio da regra
de Laplace, a qual é aprendida antes do calculo frequencista, inclusive em alguns alunos dos
anos anteriores. Ainda assim, todos os alunos foram capazes de identificar o conceito de
probabilidade frequencista em tarefas onde ndo era possivel recorrer ao conceito classico,

como por exemplo na aproximacao da area da elipse.

6.2 Utilizacdo do Geogebra como recurso de apoio as aprendizagens dos conceitos
probabilisticos

Na exploracdo das cinco tarefas envolvendo os conceitos probabilisticos, o Geogebra
desempenhou um papel fundamental na simulacdo de experiéncias aleatdrias, permitindo
realizar simulacGes para introduzir e consolidar conceitos, bem como também inferir
propriedades associadas a esses conceitos, promovendo aprendizagens como: a identificacdo
do conceito de equiprobabilidade, a inferéncia das propriedades de igualdade em
probabilidade para acontecimentos disjuntos, ndo disjuntos e complementares, a inferéncia
da lei de Laplace para o célculo de probabilidade mediante o significado cléssico e da lei dos
grandes nimeros para o célculo de probabilidade mediante o significado frequencista, e a

identificacdo de probabilidades de acontecimentos simples e compostos.

No entanto, o uso do Geogebra também pode ser limitativo na compreensao total de
alguns conceitos quando, no inicio, os alunos estdo pouco familiarizados com a utilizac&o
das ferramentas do software. Para estes alunos poderem trabalhar as tarefas com o Geogebra
foi necessario promover, previamente a realizacdo da experiéncia de ensino, a exploracéo do
software em casa para que se familiarizassem, pois alguns nunca tinham trabalhado com este
ou outro software educacional, manifestando bastantes dificuldades no seu uso, mesmo
quando no enunciado de cada tarefa constavam as indicagdes iniciais da funcdo de cada
elemento da simulacdo e como proceder a simulacdo. Inicialmente com a exploracdo da tarefa
1 como apoio ao Geogebra, os alunos requereram mais tempo do que o previsto, deixando
inclusive algumas questdes sem responder por falta de tempo. O trabalho com as simulac¢Ges
nas tarefas seguintes foi-se tornando mais facil e toda a turma avangou a um ritmo
semelhante, tal como manifesta um dos alunos na sua resposta a questdo 2 da terceira parte
do questionario final, ao se referir as dificuldades que enfrentou no trabalho com o Geogebra:

“ndo sabia como usa-lo, mais adiante fui compreendendo melhor”.
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Na tarefa 1, 0 Geogebra permitiu que os alunos simulassem experiéncias aleatérias de
acontecimentos compostos, como foi o lancamento de dois dados, permitindo os alunos
observar de modo dinamico a alteracdo na distribuicdo das frequéncias de cada
acontecimento a medida que aumentava o nimero de lancamentos, para desta forma
identificar os acontecimentos possiveis para a soma das pintas das faces dos dados, como
também os casos possiveis. O facto de os alunos usarem simulacdo para introduzir os
conceitos de casos possiveis e casos favoraveis teve beneficios também a nivel de conteudos,
pois permitiu abordar este conceito de uma forma complementar ao uso comum de diagramas

de arvore ou tabelas de dupla entrada no ensino tradicional para introduzir estes conceitos.

Por exemplo, na questdao T1.Q8, o ficheiro ‘lancamento de dois dados’ permitiu 0S
alunos responderem corretamente, observando que a medida que aumenta a quantidade de
lancamentos se obtém maior diversidade de acontecimentos possiveis para a soma das pintas
dos dados e também mais casos favoraveis para os distintos acontecimentos. Exemplo disso

é evidenciando com a resposta de Kévim e Pedro (fig. 6.50).

S7, porque en el problema G-7 hicTmos  wup

oo lanzamentos, lo cuol Qum_eﬂfc'? MQEC/ZS

probabilidades de consequir Mas resultados
a diferencia del pr blera 2-3 en el que Q@fuv‘—
mos Muchos resultfades que no oparec;aoh

[sim, porque no problema 6-7 fizemos 900 langcamentos, o quel aumenta mais as probabilidades de conseguir
mais resultados, ao contrario do problema 2-3 no que obtivemos muitos resultados que nao apareceram]

Figura 6.50. Resolugéo de Marcos. T1.Q8

Kévim e Pedro manifestam que a simulacdo de mais lancamentos (900 e 1000
lancamentos) dos dados, permitiu-lhes identificar mais resultados em comparagdo com as
primeiras simulagdes (10 e 20 lancamentos), referindo-se com “resultados” aos casos

favoraveis, os casos possiveis e 0s acontecimentos definidos.

No entanto, a utilizagdo da simulagdo com diferentes valores de repeti¢do da experiéncia
(10, 20, 900 e 1000 lancamentos) nao foi suficiente, pois alguns (poucos) alunos ao
responderem a questdo T1.Q4, referente ao nimero de lancamentos necessarios para obter
todos os casos possiveis, ndo foram capazes de identificar que nédo existe um nimero fixo de

lancamentos devido ao carater aleatério da experiéncia, o qual tentava mostrar a simulagao
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com o Geogebra. Exemplo disto € manifestado por Kaled e Jennifer, quem aludem que se
necessitam “minimo onze vezes € maximo infinito”, referindo-se nesse sentido aos onze
acontecimentos possiveis, mesmo assim Kaled e Jennifer ndo conseguem identificar com a
simulagdo dos 900 e 1000 langamentos que, ndo sao necessarios ‘infinitos’ lancamentos para

obter todos 0s casos possiveis no caso de ser aleatdria a experiéncia.

A tarefa 2 permitiu que os alunos experimentassem novamente uma simulagcdo com
dados, neste caso s6 um dado, com o objetivo de introduzir o conceito de equiprobabilidade.
Nesta ocasido, ja todos os alunos foram capazes de manipular com facilidade o ficheiro do
Geogebra, tanto os botbes do arquivo como as escalas representadas nos eixos, permitindo
que os alunos aprendessem o conceito de equiprobabilidade e tivessem uma primeira
aproximacdo a nocgdo da lei dos grandes nimeros. Para isso, a simulacdo de um pequeno e
grande namero de repeticdes da experiéncia foi relevante (figuras 6.51 e 6.52), permitindo o
aluno inferir que a equiprobabilidade se verifica uma vez feito grande quantidade de

langamentos.
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'l ‘ VariarCantidad DeLanzamientos‘
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Figura 6.52. Simulacéo paran = 1000. Tiago e

Figura 6.51. Simulacéo para n = 10. Vanuza e

Charol. T2 Siméo. T2

Na figura 6.51 observa-se que as escalas utilizadas por Vanuza e Charol sdo adequadas
para o aluno identificar que as frequéncias dos seis acontecimentos tendem a ser diversas
para um numero pequeno de langcamentos do dado (n = 10). O conceito de aleatoriedade
também pode ser aprofundado com esta parte da tarefa, pois alguns alunos, apés a simulacao,
ndo obtiveram alguns acontecimentos, como é o caso de Vanuza e Charol, enquanto que
outros sim. No caso da figura 6.52, mostra-se a simulacdo da experiéncia para um grande
numero de lancamentos (n = 1000), sendo Tiago e Simao capazes de ajustar a escala do ecra

para inferirem a equiprobabilidade dos dados, como evidencia a sua resposta a questdo
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T2.Q2, manifestando que “cada vez que aumenta a quantidade de vezes que se lanca o dado,
as frequéncias tendem a se parecer mais”. Neste sentido, Tiago e Simdo identificam um
comportamento nas frequéncias dos acontecimentos elementares do dado, apds fazer a
simulacdo com mil lancamentos, faltando s6 denomina-los formalmente por acontecimentos

equiprovaveis.

Quanto a tarefa 3, os ficheiros disponibilizados permitiram os alunos apropriarem-se do
significado classico de probabilidade. No caso do ficheiro Batalha Naval, os alunos tiveram
que observar e atender as carateristicas da grelha disponibilizada no ficheiro do Geogebra
para inferir que a totalidade das quadriculas da grelha, que representava o mar, correspondia
a casos possiveis da experiéncia que consistia em acertar nalgum barco e que o nimero
especifico de quadriculas que representa cada barco correspondia a casos favoraveis. Isto
mesmo € evidenciado na resolucdo de Rosa e Fabio (fig 16.6), onde além de calcularem a
probabilidade de acertar em algum barco, destacam os casos favoraveis e 0s casos possiveis
como os valores correspondentes as quadriculas que representam o0s barcos e o mar,
respetivamente. Para além disso, considerando a analise das aprendizagens referidas ao
significado classico de probabilidade, a abordagem grafica com a °‘Batalha Naval’
possibilitou que o aluno observasse que a regra de Laplace era permitida quando cada
quadricula da grelha fosse do mesmo tamanho, isto é, quando 0s acontecimentos elementares
sdo equiprovaveis. Este facto foi evidenciado na discussao da tarefa 3, num dos dialogos que
foram analisados sobre as aprendizagens do significado classico de probabilidade, onde
Pedro afirma que “ha que por uma unidade basica de medida”, referindo-se a que todas as
quadriculas da grelha deveriam ter o mesmo tamanho para assim poder aplicar a regra de
Laplace.

Apbs a formalizacdo da regra de Laplace pelo professor, os alunos simularam
experiéncias com acontecimentos compostos usando o ficheiro ‘langamento de dados’, como
0 lancamento de dois e trés dados. Esta simulacdo permitiu os alunos observarem e
consolidarem os conceitos de casos favoraveis e possiveis, como também explorarem
acontecimentos que se podiam definir ao somar as pintas das faces dos dados, calculando as

probabilidades associadas a esses acontecimentos, tal como ja foi comentado na analise das
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aprendizagens e pode ser exemplificado com a manipulacdo do Geogebra por Kévim e Pedro

(fig 6.53), e a sua resolugéo consequente na questdo T3.Q12 (fig. 6.54).
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Figura 6.54. Resolucdo do Kévim e o Pedro.T3.Q12

A exploracdo da tarefa com o Geogebra permitiu a Kévim e Pedro (fig 53.6) distinguir
casos favoraveis e casos possiveis, e identificar acontecimentos compostos. Isso é
evidenciado nas suas palavras, quando interpretam a seta vermelha (na figura anterior) como
“os casos favoraveis ou a quantidade de vezes que acontece um acontecimento desejado” e
o denominador da fragdo para o calculo da probabilidade como “os casos possiveis do
lancamento ou a quantidade de somas possiveis”. Kévim e Pedro utilizam também a
simulacdo anterior para identificar probabilidades de acontecimentos, como por exemplo a
probabilidade de obter as somas de seis € oito, chegando a observar que ambas as somas tém
a mesma quantidade de casos favoraveis (fig. 6.54) e, portanto, os acontecimentos tém a
mesma probabilidade de acontecer. Desta forma, evidencia-se que o ficheiro ‘lancamento de
dados’ contribuiu ndo s6 para que o aluno inferisse a regra de Laplace, mas também para
distinguir casos favoraveis e casos possiveis necessarios para o calculo de probabilidades de
um acontecimento pela regra de Laplace.

Na tarefa 4, os alunos foram desafiados a simular relag0es entre acontecimentos a partir
de diagramas de Venn. E importante aqui referir que antes de comecar a experiéncia de ensino

e quando se confrontaram na tarefa diagndstico com questdes relativas a Teoria de Conjuntos,
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os alunos apresentaram dificuldades para interpretar a informacdo referente a dados
numericos representados em diagramas de Venn, sendo que s6 23% dos alunos responderam
corretamente a questdo 3. Com a exploragdo do ficheiro ‘Diagrama de Venn’ do Geogebra,
os alunos trabalharam com a representacdo grafica de acontecimentos mediante o Diagrama
de Venn e, a0 mesmo tempo, a representacdo simbolica de probabilidades associadas aos
elementos que integravam os conjuntos do Diagrama de Venn, contribuindo para que o aluno
observasse, de modo dindmico, como as diferentes relacfes entre os acontecimentos afetam
as probabilidades desses acontecimentos e para que pudessem inferir as propriedades de
igualdade associadas a acontecimentos disjuntos e complementares. Assim, por exemplo,
Esther e Margarida, a partir dos dados observados no Geogebra com a primeira simulagéo
(fig 6.56), preenchem a primeira coluna da tabela de registos de dados da tarefa 4 para

acontecimentos disjuntos (fig 55.6).
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Figura 6.55. Registro de dados. EstherierM-argarida. T4
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Figura 6.56. Simulacdo Diagrama de Venn. Esther e Margarida. T4

Esther e Margarida fazem um total de seis simulagfes para os acontecimentos disjuntos,
chegando a inferir, tal como os alunos da turma em geral, que P(AU B) = P(A) + P(B).
Do mesmo modo, a igualdade para acontecimentos complementares foi explorada e inferida
pelos alunos fazendo uso desta simulacéo, contribuindo assim o Geogebra na formulacao
matematica de propriedades da probabilidade de acontecimentos disjuntos e

complementares.

O conceito de probabilidade frequencista foi abordado na Ultima tarefa, sendo
novamente a utilizacdo da simulacdo um aspeto essencial devido a natureza do conceito
frequencista associado a lei dos grandes numeros. Desta forma, enquanto o ficheiro
‘langamento de uma moeda’ contribuiu para que os alunos inferissem a lei dos grandes
nameros e, portanto, um novo significado de probabilidade de um acontecimento, o ficheiro
‘aproximagdo de areas por meio de probabilidades’ contribuiu para aplicar o conceito
frequencista na estimacao da area de uma elipse, sendo todos os alunos capazes de aproximar
a area da elipse a partir do valor de probabilidade adequadamente simulado com o Geogebra.
Assim por exemplo, Enrique e Ricardo observam que para calcular a probabilidade de um
ponto se situar no interior da elipse, precisam de recorrer a lei dos grandes numeros e,

consequentemente, precisam fixar o deslizador n em 1000.
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Figura 6.57. Simulacdo Aproximacao de areas por medio de probabilidades. Enrique e
Ricardo. T5

Como observado, os alunos ndo revelaram dificuldades em identificar a necessidade de
aplicar o conceito frequencista neste problema e, desta forma, estimar a area da elipse a partir
do valor de probabilidade fornecido pela simulagdo. No entanto, tiveram dificuldade em
aplicar o conceito quando precisaram de aplicar o conceito na resolucdo de outras questdes
sem recorrer a simulacdo, tal como foi evidenciado na analise das aprendizagens,
especificamente, nas questdes TD.Q8 e TA.Q2. Este resultado parece evidenciar que, a
simulacdo ajuda o aluno a inferir e a trabalhar com o conceito frequencista, mas ndo é
suficiente para consolidarem o conceito, sendo necessario apresentar o aluno outras tarefas
sem simulacdo, as quais requeiram diferentes experiéncias aleatdrias, onde o aluno precise
de identificar quais podem ser trabalhadas com o significado classico e quais com o
significado frequencista.

Com a realizacdo do questionario foi possivel obter indicacdes sobre outras
potencialidades do Geogebra que, desde o ponto de vista dos alunos, contribuiu para a
aprendizagem dos conceitos probabilisticos. Nas questdes 4 e 5 da parte Il do questionério,
a maior parte dos alunos afirmaram gostar de trabalhar com tecnologia, ainda que s6 uma
pequena percentagem tenha confirmado ja ter trabalho previamente com o Geogebra, sendo
o trabalho nas tarefas com tecnologia um fator de motivagéo para os alunos. No entanto, o
uso da tecnologia foi também um desafio e uma limitag&o inicial para aqueles que nunca
tinham experimentado trabalhar com o Geogebra, quer na sala de aula quer autonomamente,
tendo um aluno referido como sua principal dificuldade que “o tempo foi limitado”. Ainda

assim, ao finalizar a experiéncia de ensino, os resultados do questionario final permitiram
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evidenciar que 92% dos alunos consideram que o tempo de realizacdo das tarefas foi

suficiente.

No questionério final os alunos foram também solicitados a mencionar quais consideram

ser as principais vantagens e dificuldades do trabalho realizado com o Geogebra. A tabela

6.1 apresenta uma sintese dos aspetos mencionados pelos alunos nas suas respostas.

Tabela 6.1. Sintese das respostas dos alunos ao questionario.

Questdo 3, parte 3-ANEXO 8b-Questionario

Quais pensas serem as vantagens do uso do
Geogebra na resolucdo de tarefas de probabilidade?

Quais as principais dificuldades que sentiste
na resolucéo destas tarefas com o Geogebra?

RESPOSTAS DOS ALUNOS

Ajuda visualizar o problema e a realizar célculos que
implicam uma grande guantidade de dados.

O tempo limitado de realizacéo.

E interativo, uma vez que se aprende e é facil de usar,
ajuda a compreender a probabilidade.

Ao principio foi dificil perceber como usa-
lo.

O uso do Geogebra da-nos um ponto de vista mais
didatico, o que faz com que a familiarizacdo de
conceitos de probabilidade seja mais fécil. Faz com
que a matéria ndo seja complicada nem aborrecida.

Falhas na captura de imagens no momento
de gravar no computador.

Simplifica o trabalho e ajuda a visualizar melhor os
conceitos de probabilidade.

Concentragdo, devido ao ambiente de
trabalho gue era um pouco incomodo.

Utiliza elementos visuais ajudando a compreenséo,
assim também o fato da simulacdo e gerador de
exemplos.

A falta de conhecimentos béasicos sobre o
Geogebra, no entanto, as instrucfes das
tarefas ajudaram-me a poder realiza-las.

Em geral, como potencialidades assinaladas pelos alunos, estdo o dinamismo visual que
0 Geogebra possibilita ao trabalhar conceitos matematicos de probabilidade, os quais muitas
vezes sdo0 um pouco abstratos para eles. Para além disso, alguns alunos destacam dificuldades
em trabalhar com o software, limitando-lhes o seu tempo de trabalho com as tarefas. Outras
dificuldades tais como a captura de imagens e o ambiente de trabalho, foram limitagdes
apontadas, ndo diretamente com as tarefas e os ficheiros do Geogebra, mas sim com o
equipamento que a sala de aula dispunha e as dimensdes da mesma. Mesmo assim, 0 contexto
de sala de aula foi uma limitacdo importante a considerar, sobretudo ao principio de cada
sessdo, onde o tempo despendido para os alunos ocuparem o0s seus lugares e para o
investigador se deslocar dentro da sala de aula para acompanhar o trabalho dos alunos foi

demais.
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Desta forma, o trabalho com o Geogebra desempenhou um papel importante nas
aprendizagens dos conceitos probabilisticos, permitindo o aluno explorar conceitos e inferir
leis a partir desta explora¢do, como assim também trabalhar de forma mais dindmica nas
aulas com experiéncias apoiadas por simulacdo com o Geogebra que, no caso por exemplo
do lancamento de trés dados, o tempo de abordagem de estudo sem computador tornaria o

trabalho inviavel.

Também se destaca a metodologia de trabalho com as tarefas apoiadas com o Geogebra,
onde as respostas dos alunos a questdo 9 da parte 1l do questionario permitiram evidenciar
gue mais de metade dos alunos destaca que a realizacdo de cada uma das tarefas contribuiu
para o trabalho nas tarefas seguintes. As discussfes na sala de aula também foram referidas
por alguns alunos como aspeto fundamental nas aprendizagens realizadas com o Geogebra.
Por exemplo, um aluno comentou na questdo 3 da parte 111 do questionario, referente a aquilo
gue mais gostou da experiéncia de ensino, que “o que mais me agradou foi que podia discutir
com os meus colegas de grupo e assim facilitar a minha aprendizagem”. Outros alunos
também se referiram ao Geogebra afirmando “agradou-me utilizar uma ferramenta moderna
e util”, evidenciando assim que os alunos consideram que a exploracao de tarefas com o

Geogebra ajuda a compreender conceitos probabilisticos.
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Capitulo 7

CONCLUSOES

Neste capitulo comeco por apresentar uma sintese do estudo, considerando os aspetos
que fundamentaram o seu desenvolvimento prévio e posterior a recolha de dados, como
também o processo de intervengdo em sala de aula que Ihe serve de base. Apds isso, prossigo
para a resposta as questdes do estudo, recorrendo nos resultados evidenciados na analise das
aprendizagens dos alnos dos conceitos basicos de Probabilidade e do papel do Geogebra para
atingir essas aprendizagens, articulando-os com a teoria. Finalmente desenvolvo algumas

reflexdes finais que o desenvolvimento desta investigacdo me suscitou.

7.1 SINTESE DO ESTUDO

Educacdo é um campo complexo onde intervém muitas variaveis: aluno, professor,
conteudo, contexto, metodologias de ensino e aprendizagem, entre outras. Neste sentido, a
aprendizagem de conceitos probabilisticos assume também um carater complexo. Por isso, é
necessario focar a sua aprendizagem na analise da informac&o e na resolugdo de problemas
(Franklin et al., 2007; MEP, 2012), considerando tarefas que permitam o aluno aperceber-se
da aplicabilidade da Matematica no seu contexto quotidiano (Burril, 2002; Garfield &
Alhgren, 1988; Sharma, 2016), em vez de técnicas mecanicas que ndo permitem desenvolver
capacidades de inferéncia (Batanero, 2002, 2005; Bielher, 1991; Chaves, 2016; Garfield &
Alhgren, 1988).

Orientacdes curriculares nacionais e internacionais tém-se preocupado em destacar a
importancia de novas metodologias para o ensino e aprendizagem da Probabilidade na sala
de aula (Franklin et al., 2007; MEP, 2007, 2012; NCTM, 2000, 2014). No mesmo sentido,
investigadores em Educacdo Matematica, na sua preocupagdo em incentivar a inferéncia que
deve promover o estudo da Probabilidade (Biehler, 2003; Munisamy & Doraisamy, 1998),
destacam as simula¢des como ferramenta de relevancia para ajudar os alunos a aprender de
forma dindmica (Redecker, 2013) e recorrendo a estratégias de exploracdo (Fernandez et al.,

2009). Em particular, o Geogebra, como software matematico educativo que permite a
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simulacdo, oferece uma alternativa dindmica para o trabalho na sala de aula, permitindo a
exploragdo e visualizagdo de diferentes representacfes de um conceito matematico (Ferreira
et al., 2008).

Neste estudo, pretende-se compreender de que modo os alunos costarriquenhos do 10.°
ano aprendem os conceitos basicos de Probabilidade no quadro de uma experiéncia de ensino
apoiada em tarefas exploratérias com recurso ao Geogebra e quais os contributos do
Geogebra, como recurso, para a aprendizagem destes conceitos. Para atingir estes objetivos
colocaram-se duas questdes de investigacdo: 1) Quais as aprendizagens e dificuldades
evidenciadas pelos alunos no decorrer da experiéncia de ensino no que respeita a conceitos
basicos de Probabilidade? e 2) De que modo a realizacao de tarefas exploratérias com recurso
ao Geogebra pode contribuir para a aprendizagem dos alunos nos conceitos basicos de

Probabilidade? Quais as principais dificuldades sentidas pelos alunos no uso deste software?

Para responder as questfes utilizou-se uma metodologia qualitativa interpretativa. O
estudo foi dividido em duas fases: um estudo explorat6rio numa turma portuguesa para testar
as tarefas da experiéncia de ensino, e uma experiéncia de ensino de onde se obtém os dados
para a analise das aprendizagens dos alunos. No decorrer desta experiéncia de ensino foram
utilizados varios métodos e instrumentos de recolha de dados, especificamente, recolha
documental das resolugdes dos alunos das tarefas realizadas na experiéncia de ensino, um
questionario para conhecer as suas opinides sobre a experiéncia do trabalho em tarefas com
0 Geogebra, e a observacdo participante com gravacao a audio e video do trabalho dos alunos

e das discussoes coletivas em sala de aula.
7.2 PRINCIPAIS CONCLUSOES DO ESTUDO

a) Quais as aprendizagens evidenciadas pelos alunos no decorrer da experiéncia de
ensino no que respeita aos conceitos basicos de probabilidade? Quais as
dificuldades que revelaram?

A analise dos dados relativos as aprendizagens dos alunos evidenciou que antes de serem

introduzidos ao conceito formal de aleatoriedade, associam-no a termos cotidianos, como
sejam: acaso, sorte, variabilidade e incerteza. Isto mesmo se evidenciou também nos estudos

de Ortiz et al. (2001) e de Ireland e Watson (2009), por alguns destes termos terem para o
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aluno um sentido diferente a nivel formal matematico em relacdo as suas crencas adquiridas
com experiéncias vividas no seu cotidiano, causando dificuldades para a sua compreensao,
tal como limitar o termo variabilidade simplesmente a alterndncia dos dados. Os alunos foram
capazes de identificar experiéncias aleatorias e deterministicas apds a formalizacdo do
conceito de aleatoriedade, mas a maior parte deles revelou dificuldade em identificar o papel
da aleatoriedade em duas situacOes: 1) na realizacdo reiterada de uma experiéncia aleatoria,
quando estabelecem conjeturas incorretas sobre equiprobabilidade, realizando poucas vezes
uma experiéncia aleatoria (‘lei dos pequenos niimeros’); e 2) na realizagao de sequéncias
aleatérias com o mesmo espaco amostral, ndo sendo capazes de usar o0 conceito de
aleatoriedade para identificar sequéncias aleatorias equiprovaveis. Estas dificuldades podem
estar relacionadas com a mecanizagdo de célculos que os alunos priorizam para argumentar
as suas respostas, em vez de se centrarem na compreensdo do conceito usando diferentes
representacdes do conceito que lhes permita fazer conexdes entre os varios conceitos, tal
como referido em Garfield e Alhgren (1988), levando o aluno a apresentar dificuldades
quando trabalha com tarefas de diferente nivel de dificuldade ou em diferentes contextos dos

habituais na sala de aula.

Em relacdo ao conceito de probabilidade, a maior parte dos alunos evidencia ter uma
nocdo de probabilidade cléssica, ligada as suas experiéncias com célculo de percentagens ou
inclusive com crengas cotidianas erradas, tal como salientam Amir e Williams (1999) no seu
estudo sobre as crencas que as criancas tendem a ter sobre Probabilidade resultantes da sua
experiéncia quotidiana. Estes autores observaram que alguns alunos consideram mais
provavel obter uma face da moeda que a outra, facto também evidenciado durante esta
experiéncia de ensino. Outros alunos, no inicio da experiéncia ja evidenciam ter um correto
significado de probabilidade classica, mas apenas uma pequena parte destes tinha uma nogéo
do conceito de probabilidade frequencista, embora sem conhecimento da lei dos grandes
numeros. Os alunos todos foram capazes de inferir a regra de Laplace e a lei dos grandes
numeros que fundamentam, respetivamente, o significado classico e frequencista de
probabilidade. Também souberam calcular probabilidades de acontecimentos onde, pela
natureza da experiéncia e dos dados disponibilizados, podiam recorrer s6 ao significado
classico ou sé ao significado frequencista. O conceito frequencista foi trabalhado

propriamente na Ultima tarefa, com apoio do Geogebra, mas a segunda tarefa com apoio do
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Geogebra ja permitiu dar um primeiro acercamento do aluno a lei dos grandes nimeros, de
forma a trabalhar algumas nogdes intuitivas sobre convergéncia experimental, como foi
recomendado por Batanero (2002). No entanto, a resolucédo do teste de avaliacdo evidenciou
que nas experiéncias onde os alunos tinham que utilizar o significado frequencista para o
calculo de probabilidade, mas tendo como possibilidade também aplicar o significado
classico, davam prioridade ao calculo mediante o significado classico. Este facto levou a que
a maior parte dos alunos errassem nas suas respostas, pois como foi observado no estudo de
Oliveira (1990), o significado classico ndo permite trabalhar com acontecimentos
elementares ndo equiprovaveis, levando os alunos a apresentarem dificuldades quando
enfrentam novas tarefas, como no caso da tarefa do teste de avaliagdo, onde os valores de
probabilidade classica e frequencista ndo sdo iguais devido dado que os acontecimentos ndo
serem equiprovaveis. No que respeita ao conceito de equiprobabilidade, todos os alunos
foram capazes de associar a equiprobabilidade com a igualdade de probabilidade nos
acontecimentos de uma experiéncia. No entanto, a identificagdo da equiprobabilidade em
tarefas permaneceu igualmente limitada a utilizacdo do significado de probabilidade
utilizado, isto é, a utilizar a lei de Laplace ou a lei dos grandes nimeros para calcular a

probabilidade de um acontecimento para, apds isso, tomar a decisao de equiprobabilidade.

Os aspetos anteriores permitem concluir que o conceito de probabilidade frequencista
deve ser tratado com particular atencéo, pois a sua aprendizagem deve ficar bem consolidada
para evitar dificuldades no trabalho de outros conceitos, como o0 conceito de
equiprobabilidade. Este, por sua vez, é recomendavel ser tratado com objetos concretos antes
da abordagem cléssica ou frequencista, como defende Batanero (2005), de modo a que o
aluno perceba mediante a experimentacdo que nem todas as experiéncias conduzem sempre
a acontecimentos equiprovaveis. No entanto, deve-se considerar que abordar algumas nogdes
intuitivas sobre convergéncia antes de trabalhar o conceito frequencista de probabilidade
(Batanero, 2002) chega a ser necessario, mas ndo suficiente, pois 0s contextos de sala de aula
variam de lugar em lugar, sendo algumas metodologias propostas no campo da Educacao
Matematica suficientes para garantir as aprendizagens de conceitos nalgumas populacdes,
mas ndo suficientes para outras. No caso deste estudo, o facto de os alunos apresentarem
diferentes ritmos de aprendizagem, privilegiarem a regra de Laplace por ser a primeira forma

de célculo de probabilidade a aprender, e ndo estarem habituados a trabalhar numa perspetiva
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exploratdria de conceitos, foi motivo para ndo serem capazes de identificar as situacoes em
que sera adequado usar a regra de Laplace ou a lei dos grandes nimeros. Como tal, sugere-
se uma abordagem dos significados de probabilidade cléssica e frequencista em paralelo e
em etapas, isto é, baseada primeiramente na introducdo exploratdria e classica, e depois a
formalizacdo de ambos os significados em simultaneo. A seguir a identificacdo de situacdes
onde se pode aplicar cada significado, e finalmente trabalhar o célculo de probabilidades

mediante estes significados.

Quanto aos conceitos associados ao espaco amostral, todos os alunos determinaram
corretamente casos favoraveis, casos possiveis e acontecimentos de experiéncias, usando 0s
mesmos para calcular probabilidades tedricas e classificar acontecimentos em equiprovaveis,
mais provaveis ou impossiveis. Além disso, todos os alunos foram capazes de inferir as
relacbes de igualdade para acontecimentos disjuntos (P(AUB) =P(A)+P(B)),
acontecimentos nédo disjuntos (P(A UB)=P(A)+P(B)—P(AnN B)) e acontecimentos

complementares (P(4) + P(A) = 1). Alguns alunos utilizaram estas relagdes de igualdade
para classificar acontecimentos disjuntos e complementares nos casos em que eram
disponibilizadas probabilidades, como dados, no enunciado da tarefa. No entanto, algumas
dificuldades associadas aos acontecimentos complementares apresentaram-se no teste de
avaliacdo, quando alguns alunos acabaram considerando um conjunto e qualquer
subconjunto deste como acontecimentos complementares. Este facto confirma o observado
por Munisamy e Doraisamy (1998), com alunos com idades aproximadas aos quinze anos,
em que comummente apresentam dificuldade para compreender o conceito de
acontecimentos complementares. Esta dificuldade pode estar associada ao uso da linguagem
matematica, onde termos como acontecimentos complementares diferem no seu significado
na linguagem cotidiana, pois o conceito complementar comummente é utilizado na vida
cotidiana para o aluno como sindénimo de acrescentar, incorporar, ‘aquilo que falta para
completar o todo’, entre outros termos, referidos todos a formar parte de uma unidade ou
conjunto, ndo considerando a condigdo de partes disjuntas requerida no tratamento formal
da Probabilidade.
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Outras aprendizagens como a identificacdo de experiéncias aleatdrias associadas a um
mesmo modelo probabilistico e de relagdes entre conceitos associados ao espaco amostral
foram evidenciadas. Por um lado, todos os alunos estabeleceram uma relacdo biunivoca entre
os elementos de uma experiéncia de lancamentos de dois dados e de uma experiéncia de
extracdo de bolas de duas caixas, que se modelam mediante 0 mesmo modelo de
probabilidade. Por outro lado, todos os alunos identificaram e estabeleceram relagdes entre
0 nimero de casos possiveis, casos favoraveis e os acontecimentos que resultam da realiza¢éo
de uma experiéncia aleatoria considerando a quantidade de vezes que se realiza a experiéncia,
podendo identificar que a medida que se realiza mais vezes a experiéncia aleatoria se obtém

mais casos possiveis e casos favoraveis.

Quanto as representacGes com diagramas de Venn, graficos de barras e a grelha para a
introducdo da regra de Laplace, estas facilitaram a introducdo e compreensao dos conceitos,
tal como manifestaram os alunos no questionario, sendo de relevancia particular os diagramas
de Venn, importantes para a inferéncia das propriedades de acontecimentos disjuntos, nao
disjuntos e complementares. Mesmo assim, no calculo de probabilidades a partir de
diagramas de Venn, alguns alunos apresentaram uma das dificuldades frequentemente
observadas nos alunos, destacadas por Rico (1995), nomeadamente, uma incorreta
interpretacdo dos dados do enunciado da tarefa quando interpretam dados numéricos como
probabilidades, sendo casos favoraveis no enunciado, mesmo sabendo a regra de Laplace.

Desta forma, as aprendizagens evidenciadas pelos alunos permitem concluir que, nesta
abordagem de conceitos probabilisticos, os alunos revelaram capacidade para inferir leis e
propriedades associadas ao célculo de probabilidades, favorecendo a capacidade de
raciocinio indutivo poucas vezes trabalhada na sala de aula. No entanto, muitas das suas
crencas sobre termos probabilisticos usados na sua vida cotidiana e a tendéncia de uma
aprendizagem baseada na mecanizacdo de formulas (Batanero, 2002, 2005; Bielher, 1991;
Chaves, 2016) influenciaram a sua aprendizagem de conceitos como aleatoriedade e
probabilidade frequencista, limitando a sua opcédo a calculos mediante a utilizagdo da regra
de Laplace quando precisavam de analisar aleatoriedade ou calcular a probabilidade mediante

o significado frequencista.
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b) De que modo a realizacéo de tarefas exploratdrias com recurso ao Geogebra pode
contribuir para a aprendizagem dos alunos nos conceitos basicos de
Probabilidade? Quais as principais dificuldades sentidas pelos alunos no uso deste
software?

As diferentes representacdes visuais utilizadas com o Geogebra (diagramas de Venn,
grelhas, graficos de distribuicdes de frequéncias dos acontecimentos, entre outros), ajudaram
0 aluno na sua exploracgdo para estabelecer relages entre estas representacfes visuais e as
leis e propriedades de conceitos probabilisticos que comummente ndo se observam sem a
ajuda de simulacédo, como salientado em algumas orientacdes curriculares (Franklin et al.,
2007; NCTM, 2014). Assim, propriedades como a igualdade para acontecimentos disjuntos,
ndo disjuntos e complementares, e leis como a regra de Laplace e a lei dos grandes nimeros
foram inferidas pelos alunos mediante a exploracdo de dados simulados com o Geogebra.
Estas simulacBes baseadas em representacfes de objetos matematicos associados aos
conceitos probabilisticos, permitiram que o aluno adquirisse as aprendizagens ligadas a
inferéncia de conceitos probabilisticos, evitando a abstracdo que comummente gera os alunos

a introducdo destes conceitos mediante o ensino tradicional sem tecnologia.

Além disso, a simulacdo com Geogebra permitiu o aluno calcular probabilidades de
varios acontecimentos trabalhados nas tarefas mediante o significado classico e frequencista,
como assim também utilizar as probabilidades classicas outorgadas pela simula¢do com o
Geogebra para identificar entre acontecimentos impossiveis, mais provaveis e equiprovaveis.
Desta forma, os alunos foram encaminhados a evitar o calculo mecanico baseado em
algoritmos para se centrarem na leitura dos dados simulados e na interpretagdo da informacéo
proporcionada em linguagem probabilistica, capacidade que é necessaria desenvolver no

aluno, segundo o Programa de Matematica costarriquenho (MEP, 2012).

O Geogebra também permitiu que o aluno explorasse situacfes matematicas
particulares, aspeto que as NCTM (2014) salientam a ser tido em consideracdo no uso de
software educativos. Assim por exemplo, o0 comportamento aleatorio do lancamento de dois
dados associado a incerteza dos resultados das somas das pintas dos dados, a medida que se
repetia a experiéncia e a estimacgdo da area de uma elipse inserida no interior de um quadrado,

foram situagdes particulares que permitiram o aluno diferenciar entre experiéncias aleatérias
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e experiéncias deterministicas. Para além disso, o facto destas situacdes particulares levarem
muito tempo para se realizar com objetos concretos, levou os alunos a manifestarem ver no
Geogebra uma ferramenta que Ihes permitiu poupar tempo com a realizac¢éo das simulagdes

nas distintas experiéncias feitas.

Embora o uso do Geogebra tenha contribuido para a inferéncia de regras e célculo de
probabilidades, ndo foi suficiente para que a maior parte dos alunos interiorizasse o conceito
de aleatoriedade totalmente, nem para saberem quando aplicar o conceito frequencista e o
conceito classico de probabilidade. Estas dificuldades podem estar associadas a ndo terem
tido oportunidade de o trabalhar frequentemente com tecnologia para fazerem conexdes entre
conceitos e, como consequéncia, nas primeiras tarefas alguns alunos deixaram questdes sem

responder por precisarem de mais tempo.

E importante salientar que, mesmo quando varios autores destacam a abordagem do
conceito frequencista de probabilidade com uso de simulacédo (Fernandes e al., 2009; Martins,
2011), é necessario manter um equilibrio entre o uso de simulagdes com Geogebra ou outro
software matematico e o uso de simulagdes feitas com objetos concretos pois, embora as
simulacdes ajudem a exploracdo do conceito, os objetos concretos ajudam a ter uma primeira
aproximacdo real ao conceito (Batanero, 2005; Fernandes et al., 2009). No entanto, as
simulacdes com o Geogebra devem ajudar a romper com crengas incorretas, como por
exemplo, uma moeda poder originar acontecimentos nao equiprovaveis, crenga que para ser
superada com objetos concretos precisa muito tempo, enquanto que com o Geogebra é de

facil exploracao.

Estes aspetos revelam a necessidade de reforcar os conceitos probabilisticos em anos
iniciais (MEP, 2012), mantendo um equilibrio entre a utilizacdo de tecnologia e a utilizacéo
de outras metodologias para o0 ensino dos conceitos, priorizando uma aprendizagem
fundamentada na andlise de dados e na realizacdo de experiéncias que permitam o aluno

reconhecer e aplicar determinado conceito em diferentes contextos (NCTM, 1989).

Os resultados obtidos evidenciam que os alunos ficam motivados ao trabalharem a
exploracdo de conceitos probabilisticos com o Geogebra, manifestando que as aulas sdo mais

dindmicas e permitem a construgdo autonoma do seu conhecimento (Inzunza, 2014;
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Redecker, 2013), ainda que ao inicio da experiéncia nao estivessem familiarizados com o
software. Aprendizagens novas, como a inferéncia de propriedades e leis, foram realizadas
pelos alunos com a utilizagdo dindmica do Geogebra, mas também se evidenciaram
dificuldades na aprendizagem de conceitos especificos que nao puderam ser superadas com
o software. Assim, resulta necessario promover o trabalho com software educacional na sala
de aula de forma consistente e complementado com outras metodologias, incluindo a
simulagcdo com objetos concretos, rompendo com o absolutismo do ensino tradicional e
procurando que os conceitos probabilisticos sejam vistos pelos alunos como uma ferramenta
para perceber o mundo que o rodeia, aproveitando o potencial das novas tecnologias, em

particular o Geogebra.

7.3 REFLEXOES FINAIS

O desenvolvimento de uma investigacdo em Educacdo Matematica envolve enfrentar
desafios nas aulas, pois tratando-se a Matematica uma das disciplinas mais dificeis para
muitos alunos, encontramo-nos num campo exposto a muitas varidveis que se podem
manifestar, como 0 medo ou a falta de gosto pela disciplina. No entanto, existe um desafio
grande para o investigador, que é selecionar métodos de recolha de dados pertinentes para o
estudo e organizar os dados sistematicamente para realizar uma analise que permita atingir

0s objetivos propostos.

No decorrer desta investigacao fui confrontado com varios desafios como investigador:
recolher dados numa turma com um idioma distinto ao idioma de origem, trabalhar com
alunos de contextos diferentes, aprender a utilizar metodologias de investigacdo néo
utilizadas, entre outras. Cada um destes desafios serviram para obter informacédo necesséaria
ao estudo escrito, mas tambem para crescer profissionalmente como investigador, pois uma
das coisas que tenho aprendido é que para aprender a investigar hd que estar no campo

investigando, da mesma forma que para aprender Matematica ha que fazer Matematica.

O tema de investigacéo foi de fundamental importancia, sendo um incentivo acrescido
para mim. Por um lado, tive a oportunidade de pesquisar numa area da Educacdo Matematica
onde tém-se investigado pouco, quer na Costa Rica como inclusive em Portugal, podendo
obter informag&o relevante para criar conhecimento novo a nivel do contexto educativo
costarriquenho na area da aprendizagem da Probabilidade, mas também abrindo portas para
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futuras pesquisas na area da Probabilidade do contexto educativo portugués. Por outro lado,
0s topicos de Probabilidade abordados foram um incentivo para mim, como professor, pois
0s considerei como topicos que podem incentivar o aluno a olhar para a Matematica como
uma disciplina de utilidade, num curriculo onde a Probabilidade é recente como parte do
programa de Matematica (MEP, 2012), como também um dos topicos onde os alunos
apresentam comummente dificuldades, dado o carater abstrato de alguns conceitos e a
similitude de alguns termos com a vida cotidiana (Nacarato & Grando, 2014).

Além disso, realizar esta investigacdo em duas turmas de paises distintos permitiu-me
por um lado conhecer como se abordam os contetidos em ambos contextos, encontrando
similitudes e diferengas que me permitem como professor tomar os aspetos mais positivos de
cada contexto curricular para futuras aulas e investigagdes. Em particular, a implementacéo
de um estudo exploratério em Portugal e o estudo principal na Costa Rica ajudou-me a ver
que, as melhorias feitas as tarefas a partir do estudo exploratorio serviram para melhorar 0s
tempos de aplicacdo das tarefas da experiéncia de ensino e para decidir as questfes a
modificar parcial ou totalmente de alguma tarefa, de modo a promover as aprendizagens dos

alunos na sua compreensao de conceitos probabilisticos.

O uso do Geogebra foi outro incentivo no qual me senti confortavel trabalhar, primeiro
por ser um software com o qual tinha trabalhado como professor em outras ocasides, e
segundo por permitir abordar uma metodologia de ensino n&o tradicional que ajudou o aluno
a perceber certos conceitos com recurso a uma maior quantidade de representacfes, como
assim também inferir propriedades que frequentemente o professor apresenta como
verdadeiras na sala de aula. O facto de haver conceitos particulares de Probabilidade nédo
interiorizados totalmente com a abordagem do Geogebra, como sdo a aleatoriedade e o
conceito de probabilidade frequencista, sugere, como Erickson (2016) destaca, a introducédo
de conceitos basicos de Probabilidade primeiramente com objetos concretos, de forma a que
o0 aluno desenvolva no seu entorno uma primeira ideia do conceito a ser trabalhado, para
depois complementar o ensino com simulacdo de experiéncias simples e compostas com 0
Geogebra, aprofundando o conceito para trabalhar experiéncias mais complexas até ser

formalizado o conceito.
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Quanto a metodologia da experiéncia de ensino, é importante criar espagos de discussao
coletiva na sala de aula, pois estes, tal a como foi evidenciado neste estudo, permitem que o
aluno seja critico e que o professor aceda a aprendizagens e dificuldades que por vezes ndo
sdo identificadas nas resolucdes dos alunos. Assim também, é necessario que o professor
considere incorporar na sala de aulas novas metodologias baseadas em recursos atuais e
dindmicos acessiveis ao aluno, tais como computador e software, tablets, entre outros. Estes
recursos podem marcar a diferenca na introducdo de conceitos probabilisticos, fazendo o
aluno ver a Matematica menos abstrata. No entanto, a experiéncia de ensino abordada no
presente estudo permite sugerir que estas metodologias de ensino devem ser acompanhadas
do trabalho com outros recursos didaticos, e principalmente de um trabalho consistente com
o0 software educacional para o aluno se acostumar aos tempos estabelecidos de trabalho, de
tal forma que o aluno desenvolva capacidades de interpretacdo de dados e manipulacao das
ferramentas do software, quer com o Geogebra quer com qualquer outro software
educacional. Finalmente, a elaboracdo de testes diagndsticos deve ser um elemento a
considerar pelo professor e investigador, tdo importante como o teste de avaliagdo, pois
possibilita acesso a intui¢des, aprendizagens e dificuldades dos alunos que devem considerar-
se na elaboracgdo das tarefas a propor para introduzir os conceitos, como também possibilita
ter um ponto de referéncia para avaliar as concecdes iniciais incorretas do aluno, as quais

foram superadas no final da experiéncia de ensino.

Desta forma, este estudo fornece informacdo importante para professores e
investigadores que desejem melhorar a abordagem da Probabilidade no curriculo
costarriquenho, assim como também no curriculo portugués, abrindo portas para propor
metodologias inovadoras de ensino e aprendizagem da Matematica orientadas a melhorar os
conceitos de Probabilidade que geram dificuldade. A Educacdo em Probabilidade ¢ um
direito de todos os cidadaos, como assim também ¢é direito do aluno aprender estes conceitos
com metodologias que sejam adaptadas a nova geracao tecnoldgica que estamos a viver,
fazendo ver a Probabilidade ndo como um topico abstrato da Matematica, mas como uma
oportunidade para desenvolver a capacidade dos alunos sobre a tomada de decisdes com base
em dados. Neste sentido, aluno, professor e investigador assumem um papel no curriculo,

onde todos devem estar dispostos a aprender uns com 0s outros, convertendo-se a
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aprendizagem de conceitos béasicos de Probabilidade numa oportunidade para aprender

construindo conhecimento.
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ANEXOS

ANEXOS A

Prueba Diagndstico!
Matematica, 10.° afio

PARTE |

1) Un grupo de 9° afio de un colegio tiene 30 alumnos, entre mujeres y hombres. Se
aplico un cuestionario para investigar las caracteristicas de los alumnos de este
grupo y, en lo que respecta a su color de ojos se obtuvieron los siguientes datos:

Color de ojos Frecuencia absoluta Frecuencia relativa
(%)

Cafés 14

Azules 40

Verdes 3

Negros

Con base en la informacién anterior,

a) Completa la tabla calculando las frecuencias absolutas y relativas que faltan.
Explica como determinaste las frecuencias.
b) Construye un gréfico de barras para representar el niUmero de estudiantes con
determinado color de ojos. Coloca dentro de cada barra las respectivas frecuencias

relativas.

c) ¢Cudl es el color de ojos que esta menos presente en el grupo? Explica tu respuesta.

d) ¢Cudl es la cantidad de alumnos que tienen el color de ojos que predomina en el

grupo?

2) El siguiente grafico muestra los resultados de una entrevista realizada a N personas

que tienen un apartamento alquilado en una determinada region del pais.

! Adaptado de: Conceicéo e Almeida (2012) e Murillo (2009).
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a)
b)

3)

NuUmero de personas con apartamento alquilado segun precio (prego), en miles

de colones.
14
12
& 10 A
T 81
g €1
(1 4 -
2 4

0 I.
80 120 160 200 240 280 320 360
Preco

¢ Cudl es el valor de N? Explica como llegaste a ese resultado.

¢Considerando la respuesta dada en la pregunta anterior?, ¢ Cual es el porcentaje de
personas en esta region, que pagan por el alquiler del apartamento a un precio entre
los 240 y los 280 mil colones?

¢ Qué apartamentos son menos buscados por las personas de esta region? ¢Cuél
podra ser una razon de este resultado?

Ya debes conocer el juego llamado “stop”, donde pueden participar varios
jugadores. En este juego, los participantes seleccionan una letra y, a partir de ese
momento, tienen que ser capaces de registrar en una tabla un conjunto de nombres
de, por ejemplo, persona, animal, pais, color, fruta, etc., que comience por la letra
seleccionada. EI primer jugador en acabar de llenar todas las categorias definidas en
la tabla termina la jugada, haciendo que los demaés jugadores dejen de escribir. El
juego acaba cuando se hayan completado todas las letras del abecedario, ganando el
jugador que mas puntos tenga acumulado al registrar correctamente los nombres en
las varias categorias, para la letra indicada en cada una de las jugadas.
Supon ahora que 20 personas jugaron “stop” con 3 categorias: animal, fruta y pais.
Después de finalizar una jugada con determinada letra se observé que:
e 7 personas acertaron las 3 categorias;
1 acert6 solo la categoria animal,
2 acertaron solo las categorias animal y pais;
3 acertaron solo las categorias pais y fruta;
12 personas acertaron la categoria animal; y
14 personas acertaron la categoria fruta.
a) Construye un diagrama de Venn para representar la situacion descrita
anteriormente en relacion a las distintas categorias del juego, es decir, la
relacién entre los elementos de los conjuntos animal, fruta y pais.

b) Responda las siguientes preguntas:

l. ¢Cual es el numero de jugadores que acertaron solo las categorias animal y
fruta?

. ¢ Cual es el numero de jugadores que acertaron solo la categoria fruta?
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I1l.  ¢Cual es el nimero de jugadores que acertaron solo la categoria pais?

PARTE Il

4. Supdn que tienes una urna conteniendo dos bolas idénticas, pero distintas en su color:
una bola roja y una bola amarilla. 10 alumnos hicieron la extraccion de una bola, sin
ver, volviendo a insertar la misma en la urna después de registrar su color. Se realiz6
esta experiencia 3 veces. Después de las 3 repeticiones de las 10 extracciones, realizadas
por los alumnos, se obtuvieron las siguientes secuencias de resultados registrados:

l. RRRRRRARRA
. ARARARAARA
M. RRAARRAAAR (donde R significa bola roja y A significa bola amarilla).

¢Cual de las 3 secuencias es mas probable? Justifica tu respuesta.

5. Supon que tienes dos dados equilibrados. Se quiere realizar la experiencia de lanzar
los dados y registrar el nimero mayor que salio. ¢Cuales son los casos favorables
correspondientes al evento A definido por, “obtener 3 como niimero mayor” ?

6. Se tienen dos eventos A, B de un espacio muestral Q, tales que P(A4) = 0.4,
P(B) = 0.25, P(AUB) = 0.6
a) ¢Son los eventos A y B disjuntos? Justifica.
b) ¢Son los eventos Ay B complementares? Justifica.

7. En la tabla siguiente se presenta una distribucion de las edades de 24 alumnos de un
grupo de amigos de cierto colegio. Existen 9 alumnos cuyas edades, todas iguales, estan
representadas por “a”, siendo “ a ” mayor a 13, mientras que b alumnos tienen una edad

de 12 afos.
Edad (en afios) 11 12 13 a
N.° de alumnos 6 b 3

Se escoge, al azar, uno de los 24 alumnos. ;Cudl es la probabilidad de que el aluno
escogido tenga una edad superior a 13 afios? presenta el resultado en la forma de porcentaje.

8. Se realizé la experiencia de lanzar una moneda. Se repetid la experiencia varias veces
con dos personas, habiendo por lo tanto dos registros independientes. En el primer
registro se obtuvieron los datos de la tabla “Primer registro”, mientras que en el segundo
registro se obtuvieron los datos de la tabla “Segundo registro”.

141



Tabla 1. Primer registro

Cara NUmero de veces obtenida
Escudo 4
Corona 4

Tabla 2. Segundo registro

Cara NuUmero de veces obtenida
Escudo 460
Corona 890

a) ¢Cudl es la probabilidad de salir la cara escudo para la moneda de esta experiencia?

Justifica tu respuesta.

b) ¢Esta la moneda de esta experiencia equilibrad

a? Justifica tu respuesta.

PARTE Il
9. Enun saco hay 4 paquetes de café (C) y 5 de crema en polvo (P), ambos de igual tamafio

Y peso.

Un paquete es retirado al azar y, en seguida, tras reponer el primero, es retirado un

segundo paquete.

La probabilidad de salir en ambas extracciones un paquete de café es:

a)%
b) g
c)g

d)g

10. La siguiente tabla muestra un registro del gusto por la matematica de hombres y mujeres
de un grupo de 10° afio. Se realiz6 la experiencia de escoger un alumno del grupo
sefialandolo en lista de clase, sin ver, para registrar el sexo y gusto por la matematica,

obteniendo la informacion siguiente:

Hombre Mujer
Gusta de matemaética 7 8
No gusta de matematica 5 9

Se definieron los siguientes eventos:
A: El alumno seleccionado es mujer.

B: El alumno seleccionado gusta de matematica.
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Con base en la informacion anterior, calcula:

a) P(A)
b) P(AN B)
c) P(BUB)
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Tareal
Matematica, 10.° afio

Lanzamiento de dos dados

Ciertamente ya experimentaste lanzar dados. ¢Si lanzares dos dados, en simultaneo, y
sumares el nimero de pintas de las caras que quedan viradas para arriba, que
resultados puedes obtener? Justifica tu respuesta.

En esta tarea te proponemos la realizacion de varias experiencias de lanzamiento de dos
dados, recurriendo a Geogebra para ayudarte en esos lanzamientos. Considera las
indicaciones siguientes que te explican como usar Geogebra para simular el lanzamiento de
dos dados:

Abre el archivo de Geogebra con nombre lanzamiento de dos dados. Al abrir el archivo

encontraras diversos objetos que simulan la experiencia de lanzamiento de dos dados.

a) En la parte superior de la hoja grafica observaras un deslizador n que indica el
namero de lanzamientos o repeticiones de la experiencia a realizar. Puedes mover
el cursor para hacerlo variar, al mismo tiempo que observaras aparecer, en un grafico
de barras, los resultados de la experiencia. En el eje X estdn marcados los distintos
resultados que se pueden obtener al sumar el nimero de pintas de las caras de dos
dados, mientras que en el eje Y estan representadas las respectivas frecuencias
absolutas. Para observar las frecuencias relativas de cada resultado puedes
posicionar el cursor sobre la barra correspondiente.

b) En laparte inferior de la hoja gréafica observaras el deslizador e, que indica el niUmero
de lanzamiento simulado. Puedes alterarlo con el cursor para observar los resultados
obtenidos en cada uno de los n lanzamientos simulados. También tienes la imagen
de las dos caras de los dos dados lanzados, que se alteran segun el valor de e.

c) Para simular el lanzamiento de los dos dados n veces, debes dar click en el boton
“recalcular experiencia”. Cada vez que lo hagas estaras simulando el lanzamiento de
los dos dados n veces.

d) Para ajustar la escala del grafico de modo a visualizar mejor las barras y las
respectivas frecuencias absolutas, posicionate sobre uno de los ejes, da click en el
bot6n del lado derecho del mouse, selecciona la opcion EjexX:EjeY y selecciona una
escala adecuada.

Tienes ahora oportunidad de simular varios lanzamientos de dados para resolver las

preguntas que te proponemaos.

PARTE I

1. Simula el lanzamiento de dos dados, repitiendo para esto la experiencia del lanzamiento
de los dados 10 veces (fija el deslizador n en 10). Después ve alterando el deslizador e para
observar los resultados obtenidos en cada lanzamiento.

a) ¢Qué resultados obtuviste para la suma de las pintas de las dos caras de los dados?
Registralos en la hoja “Registro de datos”.
b) ¢Los valores que obtuviste fueron los que esperabas? Explica el porqué.
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2. Realiza la experiencia del lanzamiento de dos dados nuevamente repitiendo para esto la
misma ahora 20 veces. Exporta como imagen png lo que se muestra en la pantalla de tu
computadora, y guarda la imagen en tu dispositivo de almacenamiento usb (guarda con el
nombre “parte 17).

a) ¢Que resultados obtuviste para la suma de las pintas de las dos caras de los dados?
Registralos en la hoja “Registro de datos”.

b) ¢Los valores que ahora obtuviste fueron los que esperabas? Explica el porqué.
c) ¢Cual es el resultado que salid mas veces para esta simulacion? ¢ De cuéntas formas

diferentes se puede obtener este resultado? Utilizando el deslizador e, presenta tu
respuesta en la siguiente tabla (puedes afiadir a la tabla las lineas que necesitares).

Resultado que salié més veces =

Dadol Dado 2

resultado

de obtener el

Formas posibles

3. ¢Existen resultados posibles de la experiencia que indicaste al inicio de la tarea que no
hayas obtenido tras las dos simulaciones que realizaste? Registralos también en tu hoja de
registro.

4) ¢Cuantas veces piensas que seria necesario lanzar los dados para obtener todos los
resultados posibles? Justifica tu respuesta.

5) Suponiendo que vas a lanzar los dados 50 veces, ¢puedes saber cual sera el resultado que
vas a obtener en el 8° lanzamiento? Justifica tu respuesta.

PARTE Il

Simula nuevamente el lanzamiento de dos dados, pero ahora repitiendo la experiencia
del lanzamiento 900 y 1000 veces respectivamente. Exporta como imagen png lo que se
muestra en la pantalla de tu computadora para n = 900, y guarda la imagen en tu dispositivo
de almacenamiento usb (guarda con el nombre “parte 2).

Con base en esas simulaciones responde las siguientes preguntas:

6. ¢Qué resultados obtuviste para la suma de las pintas de las dos caras de los dados?
Registralos en la hoja “Registro de datos”.
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7. ¢Existen resultados posibles de la experiencia que no hayas obtenido en estas nuevas
simulaciones? Registralos en tu hoja “Registro de datos”.

8. Compara tus respuestas de las preguntas 3 y 7, considerando tus resultados registrados en
la hoja “Registro de datos™. ;Son diferentes las respuestas? En caso de responder si, presenta
una justificacion para esa diferencia.

Hoja de registro de datos. Tarea 1
Pregunta Resultados obtenidos Resultados no
obtenidos

ly3
Resultados después de 10
lanzamientos 0 ensayos

2y3
Resultados después de 20
lanzamientos o ensayos

6y7
Resultados después de 900
lanzamientos o ensayos

6y7
Resultados después de 1000
lanzamientos o ensayos
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Tarea 2
Matematica, 10.° afio

Lanzamiento de un dado

En esta tarea te proponemos la realizacion de varias experiencias de lanzamiento de un
dado, recurriendo al uso de Geogebra para ayudarte en los lanzamientos.
Segun tu experiencia, ¢ Cuales son los resultados posibles al lanzar un dado?

Considera las indicaciones siguientes que te explican como usar Geogebra para simular
el lanzamiento de un dado:

Abre el archivo de Geogebra com el nombre lanzamiento de un dado. Al abrirlo
encontraras diversos objetos que simulan la experiencia de lanzamiento de un dado.

a) En la parte superior de la hoja gréfica observards un deslizador n que indica el
numero de lanzamientos a realizar. Puedes mover el cursor para hacerlo variar, al
mismo tiempo que observaras aparecer, en un grafico de barras, los resultados de la
experiencia. En el eje X estan marcados los distintos resultados posibles que se
pueden obtener al lanzar el dado, mientras que en el eje Y estan representadas las
respectivas frecuencias absolutas. Para observar las frecuencias relativas de cada
resultado puedes posicionar el cursor sobre la barra correspondiente, seleccionando
las barras mas oscuras en el grafico seglin necesites. Estas te permiten calcular las
frecuencias relativas correspondientes a cada resultado posible segun el nimero de
lanzamientos simulados. Ademas de eso, tienes el deslizador k, que indica el nUmero
de ensayo simulado. Puedes alterarlo con el cursor para observar los resultados
obtenidos en cada uno de los n ensayos simulados.

1) En la parte inferior de la hoja grafica puedes observar el boton
VariarCantidadDeLanzamientos y el boton PausarN. ElI primero permite
observar simulaciones sucesivas de n lanzamientos, de forma dindmica, a medida
gue se va incrementando el valor de n, mientras que el segundo botén permite
parar la animacion. También tienes imagen png lo que se muestra en la pantalla
de tu computadora para n = 10, y guarda la imagen en tu dispositivo de
almacenamiento usb (guarda con el nombre “pregunta 1”°). No olvides ajustar la
escala de la experiencia para visualizar bien las frecuencias absolutas de cada
barra.

¢Consideras que el dado esta equilibrado? Justifica tu respuesta.

2) Registra en la tabla “Registro de datos” las frecuencias relativas de los resultados
posibles del lanzamiento del dado para n = 50, n = 500, n = 1000 Exporta
como imagen png lo que se muestra en la pantalla de tu computadora para n =

1000, y guarda la imagen en tu dispositivo de almacenamiento usb (guarda con
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el nombre “pregunta 2”). No olvides ajustar la escala de la experiencia para
visualizar bien las frecuencias absolutas de cada barra.

¢ Qué comportamiento observas en las frecuencias relativas (o frecuencias absolutas) de
los resultados posibles de esta experiencia aleatoria a medida que el nimero de lanzamientos
aumenta?
b) la imagen del dado, la cual cambiara conforme muevas el deslizador k, indicando
de esta forma el resultado que salié en el lanzamiento k-ésimo, es decir, el
lanzamiento numero k.

c) Para ajustar la escala del gréafico y visualizar mejor las barras y las respectivas
frecuencias absolutas y relativas, posicionate sobre uno de los ejes, da clic en el
bot6n derecho del cursos, selecciona la opcion EjeX:EjeY y, finalmente, selecciona
una escala adecuada.

Simula el lanzamiento de un dado para algunos valores de n entren = 1 e n = 500,
como se indica a seguir:
3) Registra en la tabla “Registro de datos” las frecuencias relativas de los resultados
posibles del lanzamiento del dado paran = 1, n = 5, n = 10. Exporta como

Hoja de registro de datos. Tarea 2
Resultados posibles
frel 1 2 3 4 5 6

n

1
5

10
50
500
1000
frei: Frecuenciarelativa de los resultados posibles del dado.
n: Numero de repeticiones de la experiencia del lanzamiento del dado.
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Tarea 3
Matematica, 10.° afio

Probabilidad clasica?

PARTE I
Probabilidades en la batalla Naval

La Batalla Naval es un conocido juego utilizado para hacer pasar mas deprisa una u otra
clase aburrida. Este juego es formado por una cuadricula 10 por 10 (representando el
mar/agua), donde se disponen varios barcos que el “enemigo” ira a intentar hundir con tiros
certeros.

Abre el archivo de Geogebra “Batalla Naval”. En este encontraras 5 barcos con diversas
configuraciones (4,B,C,D,E) colocados en el primer cuadrante del sistema de ejes
cartesianos 10 x 10. Puedes alterar la posicion del barco A con los deslizadores a y b
presentes, mientras que los dos demas barcos puedes moverlos con el cursor siempre y
cuando no te salgas de la zona de mar/agua.

1. ¢Tuadversario, al lanzar el primer tiro, tiene mas posibilidad de acertar en un barco o en
el mar/agua? Justifica tu resposta.

2. ¢Qué fraccion del mar/agua esta ocupada por los barcos: portaviones, A, B?

3. Entérminos de probabilidad, ¢queé representan las fracciones calculadas anteriormente?

4. ¢Cbmo calculas la probabilidad de que tu adversario acierte en el barco A en términos de
los casos favorables para el barco A y los casos totales?

5. ¢Cdémo calculas la probabilidad de que tu adversario no acierte en el barco B en términos
de los casos favorables para el barco B y los casos totales?

6. Desplaza el barco A para otra posicion, moviendo para esto los deslizadores a e b. ¢ Este
cambio altera la probabilidad de que tu adversario acierte en el barco? Explica el porqué.

7. Engeneral, ;cémo calcularias la probabilidad de que tu adversario acierte en un barco de
dimension n el cual esté introducido en un mar/agua de dimension N?

Adptado de: Grillo (1995) e Geogebra (International Geogebra Institute)
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PARTE II
Lanzamiento de dados equiprobables y cdlculo de probabilidades

Abre el archivo de Geogebra “lanzamiento de dados”. En este podrds simular el
lanzamiento de uno, dos, tres o cuatro dados. Cuando lanzas los dados puedes también
observar todos los casos posibles (casos totales) de la experiencia, bien como los casos
favorables y la probabilidad del evento A: “la suma de las pintas de las caras de los dados es
X, mirando para esto para los cuadros “Sumas de las pintas” y “Probabilidad”. Para simular
el lanzamiento de los dados da clic en el boton “lanzar”, y para cambiar el nimero de dados
a lanzar seleccione en la flecha “n° de dados”.

8. Simula el lanzamiento de dos, tres o cuatro dados y observa como cambia la flecha roja
intentando relacionar esto con el valor en “Probabilidad” a medida que haces un nuevo
lanzamiento. Segun lo observado:

a) Qué representa el valor que esta a marcar la flecha roja en la fraccién de
probabilidad insertada en el cuadro “Probabilidad”?

b) ;Qué representa el denominador en la fraccién de la probabilidad mostrada en el
cuadro “Probabilidad”?
9. (Cual es la probabilidad de obtener una suma de 10 al lanzar tres dados?
Exporta como imagen png lo que se muestra en la pantalla de tu computadora, y guarda la
imagen en tu dispositivo de almacenamiento usb (guarda con el nombre “pregunta 9”).

PARTE III
Extraccién de bola de una urna

Considera que tienes dos cajas, cada una conteniendo 6 bolas enumeradas de uno a
seis. Tienes la oportunidad de realizar la experiencia aleatoria de tirar una bola de cada
caja y observar la suma de los numeros extraidos.

10. Explica jcomo puedes usar el archivo “lanzamiento de dados” para simular las
extracciones de las bolas de las dos cajas?

11. ;Qué es més probable, obtener, al extraer las dos bolas, una suma de 11 0 una suma de
4? Justifica tu respuesta.

12. ¢ Qué es mas probable, obtener, al extraer las dos bolas, una suma de 6 o una suma de 8?
Justifica tu respuesta.

13. ¢ Cual es la probabilidad de, al extraer las dos bolas, obtener una suma de 1? Justifica tu
respuesta.
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14. ;Cual es la probabilidad de que, al extraer las dos bolas, la suma obtenida sea un nimero
entre 2 e 127 Justifica tu respuesta.

Tarea 4
Matematica, 10.° afio

Descubriendo propiedades de la probabilidad?®

PARTE I
Diagramas de Venn y calculo de probabilidades

Abre el archivo de Geogebra con el nombre Diagrama de Venn. Al abrirlo, del lado
izquierdo de la pantalla observaras un diagrama de Venn correspondiente a dos eventos: A 'y
B. Arriba de este diagrama tienes tres selectores P(A), P(B), e P(A N B) que representan
las probabilidades de los eventos A, B e A N B respectivamente. Del lado derecho observaras
algunos célculos de probabilidades de estos y otros eventos, tales como P(A),P(B),
P(AUB),P(4) + P(B), P(A), P(B).

En las preguntas 1 y 2 siguientes tienes la oportunidad de simular diferentes posiciones
entre los eventos A y B. Para cada pregunta realiza lo que se te pide varias veces, registrando
los valores de P(A U B), P(A) + P(B), P(A), P(B), P(A), P(B) en la hoja de registro de
dados en cada ocasion que realizares la experiencia, hasta encontrar un patrén (relacién
matematica =, >, <) entre los valores de P(AU B)y P(A) + P(B), P(A)y P(A), P(B)y
P(B).

1. Mueve los deslizadores P(A), P(B) y P(A N B) hasta obtener Ay B como eventos
disjuntos. Exporta como imagen png lo que se muestra en la pantalla de tu
computadora, y guarda la imagen en tu dispositivo de almacenamiento usb (guarda
con el nombre “pregunta 1”).

Determina las siguientes probabilidades:

a) P(A)+ P(B)

b) P(AUB) Nota: C es el complementode C © CUC=Q ACNC=0
c) P(B) Nota: Ay B son disjuntos & ANB =@
d) P(A)

Anota tus resultados en la hoja “registro de datos”.

3 Adaptado de: Geogebra (International Geogebra Institute)
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2. Mueve los deslizadores P(A), P(B) y P(A n B) hasta obtener Ay B como eventos
NO disjuntos. Exporta como imagen png lo que se muestra en la pantalla de tu
computadora, y guarda la imagen en tu dispositivo de almacenamiento usb (guarda
con el nombre “pregunta 2”).

Determina las siguientes probabilidades:

a) P(A)+P(B)

b) P(AUB) Nota: C es el complementode C © CuC=Q ACNC=0
c) P(B) Nota: A e B sdo disjuntos & ANB =@
d) P(A)

Anota tus resultados en la hoja “registro de dados”.

3. Con base en los datos registrados en la tabla registro de datos, especificamente, los
valores observados en las preguntas 1y 2,
a) ¢que relacion puedes establecer entre las probabilidades P(A) + P(B) vy
P(A U B), en el caso de que A y B sean eventos disjuntos?

b) ¢se cumple la relacion encontrada en el punto anterior en el caso de que Ay B
sean eventos NO disjuntos? Justifica tu respuesta.

c) ¢qué relacion puedes establecer entre las probabilidades P(4) y P(A), P(B)y
P(B)?

d) ¢depende tu respuesta anterior de ser o no disjuntos los acontecimentos A y B?
Justifica tu respuesta.

PARTE Il
Uma vida atada nos estudos, televisor, videojogos e a comida rapida. ¢e o exercicio?

4. Un estudio realizado en el 2014 con 3 373 estudiantes de secundaria, con edades entre
los 12 y 18 afios en la Gran Area Metropolitana de Costa Rica, evidencia que 63% de
los jovenes solo efectian ejercicio un dia por semana (en la clase de educacion fisica),
mientras que 22% dijo hacer ejercicio todos los dias, y 12% dijo nunca hacer
gjercicio. Como consecuencia, el estudio evidencié también que 21% de los
adolescentes costarricenses tenian sobrepeso o obesidad para esas fechas.

Con base en la informacion proporcionada anteriormente, y definidos los siguientes eventos
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b)

d)

A: el estudiante hace ejercicio solo una vez por semana.
B: el estudiante hace ejercicio los dias todos.

C: el estudiante hace ejercicio méas de una vez, pero menos de siete veces por semana.

D: el estudiante nunca hace ejercicio.

Construye un diagrama de Venn para relacionar los eventos A4, B, C e D.

Calcula las siguientes probabilidades:

. P(D)

Il. P(AUBUC)

. P(AUBUCUD)

¢Son los eventos A y B complementares? Justifica tu respuesta.

¢Son los eventos A y B disjuntos? Justifica tu respuesta.

Hoja de registro de datos. Tarea 4

Probabilidad

Eventos disjuntos

Eventos NO disjuntos

P(4)

P(A)

P(B)

P(B)

P(A) + P(B)

P(AUB)
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Tarea b
Matematica, 10.° afio

PARTE I
Lanzamiento de una moneda

En esta tarea tienes la oportunidad de realizar una experiencia aleatoria que consiste en
el lanzamiento al aire de una moneda costarricense de 500 colones, esto para calcular la
probabilidad del evento A: “Obtener escudo al lanzar la moneda”.

a) ¢Silanzaras una moneda al aire, que resultados podrias obtener?

b) ¢Cual es la probabilidad de los eventos

A: obtener escudo al lanzar la moneda.
B: obtener corona al lanzar la moneda.

Abre ahora el archivo de Geogebra con el nombre lanzamiento de una moneda. Al
abrir el archivo encontraras diversos objetos que simulan la experiencia de lanzamiento de
una moneda.

a)

b)

En la parte superior de la hoja grafica observaras un deslizador n que indica el
numero de lanzamientos o ensayos a realizar. Puedes mover el cursor para hacerlo
variar, al mismo tiempo que observaras aparecer, en un grafico de barras los
resultados de la experiencia. En el eje X estan marcados los distintos resultados
posibles que se pueden obtener al lanzar la moneda, mientras que en el eje Y estan
representadas las respectivas frecuencias relativas correspondientes a cada
resultado posible segun el nimero de lanzamientos o ensayos simulados. Ademas,
tienes el deslizador k, el cual indica el nimero de ensayo simulado. Puedes alterar
con el cursor este deslizador k para observar los resultados obtenidos en cada uno
de los n ensayos simulados.

En la parte inferior de la hoja gréafica observards dos botones: el boton
VariarCantidadDelLanzamientos y el botén PausarN. El primero permite observar
la animacion de distintas simulaciones de n lanzamientos sucesivos conforme se
va aumentando el valor de n, mientras que el segundo permite pausar la

4 Adaptado de: Geogebra (International Geogebra Institute)
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animacion. También tienes la imagen de la moneda, la cual cambiard conforme
muevas el deslizador k o conforme varies el valor de n, indicando de esta forma
el resultado que salio en el respectivo ensayo.

c) Si necesitaras ajustar la escala del grafico para visualizar mejor las respectivas
frecuencias relativas de cada resultado posible, posicionate sobre uno de los ejes,
da click en el boton derecho del raton y selecciona la opcion EjeX:EjeY vy,
finalmente, selecciona una escala adecuada.

A continuacion, tienes la oportunidad de simular el lanzamiento de la moneda, para eso
realiza lo siguiente:

1. Experimenta con diversos valores de n dando click en el boton
VariarCantidadDeLanzamientos, y observa el comportamiento de las frecuencias relativas
para cada valor simulado. Registra cada valor en la hoja registro de datos.

a) ¢Son los eventos salir corona y salir escudo equiprobables? Justifica.

b) ¢A qué valor se aproximan o tienden las frecuencias relativas de los eventos salir corona
y salir escudo a medida que aumenta el valor de lanzamientos n?

2. A partir de los datos registrados en la hoja de registro de datos, y en referencia a la pregunta
1, ¢qué relacion observas en el comportamiento de los valores de las frecuencias obtenidas
en la pregunta anterior; esto a medida que aumenta el nimero de lanzamientos en relacion al
valor de probabilidad que definiste al inicio de la tarea?

3. Con base en tu respuesta anterior, ¢qué relacion puedes establecer entre la probabilidad
tedrica (Regla de Laplace) y la frecuencia relativa de un evento?, esto tras realizarse una
cantidad n “grande” de ensayos de una experiencia aleatoria envolviendo eventos
elementales equiprobables?

PARTE Il
Aproximando areas por medio de probabilidad

Abre el archivo de Geogebra con el nombre Estimando areas por medio de
probabilidad. Al abrirlo encontrards diversos objetos que simulan la experiencia de
aproximar areas por medio de probabilidad.

a) Al abrir el archivo, del lado izquierdo de la pantalla observaras un cuadrado de lado
10 unidades con una elipse introducida dentro de este.

b) Del lado derecho de la pantalla encontrards algunos valores numéricos que se
actualizan cuando alteras el deslizador n. Al alterar el deslizador apareceran n puntos
dentro del cuadrado, distribuidos aleatoriamente. Ademas, tienes dos botones, el
botén simular lanzamiento de puntos permite comenzar la simulacion del
lanzamiento de un punto dentro del cuadrado, aumentando la cantidad de puntos a
medida que aumenta el nimero de lanzamientos. El botdn Reiniciar en n =1
permite volver a comenzar la simulacion desde el primer lanzamiento. Finalmente,
el botdn pausa te permite pausar la simulacion.
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4. Mueve el deslizador n o usa el boton simular lanzamiento de puntos para simular el
lanzamiento de puntos dentro del cuadrado. ;Qué observas en la distribucion de los puntos
en el sentido de la proporcion puntos en el interior de la elipse entre puntos en el interior del
cuadrado?, esto a medida que aumenta el valor de n.

5. Con base en la respuesta dada en la pregunta 4, ;qué relacion puedes establecer entre las

Area cubierta por los puntos situados en el interior de la elipse Area de la elipse
razones

Area cubierta por los puntos situados en el interior del cuadrado Area del cuadrado’
cuando el valor de n es grande?

6. Supon que defines el evento A: “un punto se situa en el interior de la elipse”,

a) ¢Como puedes calcular P(A)?

b) ¢Cuéanto es aproximadamente P(A)? Exporta como imagen png lo que se muestra en
la pantalla de tu computadora, y guarda la imagen en tu dispositivo de
almacenamiento usb (guarda con el nombre “tarea 5) Justifica tu respuesta.

, ., . Area de la elipse -
; ?
7. ¢Qué relacion matematica puedes establecer entre P(A) y yrrp——— Justifica tu
respuesta.

8. Con base en los resultados obtenidos en las preguntas 6 y 7, calcula el valor aproximado
del area de la elipse.

Hoja de registro de datos. Tarea 5

Frecuencia relativa para diferentes valores de n

VALOR DE N

Frecuencia Corona

Frecuencia Escudo
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Prueba de Evaluacion®
Matematica, 10.2 afio

Responda a cada una de las siguientes preguntas de forma clara y justificando cuando se
le solicita.

1) Enun grupo, constituido por 14 hombres — entre ellos Tiago y Ricardo-, y 16 mujeres,
era necesario escoger un alumno hombre, para pertenecer a una comision que tenian
que integrar los dos sexos. Como era necesario escoger un hombre decidieron escribir
los nombres de todos los alumnos en papeles de igual tamario y textura, para luego
insertarlos en una caja:

a) ¢Cudl es el espacio muestral de esta experiencia?

b) ¢Cual es la probabilidad de escoger un hombre del grupo? y una mujer?

c) ¢Cudl es la probabilidad de escoger a Tiago o Ricardo como miembro de la
comisidn si consideramos que se extrayeron de la caja los papeles con los nombres
de las mujeres?

d) ¢Son los eventos A: escoger cualquier alumno como miembro de la comisién, y
Z: escoger un hombre como miembro de la comision, eventos disjuntos?

Justifique su respuesta

e) ¢Son los eventos A 'y Z complementales? Justifique su respuesta

2) Enuna caja estan 6 bolas del mismo tamario y color enumeradas de 1 a 6.

a) ¢Cual es la probabilidad tedrica de extraer la bola enumerada con el numero 2?
Justifique su respuesta.

b) Se repitié la experiencia de extraer una bola de la caja varias veces, pero con dos
personas, haciendo, por tanto, dos registros independientes de esta experiencia
presentados en las siguientes tablas: “Primer registro” y “Segundo registro”.

Tabela 1. Primer registro

Bola Numero de veces obtenida la bola
1 4
2 4
3 3

> Adaptado de: Conceicio e Almeida (2012)
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Tabela 2. Segundo registro

Bola Nuamero de veces obtenida la bola
1 189
2 178
3 185
4 194
5 426
6 191

I.  Con base en estos registros, ¢cudl seria la probabilidad de extraer la bola con el
nlmero 2 para esta experiencia? Justifica tu respuesta.

Il.  ¢Puedes considerar esta experiencia como una experiencia formada por eventos
elementales equiprobables? Justifica tu respuesta.

3) En una encuesta sobre medios de transporte, 90 trabajadores de una empresa
respondieron a la pregunta: ¢Qué transporte utiliza para ir para el trabajo? Despues
de que todos los trabajadores respondieron a la encuesta, se evidencié que los medios
de transporte que usan son el carro, el bus o la bicicleta. Para organizar los datos se
definieron los siguientes eventos:

A: El trabajador utiliza como medio de transporte sélo bus.
B: El trabajador utiliza como medio de transporte s6lo bicicleta.
C: El trabajador utiliza como medio de transporte solo carro.

Se organizd el contaje de dichas respuestas de manera visual, a traves de un diagrama
de Venn, obteniendo la siguiente informacion

Bus

Carro 7

&

Bicicleta
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4)

A partir de la informacion proporcionada completa el diagrama anterior, y responde
lo que se le solicita:

a) ¢Cual es el valor de P(A) ? Justifica.

b) Para esta experiencia, a partir de los eventos A, B 'y C, y operaciones de conjuntos
(interseccion, union, etc) entre ellos, define eventos nuevos G, H, I,],K,Ly M;
tales que:

l. G es evento compuesto:

Il. H es evento imposible:

M. | es evento cierto:

IV. Jy K son eventos disjuntos:

V. L y M son eventos complementares:
Suponga que se tiene una urna que contiene dos bolas idénticas, pero distintas en su
color: una bola roja y una bola amarilla. 10 estudiantes realizan una experiencia que
consiste en extraer de la urna, sin ver, una de las dos bolas. Los 10 alumnos hicieron
la extraccion de una bola, sim ver, volviendo a insertarla en la urna, después de
registrar su color. Se realizo esta experiencia 3 veces. Después de las 3 repeticiones
de las diez extracciones realizadas por los alumnos, se obtuvieron las siguientes
secuencias de resultados:
IV. VAVAVAVAVA
V. AAAAAAAAAA
VI. AVAAAVAAVA (donde V es bola verde y A es bola amarilla).

a) ¢Es esta una experiencia aleatoria o determinista? Justifica tu resposta.

b) ¢Cual de las 3 secuencias es menos probable? Justifica tu respuesta.
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Cuestionario
Matematica, 10.° afio

Pretendo, con este cuestionario, conocer su opinion sobre el trabajo realizado con
Geogebra en el aprendizaje de las Probabilidades. Este cuestionario es anénimo y no tendra
cualquier influencia en su calificacion. Responda, por favor, con la misma sinceridad.
Gracias por su colaboracion.

PARTE |
Responda las siguientes preguntas:
1. Edad
2. Género
o Masculino
o Femenino
PARTE Il

Para cada una de las siguientes afirmaciones, manifiesta tu nivel de acuerdo,
indicando con una marca la opcion que te parece mas adecuada:
1 — Esto en desacuerdo totalmente; 2 — Estoy en desacuerdo parcialmente; 3 — No estoy en
desacuerdo ni de acuerdo; 4 — Estoy de acuerdo parcialmente; y 5 — Estoy de acuerdo
totalmente.

-

Me gusta la Matemética

Considero las Probabilidades uno de los temas mas féciles de
aprender, en relacién a otros temas aprendidos en Matematica
hasta el dia de hoy.

Acostumbro usar la computadora todos los dias

Me gusta trabajar con tecnologia en clase

Antes de estas aulas, yo ya sabia trabajar con Geogebra

Las indicaciones dadas por el profesor fueron suficientes para la
realizacion de las tareas con Geogebra

7 | El tiempo disponibilizado para la realizacion de las tareas fue
suficiente

8 | Los asuntos tratados en las tareas son motivadores

9 | Larealizacion de cada tarea me ayudaba en las tareas siguientes
10 | La realizacidn de las tareas con Geogebra me ayudo a
comprender mejor los conceptos de probabilidad

N

oo~ W
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11 | Las discusiones de las tareas en clase me ayudaron en mi
aprendizaje

PARTE Il

1. ¢Cudles piensas son las ventajas del uso de Geogebra en la resolucién de las tareas
de Probabilidad?

2. ¢Cudles son las principales dificultades que tuviste en la resolucion de estas tareas
con Geogebra?

3. ¢Qué te agradd méas y qué te agradé menos a lo largo de las clases en que se
realizaron las tareas con Geogebra?

4. ;Hay alteraciones que gustarias de sugerir en relacion al trabajo realizado en estas
clases?
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ANEXOS B

Teste Diagndstico®
Matematica, 9.° ano

1) Uma turma do 9° ano de uma escola, tem 30 alunos, entre raparigas e rapazes.
Aplicou-se um inquérito para investigar as caracteristicas dos alunos desta turma e,
no que respeita a sua cor dos olhos obteve-se 0s seguintes dados:

Cor de olhos Frequéncia absoluta Frequéncia relativa (%)
Castanhos 14

Azuis 40

Verdes 3

Cinzentos

Com base na informacéo anterior,

a) Completa a tabela calculando as frequéncias absolutas e relativas que estdo em falta.

b) Constréi um grafico de barras para representar o nimero de estudantes com
determinada cor de olhos. Coloca dentro de cada barra as respetivas frequéncias
relativas.

c) Qual a cor de olhos que estd menos presente na turma? Explica a tua resposta.

d) Qual a quantidade de alunos que tem a cor de olhos que predomina na turma?

2) O gréfico seguinte mostra os resultados deum inquérito realizado a N pessoas que
tém um apartamento alugado numa determinada regido do pais.

NUmero de pessoas com apartamento alugado segundo o seu preco (em euros)
14 -
12 1

Freq.abs.
[=p]
1

0 1

80 120 160 200 240 280 320 360
Preco

¢ Adaptado de: Conceicdo e Almeida (2012) e Murillo (2009).
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a) Qual o valor de N? Explica como chegaste a esse resultado.

b) Considerando a resposta dada na questdo anterior, qual é a percentagem de pessoas,
nesta regido, que pagam pelo aluguer do apartamento um preco entre 0s 240 e os 280
euros?

¢) Que apartamentos sdo menos procurados pelas pessoas desta regido? Qual podera ser
a razéo deste resultado?

3) Os diagramas de Venn permitem-nos representar graficamente relacfes entre conjuntos.
Por exemplo, considera os conjuntos A = {1,2,3} e B = {2,3,4,5,6}¢e 0 seguinte
diagrama de Venn:

Neste diagrama pode observar-se que tanto o conjunto A como 0 conjunto B s&o
representados através de circulos, 0s quais tem no seu interior os elementos que 0 compdem.
Além disso, os elementos 2 e 3 estdo representados na intersec¢ao dos circulos do conjunto
A e do conjunto B, dado que sdo elementos comum aos dois conjuntos, enquanto que o
elemento 1 s6 pertence ao conjunto A e os elementos 4,5,6 s6 pertencem ao conjunto B. Por
ultimo, pode observar-se que todos os elementos, de A como e de B pertencem a um conjunto
U, designado por conjunto universo e representado por um quadrado.

De acordo com o explicado anteriormente, resolve a tarefa a seguir:

Ja deves conhecer um jogo chamado “stop”, onde podem participar varios jogadores. Neste
Jogo, os participantes selecionam uma letra e, a partir desse momento, tém que ser capazes
de registar numa grelha um conjunto de nomes de, por exemplo, pessoa, animal, pais, cor,
fruta, etc., que comece pela letra selecionada. O primeiro jogador a acabar de preencher todas
as categorias definidas na grelha termina a jogada, fazendo que os demais jogadores deixem
de escrever. O jogo acaba quando forem percorridas todas as letras do abecedario, ganhando
0 jogador que mais pontos tenha acumulado ao registar corretamente 0s nomes nas varias
categorias, para a letra indicada em cada uma das jogadas.

Supoe agora que 20 pessoas jogaram ao “stop” com trés categorias: animal, fruta e pais.
Ap6s finalizar-se uma jogada com determinada letra, observa-se que:

7 pessoas acertaram as trés categorias;

1 acertou sé a categoria animal,

2 acertaram so as categorias animal e pais;
3 acertaram s0 as categorias pais e fruta;
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e 12 pessoas acertaram a categoria animal; e
e 14 pessoas acertaram a categoria fruta.

a) Construa um diagrama de Venn para representar a situacao descrita em relacédo as
distintas categorias do jogo.

Responda as seguintes questdes:

l. Qual o nimero de jogadores que acertaram so as categorias animal e fruta?
. Qual o nimero de jogadores que acertaram so a categoria fruta?

I1l.  Qual o nimero de jogadores que acertaram s0 a categoria pais?

4) Suponha que se tem uma urna contendo duas bolas idénticas, mas distintas na sua cor:
uma bola vermelha e uma bola amarela. 10 estudantes realizam uma experiéncia que
consiste em extrair da urna, sem ver, uma das duas bolas.

a) Qual a probabilidade de extrair a bola amarela? Justifica a tua resposta.
Supde agora que os 10 alunos fizeram a extracdo de uma bola, sem ver, que voltam a
inserir na urna apds registarem a sua cor. Realizou-se esta experiéncia 3 vezes. Apés as 3

repeticdes das dez extracdes realizadas pelos alunos, obteve-se as seguintes sequéncias de
resultados:

VIl.  VVVVVVAVVA
VIIl. AAVAVVAVVA
IX. AAAAAVAAA (em que V é bola vermelha e A é bola amarela).

a) Qual das 3 sequéncias é mais provavel? Justifica a tua resposta.
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Tarefa 1
Matematica, 9.9 ano

Lancamento de dois dados

Certamente ja experimentaste langar dados. Se lancgares dois dados, em simultaneo, e
somares 0 numero de pintas das faces que ficam viradas para cima, que resultados podes
obter? Justifica a tua resposta.

Nesta tarefa propomos-te a realizacdo de varias experiéncias de lancamento de dois
dados, recorrendo ao Geogebra para te auxiliar nesses langcamentos. Considera as indicagdes
seguintes que te explicam como usar o Geogebra para simulares o langamento de dois dados:

Abre o0 arquivo do Geogebra com nome langamento de dois dados. Ao abrir 0 arquivo
encontraras diversos objetos que simulam a experiéncia do lancamento de dois dados.

e)

9)

h)

Na parte superior da folha grafica observards um seletor n que indica o nimero de
lancamentos ou ensaios a realizar. Podes mexer o cursor para o fazer variar, ao
mesmo tempo que observaras aparecer, num grafico de barras os resultados da
experiéncia. No eixo X estdo marcados os distintos resultados que se podem obter
somando o nimero de pintas das faces de dois dados, enquanto no eixo Y estdo
representadas as respetivas frequéncias absolutas. Para observares as frequéncias
relativas de cada resultado podes posicionar o cursor sobre a barra correspondente.
Na parte inferior da folha grafica observaras o seletor e, que indica o nimero do
ensaio simulado. Podes altera-lo com o cursor para observares os resultados obtidos
em cada um dos n ensaios simulados. Também tens a imagem das duas faces dos
dois dados langados, que se alteram segundo o valor de e.

Para simulares o langamento dos dois dados n vezes deveras clicar no botao “re-
calcular experiéncia”. Cada vez que o fizeres, estards a simular o langamento dos
dois dados n vezes.

Para ajustares a escala do grafico de modo a visualizares melhor as barras e as suas
respetivas frequéncias absolutas, posiciona-te sobre uns dos eixos, clica no botdo do
lado direito do rato, seleciona a opcdo EixoOx:EixoOy e seleciona uma escala
adequada.

Tens agora oportunidade de simular varios langamentos de dados para resolveres as
questdes que te propomos:

PARTE |

1. Simula o langamento de dois dados fazendo 10 ensaios (fixa o seletor n em 10). Depois
vai alterando o seletor e para observares os resultados de cada langamento.
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a) Que resultados obtiveste para a soma das pintas das duas faces dos dados? Regista-
os na folha “Registro de dados”.

b) Os valores que obtiveste foram os que esperavas? Explica porqué.

¢) Qual o resultado da soma que saiu mais vezes?

2. Repete a experiéncia do langamento de dois dados fazendo agora 20 ensaios.
a) Que resultados obtiveste para a soma das pintas das duas faces dos dados? Regista-
os na folha “Registro de dados™.

b) Os valores que agora obtiveste foram os que esperavas? Porqué?
¢) Qual o resultado que saiu mais vezes? De quantas formas diferentes se pode obter

este resultado? Utilizando o seletor e, apresenta a tua resposta na tabela a seguir
(podes acrescentar na tabela as linhas que precisares).

Resultado que saiu mais vezes =

Dadol Dado 2

Formas possiveis
de obter o
resultados

3. Existem resultados possiveis da experiéncia, que indicaste no inicio da tarefa, que nédo
tenhas obtido nas duas simulacdes que realizaste? (Regista-os também na tua folha de
registro). Porque achas que isso aconteceu?

4) Quantas vezes pensas que seria necessario lancar os dados para obter todos os resultados
possiveis? Justifica a tua resposta.

5) Supondo que vais lancar os dados 50 vezes, podes indicar a partida qual o resultado que
vais obter no 8° langcamento? Justifica a tua resposta.
PARTE Il

Simula novamente o lancamento de dois dados fazendo, desta vez, 900 e 1000 ensaios.
Com base nessas simulagcfes responde as perguntas seguintes:

6. Que resultados obtiveste para a soma das pintas das duas faces dos dados? Regista-0s na
folha “Registro de dados”.

7. Existem resultados possiveis da experiéncia que ndo tenhas obtido nestas novas
simulagdes? Regista-os na tua folha “Registro de dados”.
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8. Compara as tuas respostas as questdes 3 e 7, com base nos resultados registados na tua
folha “Registro de dados”. Sao diferentes? Se sim, apresenta uma justificagdo para essa
diferencga.

Folha de registro de dados. Tarefa 1

Casos possiveis
Questédo Resultados obtidos Resultados ndo
obtidos

le3
Resultados ap6s 10 ensaios

2e3
Resultados apos 20 ensaios

6e7

Resultados apds 900 ensaios
6e7

Resultados ap6s 1000 ensaios
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Tarefa 2
Matematica, 9.2 afio

Lancamento de um dado

Ja tiveste a experiéncia de simular o lancamento de dois dados e observar os distintos
resultados que podes obter ao somares as pintas das faces viradas para cima, bem como as
distintas formas de os obter.

Nesta tarefa propomos-te a realizacdo de varias experiéncias de langamento de um dado,
recorrendo ao Geogebra para te auxiliar nesses lancamentos. Segundo a tua experiéncia,

Quais sdo os resultados possiveis ao lancar um dado?

Considera as indicagdes seguintes que te explicam como usar 0 Geogebra para simulares
o langcamento de um dado:

Abre o arquivo do Geogebra com nome lancamento de um dado. Ao abrir o arquivo
encontraras diversos objetos que simulam a experiéncia de lancamento de um dado.

a) Na parte superior da folha gréafica observaras um seletor n que indica o nimero de
langamentos ou ensaios a realizar. Podes mexer o cursor para o fazer variar, ao
mesmo tempo que observards aparecer, num grafico de barras os resultados da
experiéncia. No eixo X estdo marcados os distintos resultados possiveis que se podem
obter ao lancar o dado, enquanto que no eixo Y estdo representadas as respetivas
frequéncias absolutas. Para observares as frequéncias relativas de cada resultado
podes posicionar o cursor sobre a barra correspondente, ou olhar para as barras mais
escuras no grafico, estas calculam as frequéncias relativas correspondentes a cada
resultado possivel segundo o nimero de langamentos ou ensaios simulados. Além
disso, tens o seletor k, que indica o nimero do ensaio simulado. Podes altera-lo com
0 cursor para observares os resultados obtidos em cada um dos n ensaios simulados.

b) Na parte inferior da folha grafica podes observar o0  botéo
VariarQuantidadeDeLancamentos e o botdo PausarN . O primeiro permite observar
simulagfes sucessivas de n langamentos, de forma dindmica, a medida que se vai
acrescentando o valor de n, enquanto o segundo botdo permite parar a animagao.
Também tens a imagem do dado, a qual mudaré conforme mexeres o seletor k ou
variar o n, indicando desta forma o resultado que saiu no respetivo ensaio.

c) Para ajustares a escala do grafico e visualizares melhor as barras e as respetivas
frequéncias absolutas, posiciona-te sobre um dos eixos, clica o botdo direito do rato,
seleciona a opgdo EixoOx:EixoOy e, finalmente, seleciona uma escala adequada.
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Simula o langamento de um dado fazendo variar n desde n = 1 até n = 500 segundo indica-
se a sequir.

1) Regista na tabela “Registo de experiéncias” as frequéncias relativas dos
resultados possiveis do langamento do dado para n=1, n=5, n = 10.
Consideras que o dado € equilibrado? Justifica a tua resposta.

2) Regista na tabela “Registro de experiéncias” as frequéncias relativas dos
resultados possiveis do langcamento do dado paran = 50, n = 100, n = 500. O
que observas nas frequéncias relativas dos resultados possiveis desta experiéncia
aleatdria a medida que o nimero de langcamentos aumenta?

Registro de experiéncias

Frequéncias relativas
frel 1 2 3 4 5 6

n

1

5

10

50
100
500

a) A tendéncia que encontraste na questdo anterior também se verifica com as
frequéncias absolutas?

b) De quantas formas diferentes se pode obter cada resultado possivel?
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Tarefa 3
Matematica, 9.2 ano

Probabilidade Cléassica’
PARTE I

Probabilidades na batalha Naval

A Batalha Naval é um conhecido jogo muitas vezes utilizado para fazer passar mais

depressa uma ou outra aula mais aborrecida. E formado por uma quadricula de 10 por 10
(representando o mar) onde se dispdem os varios barcos que o “inimigo” ira tentar afundar
com tiros certeiros. Abre o arquivo do Geogebra “Batalha Naval”. Neste encontras 5 barcos
com diversas configuracbes (4, B, C, D, E) colocados no primeiro quadrante do sistema de
eixos cartesianos 10 x 10. Podes alterar a posi¢do dos barcos com o cursor, caso queiras,
desde que fiquem sempre coincidentes com os quadrados da quadricula.

1.

Qual é o barco em que é mais provavel acertar? Justifica a tua resposta.
O que é mais provavel, acertar no barco B ou no barco C? Justifica a tua resposta.

O teu adversario, ao langar o primeiro tiro, tem mais possibilidade de acertar num barco
ou na agua? Justifica a tua resposta.

Que fracdo do mar estd ocupada por cada um dos barcos: portavides, A, B, C, D e E?
Para um barco qualquer, explica como podes encontrar a fracdo de mar por ele ocupada?
Como calculas a probabilidade do teu adversario acertar no barco A?

Como calculas a probabilidade do teu adversario ndo acertar no barco B?

Desloca o barco A para outra posi¢do, mexendo os seletores a e b. Esta mudanca altera
a probabilidade do teu adversario acertar no barco? Explica porqué.

Como calculas a probabilidade de que o teu adversario acertar num barco de dimenséo F
introduzido num mar de dimensao T?

7 Adaptado de: Grillo (1995) e Geogebra (International Geogebra Institute)
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PARTE Il
Lancamento de dados equiprovaveis e calculo de probabilidades

Abre o arquivo de Geogebra “langamento de dados”. Neste poderds simular o
lancamento de um, dois, trés ou quatro dados. Quando lancas os dados podes também
observar todos 0s casos possiveis da experiencia bem como os casos favoraveis e a
probabilidade do acontecimento A: “a soma das pintas das faces dos dados ¢ X”. Para simular
0 langcamento dos dados clique no botao “langar”, ¢ para mudar o nimero de dados a langar
selecione no ‘n° de dados’.

10. Simula a experiéncia de lancar um numero diferente de dados: dois dados, e trés dados
respetivamente. Para cada caso, simula o lancamento de dados até observares o valor da
probabilidade tedrica de obter 6 na soma das pintas das faces dos dados langados, olhando
para isto para os quadros “Somas das pintas” e “Probabilidade” até obter o valor de 6 no
quadro “Somas das pintas”, em cujo caso no quadro “Probabilidade” observaras a
respetiva probabilidade. A medida que clicas no botdo “langar” olha também como muda
a seta vermelha e tenta relacionar isto com o valor em “Probabilidade”. Regista os teus
resultados na tabela a seguir:

Probabilidade tedrica de obter 6 na
soma das pintas das faces dos dados
lancados.

Lancamento de dois dados
Lancamentos de trés dados

a) O que representa o valor que esta a marcar a seta vermelha na fracdo de
probabilidade inserida no quadro “Probabilidade™?

b) O que representa o denominador na fragdo da probabilidade inserida no quadro
“Probabilidade™?

11. Qual a probabilidade de obter uma soma de 10 ao lancar trés dados?
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PARTE Il
Extracéo de bola de uma urna

Considera que tens duas caixas, cada uma contendo 6 bolas numeradas de um a seis, e
que vais realizar a experiéncia aleatoria de tirar uma bola de cada caixa e observar a soma
dos seus numeros.

12. Explica como poderias usar o arquivo “lancamento de dados” para simular as extracdes
das bolas das duas caixas?

13. Qual a probabilidade de ao extrair as duas bolas a soma dos seus nimeros seja 7?

14. O que é mais provavel obter, ao extrair as duas bolas, uma soma de 11 ou uma soma de
4? Justifica a tua resposta.

15. O que € mais provavel obter, ao extrair as duas bolas, uma soma de 6 ou uma soma de 8?
Justifica a tua resposta.

16. Qual a probabilidade de, ao extrair as duas bolas, obter uma soma de 1? Justifica a tua
resposta.

17. Qual a probabilidade de que ao extrair as duas bolas, a soma obtida seja um nimero entre
2 e 12? Justifica a tua resposta.
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Tarefa 4
Matematica, 9.2 ano

Descobrindo propriedades da probabilidade®

PARTE I
Diagrama de Venn

Participam num jantar 15 jovens que falam diferentes linguas: 8 falam inglés e francés,
3 néo falam inglés nem francés, e 9 falam inglés.

1. Completa o diagrama de Venn com a informacéo dada.

2. Quantos jovens falam francés?

3. Determina a probabilidade de, escolhendo um jovem ao acaso,
a) encontrar um que apenas fale francés.
b) encontrar um que apenas fale inglés.
c) encontrar um que ndo saiba falar nem francés nem inglés.

PARTE Il
Diagramas de Venn e célculo de probabilidades

Abre o0 arquivo do Geogebra com nome Diagrama de Venn. Ao abrir o arquivo, do lado
esquerdo do ecra observaras um diagrama de Venn correspondente a dois acontecimentos: A
e B. Acima deste diagrama tens trés seletores P(A), P(B), e P(A N B) que representam as
probabilidades dos acontecimentos A4, B e A N B respetivamente. No lado direito observaras

8 Adaptado de: Concei¢do e Almeida (2012) e Geogebra (International Geogebra Institute)
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alguns calculos de probabilidades destes acontecimentos, tais como P(A),P(B),
P(AUB),P(AUB),P(A) + P(B)

4. Mexe os seletores P(A), P(B) e P(A N B) uma primeira vez até obter A e B como
acontecimentos disjuntos. Qual o valor das seguintes probabilidades:

€)
f)
9)
h)

P(A) + P(B)

P(AUB)

P(B)

P(A) Nota: C é o complemento de C

Anota os teus resultados na folha “registro de dados”.

5. Volta a mexer os seletores P(A), P(B) e P(A N B) uma segunda vez até obter A e B
como acontecimentos disjuntos. Qual o valor das seguintes probabilidades:

a)
b)
c)
d)

P(A) + P(B)

P(AUB)

P(B)

P(A) Nota: C é o complemento de C

Anota os teus resultados na folha “registro de dados”.

6. Mexe uma terceira vez mais os seletores P(A), P(B) e P(AN B) até obter A e B
como acontecimentos disjuntos. Qual o valor das seguintes probabilidades:

a)
b)
c)
d)

P(A) + P(B)

P(AU B)

P(B)

P(A) Nota: C é o complemento de C

Anota os teus resultados na folha “registro de dados”.
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7. Mexe os seletores P(A), P(B) e P(AN B) até obter A e B como acontecimentos
nao disjuntos. Qual o valor das seguintes probabilidades:

10.

a)
b)
c)
d)

P(A) + P(B)

P(AUB)

P(B)

P(A) Nota: C é o complemento de C

Anota os teus resultados na folha “registro de dados”.

Volta a mexer os seletores P(A), P(B) e P(ANB) até obter A e B como
acontecimentos nao disjuntos. Qual o valor das seguintes probabilidades:

a)
b)
c)
d)

P(A) + P(B)

P(AUB)

P(B)

P(A) Nota: C é o complemento de C

Anota os teus resultados na folha “registro de dados”.

Mexe uma terceira vez os seletores P(A), P(B) e P(AN B) até obter A e B como
acontecimentos nao disjuntos. Qual o valor das seguintes probabilidades:

a)
b)
c)
d)

P(A) + P(B)

P(AUB)

P(B)

P(A) Nota: C é o complemento de C

Anota os teus resultados na folha “registro de dados”.

Com base nos valores observados nos pontos 4, 5 e 6, consegues identificar uma
relagdo entre as probabilidades P(A) + P(B) e P(AUB), nocasode A e B serem
acontecimentos disjuntos? Depende a sua resposta do valor de P(A) e P(B)?
Justifica a tua resposta. Anota a relagdo encontrada na folha “registro de dados”.
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11. Com base nos valores observados nos pontos 7,8 e 9, consegues identificar uma
relacdo entre as probabilidades P(4) + P(B) e P(AU B), nocasode A e B serem
acontecimentos ndo disjuntos? Depende a sua resposta do valor de P(A) e P(B)?
Justifica a tua resposta. Anota a relagdo encontrada na folha “registro de dados”.

12. Com base nos valores observados nas questdes anteriores, que relagdo matematica
podes estabelecer entre as probabilidades P(A4) e P(A) ,e P(B) e P(B), isto é, entre
a probabilidade de um acontecimento e a probabilidade do complementar desse
acontecimento?

13. Esta relacdo que encontraste na questao anterior, depende dos acontecimentos serem

disjuntos? Justifica a tua resposta. Anota a relagdo encontrada na folha “registro de
dados”.

PARTE IlI
Refeicdes rapidas
Numa cidade da Europa esta a realizar-se um estudo sobre alimentos que prejudicam a
salde. Apos ser feita uma andlise de dados as respostas a um inquérito, chegou-se a concluséo
que nesta cidade as pessoas recorrem muito a refei¢des rapidas, principalmente a hamburguer
e pizzas que designamos por refeicdo A e B, respetivamente.

Do total de pessoas inquiridas, 28% respondeu que consome a refeicdo A e 20% a refeicédo
B. Além disso, 6% dos inquiridos consome os dois tipos de refeicdo A e B.

Com base nos resultados anteriores, responde as questdes seguintes:
14. Constroi um diagrama de Venn para representar os resultados do inquérito.

15. Considera os seguintes acontecimentos referentes as refeicBes investigadas no
inquérito:

A: a pessoa come refeicdo tipo A.

B: a pessoa come refeicdo tipo B.

C: a pessoa nao come refeicdo A nem B.
Calcula as seguintes probabilidades:

IV. P(AUB)

V. P(A)+P(B)

VI. P(0)

VIl.  P(C)+P(AUB)
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16. A partir dos calculos que fizeste na questdo 14 e a relagcdo encontrada na questao 10,
podes afirmar que os acontecimentos A e B sdo disjuntos? Justifica a tua resposta.

17. A partir dos calculos que fizeste na questdo 14 e a relagdo encontrada na questdo 12,

podes afirmar que os acontecimentos C e A U B sdo complementares? Justifica a tua
resposta.
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Registro de dados
Tarefa 4.

NUmero de pergunta P(A) | P(A) | P(B) | P(B) | P(4) P(AUB)
+ P(B)

4
Acontecimentos

disjuntos: simulacédo 1

5
Acontecimentos
disjuntos: simulacgéo 2

6
Acontecimentos
disjuntos: simulacéo 3

7
Acontecimentos nao
disjuntos:
simulagéo 1

8
Acontecimentos nao
disjuntos:
simulacéo 2

9
Acontecimentos ndo
disjuntos:
simulacéo 3

10
Rela¢do matematica
Para acontecimentos
disjuntos

11
Relacdo matemaética
Para acontecimentos ndo
disjuntos

12
Relacdo matemaética
Para acontecimentos
complementares
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Tarefa s
Matematica, 9.2 ano

PARTE |
Lancamento de uma moeda

Nesta tarefa tens a oportunidade de realizar uma experiéncia aleatoria que consiste no
lancamento de uma moeda ao ar para calcular a probabilidade do acontecimento A: “obter
face nacional ao langar a moeda”.

a) Se langares uma moeda ao ar, que resultados podes obter?

b) Qual a probabilidade dos acontecimentos:

= A: obter face nacional ao lancar a moeda.
= B: obter face europeia ao lancar a moeda.

Abre o arquivo do Geogebra com nome lancamento de uma moeda. Ao abrir 0 arquivo
encontraras diversos objetos que simulam a experiéncia de lancamento de uma moeda

a)

b)

Na parte superior da folha grafica observards um seletor n que indica o nimero de
langamentos ou ensaios a realizar. Podes mexer o cursor para o fazer variar, ao
mesmo tempo que observards aparecer, num grafico de barras os resultados da
experiéncia. No eixo X estdo marcados os distintos resultados possiveis que se
podem obter ao lancar a moeda, enquanto no eixo Y estdo representadas as respetivas
frequéncias relativas correspondentes a cada resultado possivel segundo o nimero
de langcamentos ou ensaios simulados. Além disso, tens o seletor k, que indica o
nimero do ensaio ou langamento simulado. Podes alterd-lo com o cursor para
observares os resultados obtidos em cada um dos n ensaios simulados.

Na parte inferior da folha grafica observards dois botdes, o botdo
VariarQuantidadeDeLancamentos e o botdo PausarN . O primeiro permite
observares a animacdo de distintas simulacbes de n lancamentos sucessivos
conforme se vai aumentando o valor de n, enquanto o segundo permite pausar a
animacdo. Também tens a imagem da moeda, a qual mudard conforme mexes o
seletor k ou conforme varia n, indicando desta forma o resultado que saiu no
respetivo ensaio.

Se precisares ajustar a escala do grafico para visualizares melhor as respetivas
frequéncias relativas de cada resultado possivel, posiciona-te sobre uns dos eixos,
clica no botédo direito do rato e seleciona a op¢do EixoOx:EixoQy e, finalmente,
seleciona uma escala adequada.

® Adaptado de: Geogebra (International Geogebra Institute)
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Simula o lancamento de uma moeda 10 vezes, fixando o seletor n em n = 10 .
Observa a frequéncia relativa dos resultados possiveis da experiéncia (sair face
nacional e sair face europeia). Registra o teu resultado na folha registro de dados.

Simula o langcamento de uma moeda com 20 langamentos, isto é, fixa o seletor n em
n = 20 . Observa a frequéncia relativa dos resultados possiveis da experiéncia (sair
face nacional e sair face europeia). Registra o teu resultado na folha registro de
dados.

Comeca a aumentar o valor de “n”, clicando no  botdo
VariarQuantidadeDeLancamentos. As frequéncias relativas dos resultados
possiveis tendem a estabilizar-se? Sao os acontecimentos sair face nacional e sair
face europeia equiprovaveis? A que valor se aproximam ou tendem as frequéncias
relativas dos acontecimentos sair face nacional e sair face europeia a medida que
aumenta o valor de langamentos n?

Se langares mais uma vez a moeda ap6s simular 1200 langamentos, que frequéncia
relativa esperas obter para os acontecimentos sair face nacional e sair face europeia?
Justifica a tua resposta.

Compara os valores das frequéncias obtidas na questdo anterior para oS
acontecimentos sair face nacional e sair face europeia com o valor da probabilidade
que definiste no inicio da tarefa.

Que relacdo podes estabelecer entre a probabilidade tedrica (Regra de Laplace) e a
frequéncia relativa de um acontecimento depois de se realizar uma quantidade
“grande” de n ensaios de uma experiencia aleatéria formada por acontecimentos
elementares equiprovaveis?

PARTE Il
Aproximando areas com probabilidade

Abre o arquivo do Geogebra com nome Aproximacao de areas por meio de
probabilidade. Ao abrir o arquivo encontraras diversos objetos que simulam a experiéncia
de aproximar areas atravées de probabilidade.

a)
b)

Ao abrir o arquivo do lado esquerdo do ecra observards um quadrado de lado 10
unidades com uma elipse inserida nele.

Do lado direito do ecrd encontraras alguns valores numéricos que se atualizam
guando alteras o seletor n. Ao alterar o seletor aparecerdo n pontos dentro do
quadrado, distribuidos aleatoriamente. Além disso, tens dois bot6es, o botdo simular
lancamento de pontos permite-vos comecar a simular o langamento de um ponto
dentro do quadro, aumentando a quantidade de pontos a medida que aumenta o
numero de langcamentos; o botdo Reiniciar em n = 1 permite-vos voltar a comecar
a simulacdo desde o primeiro langcamento; finalmente pausa permite-vos pausar a
simulagéo.
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7. Mexe o seletor n ou usa o botdo simular lancamento de pontos para simular o
langcamento de pontos dentro do quadrado. O que acontece com 0s pontos simulados
dentro do quadrado a medida que aumenta o valor de n?

8. Na questdo 7 encontraste uma relacdo entre a probabilidade tedrica de um
acontecimento A e a frequéncia relativa de esse acontecimento A depois de se
realizar um grande numero “n” de ensaios da experiencia aleatoria. Se definires o
acontecimento A: “um ponto cai dentro da elipse”, como podes calcular a
probabilidade do acontecimento A a partir da relagdo encontrada na questéo 7? Qual
é esta probabilidade?

9. Qual a area do quadrado?

Area da elipse

3 i 3 ?
10. Quanto é, aproximadamente, a razdo Krea do quadrado’

11. A partir das respostas anteriores, calcula aproximadamente a area da elipse. Explica
a tua resposta.

Registro de dados.
Tarefa 5

NuUmero de pergunta Dados obtidos
1 Face nacional Face europeia
Frequéncia relativa para 10
langamentos.
2 Face nacional Face europeia
Frequéncia relativa para 20
lancamentos.
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Teste de avaliagdo!®
Matematica, 9.° ano

1) Numa turma, constituida por 14 rapazes — entre eles o Tiago e o Ricardo-, e 16
raparigas, era necessario escolher um aluno rapaz, para pertencer a uma comissao que
tinha de integrar os dois sexos. Como era necessario escolher um rapaz decidiram
colocar os nomes de todos os alunos numa caixa em papeis de igual tamanho e

textura:

a) Qual o espaco amostral desta experiéncia?

b) Qual a probabilidade de na turma, escolher um rapaz? E uma rapariga?

¢) Qual a probabilidade de escolher ao Tiago ou o Ricardo como rapaz membro da

comissdo?

d) S&o os acontecimentos A: escolher qualquer aluno como membro da comisséo, e
Z: escolher um rapaz como membro da comissdo, acontecimentos disjuntos?

Justifica a tua resposta

e) Sao os acontecimentos A e Z complementares? Justifica a tua resposta.

2) Numa caixa estdo 6 bolas do mesmo tamanho e cor numerada de 1 a 6.

a) Qual a probabilidade tedrica de extrair a bola numerada com o 2? Justifica a tua

resposta.

b) Repetiu-se a experiéncia de extrair uma bola da caixa varias vezes, mas com duas

pessoas, havendo, portanto, dois

registos

independentes desta experiéncia

apresentados nas seguintes tabelas: “Primeiro registo” e “Segundo registo”.

Tabela 1. Primeiro registo

Bola Numero de vezes obtida
1 4
2 4
3 3
4 4
5 3
6 4

10 Adaptado de: Conceicdo e Almeida (2012)
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Tabela 2. Segundo registo

Bola NUmero de vezes obtida
1 189

178

185

194

426

191

OO [WIN

I.  Com base nestes registos, qual seria a probabilidade de extrair a bola com o
numero 2 para esta experiéncia? Justifica a tua resposta.

II. Podes considerar esta experiéncia como uma experiéncia formada por
acontecimentos elementares equiprovaveis? Justifica a tua resposta.

5) Num inquérito sobre meios de transporte, 90 trabalhadores de uma empresa
responderam a pergunta: “Que transporte utiliza para ir para o trabalho?”. Apds todos
os trabalhadores responderem ao inquérito, evidenciou-se que 0s meios de transporte
gue usam sdo o carro, 0 autocarro ou a bicicleta. Para organizar os dados definiram-
se 0s seguintes acontecimentos:

A: o trabalhador utiliza como meio de transporte sé autocarro.
B: o trabalhador utiliza como meio de transporte sé bicicleta.
C: o trabalhador utiliza como meio de transporte so carro.

Organizou-se a contagem de ditas respostas de maneira visual, através de um diagrama
de Venn, obtendo a seguinte informacdo:

Carro Autocarro

&l

Bicicleta

A partir da informacéo proporcionada completa o diagrama anterior, e responde o que
se vos solicita:

a) Qual o valor de P(A) ? Justifica.
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b) Para esta experiéncia, a partir dos acontecimentos A, B e C, e operacles de

conjuntos (intersecdo, unido, etc) entre eles, define acontecimentos novos E, F,
G, H, I,J, K, L; tais que:

l. G é acontecimento composto:

II. H é acontecimento impossivel:

M. | é acontecimento certo:

IV. Je Kséo acontecimentos disjuntos:

V. L e M sdo acontecimentos complementares:

6) Suponha que se tem uma urna contendo duas bolas idénticas, mas distintas na sua
cor: uma bola vermelha e uma bola amarela. 10 estudantes realizam uma experiéncia
que consiste em extrair da urna, sem ver, uma das duas bolas. Os 10 alunos fizeram
a extracdo de uma bola, sem ver, voltando a inserir na urna ap0s registarem a sua cor.
Realizou-se esta experiéncia 3 vezes. Ap6s as 3 repeticbes das dez extracOes

realizadas pelos alunos, obteve-se as seguintes sequéncias de resultados:

l. VAVAVAVAVA
Il. AAAAAAAAAA

.  AVAAAVAAVA (em que V é bola vermelha e A é bola amarela).

a) E esta uma experiéncia aleatoria ou determinista? Justifica a tua resposta.

b) Qual das 3 sequéncias € menos provavel? Justifica a tua resposta.
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Anexo C

Tabela 5.1. Cronograma das tarefas da experiéncia de ensino

Topicos Objetivos das tarefas Tarefa Atividade Aulas
em sala de
aula
Al) Tabelas de frequéncia Evidenciar conhecimentos prévios conceptuais do | TD: Teste -Observagéo Aula 1 (3/3/17)
A2) Gréficos de barras aluno ligados a topicos de probabilidade, | diagndstico (85 min)
A3) Diagramas de Venn necessarios para o trabalho da proposta -Entrega de TD
A4) conceitos basicos de probabilidade pedagogicas. (5 min)

abordados na proposta de tarefas com o
Geogebra.

Evidenciar se o aluno tem aprendizagem algum
sob 0s conceitos basicos de probabilidade a
trabalhar na proposta pedagédgica.

B1) Experiéncias aleatorias
B2) Espaco amostral: casos favoraveis,
casos possiveis, acontecimento

Identificar carateristicas associadas a
aleatoriedade a partir da simulagéo do langamento
de dois dados com o Geogebra.

Identificar casos favoraveis, casos possiveis e
acontecimentos a partir da simulacdo do
lancamento de dois dados com o0 Geogebra.

T1: Lancamento de
dois dados

-Discussdo TD
(15 min)
-Trabalho T1
(75 min)

Aula 2 (10/3/17)

C1) Acontecimentos equiprovaveis.

Inferir o conceito de equiprobabilidade a partir de
simulagdo com o Geogebra do lancamento de um
dado.

T2: Langamento de
dado

-Discussdo T1
(15 min)
-Trabalho T2
(50 min)
-Discussao T2
(10 min)
-Formalizagao
(15 min)

Aula 3 (17/3/17)

D1) Probabilidade cléassica: regra de
Laplace

Inferir a regra de Laplace a partir da representacdo
grafica de barcos de diferentes dimensbes
utilizando a vista grafica do Geogebra.

T3: Probabilidade
classica

-Trabalho T3
(60 min)
-Discussdo T3

Aula 4 (24/3/17)
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Determinar a probabilidade de acontecimentos
definidos ao lancar trés dados e somar as pintas das
faces a partir de simulacdo com o0 Geogebra para a
consolidagéo da regra de Laplace.

Determinar a probabilidade de acontecimentos
definidos ao langar dois dados e somar as pintas
das faces a partir de simulacdo com o Geogebra
para a classificacdo de acontecimentos em
equiprovaveis, certos e impossiveis.

(15 min)
-Formalizacgéo
(20 min)

D2) Acontecimentos certos,
impossiveis, mais provaveis.
E1l) Propriedades da unido e

complemento para dois acontecimentos
disjuntos ou ndo disjuntos.

Inferir propriedades de probabilidade para
acontecimentos disjuntos e complementares a
partir de simulacdo com o Geogebra de diferentes
posi¢des entre dois acontecimentos representados
mediante diagramas de Venn.

Utilizar as propriedades de acontecimentos
disjuntos e complementares na resolucdo de
tarefas ligadas a vida cotidiana para a consolidagao
das propriedades.

T4: descobrindo
propriedades de
probabilidade

-Trabalho T4
(60 min)
-Discusséo T4
(15 min)
-Formalizagao
(10 min)

Aula 5 (7/4/17)

F1) Probabilidade frequencista: lei dos
grandes nameros.

Inferir o conceito frequencista de probabilidade a
partir da simulagdo com o Geogebra do
langamento de uma moeda.

Aproximar a area de uma elipse a partir da
simulagdo com o Geogebra do langcamento de
pontos no interior de um quadrado que contem
uma elipse no seu interior para a consolidagdo do
conceito frequencista de probabilidade.

T5: Probabilidade
frequencista

-Trabalho T5
(60 min)
-Discusséo T5
(15 min)
-Formalizagdo
(10 min)

Aula 6 (14/7/17)

Todos o0s conceitos béasicos de
probabilidade trabalhados nas tarefas
com apoio ao Geogebra

Avaliar o desempenho dos alunos nos conceitos
matematicos abordados nas tarefas com recurso ao
Geogebra.

TA: Teste de
avaliacdo

-Aplicacéo
(70 min)

Aula 7 (21/4/17)
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