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Resumen

LEY DE GRANDES NUMEROS EN MEDIO AMBIENTE ALEATORIO

Las condiciones (7),v € (0,1) introducidas por Sznitman en 2002 tienen un significante
impacto en el estudio de caminatas aleatorias sobre medios aleatorios (RWRE) . Este tipo de
caminatas modelan, por ejemplo, el movimiento de una particula en un ambiente altamente
desordenado y no homogéneo que a su vez tiene probabilidad de salto aleatorio. Este tipo de
caminatas en ambientes aleatorios presentan dos grandes complicaciones: una es la pérdida
de la propiedad Markoviana bajo una medida promedio y la otra es que en dimensiones
mayores que uno, la RWRE ya no es reversible.

En este trabajo, se desarrolla una generalizacion de ley de grandes ntimeros para dimen-
siones d > 1, sobre ambientes aletorios. En el caso donde d =1, se tiene un valor de con-
vergencia descrito de forma explicita, conocida como la velocidad limite. Mientras que para
dimensiones superiores, la expresién mas comun para la velocidad limite surge a partir del
estudio de una sucesién de tiempos de regeneracion, asumiendo alguna condicién de balis-
ticidad. Es en este punto, donde las condiciones (7"), impusieron una linea de investigacién
por varios afios en las caminatas aleatorias en medios aleatorios. Imponian un decaimiento
exponencial que debfa cumplir la caminata al salir de ciertas “franjas” en la red Z?. Poste-
riormente, se mostré que esta imposicion de decaer en forma exponencial era equivalente a

decaer en forma polinomial (condiciéon (P)xy).

Toda esta perspectiva de trabajo se apoy6 en ciertos requerimientos que debia cumplir el
medio aleatorio (ambiente). Se asumi6 en la mayoria de los trabajos una condicién denomi-
nada elipticidad uniforme que exigia, a grosso modo, que la caminata tiene una probabilidad
de salto a los primeros vecinos mayor o igual que cierta constante fija x > 0. Por otro lado,
sitios diferentes de Z¢ originaban variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas.

Otra perspectiva de abordar el problema del comportamiento balistico de la caminata, fue la
introduccioén de un cierto proceso Markoviano llamado desde el punto de vista de la particula.
Analiza una evolucién Markoviana del ambiente a partir de las trayectorias de la caminata.
Acd se pueden relajar las condiciones impuestas sobre el ambiente (elipticidad en lugar de



elipticidad uniforme, ergodicidad en lugar de i.i.d), pero se asume la existencia de una me-
dida invariante del proceso que sea absolutamente continua con respecto a la medida origi-
nal P sobre el espacio de ambientes. Se puede mostrar una ley de grandes niimeros y analizar

la naturaleza balistica o sub-balistica de la caminata.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Historia

Las caminatas aleatorias en medios aleatorios (RWRE) son una generalizacion de las tradi-
cionales caminatas aleatorias, se utilizan para modelar distintos tipos de transporte, tales
como la propagacion del calor o la difusién de materia a través de medios bastante irregu-
lares y no homogéneos, debido a factores tales como defectos, impurezas, fluctuaciones, etc.
Por lo que es natural modelar tales irregularidades como Ambientes Aleatorios.

Sus inicios datan el afio 1967 cuando Chervov introduce los ambientes aleatorios para de-
scribir replicaciones de ADN. Temkin en 1972, fue quien introduce este concepto en el campo
de la metalurgia. En 1982, Sinai muestra que los modelos de RWRE pueden obtenerse
matemadticamente por medio de fenémenos de turbulencia en una versién mds sencilla del
conocido gas de Lorentz, el cual es una caminata aleatoria persistente, es decir, un proceso

aleatorio en distintas direcciones.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Estudiar la ley de grandes niimeros de caminatas aleatorias en medios aleatorios bajo distin-

tas condiciones sobre el ambiente.
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1.2.2 Objetivos especificos

1. Exponer la ley de grandes ntimeros de Solomon, en dimensién d = 1.

2. Exponer la balisticidad de las caminatas aleatorias en medios aleatorios a partir de las
condiciones de balisticidad de Sznitman (7%,) con v €]0,1] en ambientes uniforme-

mente elipticos, independientes e idénticamente distribuidos.

3. Exponer la balisticidad de las caminatas aleatorias en medios aleatorios a partir de la
condicién polinomial (P)j; en ambientes uniformemente elipticos, independientes e

idénticamente distribuidos.

4. Unificar las pruebas que permiten la equivalencia entre las condiciones de balistici-
dad (P)a y (Ty) con v €]0, 1] en ambientes uniformemente elipticos, independientes
e idénticamente distribuidos, a través del Criterio Efectivo establecido por Alain Sol
Sznitman.

5. Exponer la balisticidad de la caminata aleatoria en un medio aleatorio, a partir de la
existencia de una medida de probabilidad invariante del proceso desde el punto de
vista de la particula (w,) que sea absolutamente continua con res-pecto a la medida
del ambiente [P, en un ambiente eliptico y que satisface una cierta condicién de ergod-
icidad.
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Modelo

2.1 Definiciones

Para z € R%, denotamos por |z|; y |z|]z alas normas en [; y [ repectivamente.

Definici6n 2.1.1 (Ambiente aleatorio). Sea V := {e € Z% : |e|; = 1}, el conjunto de vectores canéni-

cos. Se denota por P las probabilidades de transicion sobre V,

P = {(p(e))eev e[0,1]V: Y p(e) = 1} (2.1)

eeV

Un ambiente w = {w(zx) : = e Z} se define como un elemento del espacio ambiente ) := PZd, es

decir para cada x € ¢ se tiene,
w(z) ={w(z,e) : ecV}eP.

Definicién 2.1.2 ( (IID)). Sea P una medida de probabilidad en (Q2,B(2)), donde B denota la
o—dlgebra de Borel. Si las coordenadas (w(z,-)) eza del ambiente w son i.i.d bajo P, entonces se dice

que el ambiente es i.i.d.

Con el fin de definir una condicién mas débil que (IID), se introduce la siguiente notacién.
Para cada y € Z¢, sea t, la traslacion definida sobre el espacio ambiente 2 definida por

(tyw)(z,e) :=w(z+y,e)

paracadazeZly eeV.
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Observacioén 2.1.1. Bajo el supuesto de (IID), si . es una medida de probabilidad en P, entonces el
espacio (2 es dotado de la medida producto P = ,u®Zd.

Definicion 2.1.3. (Ley Quenched) Para un ambiente w = (w(x,-)) ez Se define la caminata aleato-
ria (X, )nen como una cadena de Markov en 7% con ley P, definida por

w(y,e) sieeV,yeZ?
Px,w[XO = -T] =1, Px,w[Xn-H =y+ 6|Xn = y] = { (y ) . Y (22)
0 sino
Laley P, esllamada la Ley quenched de RWRE. Ademds se denota por
P (5, 0) = P X = y] (2.3)

la enésima probabilidad de transicion, pasar de x a y en n- pasos dado el ambiente w.

Sea G la o—-algebra producto en (Z?)". Aplicando el teorema de Dynkin, se verifica que

para cada x € G, el mapeo

w— P, ,[G]

es B(Q)-medible. Es posible definir sobre el espacio (2 x (Z*)", B(Q) ® G) para cada z € Z*
el semi-producto directo P, p de las medidas P y P, ,, por la férmula

Pop[F xG] = fF Py o(G)P(dw)

Definicién 2.1.4. (Ley anneled) Se define la probabilidad annelead o promedio, P, de la caminata
aleatoria (X, )nen como el producto semi-directo en 2 x (Zd)N, el cual es la ley marginal de P, p
sobre (Zd)N , es decir,

P,:=PxP,, = A PrwP(dw) = E[Ppu],

donde E es la esperanza con respecto a P.

Observacioén 2.1.2. Por definicion, la ley quenched satisface

P, o(Xi=21,....,Xp =2,) =w(z1,22)-w(Tp-1,2n), paraz;eV,i=1,...,n.

Por otro lado,
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P.(X1=x1,...,.Xp=2p) = [ w(z1, ) w(Tp-1,2n)P(dw) 2.4)

Es importante sefialar que bajo la ley anneled la caminata deja de ser Markoviana; ya que w(x;, ;)
y w(z;,xy) no necesariamente son independientes, por esta razon en la ecuacion (2.4) no se obtiene
un producto de integrales. Dicho de otro modo: condicionando con respecto a Xy, ..., X, se tiene
la informacion sobre el ambiente en los puntos Xo, ..., X1, entonces si X, € {Xo,...,Xn-1},
Xn+1 — Xy, deja de ser independiente de Xo, ..., X,.

Definicién 2.1.5 ((E) y (UE)). P es llamado Eliptico, (E), si
P( mi 0,e)>0)=1
(minw(0,e) > 0)
y es llamado Uniformente Eliptico, (UE), si existe una constante « > 0 tal que
P( mi >k)=1
(Ierg;l w(0,e) > K,)
En algunos casos, nos referiremos a ésta condicion como elipticidad uniforme, en cuyo caso se utiliza

la abreviacion es (EU).

Definicién 2.1.6. (I- Transitoriedad) Sea | € S*™'. Se dice que la RWRE, (X,,)nen es transitoria
en direccion a l si
PO(AI) = 17

donde A; := {w s lim X, -1 = +oo}.

n—00

Definicién 2.1.7. (Balisticidad) Sea | ¢ S*™'. Se dice que la RWRE, (X, )nen es balistica en direc-
ciona l si

n—ooo N

Po(li_mX”'l>0)=1.

Observacion 2.1.3. Dentro de todos los capitulos se hace uso de distintos tiempos de parada (entradas
y salidas a distintos conjuntos) que realiza la caminata aleatoria, por esta razén acordamos utilizar la
siguiente notacion

e HY =inf{n>0: X, U}

o T =inf{n>0: X, ¢U}
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* D:=inf{n>0:1-X, <l -Xo}

ara U < Z%. En el caso particular donde U = {x € Z* : x-1< L denotamos por
p p p

T =Tt =inf{n>0: X,-1>L} y HY =H! =inf{n>0: X,-I<L} (25)

A pesar de que la caminata (X,), deja de ser Markoviana bajo la ley quenched, ésta es,
hasta cierto punto, més sencilla de manipular. Por este motivo, se construye una cadena de
Markov sobre U u9dU, donde U < Z es un subconjunto conexo que contiene al cero, cuyas
probabilidades de transicién son dadas por la férmula

E

Ty
EO,w Zl{anx} w(xve)
n=0

Ty
ElEow ( > 1{Xn=x})
n=0

para z €U y ee V. Las esperanzas que definen la probabilidad de transicién son finitas,

Py(z,x+e):=

gracias a la (EU) y al hecho de que U es conexo.

La ley canénica de esta cadena de Markov iniciando en z € U udU es denotada por P, p.
Estas medidas son de interés ya que kali muestra que

FO,U[TU < OO] =1 - P()[TU < OO] =1

ademas X7, tiene la misma distribucién bajo F, y bajo PO’U.

Definicién 2.1.8 (Condicién de Kalikow). Se dice que se satisface la condicién de Kalikow relativo
a la direccion 1 € ST si existe un € > 0 tal que

inf > l-e Py(z,x+e)>e (2.6)
U,ereEV

para cualquier U c Z* conexo que contiene al 0.
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2.2 Ley 0-1 de Kalikow

El estudio de la convergencia de la caminata reposa esencialmente en la posibilidad de de-
scomponer la trayectoria en secciones independientes y que tienen la misma ley, asi desta-
cando una “estructura de renovacion” que a su vez permite referirse a una Ley de grandes
niimeros. En esta seccion se exponen resultados previos al teorema de la ley de grandes niimeros
bajo la hipétesis de “transitoriedad” en direccién de un vector preestablecido I € S**. Dicha
hipétesis tiene sus propios antecedentes, que se resumen en resultados que se presentan a
continuacion.

Considere la filtracion canénica .%, := 0(X1,..., X,,) y los tiempos de parada D y T! como
en (2.5) para u > 0, asi como el operador de desplazamiento canénico 6 sobre (Zd)N, definido
por

910 : ep((Xn)nZO) = (Xn+p)n207 pbe N,
que seran de gran importancia para la estructura de renovacién.

Para la hipétesis de transitoriedad direccional, a partir de un vector [ € R¢~{0} consideramos
los eventos

Bl = Al UA_l = {liml.Xn =+00 O liml.Xn = —oo}

2.7)
C; = {l.X,, mantiene el mismo signo para n grande}.
Lema 2.2.1. Para C; como en (2.7), se tiene
By (Cr) € {0,1} (2.8)

Ellema (2.2.1)(cuya demostracion se encuentra en kali) es la base de la prueba de la llamada
ley 0-1 de Kalikow .

Lema 2.2.2. (Ley 0-1 de Kalikow) Asuma un ambiente (IID) y (UE) . Para | e R? - {0} se tiene

Po(Bl) € {0, 1}
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Prueba. Por el lema anterior C; cumple la ley cero-uno y dado que B; ¢ Cj, si Py(C;) =0,
entonces Py(B;) = 0. El resultado, no trivial, es demostrar que Py(B;) = 1 cuando Py (C)) = 1.
Para lograrlo, se muestra que si M >0

Py({Xpl € [0,M], io} € {X,.l <0, i0}) =1, (2.9)
ya que si (2.9) se cumple entonces
Py [{X,.l >0 para n lo suficientemente grande } n {X,,.l ¢ [-M,M],i.0}] =0.
Similarmente se obtiene que
Py [{X,,.1 <0 para n lo suficientemente grande } n {X,,.l € [-M, M],i.0}] =0,

por lo que se obtiene
Py [Cyn{X,.le[-M,M],i.0}] =0. (2.10)

Como M > 0 es arbitrario, se concluye el resultado deseado Py(B;) = 1.
Para ver que la condicién (2.9) en efecto se cumple, note que bajo la hipétesis (UE) se puede

inferir que Py(H{.. <0y < o) = 1. Considere ahora N lo suficientemente grande y ¢ > 0 de
modo que

PrwlHz: 2000 < N2, paraweQ y xe{z: zle[0,M]}. (2.11)
Iniciando con Vj := 0, defina el tiempo de retorno al conjunto {z tzle[0,M ]} por
V1= Hiz cgefo,m) < 00

y de forma recursiva tras Vi + N -pasos, la caminata que parte de Xy, .y y cuenta el tiempo
que tarda en regresar al conjunto {z: 2.l €[0,M]} es

Vis1 = Vi + N + V3o Oy, 4w, parak > 1.

Ahora se introducen los eventos Gy, y Hj, como

1g, = l{Vk<o<>}7 y 1y, = 1{H{z:zAl<0}sN} o evk, k>1. (2.12)
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Noétese que en la tltima expresién, si Vj, = oo entonces 1y, = 0. Se tiene en particular que

G}, € Zy, , mientras que H, € v, . Luego,

PolHy | Fv, ] = Pe[Hy | Fv; ]

P,
Ey 1n, |ﬁVk]

=E I:E%w[l{H{z:Lz«)}SN} o HVI@] | ka] ,

Aplicando la propiedad fuerte de Markov sobre los tiempos de parada Vj, con ayuda de
(2.11), para cualquier x € {z : z-1 € [0, M]} se cumple que

Py[Hy | #v,]=E [EJ,WD{H{Z;Z.KO}gN}]]

>c.
Es decir,
P()[Hk ‘ yvk] > clg,, k>1. (2.13)
Luego, sumando sobre &
Z Po[Hy | ﬁvk] > c Z 1g,. (2.14)
k=1 k=1

Por lo tanto,

(g:llck =°°) = (iPO[HHka] =°°)-

k=1

Finalmente, aplicando el segundo lema de Borel-Cantelli, se concluye que
Py({Hy i0}2{Gy io})=1,

lo que implica inmediatamente (2.9).

O]

Un problema abierto es si el evento A; satisface una ley 0-1 para dimensiones mayores o
iguales a 2. Zerner y Merkl ZernerMerkl lo probaron en el caso de dimensién d = 2. El caso

d > 3 permanece abierto.

Conjetura 2.2.1. Dado [ € S™™ y d > 3 entonces

Py[A;] €{0,1}
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2.3 La estructura de renovacion

Sea a > 0. Consideremos ahora los tiempos de parada (S,)n>0, (Rn)n>1 con respecto a %,

y la secuencia de méximos sucesivos (M, )0 definidos por

So =0,

My = Xo.l

S =Thppra =inf{n>0]X, - 1> M +a} < oo,

Ri=Dofg +Si=inf{n>S5| X, 1<Xg, -1} < oo, (2.15)

My =sup{X,, - 1|0<m< Ry} <oo
y luego para n > 1 definimos por recurrencia
Sna1=Thy 1o =inf{m > 0| X, - 1> M, +a} < oo,

R,;1=Dofg +Sn+1=inf{m25n+1|Xm.l<XS
My =sup{X,;, - 1|0<m< Ryi1) < oo.

n+1 n+l l} S OO, (2‘16)

Una ilustracién de esta estructura se puede visualizar en la figura 2.1. Los tiempos 51, Sa, . . .,
son conocidos como "tiempos frescos" y sus localizaciones Xg,, Xg,,... como "puntos fres-
cos": ya que al momento Sy, la caminata X, visita por primera vez, después de Sj_;, una
parte nueva del ambiente y antes de llegar nuevamente al hiperplano Xg, , -/ —-1. A priori,
se tiene que

0=S)<S1 <Ry <5<+ < oo, (2.17)

donde las desigualdades son estrictas cuando éstas son finitas.

Definicion 2.3.1. A partir de la estructura de renovacion dada en (2.15) y (2.16), definimos

K=inf{k>1:5; <00, R =00} y
71 = Sk < oo (2.18)

con la convencion que So, = oo. (Ver Figure 2.1).
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FIGURA. 2.1: Definicién de la estructura de renovaciéon

Observacién 2.3.1. La variable T no es un tiempo de parada, ya que depende de toda la trayectoria
(el evento {11 < n} no estd en %,). Especificamente, el momento i < oo, por un lado, es el primer
instante en el cual X, - | alcanza el nivel X, - 1, pero por otro lado, una vez que alcanza dicho nivel,
Xy, - I nunca vuelve a ser menor que X, - 1. Es decir,

n<t = X, - 1<X; -1 y Dori =0

n>rm = X, - 12X -1

Ahora, se exhiben resultados preliminares importantes, iniciando con la igualdad médulo

Py del evento {7; < oo} con la transitoriedad.
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Lema 2.3.1 (Lema fundamental). Para todo k> 1,

Po(Ry; < 00) < [PO(D < oo)]k. (2.19)

La igualdad se cumple si Py(A;) = 1.

Prueba del lema fundamental. Con la ventaja que bajo la ley quenched la caminata es Marko-

viana, es posible afirmar que para k£ > 1
Py(Ry, < 00) = Py(Sg <00, Dolg, < o0)

E[Eow[Sk <o, Pxg, wlD<]l]
> E[po,w (S < 00, Xg, =) Ppo(D < oo)]. (2.20)

xeZd

Note que Py, (Sk <00, Xg, =) Yy Prw(D < 00) son respectivamente, o(w(y,-);y.l <z.l)y
o(w(y,-);y.l > z.l)-medibles, por tanto P-independientes, de esta forma

PO(Rk < oo)

2 PO (Sk < oo,XSk = :L') Px(D < oo)

xeZd
Po(Sk < OO)P()(D < oo)
< PO(Rk—l < OO)P()(D < oo),

el altimo paso se ha utilizado el hecho de que Si_; < Ri_; < Si. De forma inductiva se

obtiene que
k
Py(Rp <o) <[P(D<oo)|, k21, (2.21)
la igualdad se da al tener Fy(A4;) = 1. O

Proposicion 2.3.1. Asuma las hipétesis de (UE) y (IID). Si Py(A;) = 1, entonces

Py[D = 0] >0 (2.22)

Ry({K < o0} = {r1 < 00}) =1 (2.23)

Prueba. Para probar (2.22) suponga por contradiccién que Py[D = oo] = 0.

Entonces Py[D < oo] =1. Como el ambiente es (IID) se tiene que P,[D < o] =1 y asi para
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casi todo w € 2 se cumple que
P, ,[D<oo]=1.

A partir de esto, podemos aplicar la propiedad fuerte de Markov (bajo la ley quenched) y
concluir que
Po(liml.Xn < 0) -1,

que obviamente es contradictorio con nuestra hipétesis (- transitoriedad.

Para mostrar (2.23) con ayuda de (2.22) y el lema fundamental podemos afirmar que
[ee) oo k
> Po[Ry = 00] = Y [1- (Py(D < 0)) | = co.
k=1 k=1

Por la definicién de los Ry y la condicién (IID) podemos afirmar que los eventos {Rj, =
oo }rs1 son independientes bajo P . Por lo tanto, aplicando el segundo lema de Borel Cantelli

Py(inf{k 21, Rg = 00} < 00) = 1. (2.24)
Por otro lado, la hipétesis de /-transitoriedad implica que para cualquier k > 1
PO(Rk <00 = Spyy < oo) = 1. (2.25)
Asi, con la ayuda de (2.24) y (2.25), se sigue que
PO(K =inf{k>1, Sk < 00, R = 00} < oo) - 1.
Finalmente {K < oo} = {7 < o0} . O

Defina la siguiente o-dlgebra que contiene toda la informacién de la RWRE antes de 71 y

parte del ambiente que podria visitar (con la convencién de que X;,.l = co, en {71 = 0}),

ggl =0 (7'1, XOv Tt XTU (W(y7 '))y.l<X7—1 .l) (226)

Gracias a que la [-transitoriedad y (2.23), se cumple

Py({D =00} c Ajc{r<oo})=1 (2.27)
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{DZOO}Z{DZTl}Egl. (228)

Luego, al elegir 7, se espera que la caminata aleatoria (X;,+n, — X7, )n>0 sea independiente
de ¢4, y posea la misma ley que (X,,)ns0, condicionada a no volver al conjunto {z.l <0}. La
siguiente prosicion demuestra esta afirmacion.

Proposicion 2.3.2. La caminata aleatoria (( Xy 1n — X7 )ns0, (W(Xr +9, -))y.is0) €s independi-
ente de 4 bajo Py(:|m1 <o0)=Py(-|4;), donde la ley es la misma de
((X1)n30, ), (w(y, *))y1z0) sobre Py(:| D = 00). Es decir, para A y B conjuntos medibles

PO[(X7'1+n - Xn)nzO e A ) (W(Xﬁ +Y, '))y.le €B |g1:| (229)
= Po[(Xn)ns0 € A, (w(y, -))yis0 € B| D = o0]

Prueba. Sea h una funcién ¥; -medible y defina las indicadoras

Lla=1(x,-Xoymsoed Y 1B Lw(y,)y 0

Paracada keNy ze 7%, existe una variable aleatoria h.; medible con respecto a

o (W, Niy<ts » (Xi)ies, » Sk)

tal que sobre el evento {7 = Sk, X, =2}, h = h, ) (esto se sigue por la ¢ —medibilidad de
h). Entonces, utilizando las traslaciones 6 y t,, se tiene

Eo[1a06r, - 1potx, - h-lrco] (2.30)
= Z Z E [EO,w(]-Sk<oo 1Rk=oolX5k:x : 1A093k - lpoty - hx,k)]
k=1 xezd
= Z Z E [1Botac ' EO,w(15k<oo 1D095k:oolek=x : 1A095k ’ hx,k)]
k=1 zezd
=5 S E[lpoty - Erw(1p-cola)Eow(herls<oo 1X5k:x)] (2.31)
k=1 zezd

(2.32)



Capitulo 2. Modelo 15

Note que

lpoty Epw(lp-cla) es o(w(y,:), l-y>1-z)-medibley acotada,

mientras que

EO,w(hz,k]-Sk<oo lxskzx) es o(w(y,-),l-y<l-z)-medibley acotada,

por tanto, éstas dos variables aleatorias son P-independientes y la tltima expresion de (2.31)

esigual a

Nk

> Eo(1p14lp-s) - Eo(hakls,<c0lxg, =2)
k=1 gzezd

Eo(lAlB | D= OO) Z Z Eo(hx,k15k<oolek=m) 'PO(D = OO)
k=1 xezd

1

De esta manera,
Eo(1a 06y, 100, -h)=Ey(h)Eg(1alp | D = o)
lo que permite el resultado deseado. O

La afirmacion de arriba nos permite definir sobre {7} < co} una secuencia no decreciente

71 < 79 < -+, de forma inductiva como

Tre1 = T (X)) + T (X v — X7y)s (2.33)

donde 741 = oo sobre {7j, = 0o}, para k > 1. Estos tiempos se pueden apreciar en la Figura 2.2.

Note que

Po ({1, < oo} ={11 <00} =4;) =1, parak > 1.

Se introduce la o-algebra,
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FIGURA. 2.2: Definicién de los tiempos de parada recursivos

Ge=0(T1, - Ty X0, KXoy (W(Y,°))yacxs, 1) (2.34)

El principal resultado en la estructura de renovacién bajo el supuesto de /-transitoriedad
se presenta en el siguiente teorema el cual muestra la independencia entre las variables
(Xrr = X7) ¥ (w(Xr, +9,°))yi20 de %, bajo la probabilidad F.

Teorema 2.3.1. Para k>1, Ay B conjuntos medibles,

Pol(Xrpen — X )nso € A, (w(Xr, +9,°))y10 € Bl %]

= PO[(Xn)nZO € A, (w(y, '))y.le € B| D= oo] (235)

Prueba. Defina el mapeo v por
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Q;Z)(X-’ w) = (XT1+~ _XTI’ tX-rlw)’

note que hasta Py-conjuntos nulos, %, es generado por 4 y % (%), donde ¥ es
definido de forma andloga a (2.34), con la condicién adicional que 0 < y.l. Note que {D = oo}
es ¥ —medible, de forma inductiva en el Teorema (2.3.1) y 2.33, se sigue la proposicion
2.3.2. O

Corolario 2.3.1. Bajo la probabilidad P,

(XT17T1)7 (XTQ _X7'177—2 _7_1)7' . '7(X7'k+1 _XTkka+1 _Tk)7-~ <

son variables independientes. Ademds, (Xr, — X, 7o —=T1),. .., (Xrpy = Xops Ths1 = T )5 .-+, S€
distribuyen igual que (X, 1) bajo Py(:|D = 00).
Introduzca la variable aleatoria
M =sup{X,,.l - Xo.l, 0<m< D} <0 (2.36)
Proposiciéon 2.3.3.
Eo[M|D < 00] < 00 — Ep[l- X;,, 1 <o0] <00 (2.37)
Prueba. Paral=(ly,...,l3) € ST, defina la constante ¢ > 0 como
c=a+ sup |l con a como en (2.15). (2.38)

i€[1,d]

Observe que Py—c.s sobre el evento {7 < o}, gracias a (2.15) y (2.18) se tiene que

- Xp =1 Xgy

K-1
=l-X51 + Z l'XSk'H _Z'XSk/
k'=1
K-1
=1-Xg, + », - Xg,,,, — My + My —1-Xg,, (2.39)
k=1
K-1
<c+ Z C+Mk’_l'XSk/
k'=1
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Entonces,

EO[Z'XTI, 71 < OO]

K
<Eg|lc+ Y c+My—-1-Xg,, Sk <o

k'=1
SCPQ[T1<OO]+ Z Eo[C+MkI—Z.XSk,, ]{3’<K<OO] (2.40)
k'=1
k-1
=CP(][T1 <oo]+ Z Eo[C+MkI—Z'XSk,, Sk<oo, Rk=oo:|
k'=1

y usando un argumento similar al lema fundamental (2.3.1)

k-1 k-1
Z E0[0+Mk/—l-Xsk,, Sk<00, Rk:oo] = Z Eo[C-i—Mk/—l'XSk,, Sk<00, D:oo]
k'=1 k'=1
k-1
= Z E()[C-i-Mk/ - l.XSk,, Sk < OO]P()[D = OO]
k'=1

Ahora, para 1 < k' < k, como Py[Sy < 00] = Po[Rg—1 < 0]

E()[C-‘r Mkl - Z.Xsk,, Sk < OO]
= Eo[C+ Mkl —l.XSk,, Rk—l < Oo]
< PD[D < 00] -Eo[c+ My — l.XSk,, Sp_1 < OO]

De forma inductiva se puede concluir que

Eole+ My —1.Xs,,, Sg < 00] < Eglc+ My ~1.Xs,,, Ry < 00]Py[D < 00]"17¥

luego por el corolario (2.3.1) y la definicién (2.36) se tiene
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E0[6+ Mkl - Z~XSk/7 Rkl < OO]P()[D < OO]k_l_k,
= Py[ Sy < 00]Eg[c+ M, D < 00]Py[D < co]F 1 (2.41)
< Py[D < 00]¥ T Eg[c+ M, D < 00]Py[D < 00]*17F

Volviendo a la (2.40) se encuentra que

Eo[l.Xr, 71 < 00] <cPy[mi < oo]+ (c+ Eg[M|[D < o0]) > PBy[D=00]Py[D<oo]"! (242)

1<k/<k
1
:CPO[T]_ < OO:| +(C+E0[M|_D < OO]) (m_l) < oo
1
pues la serie Y (k-1)Py[D = oo]Py[D < 0] = —— 1, completando de esta man-
k>1 PO[D = (X)]
era la demostracion. O

24 Ley de Grandes Numeros para d =1

Esta seccion estudia las RWRE en el caso unidimensional. Asumiremos las condiciones (IID)
y (UE) , bajo la medida de probabilidad P. Para w € 2, denotaremos por (X, )ney la cadena
de Markov en Z con probabilidades de salto w(x,-1) y w(z,1), tal como se muestra en la
figura 2.3.

w(z,-1) w(z,1)

m
t 1 t

x—-1 X x+1

FIGURA. 2.3: Caminata Aleatoria uni-dimensional

Se sigue facilmente que la caminata aleatoria (X,,) la podemos escribir como

n
Xp = Z Z,
k=1
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donde (Z; )iz es una sucesion de variables aleatorias independientes; cada una con distribu-

cién determinada por
P(ZZ:1):CU(0,1), P(Zi:_l):LU(O,—l).

Con la ayuda de la ley fuerte de los grandes niimeros cldsico, se tiene que

%[mnﬁﬁ:me)—wm,4ﬂ:1, (2.43)
n—oo n,
donde la expresion

vy = w(0,1) —w(0,-1) (2.44)

la podemos interpretar como una velocidad asintética. Si v, = 0 todos los sitios en Z son

recurrentes para la caminata y se puede concluir que

Po[an:+oo y li_an:—oo:|:1.

Por otro lado, si v, # 0 la caminata presenta un comportamiento transitorio. Por ejemplo, si
v, > 0 la caminata se escapa hacia +oco con probabilidad 1; en detalle
Py lim X, = +00] = 1.
n—o0
En tanto, el comportamiento de la caminata bajo el régimen annealed es bastante diferente.
Existe un fenémeno de desaceleracion que se manifiesta en la posibilidad de que una caminata
se escape +oo con una velocidad asintética igual a cero (ver seccién 2.4.2). Esto implica,
en particular, que el signo de la velocidad asintética no sera el determinante para hacer el

andlisis ergddico correspondiente.

2.4.1 Velocidad asintética en el caso annealed

-1
Sea p(z,w) = %, con p(w) := p(0,w). En el régimen annealed, Solomon (1975) hace
w(x,
patente que el comportamiento de la caminata no responde necesariamente a la velocidad

asintotica.
Teorema 2.4.1. (Solomon (1975))

Sea n:=E[ln p(0)]. Si (IID) y (UE) se cumplen entonces se tiene lo siguiente:
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(i) Sin+0 entonces X,, es transitorio bajo Py. Mds aiin,

n<0:>P0[7%i_)ngoXn=+oo]=1.
17>0=>P0[nli_>ngoXn=—oo]=1.

(ii) Sin =0, entonces X,, es recurrente bajo Py. En particular,

Po(li_an:—oo y Exnz+oo):1.

n—>00 n—oo

Antes de iniciar con la prueba del teorema, considere el tiempo

Ty :=min{n>0: X, =z} (2.45)

y denote por pyy = Py, (1 <T, < ), la probabilidad de pasar del estado z al y en tiempo
finito dando al menos un paso, bajo la ley quenched. Iniciando la caminata en el origen,
con ayuda de la propiedad Markoviana, la probabilidad de retorno se descompone de la

siguiente manera

Poo = w(0,1) pig +w(0,-1) p_10. (2.46)

Si en la expresion anterior, al menos una de las probabilidades pio 0 p_19 son estrictamente
menores que uno, entonces poo < 1, lo cual implica transiencia. Mientras que, si poo = 1, se

obtiene recurrencia. En esto va a consistir la demostracién del teorema.

Prueba. Para determinar pip y p-i0 enla ecuacion (2.46), definimos para n > 1, la proba-

bilidad de llegar a 0 antes de llegar a x, partiendo del estado ¢, esto es

wizu = Py(Ty<Ty), O<i<a (2.47)

Note que se cumplen las condiciones de continuidad por arriba y por abajo de la teoria de la
medida, pues si « > 0, entonces, {Tp < T, } 1 {1 <Tj < oo}; mientras que para z <0,

{T0<Tm}l{1STO<OO}
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por tanto se tiene

()
1

y Dp-10 = mlirp u(j) (2.48)

p1o = lim w
Tr—>00
Descomponiendo las probabilidades u;, de forma anéloga a (2.46), se tiene

w; = w(t, Duger +w(i,—1)u;-1, O<i<zx (2.49)

con las condiciones de frontera que

ug = 1, Uz =0 (2.50)

Reescribiendo la ecuacién (2.49) y tomando en cuenta que w(i,1) +w(i,-1) =1 se puede

verificar facilmente la siguiente expresion recurrente:

uir1 —w; = p(i,w) (u; — ui-1) . (2.51)

Iterando (2.51) y usando las condiciones frontera (2.50), es facil concluir que

1 z-1 1
= > [1rG.w), (2.52)
L-ur 5 j=1
0
donde H p(j,w) = 1. Nobtese entonces que con base en (2.48) y (2.52), se concluye que pig = 1
j=1
siy solamente si lim u; =1 y esto ocurre si y solamente si
Tr—>00
x—1 7
im Y (] pG,w) | = o0
70040 \j=1
es decir,
) 7
Yexp| > Inp(j,w) | = 0. (2.53)
i-1 j=1

Note que las variables In p(j,w) soni.i.d, entonces por la Ley Fuerte de los Grandes Ntimeros

se puede concluir que
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Y. Inp(j,w)

P limj:l—:n =1.

Tr—>00 €T

X
Se concluye que exp (Z In p(7, w)) se comporta como exp(xn) para valores grandes de x
j=1

con probabilidad uno. Asi para 7 <0, la condicién (2.53) no se cumple pues

oo x o0
Yoexp| Y Inp(j,w) |~ > e <o
z=1 7=1 z=1
y por lo tanto pip < 1.
Para determinar el valor de p_1p se procede como en (2.51) donde se obtiene para x <0,
U—j-1 — U4 = P_l(_ia w) (Ui = u-is1) (2.54)
Iterando (2.54) y usando las condiciones frontera (2.50) se concluye que

—(l‘+1) 7

= > [lr'(=jw), (2.55)

=0 j=1

donde H P ( j,w) := 1. De forma similar, se obtiene que p_19 =1 siy solamente si xl~1>moo u' 1) =1

J=1

oo 1

y asuvez, esto ocurre si y solamentesi » [] p'(~j,w) = co. Ahora usando de nuevo la Ley
i=0 j=1

de Grandes Nimeros se puede inferir que

T

> ()

Pl lim & = =1

r—>—00 €T
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Seguiendo una misma linea de inferencia como antes, si 7 > 0 se tiene que

NgK

7
Hp_l(_j7w) < oo
=0 j=1

y con base en ello p_ig < 1. As{juntando ambos casos podemos inferir que pgp < 1 cuando

n # 0, lo cual implica que la caminata es transitoria.

Por otro lado, si n = 0 entonces

Zlnp_l(j,w) ' Inp(j,w)
P| tlim -0l=1 A P|lim -0]=1. (2.56)
xr—>—00 €T r—>00 X
Luego, se puede inferir que
P(Zlnpl(j,w)éo, i.o):l A P(Zlnp(j,w)ZO, i.o):l. (2.57)
j=1 j=1

Usando ambas igualdades de (2.57) se sigue que

iexp(élnp(j,w)) =00 A iexp(ilnp—l(_jvw)) = o0,

Con base en la divergencia de estas dos series se puede concluir que pig = 1 = p_19. Luego

Poo = 1 y se sigue entonces la recurrencia de la caminata.

O]

Teorema 2.4.2. (Solomon (1975)) Asuma (EU) y (IID). Entonces se puede concluir que

Po(lim & :v) =1,

n—oo N
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donde

1-E[p(w)] :
T+E[p(w)] si E[p(w)] <1,

vi={ 1-E[p(w)]
1+E[p(w)1]

si B[p(w) '] <1, (2.58)

0 si (E[p(w))™ <1<E[p(w)™].

Observacion 2.4.1. De esta manera se puede ver que la RWRE posee una velocidad no nula, asintot-
ica bien definida, excepto cuando (E[p(w)])™ <1 <Ep(w)™*. Por la desigualdad de Jensen (Ep(w)) ™ <E(p(w)™)
y ast los tres casos son mutuamente exclusivos y exhaustivos.

Para la demostracion de este teorema se va utilizar el lema dado a continuacion, que se puede

justificar a partir de que el ambiente es i.i.d.

Lema 2.4.1. Para ambientes (IID) la secuencia de tiempos de parada {v; }cz, es ergddica, donde

vi=T; = Ti-1.
Proof. La secuencia {v; };ez satisface
. Ty
PO ( lim — = E(][Vl]) =1 (259)
n—-oo n,

- (2.60)

donde en el dltimo paso se ha usado (2.59). Para calcular Ey[v1], defina /) como el tiempo

que tarda en pasar de-1a 0y v; del 0 al 1y asi podemos ver que

141 :1{X1=1}+1{X1=—1}(1+V(,)+V{)' (261)
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A partir de esto, para cualquier w € 2 se cumple que
E(]}w[ljl] = w(O, 1) + w(O, —1)(1 + E(]}w[lj(l)] + E(]}w[ljﬂ)
=1+w(0,-1)Eq ()] +w(0,-1)Eg o[r1].
(2.62)
A partir de esto, se puede inferir que
Eow[vi] =1+ p(w) + p(w)Eow[1)]- (2.63)

Dado que el ambiente es (IID), usando (2.63) y considerando que Ey[v;] = Eo[v1], obtene-

mos que
E()Vl ={1- Ep(w)
00 siEp(w) 21,

lo cual nos brinda la mitad del resultado en el Teorema 2.4.2.

Por otro lado, siempre con la ayuda de (2.63) se puede inferir que
p(w) " Eow[ri] = p(w)™ + 1+ Bou[wg],

y de esto concluir que
1-E[p(w)™]

Bl TR @

que es valido siempre que E[p(w) '] < 1. En caso contrario, Eo[v] = co.

Observacioén 2.4.2. Gracias a la desigualdad de Jensen, se tiene que
Elp(«)] = E[w(0,1)"] - 1> (E[w(0,)])™ - 1.

Luego en el caso en que E[p(w)] < 1, v satisface

0 <v < 2E[w(0,1)] - 1 = E[w(0,1)] - E[w(0, -1)].

(2.64)

La desigualdad es estricta si w(0,1) no se reduce a una constante. Al ser v menor que la esperanza

del desvio de la caminata se evidencia una disminucién de la velocidad.
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Se puede hacer una interpretacion similar en el caso en que E[p~*(w)] < 1.

2.4.2 Ejemplode RWREen d=1.

Este ejemplo se conoce como modelo canénico de RWRE y muestra que la caminata aleatoria,
en el caso transitorio, puede tener o no velocidad nula, lo que s6lo ocurre en ambientes aleato-
rios. Este fendmeno se conoce como una “desaceleracién”, tal como se afirmoé en la observacion
anterior. Se asume que la variable aleatoria w(x,1) solo toma dos valores 5y 1 -3 con las

siguientes habilidades:

Plw(z,1) = 5] = «, Plw(z,1)=1-8]=1-« (2.65)

donde 0<a<1,0<pB<1.

El valor de 7 se calcula de forma explicita, dado por

~ w(0,-1)
"‘Em(wmﬁ>)

:aln(1;5)+(1—a)ln(1?ﬁ)
=(2a-1)In(1-8)+(1-2a)In(p)

:(2a—l)ln(1;5)

:(2a—1)ln(l+%).

La transitoriedad de la caminata estd en funcién de o y 3 pues,

1 5<1 200-1<0 1 (1+1_25)>0 <0
a< — - = o — n =
1-283

1 1
oz>§, ﬁ>§ = 2a-1>0 y ln(1+ )<O = n<0

B
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Para ver que este caso transitorio puede tener velocidad nula, se determinan las condiciones
sobre a y 3 para que se cumpla (E[p(w)])™ <1 <E[p(w) "] expresado en el Teorema 2.4.2.
En la Figura 2.4 se presenta un "diagrama de fases" para este modelo, que muestra las varia-

ciones de los pardmetros. Especificamente note que

U e N
a(l-p)+p(1-a) "
Elp(w)] - 208 - (a+p) +1 S

(Elp(w)]) — 0<(1-p)(a=-p)+p(1-a)

1 — 0<(1-B)1-(a+p))+pa

pa-p)

I:]'f]<0
v>0
n<0
v=0

n>0
.'u:O

n>0
.'u<0

FIGURA. 2.4: Modelo Canénico

Es decir, las condiciones obtenidas son: a >3y a+3<1,obien a<fy a+/>1. En par-
ticular, la Figura 3.3 presenta las regiones con velocidad asint6tica nula y comportamiento

transitorio, es decir donde se enmarca el fendmeno de desacelaracion.

a=p

(0.0) e

FIGURA. 2.5: Velocidad nula en caso transitorio
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Capitulo 3

Ley de grandes numeros en general

3.1 Introduccion

La ley de grandes ntimeros es uno de los resultados méas importantes en teorfa de probabili-
dad. Por lo que en el contexto de ambientes aleatorios una de las interrogantes que surgen
es si este resultado se mantiene o bajo cudles requisitos se cumple esta ley. En el caso de
dimensién uno, gracias a resultados asintéticos obtenidos por Solomon en 1975, se obtuvo
un resultado en el cual se especifica explicitamente el valor al cual converge la media mues-
tral. Sin embargo, la generalizaciéon a dimensiones mayores, no fue sino hasta el 1999 cuando

Sznitman mediante un proceso de renormalizacién obtiene la ley de grandes ntimeros.

Como primer acercamiento a la ley de grandes nameros sobre medios aleatorios, se detalla
una versién general, que posteriormente se simplifica a d = 1 se detalla como Solomon ob-
tiene una férmula determinista del valor de convergencia. En dimensiones d > 1, esta ley
general de grandes nimeros, bajo ciertas condiciones, también adopta una forma para su

valor de convergencia, intentando acercarse al que se tiene para el caso unidimensional.

3.2 Notaciones y resultados previos

Antes de iniciar con los resultados utilizados para mostrar la ley de grandes nameros, es

necesario introducir una notacién para ciertos tiempos y conjuntos.

* Las veces que invierte la caminata en el hiperplano a distancia m antes de llegar al
hiperplano a distancia m + L en direccién del vector canénico e € S7':

T ={n>0: T, <n<Tyir, Xp-e=m}
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Note que en T}y, € T 1, 81 i1 # 9.
¢ El didmetro de 7, 1 es denotado por h,,; y su funcién de distribucién empirica es

#AL0<m < M | by, <}
- M+1

Farn(c) e[0,1,  (M,LeN;c20)
* Los instantes de la primera y r-ésima (r > 2) visita que la caminata hace a un sitio se

denotan por
Hi(z)=inf{n >0 : X, =z} y Hy(z)=inf{n > H,_1(x) : X,, =x}.

Lema 3.2.1. Sea (X, )nen € (ZYN la caminata aleatoria a sus primeros vecinos, con Xo = 0. En-

tonces X
Tm 22 %50 — sup inf lim Fuarr(c)>0 (3.1)
n—o0o n >0 L21 M—oo

Prueba lema (3.2.1). Existe una secuencia estrictamente creciente (1), ¢ N tal que, para al-

gan 0 >0,

T Ap-€
lim
n—o00 n

=0>0 - Xn, - €>ng0, vV k>0.

Suponga por contradicciéon que

inf lim F =0
b i, P ()

entonces existen secuencias estrictamente creciente (¢;); y (L;); en N tales que

9L;
° LO = 0 , C; = v

paratodo iy

* recursivamente para L;,1 > L;,

_ 1
lim Eygr,,, (i) < 3 (3.2)

)
donde (M) € NY. Por otro lado, considere el intervalo de longitud %,

b= (1- 2w ]
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Si « € I}, entonces
) ) )
X[a-|€>Xnk€_ni>ni>a_

2 2 27
dado que X, es la caminata a los primeros vecinos. De esta manera, Tas < [].
2

Elija M}, de tal forma que (1 - g) ny, < g (Mg + L) <nj. Se tiene que para k lo suficiente-

mente grande

2 2L 2 3
pues L es fijo.
Ademds, note que
My, 3
#( 9 Tm,L) < Tuysr < S(M’“ +1) (3.3)
m=0

ya que cada elemento de la unién es estrictamente menor a Ty, .7, También se tiene que

My, 3L
Z b, < —(Mj +1). (3.4)
m=0 d
En efecto, como hy, 1, < T, — T
My, My,
Z hm,L < Z Tm+L - Tm
m=0 m=0

L-1 M,
< Z Z Tnsr, =T

=0 mmod L=i
L-1
<Y Taer - T;
=0
3L
< —
1)

SLTMk+L (Mk+1)

Ahora, para cada i, utilizando los resultados (3.2) y (3.4)
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M, My,
Z Y p,2ey = Z 1{ith.21}
m=0 m=0 T

Cq
1 M
£ — Z .,

Ci m=0
< Mk-i-l
3

My
Z l{thiz::i} = (Mk’ + I)FMk7Li+1
m=0

SMk+1.
3

Ademas,

1 M

My, +1 mzzo 1{hm,LiZCi} + 1{hm,LiZCi} + 1{hm,Li<hm,Li+1} 21

luego, aplicando las desigualdades anteriores se tiene

1 &% 1
1 > 35
Wr 1 2y s 2 3 39

12 .
Por otro lado, sea i := [7] Note que si hp, 1, < him,L,,, entonces #7Ty, 1, < #7Tm, L., , POT

tanto

1
< 2

3

i0—1 1 My,

Z Z 1{hm,L,L-<hm,Li+1}

0 Me+1 7%

SHINS

IN

1 My, ip-1

Z Z #Tm,LHl - #Tm,Li

1 M
= T 7.
Mk + ]. n,bzz:o# m7L10

IA

3
5
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lo cual es una contradiccion. O

Teorema 3.2.1. Asuma (UE) y sea e un vector candnico tal que Py (A, u A_.) =0, entonces

X,,-
Py ( lim 27€ - o) -1 (3.6)

n—oo n

Prueba. Basta con probar que el limite existe, ya que si Pp(A. U A_.) = 0, entonces por defini-
cion
Po(lim Xn-ie:ﬂ:oo)zo
n—oo

lo que concluye el resultado (3.6). Para ello, suponga sin pérdida de generalidad que

X,-e

po[m

n—oo n

> ()] >0 (3.7)

Por el lema anterior, se sigue de (3.7)

P inf lim F
(s L Funate)>0) >0

Aplicando el teorema de convergencia mondtona a ]\}[im F,p(c) la cual es medible, cre-
— 00
ciente en c y decreciente en L, para un valor ¢ finito y fijo, lo anterior implica que

Pg[llm m FM7L(C) >0]>0. (38)

L—o00o M—o0

Ahora considere el tltimo punto que la caminata visita al hiperplano a distancia m antes de
que alcance el que se encuentra a distancia m + L. Sobre el evento {h,, 1, < ¢}, este punto se
encuentra a distancia (con |- |;)c de X7, y ha sido visitado a lo sumo ¢ veces antes de T+ 1,
es decir, que sobre el evento {h,, 1, < c} existe z € 7% tal que

|z]1 < e, zle y reN,
con 1 < r < c. Ahora considere
D*:=inf{n>1]| X, -e< Xp-e}.

Entonces, el evento indicando que la tltima visita de la caminta al hiperplano a distancia m
antes de T, 1, es también la r—ésima visita al punto X, + 2 es
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By, 1(z.7) = {H (X1, +2) < Toner, D* 00, (xy 12y + Ho(X1, +2) 2 Trpr}-

Consecuentemente, si z-1=0

N c _ 1 M
li lim F < li li 1 . 3.9
fn i Pl € 0, 0 Jim i 5 2 e (3.9)

Como solo hay una cantidad finita de z y r se sigue de (3.8) que para alguno de ellos
M

Z 1B3,17L(zv7”) >01>0 (310)

m=0

Py|lim lim

L—oo M—oco M +1

Para un par (z,7) que satisface (3.10) y para L fijo, la secuencia (151 ’L(w))m no es inde-

pendiente bajo la ley annealed, P . Sin embargo, es posible dominar esta secuencia por una

auxiliar que sea i.i.d. Llegado a este punto, para un ambiente dado w € Q y un punto y € Z¢
de partida considere la caminata aleatoria (Y,Y),, independiente de (X,,),, cuya ley es

Pow=Pow® @ P, sobre  (ZHNx ((zHN)* (3.11)
yeZd

dotado de su o-algebra candnica. Para la construccién de la nueva caminata (Y,/),, considere

las proyecciones de las realizaciones de (X,,),. Nuevamente, Py=Ex ﬁow. Ahora defina

B2

L= {O'm > Ter, D* (Y.XTWH) ST (YXTm+z)}

_ nl 2
BmL = Bm,L @) ijL,

)

ver la imagen figura 3.1.

Si se interpreta Bi% Ly B?n’ 1, como un evento en el gran espacio muestral (3.11), se tiene que
B}n’L € By, 1, y por (3.10)

1 M
1 >0
+1mz::0 B, 1 ]

0<ﬁo[m T
L—oo M—oco M

~ | — 1 L-1 L M
< P() lim — lim Z 1Bm L > 0 (312)
L—oo L =0 Moo M +1 m=0; mmodL=1 ’
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/ H\\
/// \\
\\\ ; \7\ ?('tZ// B -
0 \
X
A
\\
X =)(T k\ \\
m m+L m m+L

FIGURA. 3.1: En la imagen de la izquierda es la dltima visita en el hiperplano
a distancia m antes de llegar al hiperplano a distancia m + L, esto es cuando
ocurre B,ln} 1(z,7 =2). La figura de la derecha: El hiperplano a distancia m + L

se alcanza antes de visitar a = + z dos veces, por tanto B,ln, 1 (z,7 =2) noocurre.

in embargo, la caminata auxiliar ace que ocurra, entrando a

S b 1 t liar Y*** h B2 | trando al

hiperplano a distancia m + L antes de visitar el que se encuentra a distancia m
por segunda vez.

Se debe mostrar al final de la prueba que para cualquier 0 < i < L, los eventos

By, r(m mod L =) son independientes bajo Py con
(3.13)
Po[Bm,1] = Po[D* > T ]

Asumiendo esto, tenemos de la ley fuerte de los grandes niimeros y (3.12) que

0< Lh_m Ry[D* >TL] < Lh_m Py[D* > L] = PBy[D* = 00] < Py[ 4]
lo cual es contradictorio con la hipétesis Py[A; u A_;]. Esto significa que es Py imposible
que la caminata visite {y € Z?|0<y-e<u} (u>0) infinitas veces sin dejar el semiespacio

{y|y-e <0}. Por tanto, (3.7) es falso. Repitiendo lo anterior para -I se prueba (3.6).

Para concluir la prueba, basta justificar (3.13). Sea k >0y 0 <mg < ... <my conm; mod L =1
paratodo j =0,...,k. Como FPy[A4;] = 0 entonces se sigue que T,,, es Py— casi siempre finito

por que de lo contrario la caminata visitaria la banda de ancho finito infinitas veces sin dejar
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el semiespacio a la derecha de la banda. Por tanto, como B,lm LN Bg% 1, = @, entonces

P [Bmo,L n. 3%, ﬂBmk’L]
= Y E[Rw[Bmer0.- .0 Bu 0By, 1, X1, =]

mk,Lv
W~e=mk
+ P(),w [Bmo,l;m .o.N Bmk,L N B?nk,L s XTm = J}]]
= Z E[P()’w [Bmo,Lm-“ﬂBmk,LmmeLa Xka =T, Omy, <ka+L:| XP:v+z,w[D* Zka+L]
TiT-e=my
(3.14)
+P0,UJ [Bmo,L n...N Bmk_l,Lu ) Xka = x70—mk Z ka+L:| X PO,UJ [D*(th*-z) 2 ka+L(Yx+Z)]] .
(3.15)

En la identidad (3.14) se ha utilizado la propiedad fuerte de Markov con respecto a omy, y
en (3.14) y (3.15) el hecho que Py, es una medida producto. Sin embargo,

Pm*'zv“’[D* 2 ka+L] = ﬁO,w[D*(Y.QCJrZ) 2 ka+L(Y.x+Z)].

Consecuentemente, la suma completa (3.14) y (3.15) puede reescribirse como

S E[Pow[Bmor 0+ B 1.1 Xy, = 2] Powz[D* > Trnyir]]. (3.16)
z
El hecho de introducir la caminata Y¥ se debe a que es necesario deshacerse del evento
{om, <Tm,+1},1a cual mezcla en ambiente a la izquierda de my, con el ambiente de la banda
a longitud L de my,. Ahora el término en (3.16) de Py, es o(w(y,-)| y -1 < my)-medible ya
que mj + L <my, para todo j < k mientras que el término en Py, ., es o(w(y,-) |y e >my)-
medible. Entonces, por independencia e invarianza de traslaciones (3.16) es igual a

> Bo[Bmo,r. -0 By 1y X1, = %] Posz[D* 2 Ty 1]
x
= I [Bmo,L Nn...N Bmk—l,L] P@[D* > TL].

El resultado (3.13) sigue por induccién sobre k. O

El resultado del teorema 3.2.2 es necesario en la prueba de ley de grandes ntiimeros direc-
cional, la cual dio paso a la demostracién del teorema de la ley General de Grandes Ntmeros,
asi como el lema 3.2.2.

Lema 3.2.2. Asuma que el ambiente es (IID) y (E). Entonces para [ € S*!, se cumple



Capitulo 3. Ley de grandes ntimeros en general

37
Fo[Xs, 1| D=oo]= —— < (3.17)
. =0 | = o0 .
oLtn Py[D = o]
Prueba. Considere la direccién candnica ! = e;. Entonces,
>, E(Poun({3k: X7 = (i)}, Ar))
Po({3k: Xy, -1=i) | 4)) = 222
0 TR v Po(A)
> E(Pow (T; < 00, X1, = (i,y), Do Oy, = 0))
_ yezd-t
Po(Ar)
Z E(Po,w (Tz < ooaXTi = (ivy))P(i,y),w (D = oo))
3 yeZd—l
Po(A)
_ Pg (D = OO)P(](T’Z < Oo)
Po(A)
Como Py(AjuA_) =1y lim Py({T; <o} nA_;) =0, entonces
. Po(DZOO)P()(Ti<OO)
lim = Py(D = o0). 3.18
=00 Po(A) o( ) (3.18)

Por otro lado, dado que lim Py (7 > i | 4;) = 0, entonces

lim Py ({3k: Xy, -1=i} | A)=lim Py ({3k>2: X, -1=i}|A)

entonces

Po({3k>2: X, -1=i} | A) =

M8

Po({3k>2: X, -1=0, X, -1=n}|4)

3
I
—

gk

Po({3k>2: (X7 - X7) l=i-n,Xr - l=n}|4)

3
1l
—

gk

Po({3k>2: (X5 - Xp)-l=i-n| A) Py (Xr, - l=n}| 4)

i
n
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Por la estructura de renovacion, se obtiene

1
Eo ((Xr, - X7) 1] 4)

lim Py ({3k>2: (X5, - Xp) l=i-n|4)=
71— 00
y por tanto, el teorema de convergencia dominada permite

Z Py(X: - l=nlA)

n= 1
lim Py ({3 22: Xp 1=} | A) = o E(Xm XA B (X 1] A) (3.19)
Comparando los resultados (3.18) con (3.19), se concluye que
Eo (X, = X7y) 1| A)) = — ! w
Py(D = o0)
O

Teorema 3.2.2 (Ley de grandes niimeros direccional). Sea [ ¢ S, Existen valores determin-
istas vy, v_; € [0,1] tales que

X, -
Py ( lim —l =uly, + U—llA,l) =1 (3.20)
n

n—o0

Zerner en el 2002 muestra este teorema, como una versién mejorada de la que realizé Ofer
Zeitouni en el afio 2001. En la que originalmente se utilizaba la hipétesis de un ambiente

(UE), sin embargo Zerner se percata que en la demostracién no es necesario tal supuesto.

Por otro lado, como Py(A;u A_;) €{0,1},si Py(A;uA;) =0, entonces
vly, +v g1y, =0

Asi, el teorema 3.2.2 se reduce al teorema 3.2.1, por lo que basta con analizar qué sucede si
Po(Al U A_l) =1.

Prueba de 3.2.2. Por simplicidad considere el vector [ = e; . Sin pérdida de generalidad, asuma
que Py(A4;) > 0.

Note que si 7 := 0, entonces

k-1
Tk = Z(Ti+1 - Ti)-
i=0
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Aplicando la ley de grandes ntimeros estandar, el resultado 2.3.1 reemplazando F, por
Py[-| A;] (el cual sigue siendo vélido de acuerdo a ZernerLLN), se tiene que

Po I:khm T—]j = E0(7'1|{D = OO}) ‘ Al] =1

y
P(] khm ZE()(XTl'll{D:oo}) Al =1
De lo cual se concluye que,
X, -l Eo(X, -l|{D=
Po(lim el _ Eo(Xr, - 1]{D = co}) " AZ):l (3.21)
k—o0 k Eo(T1 | {D: oo})

Usando el hecho que 75, y X, -1 son crecientes en £, uno obtiene por intercalaciéon

Xyl Xnl Xeo ol
< <

Tk+1

Th+1 n Tk

para 7 < n < 7,11 . Combinando este resultado con (3.21) se infiere que

a)=1

Finalmente, intercambiando [ por —{ en lo anterior se obtiene el resultado deseado. O

X, .
Po(hm anUl

n— 00 n

Ahora estamos listos para enunciar y mostrar la prueba realizada por Sznitman.

Teorema 3.2.3. Asuma (IID)y (EU). Entonces para dimensiones d > 2, existe una direccién v € S™*
y v1,v2 € [0,1] (deterministas) tales que

X
Py ( lim =" = 1yvlga, - nglAfy) =1 (3.22)
n—oo M,

Prueba. Por la ley de grandes ntimeros direccional (3.2.2) aplicada a una base de R?, se ob-

tiene que

Py ( lim An = v) =1 (3.23)

n—-oo n,
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donde v es un vector aleatorio que toma 2¢ posibles valores con probabilidad Py. De hecho,

v toma a lo sumo dos valores paralelos y opuesto. En efecto, asuma que existen dos vectores

v
v1,v2 no colineales, no nulos con Py[v = v;], i = 1,2. Defina e; = ﬁ, parai=1,2y
v;
lo = e + (1 —a)es, para o€ (0,1)

L X
Utilizando el teorema de la ley de grandes niimeros general direccional y P (tlim Tt = v) =1 se
tiene que
PO(U'la:Ula]-Ala _Ul_a]-A,la):lv paraa e (0,1)

Por tanto, si para algun « € (0,1), lo-v; >0 para i =1,2, entonces como Fy[v=1v;]>0 se
obtiene que
la U1 = la * V2 (324)

Si o se toma de un intervalo abierto no vacio se tiene que [, - v; >0, i = 1,2. En efecto,

—€1 - €2
lo 11 >0 <— loe1>0 <— a>—
l-e1-e9

1
lo19>0 <— lo-e2>0 <— o< ——
1—61'62

Ambas cotas, definen un intervalo abierto no vacio de tal modo que |e —1-e3| < 1. Ahora, si

se deriva, respecto a «, en (3.24) se llega a

0= (61 - 62)(’01 - UQ)
= (e1 —e2)(|v1ler — |v2fe2)

= (1-ere2)(jv1] +[val)

Por hipétesis, |e; - e2| < 1, 1o que es una contradiccion.

Como resultado, existe un I, € S*! tal que Py[v € .R] = 1. Por tanto, la aplicacién de la ley
de grandes ntimeros direccional con I, junto con (3.23) completa la prueba. O

Con en el fin de encontrar de forma explicita el valor de v;, para i = 1,2, Berger descubre, en

2008, que al menos uno de esos valores se anula para dimensiones d > 5.
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3.3 LGN para d > 1.

En dimensién d > 1 no se ha establecido una Ley de Grandes Ntimeros con una velocidad

descrita en una forma explicita. En esta seccién, se mostrarad que

Po(lim An =v) -1,

n—-oo n

donde v es determinista y esta descrita a partir de un cierto tiempo de regeneracién, que
se definird a partir de una cierta estructura formada por tiempos de parada convenientes.
Ademas se asumird algtn criterio de balisticidad direccional.

3.3.1 Laley de grandes ntiimeros para d > 1

El principal objetivo de la seccién es presentar que bajo la condicién de Kalikow (2.6), se
tiene una ley fuerte de los grandes ntimeros para (X,,) bajo F.

Proposicién 3.3.1. Asuma que se cumple transciencia para algiin 1 € R? - {0} y que

Eo[T1|D = OO] < 00, (325)
entonces se cumple
EO[|X7’1| |D = oo] < 00, (3.26)
P, Xn = Eo[ X+ |D = oo] -1 (3.27)
n EQ[T1|D = 00]
y
w150 (3.28)

Prueba. Como|X; | < oo, Py-c.s. Note que (3.26) sigue de (3.25), por lo que basta probar

(3.27). Como consecuencia del resuletado ( 2.3.2) y la ley fuerte de los grandes ntiimeros con
k-1

> Tiv1 - Ti = Tk, se tiene

i=0
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Py - c.s, %k—>E[Tl|D:oo],

X,
kk k:—oo) EO[X7'1|D = Oo]v (329)

Permitanos ahora definir una secuencia no decreciente k,,n > 0, Py—c.s, tendiendo a +oo tal

que

Tk, <N <Tk,+1 (conlaconvencion que 7 = 0) (3.30)

Dividiendo las desigualdades anteriores por k,, y usando (3.29), encontramos que

ky, 1
Py -c. — . 3.31
) — C.S, 0 o Fo[D = ] (3.31)
Como resultado se tiene
X, X; X, - X,
Ln ke TR TR (3.32)
n n n

donde en vista de (3.29) y (3.31),

Xt Xrp, kn Eo[ X, |D = o]
= — , Py-cs.
n kn n mn—oo Eo[Tl‘D = OO]
y por (3.29), Py—c.s.,
(X = Xop | Tt = Thy  Thpst kn+ 1 T kn
< = : L R N |
n n kn+1 n k, m nooo

regresando a (3.32), esto prueba (??). Para (??), es suficiente observa que Ey[ X, .l[[D = o] >0,

por construccion. O
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Capitulo 4

Balisticidad

La clave en la demostracién de la ley de grandes nimeros para d > 1 es (3.25), por esta razén
Sznitman introduce las condiciones de balisticidad. La idea es extender ese punto, lo cual se
hace mediante la introduccién de varias condiciones: (T), (T") y (T),, para v € (0,1), las
cuales se definen con respecto a una direccién fija [ € S*™'. Se espera que éstas condiciones

sean equivalentes entre si.

Antes de iniciar con las definiciones correspondientes de las condiciones de balisticidad asi
como ciertos resultados que a partir de estos se obtienen, es necesario definir las herramien-

tas de trabajo.
Definici6n 4.0.1.  ® Franja: Us = {z€Z : x-e (-L° L)}, para B (0,1] y L>0.
* Enrejado: £3 1 = LZ x (2d + 1) LAzt
e Blogues: Sea w € R® y R una rotacion tal que R(e1) =T, entonces
Bigr(w)=R(w+[0,L]x[0,L°])nZ¢

B (w) = B(w+ (=dL’, L] x (<dL”, (d+ 1) L7)) n 2"
8+BZ,,B,L(CU) = aBQﬂ’L(w) n Bl,B,L(W + L€1)

o Variable aleatoria

Xs(w)=-log inf )Pz,w I:XTB2,B,L(W> € 84_32”37[/(00)] (4.1)

ngl,B,L(W
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4.1 Condiciones (T"),(7") y (T), relativo a [.

Usando técnicas como en la estructura de renovacion, es posible mostrar que la condicién
de balisticidad es equivalente a la ley de grandes ntimeros. En dimensién d = 1 se sabe que
la transitoriedad no necesariamente implica balisticidad. En dimensiones d > 2 se mantiene

como un problema abierto.

Conjetura 4.1.1. Sea d > 2, asuma (IID) y (EU). Entonces si la RWRE es transitoria con respecto a
todas las direcciones en un conjunto abierto de S™™' es necesariamente balistica.

Definici6én 4.1.1. ( Condicién (T).|l ) Sea v € (0,1] y I € S*™*. Decimos que se cumple la condi-
cion (T')~ relativo a | si para cada I" en un vecindario de

lim LV log Py(HY > H;}') <0

n—>o00

para todo b > 0 . Se denota por

(T) 1l

Definicion 4.1.2. (Condicién (T")|l ) Sila condicion (T'),|l se cumple para todo ~ € (0,1), deci-
mos que T" se satisface relativo a | y se denota por
(THl

y cuando ~y = 1, decimos que se cumple la condicién (T') relativo a | (denotada por (T')|l)

Conjetura 4.1.2. Sea d > 2. Para cada v € (0,1) y 1 € ST, (T), |l es equivalente a (T")|l

4.2 Caracterizacion de las condiciones de Balisticidad

Una forma alternativa de definir la condicién de balisticidad (7’,) con respecto a una direc-

cién 1 € S, es mediante el cumplimiento de las siguientes dos condiciones
(i) Transitoriedad en direccién [,
(ii) Para algtn ¢ > 0, la funcién generadora de momentos M e (¢) < o0, donde la variable

X, = sup |Xi|y 71 esel primer tiempo de regeneracion para algin a > 0.
0<k<n
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Definicién 4.2.1. Considere los vectores unitarios (I;),, (ai)jj\il y (bi)j]\io constantes positivas

que cumplen

(i) <lp,...,Ixy>=R?

(ii) D={zeR: (z-lp,...,x-In) € [~bo,1] x - x [=bn, 00)}, de modo que
DE{xeRd:(x'lo,...,x'lN)eRx---x(—oo,aN)}

(i) Lli_)Tr.}oL_”’logPo I:TfibiL < HCZ;ZL] <0,parai=0,1,...,N

entonces decimos que existe una lo— caja de referencia de orden v € (0,1].
Teorema 4.2.1 (d > 1). Para un ambiente (UE), v € (0,1], loeS*' y a >0, las siquientes son
equivalentes
(i) Existe una lo—caja de referencia de orden .
(ii) 3 Ap ¢ Z? finito, tal que
(@) OeApc{zeZ®: x-lg>-bL}n[-rL,rL]%}
(b) Lh?olo L™ log Po[ X1, ¢0:AL]1<0
para algiin b,r > 0.

(iii) (T%)|lo,a se cumple.

Prueba. e (i) = (ii). Para los vectores [; € S*! con i=0,...,N, de la lp—caja de

referencia, defina
AL:=LDnZc{zxeZ: z-ly<a;L,i=1,...,N}, (4.2)
Note en particular que 0 € Ay, y que es un conjunto finito. Ademads,

Apc{zeZ: z-ly>-bgL}n[-rL,rL]*", paraalgin r >0y L>1.

Para mostrar la segunda condicién sobre Ay, note que

Dc(M{zeR? : z-l; <a; -6} (4.3)

i>1

para algtn 0 > 0 y defina

. I
T-= ieI[I(l)lg] % 1 (4.4)
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Como el conjunto D es cerrado por su construccion, entonces se tiene que

Py (T AHP <Th, <o0)=1

Por otro lado,

M=

R[T<HP1 <Y Py [T“ < Hbi ]+P0[Tf%0L<HlLO]

. -b; L (a;=6)L+1
=1

por la tercera condicién de la lp—caja de referencia y la desigualdad anterior se tiene
que

lim L™ log [T < Hb <0

Finalmente, dado que Th, =T A Hé), entonces {Xr, ¢0.Ar}c{T < Hé)}, de este
modo se concluye que

Lli_m L7 log Po[ X1, ¢ 0.AL] < Lh_m L7 log Py[T < HP] <.

e (i) = (). Sin pérdida de generalidad asuma que el conjunto finito Ay, c {x -1y < L}.
Para obtener la transitoriedad en direccién [y, defina la secuencia creciente (Ly)ken € Z

de umbrales que tiende al infinito por

1
Ly = [(1+£)Lk:| k>0

tal que L¢ := L. En particular para L, se tiene que

Note que la secuencia (Ly) satisface

00,1, <Hp,, 00 ]1<0 (4.5)

Lk

Tim 7.7
i Lo BolTy i,
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En efecto, note que para k> 1y L grande

Ly

P |:TZLOk ° GHILO < Hiolwl ° eHlO :|
2
<P I:XTALk ¢ 6+ALk:| + Py I:XTALk € 8+ALk7 TZLOk o ngLO < Hé)k“ o 9Hl0 ]
2 k

Ly

l l l
= PO[XTALk ¢8+ALk] +P0 [TALk = HLOk’ TL;;k OeHzLO <HLOk+1 OeHiok:I

utilizando la propiedad fuerte de Markov y la invarianza bajo traslaciones

l l l l
PO[XTALk ¢8+ALk:| + Py I:TAL]“ :H[?k, TLOTIC Oelng < fILOk+1 OQHLL()k:|

<Po[Xry, €0:AL]+|0-AL|Py [TlOL <HY ]
3b

_Zk
2

< PO[XTALk ¢ 6+ALk] + |8+AL;€‘PO [XTAL ¢ 8+AL,,C:|

Ly b
3b 3

Por la segunda condicién de (ii), se obtiene el resultado deseado. Ademads note que por
el lema de Borel Cantelli,

Py (HZLOM < ka + Ty 00, ) =1, k> 0.

Ly

Como consecuencia de (4.5) se obtiene que

Py(A) =1

Para mostrar que la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria sup |X,,|
0<n<m

es finita note que, aplicando la desigualdad de Markov
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Po[ sup | Xp| 2u]

0<n<m
<P [TA% < 7’1]
u u
SPOI:XTl g > Z:I-FPOI:XH -lp < §7TA% <7‘1]

< e‘C(E)WEO [edxﬂ'lop] + P [XTA . f 6+A2Lt:|
b "

donde se ha utilizado el hecho de que Py (X, - lp < X7, - lp) = 1 para n < 71. La expresion
de la derecha en la desigualdad anterior estd acotada, en el caso de la probabilidad por
una expresioén de la forma ¢“*" donde e es una constante positiva, por hipoétesis. La

esperanza, por el apéndice (??) es finita. Por tanto,

Py [ sup |X,|> u] — 0, cuando u — oo. (4.6)

0<n<m

asi se concluye que la funcién generadora de momentos es finita.

e (iii) = (i). Elija una base ortonormal {es,...,eq} de R? con e; =l y en cualquier
vecindario pequefio de Iy € S* elija /; con 1 < <2(d—1) talqueparai=1,2,...,d 1
l2j-1-€i41>0 y l2;-€i41 <0 (4.7)

ademads ly;,l2;-1 se encuentran en el plano (e, e;+1). Luego, defina

D={zeR?: (lp-2,...,lyq1)) € [-1,1] x [-1,00) "}

elija constantes ay, ..., ay(4-1) lo suficientemente grandes de modo que

Dc {QZ € Rd : (lo Xy ,l2(d,1)) eR x (—oo,al) X ... X (—oo,ag(d,l))}
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Finalmente, dado que Py ({Tfu <ooy ={T' < 71}) = 1, para todo u > 0, entonces
By[T!, < 00] = Po[T, < 7]

=PF |:eC|XT£u

y
‘ cu” l
>e™ T_u<7'1]

-
X
< e—cu7E0 I:QC’ T£u| ’ Tfu < 7_1:|
—cu”Y
<e Mx:, (¢)

como la funcién generadora de momentos es finita entonces de lo anterior se concluye

que

lim w7 log Py[T, < 0] <0 = lLim u™"log Py[T", < H} ,]<0 (4.8)

U— 00 u—>00

paratodoi=0,1,...,2(d-1).

O
Corolario 4.2.1 (d > 1). Asuma que el ambiente es (UE), Iy € S*™' y ~ € (0,1], son equivalentes
(i) (Ty)|l,a, para a >0
(ii) Para todo | € S*™' en un vecindario de lo y L grande
Py[T!,, < H ] <e™el7, con ¢,b>0 (4.9)

4.3 Estimado D.Q.A Principal

Una de las claves en la demostracion de la ley de grandes ntimeros es el hecho de que la
cola del primer tiempo de regeneraciéon 7; estd controlado de alguna forma. Este control se
obtiene gracias a una distribuciéon Quenched atipica, a saber

P[Py [ Xy, , 1> 0] <exp{-cL}]

la idea es acotar esta probabilidad. Se le da el nombre de atipico, ya que lo que se espera de
una caminata transiente en direccion [ es que se dirija de tal modo que en efecto se cumpla
que XTUg,L -1> 0. Para lograr el control del comportamiento del tiempo de regeneracién se
hace uso de la condicién de balisticidad (7')|! y este es el principal resultado de este capitulo.
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Denote por 7(-) el complemento ortogonal sobre el vector determinista unitario 7,
m(w) = w — Projz(w) (4.10)

1
Lema 4.3.1. Para v ¢ (5,1], u>0y p>0,

lim u'™* log Py

uU—>o0

sup 7w(X,) > pu7:| <0 (4.11)

0<n<-T!

Solucién. Sin pérdida de generalidad se puede reemplazar 7(X,,) por X,, -w, donde w e R?

es tal que w-v = 0. Ahora, defina para n > 1,

K, =sup{k>0 : 7, <n} 4.12)
Como para k > 1 se tiene que
Po({m=>2m; : Xpp- 12X, >ka})=1
vemos que FPy—c.s para u >0

0<n<Li = K, (4.13)

IA
SIS

Asi para w, se tiene que para n > 1,

Xn-w=Xp ~w+(Xp-Xop )cow< Xe ~w+ Xuo0p,

1
Como resultado, para p >0, vy ¢ (5, 1] y u>0:

Py| sup Xn-w>pu7]g Po[ X7 -w+ X, 00, >pu”]

0<n<ly,

< P, [X* 0l > gu'y] + (Po [XT1 cw > gzﬂ]

0<k<2 1<k<®
a a

+ P [(XTk ~ X)) w> ’—?jm])
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Usando ahora el hecho que las variables ((X(r,+)ar., = Xr)s The1 — 7-,€))]Czl son iid y se
distribuyen igual que ((X 4.),71) bajo la distribucién condicional P[-| D = o], junto con
la desigualdad de Chebyshev, vemos que para A > 0, la desigualdad anterior se puede acotar

superiormente por

Introducimos ahora para |A| < ¢, la funcién convexa

H(\) =log Eo[AX+, -w | D = o0]. (4.14)

Como Ey[X;, -u|D = o] =0, vemos que el desarrollo limitado de orden dos para la funcién
es H(\) = O(\?) alrededor de cero. Ademas, lo anterior muestra que para A € (0,¢5) y u >0

AX . .
Py| sup X, -w>pu’|< (2—u + 1) o (M +eatlN) (4.15)
0<n<Ly a PU[D = oo]

A
Cuando v =1, se elige A € (0,¢s) lo suficientemente pequeiio de modo que H(\) < 3Py de

1
este modo se obtiene (4.11). Ahora si v € (5, 1) , entonces se elige para un v > 0 lo suficien-

temente pequefio, A = (vu?™") A cg y de esta forma se concluye el resultado. O

De acuerdo a las franjas y bloques definidos al inicio de este capitulo, el evento de salir por
el costado positivo de la franja Ug 1, i.e {XTUB L [ >0} contiene al evento

{XTBQ,ﬁ,L(w) € a*'B?,B,L(w)}
1
Lema 4.3.2 (Estimado principal d > 2, bajo la condiciéon (7")). Asuma que [y € (5’ 1), En-

tonces, para p>0y B €[Po, 1),

Llijr& L~ (B+Bo=1) 5:1]15 log P I:xeBliI;_fL(w) Py I:XTB2,6,L(W) € 8+B27B7L(W):| < exp{—pLﬁ}] <0
(4.16)

Prueba. Elija n € (0,1) pequefio y defina
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A=pBp+1-0¢€(Po,1] (4.17)
y para L grande, w € R? las cajas §1(w) c Eg(w), de dimensiones
[0,Lo] x [0,L7]%Yy  (=dL™, Lo] x [-nL™, (1 +n) L)%
respectivamente, con la notaciéon
L -nLP
Log=—"— 4.18
Considere la parte de la caja By(w) definida como
Bw) = 0Ba(w)n {z 1 (z-w)-T> Lo}, (4.19)
Cada vez que
Pou[Xry, . € Blw)]> = v e By (w) (4.20)
2w [T By w) DX 1 ’
se dice que w es un buen punto y malo en caso contrario.
Se quiere mostrar que se cumple
sup logP[w es malo ] < -6 - L%~ <0, cuando L — oo (4.21)
weRd

En efecto, cuando L tiende al infinito y dado cualquier w e R?,

Observe que para L grande y cualquier w

P[w seamalo | =P [Pm, [XT~

By (w)

e Bw)] < %]

< 29,0450 (PO sup |m(X,)| 2 0L |+ PRy [HZLB < oo])
0

T
OSnSTiO

Por el lema 2.3 se tiene que
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lim L~ %% MNiog By| sup |x(X,)|2nL™|<0

L—oo 0<n<T?
Lo

Luego, dado que la generadora de momentos de la variable sup |X,| es finita relativo a la
0<n<my
direccién asintética U y algtin @ > 0, se tiene

Po[-T%;, < 00] < Py[ sup | X,| > dLP] < exp{-codL™} - M (cp) < oo

0<n<r

para un ¢y adecuado, de este modo se concluye que

lim L~ %%~ sup log P[w es malo ] < 0
L—oo weRd

Considere ahora para w € R? las cajas B(w + jLoe1),0 < j < [L'™]. Note que para w, w' € R?,
la coleccion ¥ (w,w’) de cubos unitarios cerrados de la forma z +[0,1]? con z € Z? que in-
tersecan segmentos que unen a w con w’; es un subconjunto conexo de Z*. Esto permite ver
que por medio de una constante apropiada que depende de la dimensioén c(d), cualesquiera
puntos z,z’ € ¥ (w,w") puede ser ahi unidos por medio de un camino (el mas corto) de a lo
sumo c(d)(|z - 2’| v 1) pasos.

Por lo sefialado anteriormente, se observa que para cualquier punto w +jLoe; € R con
0 < j < [L'™"] existen constantes adecuadas ¢13(d) y c14(d) positivas de modo que cuando L
es grande, es posible construir un camino que una un punto x ¢ §2(w + jLoe;) con un punto
en Bi(w + jLgey), dentro de la caja en la caja By g, 1,(w), de longitud a lo sumo crs(d)nL?.

Mads atin, para cualquier punto y € §2(w +[L*Loer) oen By(w + [L*™*Loer) n By g, 1.(w),
se puede encontrar un camino que una el punto y con el punto y’, donde 3’ es el primero
al cual sali6 la caminata de la caja Bz g, r,(w) por su frontera positiva, i.e 0, By g, 1.(w); este
camino es de longitud a lo sumo 01477L5°

La existencia de los caminos anteriormente indicados son de importancia ya que si se inicia

en algin punto de

Bi go,2.(w) N Bi(w + joLoer), 1<jo < [LM]
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una forma de salir de la caja By g, 1, por 0,524, (w) es tomando caminos sucesivos que
abandonen las cajas Eg(w + jLoe1) por E(w +jLper) con jo<j< [Ll"\]. Una vez que
sale por E(w +jLoe1), se toma uno de los caminos antes mencionados a un punto de
Bi(w + (j + 1) Loey), asi hasta llegar a

—_—

By (w + [Ll_’\]Lom) U (§1 (w + [LI_A]Loel) n B1,50,L(w))

finalmente, por medio de alguno de los caminos especificados, la caminata aleatoria sale de

la caja By g,,1.(w) por su frontera positiva.

Como resultado de la propiedad fuerte de Markov, se tiene que para L grande, w ¢ R? y
todos los puntos buenos de la forma w + jLge;, 0 < j < [Ll’)‘],todo punto x € By g, 1(w) sat-
isface

1 Ll*A
1 cignLPo c1anLPo -pLP

1

ya que 1 >0 es elegido tan pequefio que se cumplen(ci3 + c14) log — < g y p> 0. Por tanto,
K

para L grande

sup P[ inf P, [XTB,2 n € 8+Bz,5,L(w)] < exp{—pL’B}] < L' sup P[w sea malo ]

weRd IGBl,ﬂ,L(W) weRd

el resultado del estimado principal se sigue al unir la cota anterior con la estimacién hecha
en (4.21) junto la identidad 28y - A= 5o+ 5 - 1.

O]

4.4 Proceso de renormalizacion

Ya hemos visto que es posible obtener una D.Q.A principal, ahora vamos a generalizar tal

estimado mediante un proceso de renormalizacién, cuyo objetivo es mejorar la cota.
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Lema 4.4.1 (Proceso de renormalizacién, bajo (EU)). Sea fy € (0,1) y fo: [Bo, 1) — (0, 00) tal
que para (3 € [Bo, 1)

fO(Bﬂ):/J;((J)(/BO) >1, €< fo(ﬁ) y EIIT%LHEOL{EBdelogP[XBO’L(w) > LB’] <(O. )
4.22

Entonces, para [ €[Bo,1), ¢ < f(B) con f(-) la interpolacion lineal en [fy,1] del punto (po,
fo(Bo)) con (1,d), se cumple

lim Iim L™ sup log P[ X 1 (w) > L¥]<0 (4.23)
BB Lo eRd

Prueba. Considere [ € (fp,1) y defina A como

B-1
A=
Bo—-1

B=AB+1-A\ (4.24)

Construya una columna de [L'™*] bloques de la forma By g, 12 (w"), uno sobre otro. Cada
una de estas columnas proveen una linea de escape de la caja By (w) por su frontera

positiva. Esto es

1
C’ol:{zefﬁo’p:z-elzo, z-eie[ZLﬁ,ZLB] para i:2,...,d} (4.25)

donde [L'™] +1 es el ntimero de cajas por columna. Elija w € R? y considere las cajas

By g1 (w+ 2z +jL)\€1) c B2,60,L*(w +z +jL>‘el), zeCol, je [O, [L)‘]]

Para L grande, cuando la caminata inicia en B; g 1,(w), una forma de salir de la caja grande,
By g.1,(w) por su frontera positiva bajo P, ., consiste en primero moverse sin salirse de
Ba g r(w) a algtn punto de By 5 a(w+z +jLre1), zeCol, 0<j<[L"], posteriormente
moverse de forma ascendente y salir de las cajas By g, 12 (w + 2 + j'L*ey) por la frontera
positiva para cada j' €[4, [L*]].

Observe que, cuando L es grande, para cualquier w € R, z € By 5.1.(w), z € Col, es posible
conectar z al camino més cercano en By g 1 (w) de longitud a lo sumo dL” a un punto de
la caja By g, o2 (w+ 2 +jL%;), donde 0<j<[L"]. Para L grande, weR?, z € By 5 (w),
utilizando (EU) y la propiedad fuerte de Markov, se tiene



Capitulo 4. Balisticidad 56

(L]
B .
Py [XTBz,ﬁ,L(w) € 8+Bg757L(w)] > kA exp {— Z;) Xy r(w+z +jL)\61)} , VzeCol (4.26)
]:

Si definimos .
co(d, 1) = dlog —, (4.27)
K

entonces, para L grande y cualquier w € R,

(L]
. ST A A
{Xp.0(w) > 309L5} c ngéroll{;) Xgoor(w+z+jL7%1) 2 2c9 L }

[L*]
Observe que las variables Y Xz ;a(w+2z+ jL e;) son independientes conforme z varia
=0
sobre la columna de blogues, Col. Mas aun, para L grande, w ¢ R?, 2 e Col, las variables
Xy (w+ 2+ jL%e1) son independientes cuando se restringe a ntimeros enteros pares o
bien a los impares. Ademas, para dado w y z como se describen, si Y y Y’ son las sumas
(no negativas) sobre los j pares e impares respectivamente, en [0, [L’\]], se sigue de la de-

sigualdad de Cauchy que, para £ >0

E [exp{g(Y + Y’)}] < (E[exp{kY}] E[exp{kyl}])1/2

(*1)
TR [exp{kY}] Eexp{kY"}]

Luego, para L grande y w € R?, escoja k > 0 y usando la desigualdad de Chebyshev en (*1)

se tiene,
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(L]
P[Xp 1 (w)>3coL?] < T] }P’[ > Xg,pr(w+z+jLYy) > 2c9L5]
zeCol 7=0

(L]
< I1 {exp{—kCQL'B} E [exp{kX g, r(w+ 2+ jL’\el)}]} (4.28)
zeCol 7=0
< J] {exp{—k:CQLB} X (exp{@Lwo} +
zeCol 2

o [LA]+1
fL ke** sup ]P’[Xﬂmp (w') > u] du) }

ABo cg/2 w'eRd

A continuacién se procede analizar el comportamiento de la integral que aparace en la
ecuacion anterior cuando se especifica k£ por

k=L%, con a=Afo(Bo)-Abo—€ y 0<e<Afo(bo). (4.29)
Elija un entero N tal que
N > ! (4.30)
€
y defina, para i > 0,
Bi=PBo+i- 1;\[50 (4.31)

Note que para cualquier w,w' € R?, 1a coleccién ¥ (w, w') de cubos unitarios cerrados z + [0, 1]d, ze78
que intersecan el segmento [w,w'] = {uw + (1 —u)w, 0 < u < 1} es un subconjunto conexo de
Z%. Asi para una constante c1o(d) > 0, cualesquiera 2’ € ¥ (w,w’) pueden ser unidos por
el camino més cercano contenido en ¥ (w,w’) con a lo sumo c1o(d)(Jz — 2| v 1) pasos. Asi

se tiene que para L grande y por (EU),
supIP[XBO’LA (w) > cll(d,u)L)‘] =0 (4.32)

1
con cy1(d, p) = 2/d (1og (—)) c10. Definiendo la constante c12 como
K

C12 = 639 V C11 (433)
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encontramos que para L grande y discretizando la integral en los puntos (co/2)L*, con
0<7< N,

'/Loo ke™ sup P[Xg, 2 (w') > uldu < ey kL sup { exp{ciok L1} (4.34)

ABo 89/2 W' eRd

X sup P[X/BO7L>\(UJI) > %QI/\&],, 1< N}

w'eRd

Sin embargo,

o+ Bt = Mo(Bo) — Mo — € + A(ﬁo s —/30))

<A(fo(Bo) + Bi = Bo) (pues N > 1/e)
< Mo(Bi) (Por 4.22)

y como resultado de (4.22) , vemos que el lado izquierdo de (4.34) tiende a cero cuando L
tiende a infinito. Regresando a (4.28), usando el hecho que kL tiende a infinito con L, se
tiene que para L grande

2
sup P[ X 1(w) > 309[/8] <exp {|Col| (—k09L6 +(1+ [L)\])§CngL)\’BO)}

weR4

<exp {%09LB|C’OZ|}
Como |Col| = O(L(d_l)(ﬂ_)‘ﬁ‘))) cuando L — oo, se tiene que para € > 0 pequefio,
Tim L~ Mo(B0)+d(-279) gup 1og P[ X5 1, (w) > 3¢9 L] < 0 (4.35)

Finalmente, observamos que, cuando 5 € (8o, 3), para L grande, [0, L] x [0, Lﬁl]d’1 puede
ser cubierto por alo sumo L4 cajas de la forma w + [0, L] x [0, L' ]!, incluidos en [0, L] x [0, L°]%
de lo que se obtiene que
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P[Xg 1 (w) 2 L(B+B1)/2] <P[Xs.(w) > 369L61:|
< L% sup P[Xgs, (w) > 369L51]

weRd

4'335 exp {—Lf (8 1)_6} (para cualquier € > 0, L grande)

Asi se concluye la prueba. O

4.5 Control de las colas del tiempo de regeneracion

Proposicion 4.5.1 (d > 2). Asuma que se cumple (T') con respecto a una direccion 1 € S*™" y a > 0.
Si 5 €(0,1) es tal que para cada ¢ >0,

— 1 —cLB
lim ZlogP[PO,w[XTUM A <e <0 (4.36)

L—oo
entonces
lim (logu)?log Py[r1 > u] <0 (4.37)
uU—>00

Prueba. Considere la rotacién R de R? tal que R(e1) =1. Ademads considere el cubo d di-
mensional Cj, de dimensién L/2, es decir,

-L L\
CL:R((T,E) )mZd (4.38)
y para u € N, las cantidades
Alu) = 108U poyCAyb (4.39)
7\/d log (%)7 '

Se sigue de la condicién (7') que para una constante adecuada ¢y y un valor u grande

Py[m1 > u] = Py[11 >, TCL(u) <]+ P[>, TCL(u) > 7]
< P(][Tl >u, TCL(u) < 7‘1] + PO[TCL(U) > 7’1] (4.40)
<exp{-coL(u)} + BolTc,,, > 71]
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El resultado deseado se obtendra a partir de la demostracién de

Tim (log u) 7 log Py[Tc, , > u] <0 (4.41)
U—>00

Denote por .7 el evento dado por

_ s Crw 1 u
9_{wegz : 1nf{n20 IRSE® oo < 2}> (1ogu)1/6} (4.42)

c .
donde R, %" denota el operador que actta sobre funciones acotadas f en CJ,:
. P q (u)

c w CL(u
L( )f( ) Ex,w[f(Xn)a TU >n] A ||R L( )”00700 € {1,...,00}

Por la propiedad fuerte de Markov y dado que se cumple

2|U]
. 1
1nf{n20 \|Rnw|]oooo§§}

Pago[Hay > Tyr] <

se tiene que

P[Tc,,, > ul E[y PoulTe, . > ]]+P[9]

1

(bgu)uﬂ 2(lo 1/8
gUu
(_) [El Xo € CL(u)v T2, w[sz > TCL( ):| S #

IA

ICriuwl]
(4.43)

Sobre el evento que aparece en la parte de la derecha de la desigualdad anterior , para todo

los x # x9 con

logu

1
—_ <«
e = 2| < 3log(1/k)

utilizando el camino mds cercano que une los puntos 3 con x, nos encontramos que
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u Py o[ Toy < Hey) € PrywlTey ) < Ha,)

2(log u)/P
< 208U 16 ) (1.44)

De esta forma, cuando u es grande, elegimos el punto = en Z% de tal forma que se encuentre

cerca del valor |z2 + 2A(u)l, tal que

[wl<]lwll<V/dlwl

O<lle—za| < VAQA(u)+Vd)<>—2"

3logl/k

y en vista de (4.44), x € C'(,). Entonces, se sigue que

Px,w[XTz > l] < PI,W[HIQ > TCL(u)]

<L
NG
< exp{-cs(d, 1) L(u)”

*Us,L(u)

Como la medida es invariante bajo traslaciones y por el resultado obtenido en (4.43), encon-

tramos que

PO[TCL(u) > U] < + |CL(u)|]P) I:Pov""[XTU,B,L 1> 0] < eXp{_CSL(U)ﬁ}]

1\ (log )™/
(5)

y de (4.41), (4.36) se sigue. Concluyendo de esta forma la prueba. O

Teorema 4.5.1 (Colas del tiempo de regeneracién, d > 2). Asuma que se cumple (T)|l,a. En-

1
tonces para 3 € (5, 1),

P[P [XTUM 1> 0] < exp{-L7}] < exp{-6L¢} (4.45)

para 6 >0y ( <d(26 -1), cuando L tiende a oo. Ademds, cuando u tiende a oo se cumple
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Py [ > u] =exp{-A-log®(u)} o(1) (4.46)

d-1
d+1°

para A>0y a <1+

Prueba. * Prueba de (4.45). Considere el valor 3 ¢ (%, 1), ¢€(0,d(28-1)), y elijamos
un 3y cercano a 1/2 asf como un ' € (89, 3), cerca de 3, de modo que en la notacion
del lema 3.2 f(B’) > (. Podemos ahora considerar cajas de la forma By g 1(jLe1) y
By g 1(jLer), con 0<j <N, donde N es elegido como el menor entero posible que

satisface

NI-T>1 (4.47)

Por la propiedad fuerte de Markov y L grande, vemos que se cumple

N
PO,w [XTU,B,L > 0] > exp {—§X5/7L(jL€1)} (tal que)
_IB Lﬁ
P[Py [ Xy, 1>0] <] < (V1) SUp | X () 2 (4.48)

y por tanto se tiene el resultado deseado aplicado con fy(-) = By + - — en vista del lema
3.3.

e Ahora para mostrar el resultado (4.46). Sea a € (1,2d/(d+1)), defina f=a™'. En-
tonces para cualquier ¢ >0

Tim L™ log P Pou[Xay,, | +1> 0] < exp{-cL?}] <0

L—oo
1
como se sigue de (4.45) aplicado a 3 € (E,ﬂ), tal que d(28"-1) > 1. Lo que permite
obtener el resultado deseado por la proposicién anterior.

O]
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Capitulo 5

Condiciones efectivas de balisticidad
Polinomial y el Criterio Efectivo para
RWRE

5.1 Introducciéon

El objetivo de esta seccién es el resultado que muestra una condicién més débil para obtener
las condiciones de balisticidad de Sznitman, llamadas condiciones polinomiales, las cuales
serdn posteriormente utilizadas para asegurar la existencia de una Ley de Grandes Ntmeros.
Para ello se hace uso de dos ingredientes fundamentales, los cuales son:

e (Criterio Efectivo.

* Estimaciones Quenched atipicas.

donde el primero es el puente que permite obtener las condiciones de balisticidad 7', a partir
de un simple decaimiento polinomial de las probabilidades de salida de la caminata aleatoria
en el medio aleatorio, bajo un supuesto de transitoriedad en cierta direccion fija I € S*.

El principal resulta que se desea exhibir postula lo siguiente:

Teorema 5.1.1 (Decaimiento exponencial es suficiente). Asuma (IID) y (EU). Sea 1 € S y
asuma (P*) |l o (P) |l se cumple para algiin M > 15d + 5. Entonces (T")|l se cumple.

Para poder hacer la prueba de tal resultado, es necesario entender notaciones y definiciones.
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5.2 Notaciones

Dado un proceso estocdstico, (Y ),en , se definen los tiempos de entrada y salida a un con-
junto A ¢ Z* por

Hy=Hs(Y):=inf{neN:Y,eA} y Tx=Tu(Y)=inf{neNp: Y, ¢A}
El primer instante en que el proceso entra en el semi-espacio se denota por
Hi(Y) = Hyo y sy (Y)
Para cualquier subconjunto A ¢ Z?, se define su frontera como

OA={xeZ-A: IyeAtalquel|jz -yl =1}

Dado [ €S, defina B = {l; =1,l3,---,14} una base ortonormal de RY, a partir de ella defina la

caja

InL ° InL

LnlnL L3lnlnL]%*
D} = {meZd (w4, 20g) € [-L,10L] [— nn nn ]

para L > ¢°; asi como su parte frontal

3 3 d-1
8+DlL = {ZCGZd : (x'l7"'7x-ld)E(lOL,oo)xI:—L llninL’L llninle }
n n

Para un conjunto A c Z¢ y x € Z¢ se introduce la notacién

Y(I7A) = max inf |(z-y) L

para indicar la distancia ortogonal a /.

In2
Definicién 5.2.1 (Condicién (7)., | 1). Defina ~r, := llll—L Decimos que se satisface la condi-
nin

cién (T).,, con respectoa | € S* si
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_p.(+o(1)vy,

cuando L — oo (5.1)
El valor ~yy, denota el valor efectivo. La formula es vdlida bajo (P)as |1 o bien (P*)ar |1,

Definicién 5.2.2 (Constante fijas). Las siguientes cantidades son valores fijos que son clave en las
afirmaciones que mds adelante se muestran.

i. Sea
co := exp{100 + 4d(In x)?} < . (5.2)

ii. Dados wy,ws € R, la coleccion ¥ (wy,ws) de vértices del cubo unitario cerrado z +[0,1],
zeRY, que interseca el segmento de recta que une los puntos wy con ws, es decir

[w,wa] ={Awi +(1-Nwy: XNe[0,1]}

es un subconjunto conexo de Z%. Para una constante adecuada c1(d) > 1, se cumple que para
cualquier x,x' € ¥ (w1, ws) existe un camino que los une dentro de ¥ (w1, ws) con a lo sumo
la siguiente cantidad de pasos

ci(lz-2'|v1) (5.3)

Antes de iniciar con la definicién de cajas cuyas dimensiones tenderdn al infinito, iniciamos

definiendo las losas transversales a las cuales las cajas tenderdn a parecer.

Definicién 5.2.3 (Bandas transversales). Considere el siguiente conjunto

Uppr={zeZ, -bL<zl' <L}

-bL —

Definicién 5.2.4 (Bandas multiplos de Lg). Para i € Z defina las bandas
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Hi={zxeZ’: 32" ez jz-2'|=1 y (x-1-iLo)-(z'-1-iLy) <0} (5.4)

Ademds, defina el indice

I(x)=1 si xejiz{erd,x-le[iLo—%,iLoJr%)}. (5.5)

Note que H; c J;, por tanto si x € H;, entonces I(x) =1, pues Lo > 2. Ver figura 5.1.

*3L0 *ZL() *1L0 OLU 1LQ 2[40 3Lo illo (1+] Lo (7,+2 Lo (l+3 Lo

FIGURA. 5.1: Bandas y conjunto indice.
La region sombreada corresponde a la banda Hs.

Ademas, defina los tiempos de visita por primera vez a una de las bandas derecha o izquierda

de alguno de los H; por

VWw =0,
Vi = mf{n >0: X, € HI(XO)—I u HI(X0)+1} (5.6)
Visr = Ve +Vioby,

Denote la probabilidad de visitar primero la banda izquierda por §(z,w), i.e
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q(r,w) = Pr o[ Xv, € Hpz)-1] = 1 -D(z,w) (5.7)
y para l; := R(ej),j >2
ﬁ(i,w):sup{zf(x’w) : xe?—li,\lj-a;kzl, j22} (5.8)
plz,w)

ademds, considere el primer instante en que la caminata (X, )50 los laterales de la caja B;,

es decir

T=if{n>0:|X, -lj|>L,, j>2}. (5.9)

Definimos ahora una especificaciéon de cajas en Z¢ transversales.

Definicién 5.2.5 (Cajas transversales). Sea R una rotacion de 7%, de tal modo que R(e1) =1,
donde | € S™, defininos las cajas transversales como

B=R({zez’: -L<az-1<L'|Ja-lj|<L,i>2})=R((-L, L") x (-L, )" ") nzZ* (5.10)
Ademds, definimos su frontera positiva como

0.B=0Bn{xe2® : z-1>L |x-1j|<L, i>2} (5.11)
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A la familia de éstas cajas se denotard por B(R, L, L', L)

Definicién 5.2.6 (Variables aleatorias). Sea w €2, defina la probabilidad de que una caminata
aleatoria salga por primera vez de la caja B por su frontera positiva o no como

pB(W) = PO,w (XTB € 6+B) y QB(W) = PO,w (XTB ¢ 6+B)
Ademads considere la variable aleatoria

(5.12)

EC) € [0, oo
,OB(W) - pB(W) [07 ]

tienen las siguientes especificaciones

(5.13)
Sea (Ly)rs0 ¥ (Lk)ks0 sucesiones que permiten obtener una secuencia creciente de cajas, las
cuales tienden a parecer bandas infinitas transversales en la direccién [ € S*!. Estas cajas

By =R(Ly-1,Ly +1,Ly),

R(el)Zl k>0
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donde inicialmente se considera que

3Vd< Lo< Ly y 3Vd<TLo<L. (5.14)
Asi como,
L ~ I
Ny = -, ng = [V, Ny = =
0 To 0= [No] y 0 T

Recursivamente, para ug € (0,1) y ¢; como en (5.3)

_ - 30
Lis1 = NiLi y L1 = N2L, con Ny = 226 93t (515
up

como resultado de iteracion se tiene la siguiente férmula & > 0

k (e
Ly - (30 cl) 275, (5.16)

Uuo

en efecto,

_ 30 ¢ \" 23(k—1)+3(k—2)+~~+3(2)+3L0

uo
30 ¢ \F _sk(e-1)

= cl) 272 Ly (Férmula de Gauss)
uo
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Por otro lado, se tiene que

asi se obteniene la férmula X
~ L ~
Ty = (—’“) To (5.17)
Lo

Para cada una de las cajas formadas con las dimensiones especificadas se consideraran las
variables asociadas a cada una de las cajas, esto es

Pk = PBy, Pk = DB, k>0 (5.18)

5.3 Definiciones Polinomiales

A continuacién se definen las condiciones polinomiales.

Definicién 5.3.1 (Condicién (P*)y|l). Sea M >0y 1 € St Decimos que se cumple la condicién

(P*)ar|l con respecto al vector I si para cualquier b> 0y I’ € V(1) nS* 1 se tiene
Tim LM Py (Hyf < HE)=0 (5.19)
Sea
co := exp{100 + 4d(In k)?} < co. (5.20)

'"Donde V(1) es un vecindario de 1.
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Para definir la otra condicién polinomial, es preciso hablar de cajas con especificaciones par-

ticulares definidas por la cantidad IV, k € Ny, definida por Ny := 2N > ¢g y recursivamente

N1 = 3(No + k)2 Ny, (5.21)

Observacioén 5.3.1. Note que la cantidad anterior equivale a

(NO +k‘)'

Niip = 3" Ng ( (No=1)!
0 - .

2
), VkeN

Definicién 5.3.2 (Cajas con centro x € Z%). Para x € Z% se introducen, las cajas centradas en x, a
las cajas con especificaciones que se detallan a continuacion:

d-1
B(z,k) := {yeZd : ((y—x).l,---,(y—x).ld)e(—%,Nk)x (—25N,§, 25N,§) } (5.22)

defina la parte delantera media de la caja anterior por

E(l‘,k‘) = {y ez? : ((y—x).l,--', (y—m).ld) € [Nk —Nk_l,Nk) x ( —N,:;’ , N,i’)dl} (5.23)

, 2N, ) ) . o
con la convencion de que N_; := ?0 . Ademds, se definen las caras de dicha caja de la siguiente forma

0, B(z,k) = {y € dB(x,k) : ((y —a)d, e (y - x).ld) e [Ny, 00) x (- 25N, 251\7,3’)‘1_1
(5.24)

0-B(x,k) = {ye@B(azk) : ((y—x).l,---v(y—x).ld)e(—oo,—%]x (-25n7 25N,§)d_1}
(5.25)

9sB(z, k) := 8B(:r,k)\(8+B(x,k:) U &B(az,k)). (5.26)

A los elementos de
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%k:: {B(Sﬂ,k?) : LL’EEn,m A n:Nk—l_Qa m:2N/§_2}

se les llamard cajas de escala k.

Definicién 5.3.3 (Sub-red). Una sub-red de 7%, se define, para n,m € N, como el conjunto

Lo ={ze 74 [wd] enZ, [x.1;] e mZpara j € {2, .. L d}} (5.27)

Definicién 5.3.4 (Cilindros). Para z € R?, denote por

2], =sup|z - 1. (5.28)

722

Defina los cilindros transversales de dimensiones Lo y Iy, con Ly := 2(ngo + 1)50, como
co(k)={weR? s w-lyeLo[kk+1) y |w-lj|<Ly,j>3} (5.29)

también se define el cilindro truncado discreto como

E(k)z{xEZd: inf |z-w|,<Lo y x-le(—L1+1,L1+1)} (5.30)

wec, (k)

5.4 Condiones Polinomiales

Definicién 5.4.1 (Condicion (P*)y|1). Sea M >0y I € S*'. Decimos que se cumple la condicion

(P*)ar|l con respecto al vector 1 si para cualquier b> 0y I' € V(1) n S?12 se tiene
Tim M Py (Hyt <HL)=0 (5.31)

Definicién 5.4.2 (Condicion (P)|l). Sea 1€ S*' y M > 0. Decimos que se cumple (P) |l se

cumple si

sup P, (Hpp, * Ha, 5,) < Ng™ (5.32)

xEBO

2Donde V(1) es un vecindario de {.
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Lema 5.4.1. Para M € (0,+00), [ € st
PHmll = (Pl

Prueba. Como se cumple (P*) |, entonces es posible eligir I1,...,1; € V(1) y b> 0 lo sufi-

cientemente pequefio para que se cumpla
d( 1 -1 ~
1. m HNO < HbNQ N {XO € Bo} c {HBBO = H8+BO}
j=1

2. lim LM p, (Hb_].ij < HZLJ) =0 para todo j € {1,...,d}. por (5.31)

L—oo

Para un z € By arbitrario, tomando complementos en (1) y utilizando (5.31)

-1}

d " B
PI(HaBO ¥ H8+B0) < ZPx (HbNO < H]\J/O) < NOM
j=1

por tanto se tiene la condicién polinomial (5.4.2). O

5.5 Criterio Efectivo

Note que la definién dada en (5.13) equivale a

Py (Hop #+ Hp, B)
Pow(Hop = Hp, B)

pB(w) =

de esta manera se introduce la definicion clave de este trabajo de investigacion.

Definicion 5.5.1 (Criterio Efectivo: CE | 1). Decimos que se cumple el criterio efectivo con respecto
aleS™ sipara L> Cyy L e [3Vd, L?] se satisface

1 3d-3 __
ian{og (log —) Ld-1p3d2 EpaB} <1 (5.33)
,a K
donde a € [0,1] y la familia de especificaciones B = R(L -2, L +2,L%), donde R(ey) =1.

En esta seccién se muestra el resultado puente para obtener a partir de condiciones polino-

miales, las condiciones de balisticidad, mostrado por Sznitman en 2002, cuya parte esencial
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es
CE|l — (T |1

Teorema 5.5.1 (Sznitman, , d > 2, bajo (EU)). Existe una constante ci2(d) > 1, tal que para

1eS™, v e (0,1), las siguientes condiciones son equivalentes

(i) Criterio Efectivo con respectoa l y a € [0,1].
(it) La condicién (T")|l.
(iii) La condicion Tl

donde B=(R,L-2,L+2,L) con R(e1) =1, L>ci9(d), 3/d<L < L>.

Para mostrar este importante resultado, serd necesario postular y mostrar los resultados que
permitieron obtener dicho resultado.

Proposicién 5.5.1 (Cota para la funcién generadora de momento de p;, asumiendo (EU)).
Sea d > 2. Existen constantes co(d) > 3\V/d, c3(d) > 1 y ¢a(d) > 1 de modo que cuando

Ny > 3, Lo>co Zl > 48Nozg (5.34)

y para cualquier a € [0,1] se cumple

T

1
~ L3 ~ 12NgLg Notl ng+m-1
M), (a/2) < c3{ 101 (C4L‘11_2 75 Lo Mq0(1)) Y (e M, (a) (5.35)
0 m=0

Prueba. Considere la funcién
f:{n0+2,n0+1,n0,n0—1,...} xQ— R

definida como

no+l no+1

f(ng+2,w)=0 y fli,w) = Z H

, < 1 5.36
m=t j= =m+1 P /\(]7"‘)) patar=noT ( )

la dependencia del ambiente se omitird en caso de no haber confucién en el contexto. Note
que f(no+1)=1.
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El primer paso consiste en acotar la probabilidad de que la caminata salga por 0_B; antes
de salir por 0, B U J,B1, para w € §2, donde la cota estd en funcién de f, a saber

.

Po[T' TAH ] <
00T,y <T AHL ] 7(1-n9)

(5.37)

Es conveniente introducir un nuevo tiempo de parada, este se basa en los saltos que hace la
caminata de banda en banda y desea capturar el primer instante en que llega a una de las
bandas que quedan fuera de la caja By, éstas son: Hi_p, ¥ Hny+2, la primera por el lado
izquierdo y la segunda por el lado derecho, respectivamente. Sea Fy,, = o(Xv;,,..., Xy,,), la

informacion hasta el momento V;,, y defina la variable aleatoria

T=inf{m >0 : Xy, € Hpoe2U Hing} (5.38)
observe que cuando w € Q2

Pow (XVT €Min, TE(L1-1) <TA Hjl:1+1) =1
Py (VT <T TE(L171) < T/\HZLIH) =1 (5.39)

Adicionalmente se tiene,

Bous | £ (1O 0)) - Vimsonr < T = Bous [ £ (IOXV00,,)) - Vimsiar < T 7 < m]
+ B [F(I(000)) > Vimstyar < T 7> m]
< Bow [f (1(Xv,0)) s Vinnr < T, 7 <m]
B[ (I(X00)) » Vi < Ty 72m+ 1]

= Eow [f (I(Xvirr)) s Vinnr < T, 7 <m]

+ Eow [Exy, wlf H(Xu))] Vi <T, 7>m+1]
(5.40)
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en la dltima igualdad se utiliza la propiedad fuerte de Markov. Por otro lado, sobre el evento

{T>m, Vi <V, < f}, se tiene

Exy, o[ (I(Xv))] = F(I(Xy,,) + 1) P(Xy,,) + [ (I(Xy;,) - D) @(Xv,,)
= (I(Xv,) + ) P(Xy,,) + f(I(Xy,,,) - D)@ Xy, ) + f(I(Xv,,))
- (P(Xv,,) + @ Xv,,)) f(I(Xv,,))
= [(I(Xv;,)) +D(Xv,,) [f (I (Xv;,,) + 1) = f (I(Xv;,,))]
+7(Xv,) [f(I(Xy,,) - 1) - f(I(Xy;,))]

JZ06 TR T 6\ P s (RS P R y
= fI(Xv,)) - P(Xv,)- -+ qXv,)- —
§=I(Xy,,)+1 26D §=I(Xv,,) p(j)

(Utilizando la definicién 5.36)

utilizando propiedades de la productoria se llega al resultado

no+1 1 1
Exy,wlfUXv)] = fU(Xv,) + jzl()l:vlm)ﬂﬁ[_ﬂXVm)Jra(XVm)'ﬁ(I(va))

Ahora, note que Py, (Xy,, € H 1( va)) =1 para todo m > 0. Luego, la expresion dentro de
los paréntesis cuadrados es no negativo pues de (5.8) se tiene

(X)) > TXv) g TXv) 1 .

* 5(Xv.,) (Xv,) pU(Xv,)
— Exy o [FI(Xw))] < fUI(X0,))

Regresando a (5.40)
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EO,w [f (I(X‘/(m+1)/\-r)) ) ‘/(m+1)/\7— < T:I < E(]’w [f (I(XVmM)) s Vinar < T7 T< m]
+ Eow [Exy, o [fU(X)] Vi < T, 72m+ 1]
< Eow[f (I(Xv,,,)) » Viar < T, 7 <m]

+Eou [f(I(Xv,))) s Vi < T, 7>m+1]

(Observacién anterior.)
= E07W [f(I(XVm/\T)) ’ Vm/\r < T]

Por tanto, se tiene que Eo,, [ FU(Xv,..)) s Vinar < T] es decreciente con respecto a m, asf
aplicando el lema de Fatou se obtiene

Eou [f(I(Xv,)), Vs <T]| = EBow lim [f(I(Xv,..,)) s Vinar <T]

m—00

< lim Eou [f(I(Xv,.,)) s Vinar < T]

m—00

= f(0)
Luego, por la observacién en (5.39) se tiene que f(I(Xy,)) = f(1 —no) sobre el evento {TE(qu) <TnA HZL1+1

asi la esperanza en la desigualdad anterior permite obtener

Eo,, [EO,w [fI(Xv,)), Ve <T]| TE(L1—1) <TA HlLl+1]
= P =ng) P [ Ve < T| Ty < T A H L |

Finalmente se obtiene lo que se deseaba mostrar,

f(l - nO)PO,w(TE(LI_l) < T/\ H21+1) < f((])
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La segunda parte de la prueba, consiste en acotar la probabilidad de que la caminata salga

por los laterales antes que por su frontera positiva o negativa; es decir, se va a mostrar

Z’ll
~ (] L3 ~ 12N L,
Ry|[T< Ty, yyAHE ] <2(d-1) [C5L§d 2>L—;L0Mq0(1) n (5.41)
0
Se inicia definiendo la cantidad _
Jo| Do (5.42)
2(710 + 1)
AN,

Note que como Ny > 48 Np, entonces .J > [ 1 ] ; por otro lado, dado que Ny > 3 por hipote-

no +

[24N0]2[3.24]23.24=18.
n0+1 77,()+1 4

sis, entonces

Ahora, note que

Py [|Xn 1j|>JLy paraalgin j>2, n<Tg |T< Tf(Ll_l) A HlLlH] =1

JLy=|——=—=12 1)Lo » NoLg = L;. Por tanto,
pues J L |:2(n0+1)] (no+ 1)Ly~ NoLo = Ly . Por tanto
ol l l d lj lj
BTt o] 5 (A <) o1 (P 7)) 59
j=2

para lograr obtener la desigualdad de (5.41), se acota el lado derecho de (5.43) inductiva-
mente, iniciando con j = 2, por medio de los cilindros definidos anteriormente.

Note que

Py [HZ;ZO < TBI] < Ep

l2 lg
PXHEQ o (HJZO < TBl) » H )T, S TBl] ' (5.44)
J-2)Ig

Pl X, cc, (J-2)|H? _ STB]:L
[ H(2J_2)f0 i )| (J-2)Lo 1
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Ahora, se definen los tiempos de parada H' de salidas iterativas de cajas de la forma de By

centradas en distintas saltos de la caminata, es decir, para ¢ > 0

H° =0, H' =Tp, ATg,:x, y H*" =H' o0y + H' (5.45)

FIGURA. 5.2: Salida de cajas By.

Ahora, considere el siguiente tiempo, de salida ya sea por sus lados laterales o bien por la

frontera negativa de las cajas By, i.e

S=inf{k>0: (Xy-Xo)-lh<—(Lo-1) o [(Xx-Xo) lj|>Lo,paraj>2}
Luego, dado y e ¢, (J -2)n By y w € Q2 se cumple
By

! 2(n0+1) 1 1
Tp, <HY Do 0 (H <9)[=1

en otras palabras, para i € [0,2(ng +1)]

Px,..[H' <S]> N Ei(I}If_ ) Py (X135, €0, Bo)
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2(?’L0+1)
) , como resultado de la propiedad

Defina ¢(J -2,w) := (zeg{}]f_m Py (XTBO € 8+BO)

fuerte de Markov,

l l
PXH12 _ ;W [TB1 <HJQZO:| 290(J_27w) 7 PXH12 B W [HJQZO <T31:| S]-_QO(J_27W)
(J-2)Lg (J-2)Lg (5.46)

ahora bien,

5.44
l l l
2 2 2
Py [HEO < TBl] < E|Px, (HEO < TBl) HE o <Tp,

(J-2)Lg

< E, [HZ_Q)ZO <Tp, , 1-¢(J- 2,0.:)]

-E (Po,w _Héf]_z)zo <Tp, , 1-p(J- Z,w)])

<E (Po,w _Héf]_g)zo <Tp, , 1-¢(J- 2,w)])

< E(po,w LA TBI] (=] - 2,@))

R [Hég_% < TBI] E(1-o(J -2,w))

donde la altima desigualdad es por la independencia entre las variales, ya que P, [H éQJ 5L < TBI]
- 0

es o (w(y, Yy yla < (J - 3)30) —-medible; mientras que 1 - ¢(J - 2,w) es o (w(y, Yy yla > (J - 3)f0)—

medible. Por otro lado, dado que para z € [0,1], 1 - 2" <p(1 - x) se tiene que

E(1-¢(J-2,w))<2(no+1)E (1 - j(]f}]f ) Py (Xt € 8+BO))
TEC -

=2(ng + 1)E( sup Py (X1, ¢ 6+Bo))
zec(J-2)
<2(no + 1)[e(J - 2)[E (Pow (X1, ¢ 0:Bo))

< 2(ng + 1)e(J - 2)[Myy (1)
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para obtener la cardinalidad del cilindro, recuerde sus dimensiones en la definicén (5.29)

|E(J—2)| =214 'ZO _chl—Q =414 - (no + 1) .Z%‘Q 'ZO

sustituyendo en la desigualdad anterior se tiene que

E(1-¢(J -2,w)) <8L;-(ng+1)*- T¢Iy M, (1)

L? ~, , ~
=C5(d)L1-L—;-L§l 2. Lo My, (1)
0

L3~ o~
= C5(d)L_;L§l 2LO Mqo(l)
0

Como resultado,

L3~ o~
Py [HI;ZO < TBI] <Py [Hl2 < TBl] : c5(d)L—;L§l 2To My, (1)

(J-3)Lo ~ 5
L3 ?
<P [HZ-G)ZO g TBl] ' (CS(d)L—%L?_QLo Mqo(l))
(por induccién)
L3~y o0+ " J
< (05(d)L—§L§l2L0 Mqo(l)) (para todo 0 <m < [g])
0

cotas similares se obtienen para cada término del lado derecho de la desigualdas (5.43), por

tanto

I
. L3~ o~ 12T No
Ry|[T< Ty, 4y HE, ] <2(d-1) (c5(d)L—;L§l 2T Mq0(1)) (5.47)
0
ya que la suma contiene 2(d - 1) términos, ademads se utiliza el hecho que 3 <ng y que

Ny > 48ng, entonces

-{es etk
3 6(n0+1) 6(n0+1)fo _12NOZ0

La tercera parte de la prueba consiste en obtener una cota para la funcién generadora de
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momentos de la variable aleatoria p; evaluada en a/2. Para lograrlo, se introduce el evento

del espacio muestral €2,

g:= { Py [T < T S(Li-1) A HL1+1] ,i9c1L1} (5.48)
noétese que
(EU)
1 — 1 1
il e S~ (5.49)
pBl pBl K/Cl(\/a+1+L1) 5261 1

donde ¢;(1 + L; +V/d) esla cantidad de pasos particular que se puede tomar para salir de la
caja B, con ¢; como en (5.3); ademds 1 + Vid < L1 (medio "ancho" de la caja By).

Mas atin, note que la probabilidad de no salir por la frontera positiva de la caja B; se puede
descomponer en los eventos que se muestran en la figura 5.3; por ende, p; se puede estimar

de la siguiente forma

Pow (T, +1<T/\HL )+POM(T<TlL A AHL )

s 1- {POW( L+1<T/\HL +1)+P0w(T<TlL +1/\Hi +1)} (550)
& +K901L1
: ) (sobre el evento G)
1 ( f( ) +‘H901L1)
f(1-ng)

- f(O) + f(l — nO)KlgclLl
f(1-no)-f(0)-f(1 _nO)HQCILl

Ahora bien, como ng > 3 y por la construccién de la funcion f se tiene que

no+1 no+1 1 no+1 no+1

f(A=no) - £(0) - fA-no)™ " = Y ] m’w)—Z I1

m—l—noj—m+1 m=0 j=m+1 ﬁ(]?w)

~ F(1 gyt

n0+1

- > 1

m=1-ng j= m+1ﬁ(]7 )

no+1 no+1 1 no+1 1

- > 1 I1 [

. + .
m=2-ng j= =m+1 P A(]? ) j=l-np+1 p(],W) J=—1+1 Z)\(j,w)

n0+1 1 n0+1 1

I1 [l

2 - + 5
j=l-ng+1 plj,w) Ge—1+1 plj,w)

-f(1- 710)/<,961L1

-f(1- ng)mgclLl

~ f(-ng)r®h
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X7

k) B,
X iL1+1 (\
N
X
Li+1

- X,

[

X7

FIGURA. 5.3: Salida de la caja B; por su frontera no positiva, 0, B

para mejorar un poco mads la cota inferior anterior se debe justicar que la tltima diferencia

es positiva, para ello considere un procedimiento similar al de (5.49) para p(z,w), donde las
201 L()

dimensiones son multiplos de L, entonces > K

plz,w)

no+1 no+1 1 no+1 no+1 1 no+1 no+1

f(-no)= > I 2. 1

< - <
m=1-ng j=m+1 ﬁ(]? w) m=1-ng j=—ng+2 ﬁ(]v w) m=1-ng j=—ng+2

; por otro lado se tiene que

por tanto utilizando estos resultado podemos obtener

el 9¢1 L 2¢1 Lo \0+2 9¢1L
I G w)—f(l—no)ﬁ aky (g2 0) - f(1=ng)r™™t
i=0 PU;
Z( 201L0> no+2 (2n0+1)/<; 2c1Lo2ng 901L1
> ( ClLO)QnO (2no + 1)k~ 2erLo2no derln (pues ng + 2 < 2ng)
> glali (1 ( - (2no + l)mclLl) (pues Long < L1)
3L 3L
> glal (1——1501];1) (pues 2ng + 1 < —1)
LO LO

1
finalmente, al ser x < 5 y asumiendo que Lg > cz(d) se tiene

no+1 c1ly
[1 1 — f(1=ng)rdlr » glal 1—3—1;1(1) > 0.
j=0 PUj,w) Lo \2

Z H I{,_261L0 — (2n0+1)l{—2clLo-2no
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volviendo a la cota de p1,

no+1 1 no+1 1

1 _ 0) — 1- 9c1 L1 >
F(1=no) = f(0) = f(1-no)x >jzlgo+1ﬁ(j,w)+j:-r1[+1ﬁ(ﬂ¥w>

no+1 1

-f(1- no)mgclLl

B 5.51
’ j=l-ng+1 ﬁ(jaw) ( )
entonces
F(0) + f(1 =ng)rdrt
p1(w) < f(l - no) - f(()) — f(l _ n0)14;901L1
< fQ0) + f(1- no)/igclLl
- no+1 1
j:1—7’L0+1 W
no+1
< 11_[ 2G.w) - (F(0) + F(1 - ng)s )
j=1-no+1
no+1
<2 H p(j,w)f(0) (pues f(1- no)ﬁ9c1L1 <1< f(0))
j=1-ng+1
jw+1 no+1 1 no+1
=9 .
mZ::O j=Iﬂ—"L[+1 p(j,w) j:1g0+1ﬁ(j’W)
no+1 m
=2 [] #G.w) 552

m=0 j=1-ng+1

Observe que, {p(j,w) : jpar } es independiente de {p(j,w) : jimpar }. Utilizando el re-
sultado de (5.49) y (5.52), para a € (0,1]:
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My, (a/2) < E[p(fm’ g] +E|:p(i/2, gc]

no+1 af2 a/2
(2 Z H E(ﬁ(],w))) + EI:(K—Qqu) ’ gc]

m=0 j=1-ng+1
(aplique desigualdad de Cauchy-Shwartz y (u +v)"/? < u'l? + 01?2

no+1

<2 ) 1‘[ E(BU,w))?  +  kealip(ge) (5.53)
m=0 j=1-ng+1
no+1 —
<2 ) 1‘[ E(p(G,w))'? + k0l (R, (T< Tl AHY ) > £29)
m=0 j=1-ng+1
no+1 —
<9 2 H E (ﬁ(j’w)a)l/Q + H—aclL1—901L1PO (T < TEL1+1 A H21+1)
m=0 j=1-ng+1
no+l 1o 12ZL()1NO
28 M B@ue? v e (a@ AT M)

m=0 j=1-ng+1 0

Observe que cuando = € ' entonces p(z,w) > po o t,(w) y por ende para i € Z
T < mot, 559

Como resultado se tiene que para a € (0,1]

Iy
no+1

. " 10e L3~ o 12ZoNo

a2 <2 S T B@U@YE + Wby (a@ T T, 0)
m=0 j=1-ng+1 0

(5.55)

O

Lema 5.5.1. Existe una constante cg(d) > co tal que si se cumple
o Log>cs, 3Vd<ILo< Lg, ag € (0,1], wupe [/@LO/d, 1], ademds
® = c4zgd71)L0 Mpo(ao) < IQUOLO

o-3k

entonces, para todo k >0 con ay, = ag 27% y ug = ug

o = caLyy) L My, (ag) < K" (5.56)
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Prueba. La prueba de (5.56) es por medio En la proposicién (5.5.1), se generalizan las cajas de

By a By, y B1 a By.1. Primero debe notarse que se cumplen las hipétesis de tal proposicién

o Lo<Lj

note que para k >0,

~(d-
Pk+1 = C4Ll(c+21)Lk+1 Mpk+1(ak+1)

7 (d-1)
< C3C4Lk+2 Ly

(d-1

7 (d-1)
< CgC4Lk+2 Ly

=(d-1) ~10¢1 L
SCgC4Lk+2 Ly 1k 1ok

~ L3
r10c1Lyen (C4L(d_2) k+1

~ L3
i~ 10c1 Ly (C4L(d—2) k+1

2
P T

k+1 L2
k

k+1 L2
k

Ni+1  [Np]+m-1
DI

m=0

2
Ng

- 12N, Ly,
Lquk(l)) +

ZkMQk(l))m

T
k+1
Nk+1

m=0

N2
5 Nk+1

+ ) (e

m=0

(d-1)
k+1 M

[Ng]+m-1

i M, apn))

2 (C4Ek+1

[Ng]+m-1

Pk(2a‘k+1)) ’

en la induccién el primer paso, k = 0, estd en dentro de las hipétesis del lema, luego asuma

que se cumple la afirmacién para un %, es decir

pp < KUETE

de lo cual se puede deducir lo siguiente

2
Ni up L N2

° (pk‘M <K 24

A
2 4

N Ny

° (Pk4 SLk+1‘Pk4
Ni. uy L Ny,

T+
= (pk
Nk+1
=
m=0
= (pk
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Por otro lado, note que

k 2
upLp N = up2™" (—3061) 2%(;_1)1)0 (—3061) 26(k+1)

Uug Uuo

_ (3061)2 3k+32 ( 3k(k=1) | 6k+6 (3061 )k+1 LO
uo
30 k+1
C1 ) Lo
uo
k+1
3001 ) Lo
uo

= (24000 )23 T (

k(k+1)
= (240¢1)2” 7+ (

= 24001 Lk+1

por tanto, se tiene

LiN?
—10¢; Ligs1 + “’“2% ) (5.57)

Ahora bien, procediendo con la induccién, utilizando los reultados anteriores, tenemos que
volviendo a la desigualdad anterior y utilizando las observaciones anteriores tenemos

(1) oo, B Netl [Nilemol
Qrr1 < e3caly s Ly {70 QI 4 N 2
m=0
F(d-1) 5 =
< C3C4Lk+2 Lk:+1 P 2 4 Lk+1g0k4 (pOI‘ 5.57)
i1 Ny
< 20304L](€ 2 ) Lo (segundo punto anterior)
(g Ng  w LN
< C7L’(j_21)Li 1P kg Ko (cuarto punto anterior)
_ L(d 1)L U1 Lkl ] = L.N. =L
=crly ., k+1<Pk S (pues u/8 = ups1y LgNy = Lyi1)

Ahora bien, para concluir la prueba, basta con mostrar que

Ny
d-1 =
cr l;,g+2 L2 e <1

para ello, procedemos con una cadena de cotas superiores que permiten visualizar la de-
sigualdad anterior,
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- N ~
L Lhae <oV LR, ket
L 3(d—1)~ 3
R
_3(k+1) 30C1 3L
g

(ya que upi1Lgy1 = up2

3(d-1)
<ecr (Lk+2 ) LB(d_l)Li w301l (ya que Lo < Lg)
< Lo 0 +1 -0

=c7 Li(d_l) (Nia1 - Np)* D L3 N2 301l
= op L} (28 N2)PTD N2 0l

< ¢p L34 29001 fd ( 30e1Ly (usando que N;* < 1)

finalmente, como x < 1/2, entonces si se eligen constantes de modo que Lo > cg(d) > c4(d),

se tiene

ey L34 99(d=1) perL ¢

por otro lado, falta ver que N{¢x?*1X+ también estd acotado superiormente por 1. Para ello,
se procede de la siguiente forma,

6d 30cy \k . 3k(k=1)
NS 2961 L (3001) ol8d(k+1) 291 ()27 >

uo

Lo

k 3k(k-1)
2

< (3001)&1 o18d(k+1)-29c1 (52
uo

Lo

donde esta tltima desigualdad es acotada superiormente por 1, si el exponente del 2 es

negativo, para que eso ocurra escoja Lo > cg(d) > cg(d), de modo que se cumpla. O

Proposicién 5.5.2 (Criterio Efectivo, d > 2, bajo (EU)). Existe una constante cio > 3\/c_i, cn1(d) >1
tal que cuando Lo > 19 y 3V/d < Lo < L3, y las especificaciones de las cajas By,

3(d-1) _
) LD LD g M, (a) < 1 (5.58)

1
C11 <log —
K ae(0,1]
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donde po como en (5.18), entonces para algiin ¢ >0

Tim L7 exp {c(log L)?} log Py [T < T3, ] < 0 (5.59)

Solucién. Considere para un tiempo ug € [kFo/ 1] y defina Ly, Ly, para k > 0, por medio de
definiciones dadas en (5.15). Observe que en las notaciones anteriores

3(d-1)
(d-1 acy (d-1
AN (u—o) SR
_ 1\~-3(d-1)
y el maximo de la funcién ug € [kFold 1] — ug(d D guolo eg c(d) (Lo log — , dado
K

que Lo > c10(d)(> ¢g). Como consecuencia, escogiendo c11(d) lo suficientemente grande, se
puede garantizar que se cumple (5.58) para algin Lg > cig, 3vd < Ly < L3, entonces (5.5.1)
se cumple para algin ag € (0,1], ug € [nLO/d, 1]. Por tanto, en vista del lema (5.5.1), (5.56) se
cumple para todo £ > 0.

Entonces considere b,b > 0. Para L grande, se puede encontrar un tinico £ con

Ly <bL < Lyt (5.60)

Denotanto por C el cilindro truncado discreto:

- {:r e 7% Jal, < % To, a-le (—EL,bL)}. (5.61)

Como resultado de (5.56) y que E[q;] < E[p}*], para L grande

1

H = {para alginz e C, gz ot, > /@5“’“14’“} (5.62)

1
P[H] < |C|r2urLr (con notaciones utilizadas)

Una aplicacién de la propiedad fuerte de Markov muestra que sobre H“:

bL

1

Pou [Ty < Thyp] 2 (1 - KQUkLk)([Lk]+1) ’ (5.63)

para algtin ¢ > 0,y L lo suficientemente grande,



Capitulo 5. Condiciones efectivas de balisticidad Polinomial y el Criterio Efectivo para
RWRE

Po[Ty) < Ty ] < (|0| s ;—L . 1) e
k

< exp {—ZL exp {—c(logZL)lm}} (5.64)

usando los resultados (5.17), asi como (5.60) en el tltimo paso. Se obtiene el resultado de-
seado. O

Solucién 5.5.1. Defina c19 = 2(% Veqy y primero se muestra que (i) implica (ii). Como conse-
cuencia de (i) se tiene que para algin L > ¢, L € [3Vd, L*) y a € (0,1]

3(d-1) _
) Ay R G T AP (5.65)

1
C11 (log E

con L' =(L+1)AL?> L.

Si B’ denotado por las especificaciones (R, L -1, L+ 1, L"), entonces cuando la rotacién R’
es cercana a la rotacién R,

pB<py = pPB<PB
Como resultado, siempre que R’ esté lo suficientemente cerca de R, la caja con especificacién

B’ cumple que

lim L™"log Py [TE},L < Tg’], Vpe(0,1), b>0conl' =R (e1) (5.66)

L—oo

En vista del corolario anterior se deduce (ii).
Para mostrar (iii) implica (i), proceda a elegir la rotacién R tal que R(e;) =1 y elija A>0

grande, € >0, pequefio, de modo que se pueda asegurar que para L grande y w €2, se
cumple

Pow [TE/E - TCG,L] <pswy, si B=(R,L-2L+2T=AL) (5.67)
Para L grande, a € (0,1] y ¢>0:

Elpg] <E[ph, ps>e " |+E[pg . ps<e "] (5.68)
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usando la definicién de p y la desigualdad de Jensen, es posible acotar el primer término.

Para controlar el segundo término, se tiene que para L grande, a y ¢ como antes

E[pg] <" E[gB]" + k1 Pgs 2 1 -]
< eaCLvPO [ 2/6 S TCe,L:Ia N (1 _ e—cLW)—ll%—?claLPO I:Tg/e > TCE’L] ((567))

1/2

Por el lema anterior, tomando a = L™/“ y ¢ > 0 suficientemente pequefio, se obtiene

R _1
lim L<’Y%)1ogn<:[pg 2] <0

L—oo

esto implica (i). O

5.6 Condicién polinomial implica 7"
5.6.1 Cajas buenas

Definicién 5.6.1 (Cajas buenas). Decimos que una caja By := B(x,0) € B es buena (bajo un
ambiente fijo w € 1) si

inf Py (Hop, = Ho.B,) 21— N;® (5.69)

xEBO

De lo contrario, se dice que la caja es mala. Para cajas de escalas & > 1, se dice que es buena
si existe una caja Q-1 € B tal que para cada caja Bj_; € By que satisface

By 1nB,+@ A B 1nQp1=9

es buena.

Lema 5.6.1. Sea 1 €S, Asumiendo que se cumple (P)yr |1, entonces para todo By e Bg y
Ny > ¢ se tiene

P(By es buena ) > 1 - 21 N3a+4-M
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Prueba. Note que

P(Byesmala ) < Z IED(P:CM(ILIQB0 +Hpy.p,) > N0_5) (5.70)

:EEBO

pero por la desigualdad de Markov se tiene que

P(Pow(Hop, # Ho. ) 2 Ng®) < N§ sup Po(Hop, + Ho, 5, ). (5.71)

:L'EBO

Luego uniendo los resultados (5.70), 5.71 y la definicién 5.4.2 se obtiene

- od
P(By es mala ) < NS Ny™ - Vol(By) = Ny N ™M - §N§d+3‘M

como Ny es un namero par que cumple Ny > o, entonces se tiene que
2d _ _ _
4 N0:3d+3 M  od-1 Ngd+4 M

obteniendo de esta forma el resultado deseado. O

Lema 5.6.2. Sea M >15d+5 y No > ¢o. Defina para k e N

k .
¢ = (12d+§)lnNg _ 3 12900 + No)

= 2
donde ¢y = (M - 3d -4 —-1/3)In Ny. Entonces
inf ), > 1. .
klerll\lo cp 2 (5.72)
12d1 k + N
Prueba. Note que cj, —c¢j_; = — n90(k + No) , entonces

2k
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12d1n90(j + No)

7=1 7=1 2]
k
12d1n90(j + No)
Gh-ch=-) ——
j=1
o= - i 12d1n90(j + Np)
£ 27
7=1
=, 12d1n90(j + N
d2cy-y =28 2](,7 + o) (5.73)
j=1

12d1n90(j + Noy)
27

donde la dltima desigualdad es vélida ya que >0 y por tanto se tiene

12dln90(j +No) _ & 12d1n90(j + No)
97

>

M

j:1

A partir de la desigualdad (5.73) se desea comparar ¢, := (12d + 2/3) In Ny con la suma, pero

basta notar que

i12dln90(] + Np) 12d(1 90+21n(]+N0))

7=1 7=1 2

< (12d +1/2) In Ny (5.74)
De esta forma, se tiene que
1> (12d +2/3)In N — (12d + 1/2) In Ny = élnNo >1

De esta forma se obtiene que inf ¢ > 1. O
eNp

Proposicién 5.6.1. Para [ € S*™, M > 15d + 5 y asumiendo la condicion polinomial (P)ay |1; se
tiene que para No > co y Vk € Ng, By, € By, que

P(By, es buena ) > 1 - e (5.75)
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Prueba. Por simplicidad, se va a denotar

pr = P (B es buena) y qr =1 —pr =P (By es mala)

La prueba consiste en demostrar por induccién que

pr>1-e %2 (5.76)
para todo k € Ny, donde ¢}, como en (5.6.2).

1/3

Paso inicial: Como Ny > ¢y > 22773, se tiene que 2d-1 ¢ N,'”, entonces por el lema (??) obten-

emos las desigualdades

d-1 pr3d+4-M
3d+4-M+1/3
>1- N,

—(M-3d-4-1/3) In N
Sl /3)n No.

finalmente, dado que M > 15d + 5

po>1- o~ (12d+2/3)InNo _ 1 _ e—cg)zo

lo que permite cocluir el primer paso.

2k

. . —c 1
Paso inductivo: Asuma que pp_1 >1-e -1 y sean By_11,Bk-12,...,Bi-1,m, todas las

my, cajas de escala k-1 que intersecan a Bj. La caja Bj es mala si cada dos cajas malas
. . g ) —¢l ok
de las m;, tienen interseccién no vacia. Entonces, para probar py > 1 - e %>, procedemos a

estimar por arriba a g;,. Inciamos por ver que
Mg\ 2
<
dk = ( 9 )Qk—l
Note que para k > 1, la cantidad de cajas que intersecan a Bj, se estima por

my < (30 3(k + No))™
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por la hipétesis de induccion se tiene que

gk < (90(k + No) ) - (exp{-c}_2"'})?

<exp{In (90(k + No))*") = ¢_,2"})°
= exp{-(¢,_, - 12dI90(k + Ny))2"}

! ok
_ e—ck2

como —cj, < -1 para todo k > 1, se concluye

k
gg < e 2

lo que finaliza la prueba. O

5.6.2 Resultados previos

Proposicion 5.6.2. Sea Ny > cy. Entonces existe una constante c4 > 0 tal que para cada k € Ny y

By, € By, que es buena con respecto a w, se cumple

sup Py, (Hpp, * Ho, B, ) < exp{-caNy}

$€§k

Solucién. Note que

P, (Hap, *+ Ha,B,) < Prw(Hop, = Ho_p,) + Prw(Hop, = Hogp,)

La prueba consiste en utilizar induccién matematica para mostrar que

sup Prw(Hop, = Hogp, ) < exp{—cgNk} (5.77)
[L’€§k
sup P, (Hpp, = Hy_p,) < exp{-c}. Ny} (5.78)
xeBk

donde se define
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C’ _ 5111N() _ Zk: ln30(N0 +j)4

17 5lnN0 k (41113+2Nj_1+3Nj_11n3+21n6—3cle_1lnH)
C = -

F No  S\Nj N;

donde definiendo ¢, := kme (ch) A knll\]f (c) > 0 se obtiene el resultado deseado. Iniciamos la
€Np €Np
prueba de (5.77) y (5.78).

Para k = 0: Como Bj es una caja buena, entonces por definicién

- 51ln N
sup Py o, (Hop, # Ho. ) < Np” = exp {‘( : ) No}
.IEEO NO

por tanto se cumple.

Paso inductivo: Asuma que se cumple (5.77) y (5.78) para k — 1. Defina recursivamente los
tiempos de parada (¢, )nen, por: ¢1 el primer instante en que la caminata deja una caja Bj_1
cuya parte frontal contiene al punto x ¢ By.Paran>1, ¢ esel primer instante en que la
caminata deja la caja cuya parte frontal contiene al punto Xy, , es decir,

¢1=inf{neNy: X, ¢ Bx_1 A x€ By n By para alguna By € Bj_1 que interseca a By}

o bien

¢1:={Tp,_,(X): 3By_1 N By # Fconz € By_y n By}

yparan>1,

¢Gn+1 =inf{neNg : X, ¢ By_1 A Xy, € B4 para alguna By,_; € Bj_; que interseca a By, }

o bien esta alternativa es para hacer uso de la notacién de tiempos de salida de un conjunto.

¢n-1:={Tp,_,(X): 3Bx_1 N By # @ con Xy, € By}
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Si existe méas de una caja que cumple lo anterior se elije una. Considere la caminata reescal-

ada definida por

Yo:=x y Y, =Xy, paran € N.
Como la caja By es buena, existe una caja buena Q-1 € Bj_1 que no interseca a ninguna
caja de escala k — 1 que interseque a By. Con esta idea, se define

Bo, , = {Bk_l €By_1:By_1 N By, + 3 y existe z € B_; tal que Y(Z’Qk_l) < 1};

Es decir, B, , esla coleccion de cajas de escala k -1 que, ortogonalmente a [, estdn cerca

de la caja Qk-1. Luego, defina la zona

Qp-1 = U  Br;

Bk’le%Qk—l

Sean mi, my y m3 tres momentos de la caminata reescalada (Y;,), dados por

ml::inf{neNo:\/(Yn,Qk1)27N,§ y \/(Yn,asBk)z7N,§’}.
lL ll

mg :=inf{n e Ny :Y,, ¢ By}.

mg:=inf{n >my:Y, € Qp 1} < 00
Note que se cumple

wa(ml <Mmg < o0 ‘ HaBk = HasBk) =1

Entonces, el valor m/ := (my A m3) o 6,,,, estd bien definido sobre {Hyp, = Hy,p, } - Sea

3Ng/2
Ty = 2_1:/
Nk_Q +1

se cumple que
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wa

B

oy TNE P
T 30NE T 20N,

Hpp, = HasBk) =1 (5.79)

Si la secuencia (Y;,) parte de algtn y € By, tal que

min { Y(y, 0sBg) , Y(?/a ka—l)}

y continuamente deja J;, cajas de escala k — 1, entonces al menos 20 de tales cajas debieron
haberse abandonado por la parte no frontal de su frontera. Por tanto,se tiene

Pyo(Yie By Vje{l,....Ji}) < I (exp{~c_1 Nie-1})™.

Este resultado en combinacién con (5.79) y la propiedad de Markov aplicada a los tiempos
de parada que son multiplos de J;, concluye que

N,
Pyw(Hop, = Ho,p,) = Pow(m' > Jy———, Hop, = Hy,B, )
20N,
N
20N;,_1

< (exp{—QOC;lek,l +201n Jk})

< exp{—c}, Ny }.

Esto completa la prueba de la afirmacion (5.77) para k.

Prueba de (5.78): Asuma que (5.78) se cumple para k -1 y (5.77) se cumple para para todo
k. La prueba se basa en la comparacién de la - coordenada de la caminata reescalada (Y;,)

con una caminata uno dimensional con un drift.

Sea By, € ‘Bj, una caja buena de escala k, la cual sin pérdida de generalidad es de la forma
By, = B(0, k). Entonces, existe una caja Q-1 € Bj_; tal que para cada caja By_; que interseca

a la caja buena perono a Qj_1, es buena. Defina,
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Lg, ,= min {l-2- Ny_o-1}

2€Qk-1
R, , = max {l-z+ Nj_1/2+1}
2€Qk-1
H@=1) = inf (X,,-1€[Lg,_,,Ro, 1}
TLGNO

Considere la siguiente caminata aleatoria (Z,,) uni-dimensional que posee un drift, donde
la probabilidad de transicién para z € [[Lg, ,,Rq, 1] = [Lg,_ .- Rq,_, | NZ es,

Ni.—
KC1VE=2

Pi(y) =
1- kN2 giy =2 - Nj_y.

siy =x+ Ni_o,

donde P, es la probabilidad condicional sobre {Z = z}. Si se demuestra que

sup Px,w(H(Q’H) < Ha, B, A HasBk) <

xegk
In 2
exp{—c;Nk}+3exp{—(c;;1 - ) x (= 2N —RQk_1>} (5.80)
k-1
yque
sup Py(Hy,(2) < Hyy (2)) <
yE[[LQk_pRQk_l]] Lo, ,+Ni/2
k-1
Ni-1
63 N1 | exp{—c}/Njp_1} (5.81)

entonces esta combinacién demuestra (5.78) tal como se mostrara. Para ver la desigualdad
(5.80), observe que el lado izquierdo se puede estimar de la siguiente manera,
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sup Px,w(H(Q’“‘l) < Hp,p, N HOSBk)
:Eégk
< sup Py H ) < Hy, p, A Ho,p, Hop, = Ho,p, )

xegk
4 sup Py (H ) < Hy_p, A Hy,p,, Hop, + Ha,p, )

.Z’Egk
< sup Px,w(H(‘)Bk = HasBk) + sup Pm,w(H(Qk_l) <Hp,p,,Hpp, # HasBk)

:EGEk megk
< exp{~¢'Ni} + sup PLW(H(Q’“*I) < Hy,p,,Hop, * HasBk) (5.82)

$€Bk

En la ultima desigualdad se ha hecho uso de la prueba por induccién de (5.77). Ahora para

estimar el término

Pz,w(H(Q’“’l) < Hgy,B,,Hsn, * HaSBk)

se compara probabilidades de salida para Y - I con aquellas para Z.

a+Bk

Re

LQ}&:*I RQk:*l
Note que

Px,w(H(Q’“‘l) < Hy,p,,Hop, * HasBk) = P[x-ZJ(Hz}Z (Z) < Hy (2))

k-1

Por otro lado,
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[z<lJ7RQk71 =Np_1
N1

Py(Hgl (Z2)<Hy (2)) < 3(exp {-c}l_1Nj_1 +log 2})

k-1

Como se toma el supremo sobre los x € By = {yeZ?: N}, — Ny_y < y.l < Ny, ly.l;] < N3, v2<

j < d} y por la definicién de |e] podemos concluir que

LJJZJ _RQk—l - N1 > Np-Np, _RQk—l —Nip_1 = Np-2Np_4 _RQk—l
Luego,
I -R - N log 2
Ni_1 Ni_1

log 2
< —(c;;1 - Nf 1 )(Nk —ON,_, - RQk_l)

Asi la ecuacion (5.82) se puede expresar de la forma,

exp{—c Ny} + sup nyw(H(Q’“*l) <Hy,p,,Hson, # H@SBk)

JZEBk

log 2
< exp{—c¢ Ny} + 3exp {—(cgl - ]$§ )(Nk —2Np_4 - RQk—l)}
-1

De esta manera se concluye (5.80). Para obtener la desigualdad (5.81) para y € [[Lg,_,, Ro,_, 1]
defina los eventos D" y D~ de la siguiente manera,

D" ={HN,(Z2)<Hyo01(2)} 'y D ={H np(2)<Hyo0:(2)}

Donde H,(Y) =inf{n e Ny:Y,, € {z}}. Observe que
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sllLa, s Rop, ] B3 2) < H3,(2)
Py(D7)
1 Py(D*) + Py(D7)
P(D)
11 By (DY)

(5.83)

< sup
yE[[LQk71 7RQk71

< sup
yE[[LQk_l 7RQk_1

Considerando que
RQyy € LQyy + 3Nk

y la hipétesis (EU) permiten obtener la siguiente desigualdad,

3Ny

P,(D*) > (1 - exp{—c}/_ Nj_1}) >Ne-o="1Nh-1
v k-1

v
N |

RPNk (5.84)

mientras que por la propiedad fuerte de Markov en combinacién con los calculos de la cam-

inata aleatoria uni-dimensional se obtiene

L, o *Nk/2

Py(D7) <3(1—exp{~ci_\Ny1}) ™ Mo (5.85)

Con los resultados (5.83) y los obtenidos en (5.84) y (5.85) se sigue (5.81).
Note que para z € By sobre el evento { Hpp, = Hp_p, } se tiene que

Poo(H@=D) < Hy p A Hy,p, ) =1

ahora es posible aplicar la propiedad fuerte de Markov y (5.81) asi como (5.80) para obtener

que
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sup Py (Hpp, = Hp_p, ) < sup Pz,w(H(Qk_l) <Ho.p, n Hosp,)
meﬁk :EGEk
X sup Py(H—Nk/Q(Z) <Hn,(2))
ye[[LQk—l’RQkfl]]
oy " In2
<le ™k +3expi—|cp_1 - (N = 2Nj-1 - Ry )
Ni_q
LQy_y *Nk/2
x 631 NE-1 (3 eXp{—Cg_lNk—l}) Mt
<exp {_Nk (C;c,—l _4An3  2Nj1 +3Nj-1In3 +2In6 - 3e1 Ny IH“)}
Ni_1 N

donde se ha hecho uso de que ¢j,_; < 1. O

5.6.3 Resultados Auxiliares

Proposicién 5.6.3 (Sharpened average exit estimates). Asuma (IID) y (EU). Sea M >15d+5 y
] eSi1! , entoces
(Par) | Lo(P*)ar |1 = (T)~, | 1 se cumple.

Prueba. Para aplicar los resultados previos, para L > Ny definimos de forma implicita Ky,
que cumple Ng, 1 +1> L > Nk, +1,lo cual nos permite obtener

InL
Kp~an-—2. L oo (5.86)
In2

Ahora defina los conjuntos
Si = [_NKL 9 11NKL+1:|

d-1
X [_3(10NKL)3(N0 + KL - 1)2(N0 + KL)2 s (1ONKL)3(N0 +KL - 1)2(N0 +KL)2]

9.8t = (11Nk, 41, )

d-1
X [_3(10NKL)3(N0 + KL - 1)2(N0 + KL)2 s (1ONKL)3(N() + KL - 1)2(N0 + KL)Q]

Para L grande, uno tiene
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Po(Hyp # Hy, p1 ) < Po(Hyst # Hy st )
< Py(Toda Bk, € Bk, : Bg, N SlL + & es buena , HaSlL # Ha+SlL) (5.87)

+ Py(Existe By, € B, que interseca S} que es mala).

Para L > Ny y usando la proposiciéon (5.6.1) se estima el segundo término de la suma por
arriba de la siguiente forma

Py(Existe By, € B, que interseca S, que es mala)

! K
S 2’£NKL—17N§‘<L N Splexp{-27*}

<2-30004( Ny + K1, — 1) (N + K1) exp{-25¢}
< exp{-LU+oM)y

utilizando (5.86) en la dltima desigualdad.

Ahora falta acotar la primera parte de (5.87). Para ello, note que si la caminata deja

100(Ng + K7, - 1)*(No + K1,)* (5.88)

cajas de B, consecutivamente por sus partes frontales, entonces ocurre el evento {H, st = Hy, st }.
Por tanto, es posible acotar el evento {H, st * Hy st } por arriba con el evento de que una

de las cajas By, de escala K que la caminata se encuentre la abandona no por su parte
frontal, 0, B, .

Para formalizar lo anterior, para cada k € N asocie a z € Z% un elemento 7, (z) € £ Nj_1,N? tal
que = € B(m(z), k). Defina los tiempos de parada de X,, por

Dé(L =0,

DEL . infrey {XIHDJ_K_% ¢ B(T{'k(XDjK_[{)7k)} +D;f paraj>1siD;f <o
J

00 caso contrario .
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Usando esta terminologia y la propiedad fuerte de Markov en los tiempos D]KL jeN es
posible acotar por arriba el primer sumando de (5.87)

Py(Toda By, € By, : Bk, N S; + @ esbuena , Hast # Ha+$lL)
<E (Pw,w(Hale # Ha+SzL), todo Bk, € B, que interseca a SlL es buena)
<E (POM(Hl <j <100(No+ K- 1)*(No+ K1)*: X i, ¢ 0, B(mp(X i, ), K1),
j -1
toda By, € B, que interseca a St es buena)
<100(No + K1, — 1)*(No + K1.)?e NeL x P (toda Bk, € Bk, que interseca a Sl es buena)
<100(No + K7, — 1)3(No + K1)%e Ve
< exp{-L+oW)y

la segunda desigualdad hace uso de la proposiciéon (5.6.2). Asi finaliza la prueba. O

Proposicién 5.6.4 (Estimado atipico de salida bajo la ley Quenched). Asuma que se cumple (IID)

1
y (EU), ademds T, |l. Entonces, para e(L) := m y para cada funcién 3 : (0,00) — (0, 00),
nin

se tiene

e

Lﬁ(L)—s(L)/5d]!

(5.89)

_01L/3
P(Po,w(HaB = Hp.p) < & 5 ) <5l. [

La prueba se construye sobre las cajas en direccion del vector [, esto es para R(e;) =1, defina

B=R((-L+2,L+2)x(-L*+1,L* +1)%")

LPnlnL L3 InlnL\*!
InL ’ InL

Dt =R ((—L, 10L) x (_

i

Inn Inn

3 3 d-1
Rn($)=R((—2n,2n)X(_2n Inlnn o7 lnlnn) )
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FIGURA. 5.4: Cajas alrededor de z.

Definicién 5.6.2. Se dice que el paralelogramo R, (x) es malo si

- H2 n
Sup Py,w(HaRn(x) * Ham"(x)) > [~/ (L)
yeRn ()

A partir de la definicién de paralelogramos malos de la forma, R,,(z), la demostracién con-
siste en dividir el espacio ambiente w en dos partes: la primera es considerar los ambientes
w donde el ntimero de paralelogramos malos que intersecan a la caja B es menor que L”; la
otra parte corresponde al complemento. Donde en la primera parte, veremos que se cumple

gL’ d e
Pl Poo(Hyp = H > >1-5"——=—
0,w< OB 3+B> 2 |'Lﬁ/5d-|‘

Ahora estamos listos para realizar la demostracion del estimado atipico quenched.

Prueba del estimado Quenched atipico. Defina las cantidades
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n = [LG(L)J
Ln = LTL n3IninL
> InL
B = {Rn(z): zeln}
Jon = {Rn(z) € Py : Ru(z)n B =}
Np =|{Rn(x) € By : Ru(x)Nn B+ A Ry(x) mala}|
GB(L)L = {NL < Lﬁ(L)} cq)
Como se cumple la condicién T, |I, entonces se tiene
—n(1+o(1)) lr}IIIHQn
sup Py(HaRn(O) ¥ H3+Rn(0)) <e R n — oo (5.90)

yeﬁn (0)

Por otro lado, por la desigualdad de Markov, la invariancia bajo traslaciones (bajo ) de Z¢,
asi como la comparacién (5.90); es posible estimar la probabilidad de que un paralelogramo

Ry (x) sea mala, de la siguiente manera
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P(R,(z) seamalo) =P( sup Py,w(HaRn(x) + H8+Rn(x)) S L—l/e(L))
yeRn ()

6 -1
< [£(D) IE[ sup P, (H(‘)R(x) * H&R(x))]
YeRn ()

(Desigualdad de Markov.)

(L)1
= fD) E[ sup Py (Han(oﬁHmR(O))]
yeR~(0)

(Invarianza bajo traslaciones.)

€ e(L)™
< 7,3de(L)+e(L) sup P, (Ha’R(O) * H(’LR(O))

yeﬁn (0)

(1+0(1))e(L)In(2)
< 3de(L)+e(L)! expl-L Inln LX) (5.91)

(1+0(1))e(L)In(2)
<exp{ (3de(L) +e(L) )InL-L Inln LX)

Para cada n € N asocie a z € Z¢ un elemento yel, tal que x € ﬁn(y), denotado por m,(x).
Definase la siguiente secuencia de tiempos de parada para (X, ),y dado por
Dy =0,

D} = it {X’“D?—l R (77’“ (XD?A))} +Djy paraj>1siDj, <oo

00 caso contrario .

Dado w € Gig(1,1,, usando la propiedad fuerte de Markov y (EU), observamos
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L
Py (Hop = Ho, ) > Po., (XD;; €0 Ry (mn (Xpn,)) v 1<5< [E])
,B(L) _
> (exp {-a L) (1= L BTHE (5.92)
1,B(L) _
> (exp{-e; LYY (1 - L BTHE
1
> 5 €XP {—clLe(L)JrB(L)} (5.93)

para L lo suficientemente grande y ¢; = -2dInx > 1.

Por otro lado, sea N, el nimero de paralelogramos malos en ‘B,, que intersecan a B, en-
tonces G5y, 1, ={NL > LP()} ., Se hace la siguiente afirmacion

Lema 5.6.3 (Afirmacién). Existen subconjuntos LY. .., L3 de L, tal que
5¢
s UL, =Lay
j=1

e para todo j € {1,...,5%} ytodo z,y € L3, uno tiene que

Ro(z)nRp(y) =@

Esta afirmacion en combinacion con la hipétesis (IID) permiten concluir que N, es estocdsticamente
5 A

dominada por )" N7 , donde donde (N7 ) ;. (1,....54) son variables aleatorias binomiales iid (definidas
j=1

en algiin espacio de probabilidad) con pardmetros Jr, ,, y P(R,(0) es malo) donde en particular

Jpn <COL? (5.94)

para alguna constante C' y todo L. Cualquier variable aleatoria binomial con esperanza uno, es decir,

Y, ~ Bin(n,n™"), cumple

P(Y,>k)= i (?)n_j(l O L f};(?)n_] < an

=k =k J*

<

] =

, YneN y 0<k<n

et
T o
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Ahora debido (5.91) y (5.94), para L lo suficientemente grande N i es estocdsticamente dominada por
variables aleatorias de binomiales como Y,,, asi obtenemos

5d
B(L) s 7B(L) . ¢
P(Np>L )gP(ZNLzL )35 ORI (5.95)
J=1 :

Es decir, se tiene que

e

c d
P(GYy1) <5 ROy (5.96)

con lo cual se muestra la prueba.

5.6.4 Prueba del decaimiento polinomial
Listo ahora es posible dar la demostracién que obtuvieron Berger-Drewitz-Ramirez

Prueba. La prueba consiste en establecer el CE | [ asumiendo (IID) y (EU). Para ello defina

BiL) =1 (5.97)
a(L) = % (5.98)

a:=1 " (5.99)
Bi(L) = p1(L) + (j - 1)’% (5.100)

4
n = [— - 2] +1
YL
1
50 =K (pa, PO,W(HBB = H8+B) > 5 eXp{—ClL’Bl})
. 1 P 5
E=E|(p", Poo(Hop=Hy,B)E€ §exp{—clL J+1},§exp{—clL i}
1
En=FE (ﬂ“, Pow(Hop = Ho.p) < 5 eXP{—ClLﬁ”})

La escencia en el criterio efectivo es la estimacion de Epj, el cual se puede descomponer de
la siguiente forma
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n—1
Epg=E+ Y. E+&, (5.101)
j=1
Note que
* Si (T),,|l se cumple entonces por la desigualdad de Jensen
& < 2exp{c1 LA} Py(Hpyp + Hy, 5)* (5.102)
Por los resultados (5.98) y (5.97), ademds de la condicién (T'),, |/, se concluye que
& < exp{e L6 — L(+e() /2y (5.103)

e Asumiendo (IID) y (EU) ademaés de la condicién (7)., |!, se obtiene que para j € {1,2,---,n -1}

& < 2explar 5 W Po(Has = Ho.p) < S expl-c1 1}
Por la proposicion (5.6.4) la probabilidad de la derecha puede ser estimada por

e

rd. -
[LAi=e(L) [54]!

concluyendo que

e

& <25 exp{a L) o

(5.104)

Con las cotas anteriores se estima

e
[LPi=<(@) /5d]]
(5.105)

<j)<n—

y por la escogencia de los parametros (5.101) tiende més rapido a cero que cualquier poli-
nomio en L.

Por tanto, (5.33) se cumple para L lo suficientemente grande y el criterio efectivo se cumple,
lo cual junto con el teorema (5.5.1) se obtiene el resultado deseado.

O]
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Capitulo 6

Desde el punto de vista de la particula

Esta técnica ha sido de gran utilidad en el estudio de distintos tipos de movimiento en
medios aleatorios. Se centra en el ambiente visto como la ubicacién actual de la caminata.
Ademas permite relajar la hipétesis (IID). Para definir el proceso ambiente, se inicia con unas
definiciones de teorfa de la medida.

Definicion 6.0.1. (Preservar-medida) Suponga que (1,81, m1) y (22, B2, ma) son espacios de
probabilidad. Sea T : Q0 — Qo una transformacion medible, decimos que T preserva-medida si

my (T~ (B3)) = ma(Ba)

Definicion 6.0.2. (Transformacion ergddica) Sea (2,8, m) un espacio de probabilidad. Una
transformacion que preserva la medida T de (2, B, m) es llamada Ergddica si cuando se cumple

T'B =B, VBeB

entonces m(B) =0 6 1.

Definicion 6.0.3 ((ERG)). Se dird que la familia de transformaciones (t,) cza sobre (2,B8(Q2),P),
es ergédica, si para cada A € B(Q) tal que A=t,'(A), vV x e Z?, entonces

P(A)=0 6 1

Esta condicién es también conocida como ergodicidad total. En particular, note que (IID)
implica (ERG).

Definicion 6.0.4. (Ambiente visto desde la particula) Sea (X,,) una RWRE. Definimos el el
proceso ambiente (también conocido como ambiente visto desde la particula) como el proceso de tiempo
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discreto
wp=tx,w,=w(X,+:) n>0 (6.1)

con espacio de estados €.

Observacioén 6.0.1. Una ventaja del proceso ambiente es que toma valores sobre un espacio com-
pacto; ademds, bajo la medida annealed, Py, el proceso @, es Markoviano con espacio muestral 2 y
distribucion inicial P. Sin embargo, el costo es que ahora se tiene que lidiar con un espacio de estado
infinito dimensional.

Para ver que en efecto, se trata de un proceso Markoviano, sea Rf(w) el kernel de transicién

Rf(w) := Z w(0,e)f(tew)

ecV

definida para f: €} — R una funcién medible y acotada. Note que

Er,w[f(ajl)] = Em,w[f(tXlw)] = Z w(z,e) f(terew)

ecV

= Z txw(O,e)f(te(txw))

ecV
- Rf(t,w) 62)

Considere las funciones, f;, medibles y acotadas con ¢ = 0,---,n + 1. Aplicando (6.2) se tiene
EO,w[fnJrl(@nJrl)fn(@n)"'fO(@O)] = EO,w[fn+1(tXnHw)fn(@n)"'fO(wO)]

= EO,w[EXn,w[fn+1(tXlw)]fn(a)n)'”fO(@O)]
= Eo,w[anH(a’n)fn(a’n)“'fO(@O)]v

donde en la segunda igualdad se aplica la propiedad Markoviana de X,, bajo Fy, y en el
altimo paso se usa la identidad (6.2). Como Rf,.1(w,) es F,-medible, donde F, es la

filtraciéon natural de (@, ), se sigue

EO,w[fn+1(wn+1) |w07 cee awn] = an+1(wn)7 (63)
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lo cual muestra la propiedad Markoviana de la cadena @, bajo la medida de probabili-dad

Py, . Finalmente se integra con respecto a IP para obtener el resultado deseado.

El espacio de estado de la cadena de Markov de ambientes vistos desde el punto de vista
de la particula es amplio, por lo que es posible que la cadena de Markov no sea de utilidad.
Es interesante cuestionarse si existe una medida de probabilidad R-invariante la cual sea
absolutamente continua con respecto a P. Se sabe que bajo el supuesto (UE) existe a lo sumo
un probabilidad con tales caracteristicas, ademds que es necesariamente equivalente a [P

Hipétesis Clave: Dada una medida de probabilidad arbitraria P sobre (2, existe una proba-

bilidad PR, definida para una funcién acotada y medible h, por medio de la ecuacién
f Rh dP = f h d(PR). (6.4)

Se dice que una medida Q es invariante para el proceso ambiente si para cada funcién aco-
tada y continua f

[ tae- [ Rfag 65)

en el caso de una medida de probabilidad P que satisface IP = PR, se dice que es una medida
de probabilidad invariante para el proceso ambiente. Intuitivamente esto corresponde a la

idea de que es posible comparar el punto de vista estatico con el dindmico.

6.1 Teorema de Kozlov

La existencia de medidas de probabilidad invariantes, las cuales son absolutamente contin-
uas con respecto a la distribucién inicial del ambiente, resulta ser crucial en el estudio del
modelo. Recordamos que el proceso ambiente considerado como una trayectoria tiene espa-
cio de estados T := Q. Ademas, definimos la ley P,, sobre su oc—-4dlgebra de Borel B(I') por
medio de la identidad

P,[A] = Py o[ (wy) € A]

para cualquier subconjunto de Borel A e I' dotado con la topologia producto. Més atin, para
cualquier medida de probabilidad v definida sobre €2, definimos

P, ::wal/(dw)
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Denote por §:I' — T el corremiento canénico en I' definido por

0(wo,w1,+) = (w1, wa, ) (6.6)

Un evento A se dice invariante si ¢ ' A = A, bajo una transformacién ¢ que preserva me-
dida. Sea Z la o—algebra de todos los eventos invariantes bajo la transformacién ¢.

Teorema 6.1.1 (Teorema ergédico de Birkhoff). Sea ¢ una transformacion que preserva medida
sobre el espacio de probabilidad (Q,,P) y X € L' cualquiera, entonces

n

1
0

-1
X(¢"w) — E[X|T], c.s

=0

y la convergencia es el L'.

La prueba del teorema 6.1.1 se puede consultar en Durret. El siguiente teorema fue probado
por Kozlov en Kozlov y sigue un razonamiento dado por Sznitman en Bolthausen.

Teorema 6.1.2 (Kozlov). Considere una RWRE en un ambiente con ley inicial P que es (E) y (ERG).
Asuma que Q es una medida de probabilidad invariante absolutamente continua con respecto a PP.
Entonces

(i) Q~P.
(ii) La cadena de Markov con ley inicial Q y kernel de transicion R es ergddica.

(iii) Existe a lo sumo una probabilidad invariante Q que es absolutamente continua con respecto a
P.

Prueba.

(i) Sea Q = fP la medida invariante para R, es decir, f esla derivada de Radon-Nikodym
de Q con respecto a P. Considere el evento E = {f =0}, basta probar que PP es ab-
solutamente continua con respecto a Q, es decir que P(E) =0. Como QR =Q, al ser
invariante, entonces se cumple que

QR1E=@1E:fEfdJP>:0
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Como resultado P (R1g = 0) = 1 sobre el evento E¢, de modo
IP’(lEszlEote):l (6.7)
ecV

ya que sobre el evento E

1 >Rl = Zw(O,e)lEote
eeV

y si se aplica (UE) se obtiene el resultado (6.7). Ahora dado que la indicadora s6lo toma
dos posibles valores, se debe cumplir que

P(lg>1gote) =1 paraecV.
Como la transformacién t. preserva medida, se concluye que para cada e e V'

P(1p = 1tg1(E)) =1

Para cada x € Z si se compone a ambos lados con la transformacion ¢, para e e V'

P(1ei(m) = Let ) = 1

xt+e

de lo cual se sigue que para todo z € Z*

P(lp=1izim) = 1. (6.8)
Ahora, defina
E= N t;'(B)
reZd

note que es invariante bajo la familia de transformaciones (ty),cza y P(E + E)=0. Al

ser P’ es una medida ergddica con respecto a (%)« necesariamente se debe tener que
P(E)=P(E)=0 6 1.
Sin embargo, como fE fdP= f f dP =1, entonces, P(E) = 0.

(ii) Considere OV, el espacio canénico de trayectorias Q-evaluadas y sea 8 el shift canénico
en Q. Se desea probar que para cualquier evento invariante, A € B(Q"), ¢(w) := P,(A) € {0,1}.
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Se afirma que
(6@n))ps0s 7120, esuna Py - martingala, con la filtracién canénica sobre Q
En efecto, note que como A es invariante, con probabilidad, Pg- c.s se tiene

E@[1A|wﬂa )wn] = E@[]-A o 9n|507 "'7wn:|
= F5,(A)
= ¢(wn)

donde en la dltima igualdad se aplicé la propiedad de Markov. Aplicando el teorema
de convergencia de martingala y lo anterior se tiene que

P Jim 6(@n) = La(@n)nar) ) = 1 6.9)
Llegado a este punto, se afirma lo siguiente
(a) Existe un conjunto B € B(Q2) tal que Q(¢ =1p) =1.

En efecto, si no fuera cierto, entonces para ciertos valores a < b con [a,b] e R* - {0,1},

Q(¢ € [a,b]) >0

El teorema ergédico de Birkhoff implica que

n-1

o1 _ _
lim — Z 1¢71([a7b])(wk) = EQ[1¢—1([a7b])(W()) ’I] = (610)

e k=0
donde Z corresponde a la o—-éalgebra de eventos invariantes. Ahora bien, note que
Eg[®] = Po[¢(wo) € [a,b]] > 0

sin embargo, esto contradice (6.9).

(b) Q(R1p=1p)=1.
Para mostrar dicha afirmacién note que

1p(wo) = Eg[lp(w1) | wo] = R1p(wo).
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donde en la dltima igualdad, se ha aplicado nuevamente la propiedad de Markov.

Para demostrar la afirmacién basta con justificar
Q(B) €{0,1}. (6.11)
En efecto, se tiene que Pgp(A) = Q(B), para probar (6.11), note que

1p(w) = Rl1p(w) = Y, w(0,e)1p(tew)
eeV

Aplicando (UE) y siguiendo un razonamiento similar al que se hizo en el inciso
anterior se obtiene el resultado deseado.

(iii) Para probar la unicidad de Q, considere g una funcién medible y acotada en 2, se
sigue del teorema ergddico de Birkhoff y el hecho que Q es invariante y ergédico para
el kernel de transiciéon R que

1n—1
P@(g;ngoﬁ%g(wm[gd@):l

por la primera parte de este teorema, la convergencia anterior también ocurre con la
medida Pp . Como resultado de la proposicién que establece la propiedad Markoviana
de (wy),

n-1
Eq [gggo% ZO: 9(@r) = fg d@]

demostréndose de esta forma la unicidad.

6.2 Ley de grandes nimeros desde el punto de vista de la particula

Para efectos de aplicar el teorema de Kozlov, es necesario visualizar la RWRE desde un pro-
ceso ambiente.

Con el propésito de aplicar el teorema de Kozlov, es de suma importancia entender como se
reconstruye la caminata aleatoria a partir de proceso ambiente canénico. Ahora permitanos

denotar por ., a los ambientes que son periédicos, es decir
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Qper = {w e : w=t,wparaalginz e VANEEN)!

siempre que w € ., y W' es una traslacion de w, esta traslacion se define de manera tnica.
Esta observacion nos permitiria expresar los incrementos de la caminata aleatoria en funcién
del proceso ambiente siempre que la condicién inicial no sea periédica. Suponiendo que la
ley inicial I del entorno es ergddica, y observando que el conjunto de ambientes periédicos
es invariante bajo las traslaciones, podemos ver que P(2,,) es igual a 0 6 1. Sin embargo,
suponiendo (ERG), puede suceder que P(£2,.,), una situacién en la que a priori no podemos
realizar esta reconstruccion (y que es imposible si asumimos incluso (IID)). Por lo tanto,
demostraremos directamente la ergodicidad de los incrementos de la caminata aleatoria.

Permitanos considerar para cada z € Z? el desvio local en el sitio 2 definido como

d(z,w) = z[:]w(x,e)e = B o[ X1 — Xo]

Luego tenemos el siguiente corolario del teorema de Kozlov.

Corolario 6.2.1. Considere una RWRE en un ambiente con cuya ley P satisface (E) y (ERG).
Ademds, suponga que existe una medida de probabilidad invariante para el medio ambiente visto
desde la particula, denotada por v, que es absolutamente continua con respecto a P. Entonces se

cumple una ley de gran niimeros

Xn
Pop ( lim — = / d(0,w)r(dw) = 1/) =1
n—>oo n

Ademds, si la caminata es transitoria en una direccién dada 1, es necesariamente balistica en esa
direccion, de modo que v -1 # 0.

Prueba. Seguiremos a Sabot. Defina para n>1,
AX, =X - Xy

Este es un proceso con espacio de estado ¢/ := U". En un ligero abuso de notacién a (6.6), se

aplica en el caso de I' =/, de la siguiente forma

O(AX1, AXs,...) = (AXs, AXs,...) (6.12)
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Note que el proceso (AX,,),>1 es estacionario bajo laley P, . Vamos a mostrar que la trans-
formacion 6 es ergdgica con respecto al espacio (U, B(U), Py, ), donde B(U) esla o—élgebra
del Borel de U. Sea A € B(U) invariante de modo que 6~'(A) = A y defina

P(z,w) = Py ((AX,) € A)

Afirmamos que (¢(X,,w))ns>0 €s una martingala con respecto a la filtracién canénica en U

generada por (X,,). En efecto,

PO,w[(AXm) € A|X0>"'7Xn] = PXn,w[(AXm) € A] = w(me)

Por tanto, tomando el limite cuando n — oo, y para cualquier w, el teorema de convergencia
de martingalas produce

Poo ( lim (0,3,) = lim $(X,,0) = 1a((AX,))) =1 (613)

Ahora tenemos por ergodicidad y el teorema de Kozlov que

Py, ( lim © 3 9(0,@,) = f ¢(o,w)u(dw)) -1

n—>00 N, k:()

El limite (6.13) implica que

Py, [(AX,) e Ale{0,1}

lo cual nos permite obtener la ergodicidad. Por tanto, tenemos que

X 1 &
Py, ( lim — = lim — Y AXj = f d(O,w)V(dw)) =1
n—-o0o n, n—>00 N, k=1

Por el teorema de Kozlov, podemos concluir que la convergencia de arriba ocurre Fyp-c.s. La

segunda afirmacion del corolario, se siguen inmediatamente por el teorema de Kozlov. [

Rossul-Agha in [32], obtiene una version del corolario 1 donde la transitoriedad es reem-
plada por la conocida condicién de Kalikow [22], una condicién maés fuerte que la ergodici-
dad se requiere, pero es necesario solo asumir la existencia de una medida de probabilidad
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invariante la cual sea absolutamente continua con respecto a la ley inicial sobre semi espacios

apropiados.



122

o [ V4
Bibliografia
[1] BOGACHEYV, L.V. (2006). Random Walks in Random Enviroments. Encyclopedia of Mathe-
matical Physics, Oxford 4 353-371.

[2] DREWITZ, A.; RAMIREZ, A. F. Ballisticity conditions for random walk in random environ-
ment. Probab. Theory Related Fields 150 (2011), no. 1-2, 61-75. d0i:10.1007 /s00440-010-
0268-9

[3] DURRET, R. (2010). Probability: Theory and Examples. Cambridge University Press.

[4] KALIKOW, S.A. (1981). Generalized random walk in random environment. Ann. Probab. 9
753-768.

[5] SOLOMON, F. (1975). Random Walks in Random Enviroments. Ann. Probab. 3 1-31.

[6] SZNITMAN, ALAIN-SOL.On a class of transient random walks in random environment.(2001)
Ann.Probab.,29(2):724-765.

[7] SzZNITMAN, ALAIN-SOL . An effective criterion for ballistic behavior of random walks in
random environment.(2002) Probab. Theory Related Fields, 122(4):509-544.

[8] SZNITMAN, A.-S. Topics in random walks in random environment. School and Conference on
Probability Theory, 203-266 (electronic).(2004) ICTP Lecture Notes, XVII. Abdus Salam
International Centre for Theoretical Physics, Trieste.

[9] SZNITMAN, A., ZERNER, M. (1999). A Law of Large Numbers for Random Walks in Random
Enviroments. Ann. Probab. 27 1851-1869.

[10] ZERNER, MARTIN P. W.(2002). A non-ballistic law of large numbers for random walks in

i.i.d. random environment. Electron. Comm. Probab., 7:191-197 (electronic).



	Agradecimiento
	Hoja de aprobación (firmas)
	Resumen
	Lista de abreviaciones
	Licencia de publicación
	Introducción
	Historia
	Objetivos
	Objetivo general
	Objetivos específicos


	Modelo
	Definiciones
	Ley 0-1 de Kalikow
	La estructura de renovación
	Ley de Grandes Números para d=1
	Velocidad asintótica en el caso annealed
	Ejemplo de RWRE en d=1.


	Ley de grandes números en general
	Introducción
	Notaciones y resultados previos
	LGN para d>1.
	La ley de grandes números para d1


	Balisticidad
	Condiciones (T), (T') y (T) relativo a l.
	Caracterización de las condiciones de Balisticidad
	Estimado D.Q.A Principal 
	Proceso de renormalización
	Control de las colas del tiempo de regeneración

	 Condiciones efectivas de balisticidad Polinomial y el Criterio Efectivo para RWRE
	Introducción
	Notaciones
	Definiciones Polinomiales
	Condiones Polinomiales
	Criterio Efectivo
	Condición polinomial implica T' 
	Cajas buenas 
	Resultados previos
	Resultados Auxiliares
	Prueba del decaimiento polinomial


	Desde el punto de vista de la partícula
	Teorema de Kozlov
	Ley de grandes números desde el punto de vista de la partícula


